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УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
 
 

УДК 658.512 

 
Ю.И. Параев 

 
ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ДВУХСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИКОЙ 

 
Получено аналитическое решение динамической задачи оптимального управления двухсекторной эко-
номикой на конечном интервале времени. Управление заключается в распределении произведённого 
продукта на накопление (инвестирование) и непроизводственное потребление. Задача состоит в выборе 
такого управления, при котором обеспечивается максимум суммарного потребления за планируемый 
конечный интервал времени. Решение получено с помощью принципа максимума Понтрягина. Найдена 
магистраль – участок сбалансированного равновесного состояния экономики. Решены задачи опти-
мального выхода на магистраль и оптимального схода с магистрали. Во всех случаях управления ока-
зываются кусочно-постоянными. 
Ключевые слова: двухсекторная экономика; оптимальное управление; магистраль; принцип максиму-
ма Понтрягина; производственная функция; непроизводственное потребление.  

 
В модели двухсекторной экономики рассматриваются два сектора с различными технологиями 

производства продукции [14]. Обычно в одном из секторов производятся средства производства, а в 
другом  предметы потребления. Управление экономикой состоит в распределении произведенного 
продукта на инвестирование секторов экономики и на непроизводственное накопление. Задача за-
ключается в выборе такого управления, при котором обеспечивается максимум непроизводственного 
накопления за планируемый конечный интервал времени. С помощью принципа максимума Понтря-
гина получено аналитическое решение задачи. Найдена магистраль – участок сбалансированного 
равновесного состояния экономики. Решены задачи оптимального выхода на магистраль и оптималь-
ного схода с магистрали. На всем интервале времени управления оказываются кусочно-постоянными.  

 
1. Постановка задачи 

 
Оба сектора экономики характеризуются следующими величинами: ki – основной капитал, li  

трудовые ресурсы и Yi(ki,li)  производственные функции (i = 1,2). Значение Yi = Yi(ki,li) есть валовой 
продукт, произведенный i-м сектором в единицу времени, т.е. Yit есть валовой продукт, произведен-
ный за время t. В результате получаем систему уравнений, описывающую поведение двухсекторной 
экономики: 

1 1 1 1 1 10

2 2 2 2 2 20

3

μ , (0) 0,

μ , (0) 0,

, (0) 0.

k k W k k

k k W k k

С С W С

    

    

   






                                                 (1) 

Здесь C(t)  непроизводственное потребление, i (>0) – коэффициенты амортизации,  (>0)  норма 
дисконтирования, W1, W2, W3  доли произведенного валового продукта, направленные на инвестирова-
ние секторов экономики и на увеличение непроизводственного потребления. Если считать, что все тру-
довые ресурсы постоянны и равны l0, то l1 = l0 и l2 = (1 )l0, где   коэффициент перераспределения.  
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Управление двухсекторной экономикой заключается в выборе величин W1, W2, W3 и .  
Возможны два варианта распределения произведенного валового продукта: 
1. W1, W2, W3  доли суммарного валового продукта, произведенного обоими секторами, т.е. 

Wi = uiY (i = 1,2,3), 

где  

Y = Y1+Y2, u1+u2+u3 = 1, 0  ui  1, u3 = 1u1u2.                                         (2) 

2. Валовой продукт, произведенный каждым сектором, распределяется раздельно, т.е. 

Wi = ui1Y1+ui2Y2 (i = 1,2,3), 

где  

u1k+u2k+u3k = 1, 0  uik  1, u3k = 1u1k u2k, i = 1,2,3, k = 1,2. 

Например, в модели, приписываемой К. Марксу, продукт, произведенный в 1-м секторе, идет 
на инвестирование 1-го и 2-го секторов. Продукт, произведенный во 2-м секторе, идет на инвестиро-
вание 2-го сектора и на увеличение непроизводственного потребления. В этом случае u31 = u12 = 0. 

Далее будем рассматривать только 1-й вариант. При этом для простоты будем предполагать, 
что трудовые ресурсы постоянны и не перераспределяются между секторами.  

В этом случае непроизводственное потребление на интервале времени [0,Т] равно 

( ) ( )
3 1 2

0 0

e ( ) e (1 ) ( ) .
Т Т

Т t Т tJ W t dt u u Y t dt                                          (3) 

Основная задача: в течение интервала времени [0,Т] найти такие управления ui (i = 1,2,3) с уче-
том (1) и (2), при которых функционал (3) максимален.  

Производственные функции выбираются в форме Кобба–Дугласа ( , ) i i
i i i i i iY k l A k l   (i = 1,2). 

Здесь Аi – масштаб темпа производства (Аi > 0), αi  коэффициент эластичности по основным фондам, 
βi  коэффициент эластичности по трудовым ресурсам, причем αi+βi = 1, αi, βi > 0, i = 1i. Посколь-

ку трудовые ресурсы предполагаются постоянными, то ( , ) i
i i i i iY k l A k  на всем интервале времени. 

 
2. Применение принципа максимума Понтрягина 

 
При применении принципа максимума Понтрягина сначала на основании (1) и (3) составляется 

функция Гамильтона 

1 2 1 2 1 2

( )
1 1 1 1 2 2 2 2 1 2

( , , , , , )

( μ ) ( μ ) e (1 ) ,Т t

H k k p p u u

p k u Y p k u Y u u Y 



        
                                (4) 

где p1(t) и p2(t) – вспомогательные переменные, которые удовлетворяют уравнениям  

' ( )
1 1 2 2 1 2[ e (1 )], ( ) 0.Т t

i i i i i
i

Hp p Y u p u p u u p T
k

 
         


                              (5) 

Здесь 1' ii
i i i i

i

YY A k
k

 
  


, i = 1,2. 

Удобно ввести новые вспомогательные переменные qi(t) = pi(t)eδ(Тt), i=1,2. Тогда вместо (4) по-
лучаем 

( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

( , , , , , ) = e ( , , , , , )

μ μ [ ( 1) ( 1) 1],

Т tH k k p p u u H k k q q u u
q k q k Y u q u q

  
       

                                    (6) 

где согласно (5) переменные qi(t) удовлетворяют уравнениям 
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'
1 1 2 2[ ( 1) ( 1) 1], ( ) 0.i i i i iq q Y u q u q q T                                                (7) 

Здесь i = +i, i = 1,2. 
Функция Гамильтона (6) линейна относительно u1 и u2. Поэтому при q1(t)+10 и q2(t)+10 ми-

нимум этой функции достигается в угловых точках симплекса (2): 

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

( ) = ( ) = 0, ( ) = 1 при ( )> 1 и (t) > 1,

( ) = 1, ( ) = ( ) = 0 при ( )< 1 и (t) > 1,

( ) = 0, ( ) = 1, ( ) = 0 при ( )> 1 и (t) < 1.

u t u t u t q t q
u t u t u t q t q

u t u t u t q t q

 
 
 

 

 
3. Магистраль 

 
Согласно общей теории в случае, когда функция Гамильтона линейна относительно управле-

ний, возможно особое управление u1 и u2. Особое управление [5] существует на некотором интервале 
времени [t1, t2], если на всем этом интервале коэффициент при этом управлении в Н тождественно 
равен нулю.  

Согласно (6) особые управления u1oc и u2oc существуют на некотором интервале времени [t1, t2], 
если q1(t) = q2(t)   1, т.е. функция H не зависит от управлений. Для этого необходимо равенство ну-
лю первой и второй производных функций q1(t) и q2(t). Равенство нулю первых производных функ-
ций q1(t) и q2(t) при q1(t) = q2(t)  1 приводит к условиям  

oc

' или , 1,2.i i i
i i i

i

AY k i 
   


                                                          (8) 

Равенство нулю вторых производных функций q1(t) и q2(t) при q1(t) = q2(t)  1 и 1 2 0q q    

приводит к условиям 1 2 0k k .    Отсюда  

oc

oc
, 1,2.

i i
i

k
u i

Y


   

С учетом (8) можно показать, что u1oc+u2oc < 1, т.е. особое управление всегда удовлетворяет условию 
(2). Интервал времени [t1, t2], в течение которого имеет место особое управление, соответствует 
участку сбалансированного равновесного состояния экономики, который называется магистралью. 
На этом интервале переменные k1 и k2 и управления u1  и u2 постоянны.  

Непроизводственное потребление на интервале времени [t1, t2] равно 

2 1 2

1

( ) ( )
( )

1oc 2oc 1oc 2oc
e e

e (1 ) ( ) (1 ) ,
t Т t Т t

Т t

t

J u u Y t dt u u Y
   

  
     

  

где Y = Y1+Y2 и согласно (8)  

i

ii i
i i

i

AY A


 

   
, i = 1,2. 

Возможен еще вариант, когда на некотором интервале [t, t] одно управление особое (частная 
магистраль), а другое  неособое. Из (2) следует, что в этом случае неособое управление обязательно 
равно нулю. Если на интервале  [t, t] управление u1 особое, то u2 = 0. При этом q1(t)  1, q2(t) > 1 и 
переменная k2 убывает. Если на интервале [t, t] управление u2 особое, то u1 = 0. При этом q2(t)  1, 
q1(t) > 1 и переменная k1 убывает.  

Предположим, что на интервале [t1, t2] существует магистраль, т.е. оба управления особые. То-
гда остается выбрать управления на интервале [0, t1]  выход на магистраль, и на интервале [t2, Т]  
сход с магистрали. 
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4. Выход на магистраль 
 

На интервале времени [0, t1] получается краевая задача для уравнений (1) с граничными усло-
виями 

k1(0) = k10, k2(0) = k20,                                                                         (9) 
k1(t1) = k1oc, k2(t1) = k2oc.                                                                      (10) 

При этом длина интервала [0, t1] неизвестна. Она зависит от условий (9), (10) и параметров задачи. 
Напомним, что при ui = 1 функция ki(t) растет, а при ui = 0 убывает. Среди всех решений урав-

нений (1) можно выделить такие, которые заканчиваются в конечных точках (10). Более того, можно 
выделить решения, которые заканчиваются в (10) при управлениях u1 = 1, u2 = 0 или u1 = 0, u2 = 1 на 
всем интервале [0, t1]. Эти решения можно получить в результате интегрирования уравнений (1) в 
обратном времени с граничными условиями (10). В результате получаются нижние и верхние траек-
тории: N1(t) и B2(t) в случае, когда u1 = 1, u2 = 0, и N2(t) и B1(t) в случае, когда u1 = 0, u2 = 1. При этом 
все другие решения лежат между этими кривыми, т.е.  

1( )
ос( ) ( ) ( ) = e ,  1,2.i t t

i i i iN t k t B t k i     

По аналогии с задачей оптимального быстродействия эти кривые назовем линиями переключе-
ния.  

Очевидно, что в конце интервала [0, t1] система должна двигаться по этим линиям, чтобы по-
пасть в точку (10). Поэтому получается следующее решение. Интервал [0, t1] разбивается на две части 
[0, t] и [t, t1]. Далее возможно два варианта. 

А. Управления выбираются в виде 

1
1

1 при 0 ,

0 при

t t'
u

t' t t
 

   
 и 2

1

0 при 0 ,

1 при

t t'
u

t' t t .
 

   
                                         (11) 

В результате получаем решение, представленное на рис. 1, а. При этом 

2

1 1

'
1 11 10 20 2 20 20 20

( ')
1 1 10 1 1 1 1oc

2 1 21 1 1 2 2oc

( ') (0, '; , ), ( ') (0, '; ) e ,

( ) ( ', ; ( ')) ( ')e , 

( ) ( ', ; ( '), ( ')) .

t

t t

k t X t k k k t X t k k

k t X t t k t k t k
k t X t t k t k t k



 

  

  

 

 

Здесь Xi1(s,t; k1(s), k2(s))  решение i-го уравнения (1) на интервале времени (s,t) при ui = 1; Xi0(s,t; 
ki(s)) = ( )( )e i t s

ik s     решение i-го уравнения (1) на интервале времени (s,t) при ui = 0. 

Исключая из этих уравнений k1(t) и k2(t), получаем два уравнения для нахождения t и t1.  
 

 
                                                                а                                                                                  б 

 
Рис. 1. Выход на магистраль 

u1 = 1 u1 = 0 
u1 = 0 u1 = 1 

B1 

B2 

B1

B2k1

k1

k10 

k20 

k1oc k1oc 

k2oc k2oc 

k10 

k20

k2

k2 

N1 

N1

N2 
N2 

u2 = 1 u2 = 1 u2 = 0 u2 = 0 t1 t1 t′t′ 00 
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Б. Управления выбираются в виде 

1
1

0 при 0 ,

1 при

t t'
u

t' t t
 

   
  и 2

1

1 при 0 ,

0 при

t t'
u

t' t t .
 

   
                                         (12) 

В результате получаем решение, представленное на рис. 1, б. При этом 

2

1 1

'
1 11 10 20 2 20 20 20

( ')
1 1 10 1 1 1 1oc

2 1 21 1 1 2 2oc

( ') (0, '; , ), ( ') (0, '; ) e ,

( ) ( ', ; ( ')) ( ')e , 

( ) ( ', ; ( '), ( ')) .

t

t t

k t X t k k k t X t k k

k t X t t k t k t k
k t X t t k t k t k



 

  

  

 

 

Исключая из этих уравнений k1(t) и k2(t), получаем два уравнения для нахождения t и t1. 
Таким образом, выход на магистраль осуществляется за счет релейного управления с одним 

моментом переключения. При управлениях (11) или (12) u3 = 0, т.е. накоплений нет и нет оптимиза-
ционной задачи. Поэтому переменные q1(t) и q2(t) нас не интересуют. Из решений А и Б следует вы-
брать то, при котором значение t1 наименьшее. Это связано с тем, что на интервале [0, t1] нет накоп-
лений и его следует взять максимально коротким. 

 
5. Сход с общей магистрали 

 
На интервале времени [t2, Т] получается краевая задача для уравнений (1) и (7) с граничными 

условиями 

q1(t2) = q2(t2) = 1, k1(t2) = k1oc, k2(t2) = k2oc,                                                   (13) 

q1(T) = q2(T) = 0.                                                                         (14) 

При этом длина интервала [t2, Т] неизвестна. 
Пусть u1 = u2 = 0. Тогда из (1) получаем, что на интервале [t2, Т] 

2( )
oc( ) e ,i t t

i ik t k    i = 1,2, 

и с учетом (8) 21 ( )' e .i i i t t
i i i i iY A k         Подставляя последнее в (7), получаем 

2 2( ) ( )e ( e ),i i i it t t t
i i i i i iq q q             i = 1,2. 

Поскольку на интервале [t2, Т] 1  qi0, а 2( )e 1,i i t t     то 0iq   и эти функции растут. Решение этих 

уравнений с учетом (13) следующее: 

 

2 2

2

2 2 2

( ) ( ) (τ )

( ) ( ) ( )

( ) e e e

e e e ,

i i i i

i i i i

t
t t t t

i i
t

t t t t t ti

i i

q t d      

      

     

  
   

   


                                                (15) 

i = 1,2. Поскольку параметры задачи разные, то функции q1(t) и q2(t) растут по разному и достигают  
значения 0 в разные моменты времени. Поэтому значения t2 должны быть разными. 

Подставляя (15) в (14), получаем  

 2 2 2( ) ( ) ( )e e e ,i i i i i i iТ t Т t Т ti

i i

        
 
   

 i = 1,2.                                          (16) 

Решение этого уравнения проводится следующим образом. Из (16) следует 

2 2( ) ( )e e ,i i i i iТ t Т ti i

i

     

  

 i = 1,2. 

Логарифмируя это выражение, получаем 
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2 2( ) ( ) ln i i
i i i i i

i i
T t T t

  
            

 

и окончательно 

2
1

ln ,i i
i

i i i i
T t

    
         

 i = 1,2. 

Пусть функция q1(t) растет медленнее, чем q2(t), т.е. T t21 >T t22. В этом случае должно быть 
следующее решение задачи. Полагаем t21 = t2. На интервале [t2, Т] управление u1 = 0, а управление u2 

строится в виде 

2ос 2 22
2

22

при ,

0 при

u t t t
u

t t T .
 

   
 

При таком управлении на интервале [t2, t22] функция q2 постоянна и равна 1. На интервале 
[t22, Т] функция q2 переходит из значения q2(t22) = 1 в значения q2(T) = 0 (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Сход с магистрали 
 

Таким образом, при сходе с магистрали одно управление равно нулю, а другое является релейным.  
Непроизводственное потребление на интервале времени [t2, t22] равно 

 
22

1 21 1 2

2

( )( )
2oc 1 21oc 2oce (1 ) e ,

t
t tТ t

t

J u A k A k dt        

а на интервале [t2, t22] равно 

 1 21 1 2 2 2 22

22

α ( ) ( )( )
1 21oc 2oce e e .

Т
t t t tТ t

t

J A k A k dt         

Эти интегралы легко вычисляются. Аналогичное решение получается, когда функция q1(t) рас-
тет быстрее, чем q2(t). 

 
Заключение 

 
Решена задача оптимального управления двухсекторной экономикой на конечном интервале 

времени. На всем интервале времени управления оказываются кусочно-постоянными. Выделяются 
три временных  интервала: выход на магистраль, магистраль и сход с магистрали. Выход на маги-
страль осуществляется за счет релейного управления с одним моментом переключения. При этом на 
этом интервале непроизводственных накоплений нет. На магистрали капитал каждого сектора и 
управления постоянны. При сходе с магистрали произведенный продукт инвестируется только в один 
сектор экономики в зависимости от параметров задачи. На основании  полученных результатов мож-

u1  

u2  
u2oc  

q1 

q2 

t2 t22 T 

0  

–1 
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но сформулировать необходимые условия существования оптимального управления в рассматривае-
мой задаче, т.е. ограничения на длину интервала [0, Т], начальные условия и параметры модели. Эти 
условия связаны с необходимостью выполнения неравенств 0  t1  t2 < T. В частности, требуется, 
чтобы интервал [0, Т] был достаточно большим. 
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The analytical solution of a dynamic problem of optimum control by the two-sector economy on a finite interval of time is re-

ceived. Control consists in distribution of the produced product into accumulation (investment) and non-productive consumption. 
The problem consists in selecting such a control, at which, for a planned finite interval of time, the maximum of non-productive con-
sumption is provided. 

Both sectors of economy are characterized by the values: ki is the fixed capital, li is the labor resources, and Yi are the Cobb-
Douglas production functions (i = 1,2). The Yi  is the gross product produced by the i-th sector at a time, i.e. Yit is gross product 

produced during t. As a result, we obtain a system of equations describing the behavior of the two-sector economy   

1 1 1 1 1 10

2 2 2 2 2 20

3

(0) 0

(0) 0

(0) 0

k μ k W , k k ,

k μ k W , k k ,
С С W , С .

    

    

  






 

Here, C(t) is non-productive consumption, i (>0) is damping coefficients,  (>0) is discount rate, W1, W2, W3 are shares of gross 
product, aimed at investing sectors of the economy and an increase in non-productive consumption. Control by the two-sector econ-
omy consists in choosing values W1, W2, W3. In this paper, we consider such distributions of gross product when W1, W2, W3 are 
shares of the total gross domestic product produced by both sectors, i.e. 

Wi=ui(Y1+Y2) (i=1,2,3), 
where 

u1+u2+u3=1, 0ui1, u3=1u1u2. 
In this case, the non-productive consumption in the interval [0, T] is equal to  

( ) ( )
3 1 2

0 0

e ( ) e (1 ) ( )
Т Т

Т t Т tJ W t dt u u Y t dt.        

In the interval [0, T], the main problem is to find such controls u1 and u2, subjected to the restrictions, under which this functional 
is maximized. 

The problem solution is carried out by using the Pontryagin maximum principle. Since the Hamiltonian is linear with respect to 
the controls u1 и u2, then, as shown, there are the special controls u1oc and u2oc when the capital of both sectors remains constant. The 
interval [t1, t2], in which the special control takes place, corresponds to a site of the balanced equilibrium state of the economy, which 
is called as the highway. 

As a result, in all cases the optimal control is piecewise and constant. The interval [0, T] is broken into three parts: [0, t1] is an ex-
it to the highway, [t1, t2] is the highway, [t2, Т] is a descent from the highway. The problems of the optimal exit to the highway and 
optimal descent from the highway are solved. The exit to the highway is carried out by the relay control with one switching point. At 
a descent from the highway, the produced product is invested only in one sector of economy depending on task parameters. 

Also, obtained results allow to formulate necessary conditions of optimum control existence for our problem, i.e. restrictions on 
the length of a interval [0, T], the entry conditions, and the model parameters. These conditions are connected with need of fulfill-
ment of the inequalities 0t1t2<T. 
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ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА  
2014                    Управление, вычислительная техника и информатика             № 3 (28) 

 
 

УДК 681.5.01:62-50  
 

А.А. Шилин, В.Г. Букреев 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО И СКОЛЬЗЯЩЕГО РЕЖИМОВ 
УПРАВЛЕНИЯ С РЕЛЕЙНЫМ ЭЛЕМЕНТОМ,  

ОХВАЧЕННЫМ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 
 
Рассматривается метод синтеза оптимального управления линейным объектом второго порядка в си-
стеме с релейным элементом, охваченным обратной связью. Получено необходимое условие возникно-
вения скользящего режима. Созданный алгоритм управления обладает робастным свойством при ин-
тервальных изменениях параметров объекта. Результаты подтверждаются математическим моделиро-
ванием и экспериментальными исследованиями на действующей теплообменной системе промышлен-
ного типа. 
Ключевые слова: релейный элемент с обратной связью; оптимальное управление по быстродействию; 
скользящий режим. 
 

Статья посвящена развитию методов синтеза систем с релейным элементом, охваченным об-
ратной связью, при решении задач конструирования оптимального управления различными техниче-
скими системами. Один из вариантов практического применения релейного регулятора для линеари-
зованных систем рассматривается в [1], где предлагается аппроксимация характеристик релейного 
элемента линейным уравнением. Работоспособность такого подхода подтверждается  промышленной 
эксплуатацией распространенных аналоговых регуляторов Р-21, Р-29, РП-4, теория синтеза  которых 
достаточно полно представлена в литературе [2, 3]. Использование многофункциональной нелиней-
ной обратной связи в структуре релейного элемента промышленных регуляторов создает предпосыл-
ки повышения качества управления сложными динамическими объектами [4, 5].  

Определенный теоретический интерес представляют системы с разрывным управлением, 
функционирующие в скользящем режиме и учитывающие изменение реальных характеристик релей-
ного регулятора (С.В. Емельянов, В.И. Уткин, В.А. Уткин и др.). В классическом исполнении момен-
ты переключения релейного элемента не являются изолированными, и количество переключений ре-
гулятора теоретически стремится к бесконечности. Уменьшение количества переключений возможно 
путем введения гистерезиса в релейную характеристику или запаздывания управляющего воздей-
ствия [6]. Другим эффективным способом уменьшения количества переключений является выбор па-
ры управляющих сигналов (–1,0) или (0,1) вместо классической пары (–1,1) при условии, что фазовые 
траектории для данных пар сигналов направлены к траектории скольжения. Авторами реализован 
релейный метод управления в скользящем режиме без зоны нечувствительности [7], позволяющий 
получить минимальное количество переключений для объекта второго порядка: 

1 2

2 2

,

( ) ( ) ( ),

x x
x h x x g x u t


     




     (1) 

где функции h(x) = ko(x)/Tob, g(x) = kp(x)/Tpr являются положительными и определяются состоянием 
системы ko(x) и kp(x); Tob и Tpr – постоянные времени объекта и исполнительного привода. 

Такая модель часто применяется для объектов в теплоэнергетике с трехпозиционным электро-
механическим клапаном в качестве исполнительного устройства и управлением ( 1,0,1)u  . Отметим 

особенность управления, где вместо функции sign(x) используется скалярная функция, обладающая 
свойством гистерезиса:  
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1

1 1

sign( ), если ,

( , ) 0, если ( ) 0,

, если (( ) 0) ( ).

x x
y x x x

y x x x


 

  
     
     

   (2) 

Значение y–1 определяется на предыдущем шаге вычисления, так как характеристика гистерезиса предпо-
лагает запоминание прошлого состояния. Длительность дискретизации вычисления должна быть значи-
тельно меньше постоянной времени объекта. Значение управления определяется выражением 

1 1 2( ) ( ( ) ( ), )u t a x t x t     .     (3) 

На рис.1, a представлены фазовые траектории a,b,c,d,e для различных значений функции g(x), и для 
выделения характера управления в виде пары сигналов (0,1) введён фрагмент траекторий a и e. 

 

 
a       b 

 
Рис. 1. Результаты моделирования в скользящем режиме с подстройкой a1 

 

Отметим, что фазовая траектория e объекта имеет свойство притяжения к траектории скольже-
ния при втором ее пересечении. Следовательно, возможно предположение, что для заданного поло-
жения объекта (1) в фазовой плоскости (x1(t0), x2(t0)) существует такое значение параметра траектории 
скольжения a1 в (3), при котором второе пересечение фазовой траектории объекта будет в малой 
окрестности точки равновесного состояния. В этом случае, при стремлении 0,  имеет место одно 

переключение на противоположный знак управления вне окрестности точки равновесного состояния, 
что соответствует оптимальному управлению по быстродействию. Практический интерес представ-
ляют методы управления, обладающие робастными свойствами в скользящем режиме и оптимальны-
ми по быстродействию при некоторых стационарных условиях функционирования объекта. Так, в 
работе [8] рассматриваются алгоритмы, совмещающие скользящий режим с оптимальным управле-
нием в форме отрицательной обратной связи, а в работе [9] получена аппроксимация параметра 
a1(x1(t0), x2(t0), h, g) для стационарного линейного объекта. Результаты моделирования, представлен-
ные на рис. 1, b, подтверждают существование параметра траектории скольжения a1 для стационар-
ных условий, где g и h известны и неизменны, что обеспечивает оптимальную по быстродействию 
траекторию движения объекта из заданных точек на фазовой плоскости. Таким образом, есть основа-
ние полагать, что управление (3) с вычислением параметра a1(x1(t0), x2(t0)) для стационарного объекта 
гарантирует оптимальное управление по быстродействию. В остальных же случаях, когда выполня-
ется неравенство g(x) > g или h(x) > h, следует скользящий режим. В частности, на рис. 1, b выделена 
окрестность в точке равновесия, где наблюдается скользящий режим, вызванный погрешностью вы-
числения параметра a1. Следует отметить, что реализация управления (3) на микроконтроллерах с 
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малой разрядностью аналого-цифрового преобразователя (АЦП) вызывает большие затруднения при 
необходимости оценки производной  измеренного значения x1(t). 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим замкнутую систему управления для объекта (1) с регулятором на релейном элемен-

те и обратной связью, структуру которого можно представить в виде уравнений 

3 1

3 3
3

3

( , ),

, если 0,

, если 0,

u x x
a x u

x
k u u

   
        


     (4) 

где дополнительная переменная x3 описывает динамические свойства обратной связи релейного эле-
мента с учетом положительности значений параметров a3 и k3. Синтез управления не предполагает 
использование переменной x2, следовательно, не требуется оценка производной от измеренного зна-
чения x1. Таким образом, в системе (4) наблюдается контур с отрицательной обратной связью, где 
организуется стремление переменной x3 к переменной x1 при активном управлении 0u  . Очевидно, 
этот контур будет устойчивым при любых k3>0, так как имеет первый порядок и при отсутствии 
управления u = 0 переменная x3 стремится к нулю. Параметры модели объекта и звена обратной связи 
в общем случае могут быть нелинейными и нестационарными, представленными соответствующими 
функциями h(x, t), g(x, t), a3(x, t), k3(x, t). Рассмотрим возможность реализации для объекта (1) с 
управлением (4) скользящего режима, а также оптимального управления по быстродействию в случае 
линеаризованного стационарного объекта. 

 
2. О существовании скользящего режима 

 
Утверждение. Для замкнутой системы (1) и (4) возможно существование траектории скольже-

ния вида 

 0 1 2, ( ) 0ss a t x t x x    ,     (5) 

где  0 0, ( ) 0 ( )sa t x t t t t    , если выполняются необходимые условия 

1 0 3 0

3

( ) ( ),

( ).s

x t x t
a a t


 

      (6) 

Доказательство. Предположим, что δ > σ, где σ – бесконечно малое положительное число, но 
не равное нулю. Введем функцию 

( 0)

( 0) ( 0)

( ) u

u u

T
q t

T T


 



,      (7) 

которая представляет собой скважность активного управления при заданных временных отрезках, 
соответствующих одному периоду автоколебания, вызванного наличием гистерезиса со значением δ. 
Предел этой функции lim ( ) ( )q t r t


  стремится к конечному числу r, которое принимает значения в 

диапазоне (0,1) и может рассматриваться в качестве эквивалентного управления [6]. Тогда модель 
замкнутой системы для x1(t0) > 0 можно записать в виде дифференциальных уравнений 

1 2 1

2 2

3 3 1 3

( ) ,

( ) ( ) ( ),

(1 ( )) ( ).

sx x a t x
x h x x g x q x
x a q t x k q t

   
     
       





    (8) 



15 

Дифференциальные уравнения (8) при заданных начальных значениях фазовых переменных 

3 0 1 0 1 2 0 0 2( ) ( ) , ( ) ( )sx t x t c x t a t c     имеют единственное решение относительно функции as(t) на осно-

ве предположения, что функция q(t) является эквивалентным управлением (4), которое обеспечивает 

выполнение условия режима скольжения 3 1x x   . Следовательно, при бесконечно малом σ и ра-

венстве x1 = x3 из уравнения 1 3 1 3( ) (1 ( )) ( )sa t x a q t x k q t        можно получить условие 

3

3 3 1

( )
( ) 1,

/
sa a tq t

a k x


 


 

где решение относительно x1(t) имеет положительное значение на всей траектории скольжения. Ана-
логичным образом для условия x1(t0)<0 можно записать дифференциальные уравнения замкнутой си-
стемы в виде 

1 2 1

2 2

3 3 1 3

( ) ,

( ) ( ) ( ),

(1 ( )) ( ).

sx x a t x
x h x x g x q x
x a q t x k q t

   
     
       





    (9) 

Решение системы дифференциальных уравнений (9) позволяет записать  

3

3 3 1

( )
( ) 1

/
sa a tq t

a k x


 


, 

где переменная состояния x1(t) имеет отрицательные значения по всей траектории скольжения. Таким 
образом, для рассматриваемых случаев можно записать равенство 

3

3 3 1

( )
( ) 1

/
sa a tq t

a k x


 


. 

Следовательно, выполнение условия (6) предполагает положительно определенные значения q(t) на 
интервале [0…1]. Отметим, что выбор значения a3 определяется условиями существования классиче-
ского скользящего режима [6], и утверждение (6) свидетельствует о том, что скользящий режим (5) в 
системе (4) будет косвенно определяться параметрами объекта. Следовательно, о робастных свой-
ствах системы можно говорить только с точки зрения асимптотической устойчивости. 

 
3. Реализация оптимального управления по быстродействию 

 
Апробацию предложенного алгоритма оптимального управления рассмотрим на основе стацио-

нарного линейного объекта (1) при условиях g(x) = g, h(x) = h. Предположим, что до момента появле-
ния возмущающего воздействия система была установлена в нулевой точке равновесного состояния. 
При появлении возмущений в системе переменная x1 принимает некоторое положительное значение 
x1(t0) = C1 и в соответствии с уравнениями (4) управление будет равно u = –1. Решение дифференци-
ального уравнения замкнутой системы определяется выражениями (1), (4) и отражает встречное дви-
жение переменных x1 и x3 до момента переключения знака управления, в результате чего переменная 
x2 становится равной некоторому значению. Предположим, что параметр k3 подобран таким образом, 
что в первоначальной точке переключения управления выполняется неравенство |x2| > k3. Это означа-
ет, что после первого переключения управляющего сигнала в системе не будет возникать скользящий 
режим и на определенном интервале времени выполняется равенство u = +1. Повторное достижение 
фазового состояния системы траектории скольжения в точке равновесия является условием заверше-
ния переходного процесса. Следовательно, актуальной задачей является определение значения пара-
метра k3, обеспечивающее оптимальное управление по быстродействию. Рассмотрим оптимальное 
управление на примере модели объекта (1), полученное на основе принципа максимума Понтрягина. 
Переходный процесс представлен на рис. 2, a.  
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a 

 
b 
 

Рис. 2. Переходный процесс переменных состояния в системе с оптимальным регулятором 
 

Переходный процесс переменной x3, определяемый вторым дифференциальным уравнением с 
управлением (4), организуется таким образом, чтобы момент переключения t1 соответствовал перво-
му уравнению (4). При условии u(t) ≠ 0 коэффициент k3 характеризует скорость изменения перемен-
ной x3, которая функционально зависит от знака сигнала оптимального управления, например: 

3
3

3
3

( 1) 0,29 / 85 3,4 10 (1 / с),

( 1) 0,29 / 43 6,7 10 (1 / с).

k u
k u





    
    

 

При моделировании переходных процессов в функции от других начальных условий  

1 0( ) (0,2;0,4;0,6;0,8;1)x t   обнаружилось, что скорость изменения переменной x3 будет определяться 

знаком произведения sign(x1(t)·u(t)) и начальными значениями x1(t0) = C1. В этом случае уравнения 
регулятора (4) принимают вид 

3 1

3 3

1
3 1 1 1

1
2 1 1

( , ),

, если 0,

( ( )) , если sign( ) 0,

( ( )) , если sign( ) 0.

p

p

u x x

a x u

x u T C u x

u T C u x





   


        
     


    (10) 

Причина возникновения такого явления и методы вычисления зависимостей (10) исследовалась 
авторами статьи в [9]. Получение в аналитической форме отображения параметров (g, h, C1) объекта в 
параметры регулятора (Tp1, Tp2) остается открытой задачей, поэтому рассмотрим аппроксимацию дан-
ных функций, построенных на результатах частных решений, например методом Фельдбаума (см. 
рис. 2, b): 
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1
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2 20 21 max 1
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,

,

,

mx
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p p p p

C k g h

T k k C C g

T k k C C T





  

   

   

     (11) 

где kmx, kp10, kp11, kp20, kp21 – коэффициенты аппроксимации. Для экспериментального объекта с пара-
метрами g = 1,35ºC/с, h = 30–1 с–1 функции (11) принимают явный вид 

 

max

2 1

1 1 2

4,49 1,35 30 7,68,

2,66 7,68 ,

1,28 0,036 .

p

p p

C
T C

T C T

   
 

   

 

Значение коэффициента a3 в оптимальном регуляторе для стационарного объекта непосред-
ственно не влияет на переходный процесс, однако он определяет робастные свойства и режим сколь-
жения по траектории (5) при изменении параметров объекта. Влияние запаздывания 10 с   по 
управлению ( )u t    приводит к возникновению скользящего режима в конце переходного процесса 

(рис. 3, a). На рис. 3, b приведены результаты моделирования для объекта, где значение Tpr увеличено 
в три раза, что эквивалентно уменьшению коэффициента усиления в системе [10].  
 

 
a 

   
b 
 

Рис. 3. Переходные процессы в скользящем режиме 
 

В этом случае параметры регулирования не будут соответствовать оптимальным значениям, 
однако наблюдается скользящий режим и обеспечиваются робастные свойства предлагаемого метода 
синтеза регулятора. 
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Результаты моделирования стационарного объекта при начальном условии |x1(t0)| = 10ºC пред-
ставлены в виде переходных процессов на рис. 4, a.  

 

   
a      b 

 
Рис. 4. Результаты моделирования и эксперимента оптимального управления: 

1 – сплошная линия x1(t); 2 – штрихованная x3(t); 3 – пунктирная u(t); 4 – штрих-пунктирная x1PID(t) – переходный процесс,  
полученный для ПИД-регулятора в форме отрицательной обратной связи по состоянию полностью наблюдаемой системы 

 
В частности, для начального значения x1(t0) = –10ºC управление соответствует принципу мак-

симума Понтрягина, длительность переходного процесса составляет не более 30 с. Эксперименталь-
ные исследования выполнены на контроллере ВЭСТ-01М [11] действующей теплообменной системы, 
в котором реализованы метод управления (10) и средства сохранения усредненных значений времен-
ных рядов x1, x3, u. Результаты исследования отражают присутствие в измеряемой x1 случайной со-
ставляющей и значительные ошибки дискретизации схемы измерения (рис. 4, b). При этом качество 
управления системой практически не изменилось и можно предположить, что метод синтеза опти-
мального управления (10) имеет необходимый ресурс для организации управления системами с  за-
паздыванием и помехами в канале измерения. 

Таким образом, можно сделать вывод, что отображение параметров (g, h, C1) объекта управле-
ния в параметры (Tp1, Tp2) регулятора (10) по аппроксимирующим формулам (11) гарантирует в ста-
ционарных условиях оптимальный по быстродействию переходный процесс для начальных условий 
x1 = C1, x2 = x3 = 0, где 1 max(0, )C C .  

 
Заключение 

 
Для рассмотренного метода синтеза управления с релейным элементом, охваченным обратной 

связью (10), эффективно реализуемого на микропроцессорных устройствах, предложено функцио-
нальное преобразование (11) параметров объекта в параметры регулятора, что позволяет обеспечить 
настройку замкнутой системы по экспериментально полученным переходным процессам. Для объек-
та с известными и стационарными параметрами обеспечивается оптимальное управление по быстро-
действию без вычисления кривой переключения в фазовом пространстве (см. рис. 4). Метод обладает 
робастными свойствами при изменении параметров объекта в определенных пределах (см. рис. 3, b) и 
не требует оценки производной измеренного сигнала. В случае транспортного запаздывания в систе-
ме рассматриваемый релейный регулятор формирует квазиоптимальное управление со скользящим 
режимом (рис. 3, a). Метод реализован на недорогом 8-разрядном процессоре с 10-разрядным АЦП 
на контроллере ВЭСТ-01М и успешно используется в регуляторах температуры теплообменных си-
стем. 
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Shilin Alexander A., Bukreev Viktor G. (Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian Federation).  
Research and optimal sliding mode control switching element covered feedback. 
Keywords: relay element with feedback; speed optimal control; sliding mode. 

 

This paper considers the organization of optimal and sliding modes in control system for non-stationary second order object 
with parameters that change on some interval. The main object of the control system is the three-position relay controller with feed-
back and defined area of the hysteresis. The article proves the optimal control problem for stationary objects on stage of achieving 
slip trajectory when there is a pair of control signals (-1, 0) or (0, 1). 

The proposed functional transformation of the object parameters into the controller parameters allows setting up closed system 
using the experimental transients. The method provides time-optimal control without calculating the switching curve in the phase 
space for an object with known and stationary parameters. The method has robust properties when object parameters vary within 
certain limits and does not require estimates of the derivative of the measured signal. In case of transport delay in the system, the 
relay controller generates a quasi-optimal control with sliding mode. The necessary condition for the existence of a sliding mode 
indicates indirect dependence of sliding trajectory parameters from the object parameters and robust properties of the system in terms 
of asymptotic stability. 

Time-optimal control is confirmed by modeling and experiments on the existing heating system of industrial type. The presence 
of delay and object transfer coefficient triple modification lead to the sliding mode with a pair of signals (-1, 0) or (0, 1). 
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ЭВРИСТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ОЦЕНКИ ЧИСЛА СОСТОЯНИЙ  
АСИНХРОННОГО МС-ПОТОКА СОБЫТИЙ 

 
Изучается асинхронный МС-поток событий, являющийся одной из адекватных математических моде-
лей информационных потоков сообщений в цифровых сетях интегрального обслуживания. Поток 
функционирует в условиях априорной неопределённости, когда информация о параметрах и числе со-
стояний отсутствует. Приводится эвристический алгоритм оценки числа состояний потока, основанный 
на свойстве одноэкстремальности огибающей гистограммы оценок простейшего потока событий. 
Ключевые слова: асинхронный МС-поток событий; состояния потока; оценка; интервал стационарно-
сти; плотность вероятностей; гистограмма. 

 
Математические модели теории массового обслуживания широко применяются при описании 

реальных физических, технических, экономических и других процессов и систем. В связи с развити-
ем компьютерной техники и информационных технологий появилась важная сфера приложений тео-
рии массового обслуживания – проектирование и создание цифровых сетей интегрального обслужи-
вания (ЦСИО). 

Условия функционирования реальных объектов и систем таковы, что если в отношении пара-
метров обслуживающих устройств можно сказать, что они известны и с течением времени не меня-
ются, то в отношении интенсивностей входящих потоков этого сказать во многих случаях нельзя. Бо-
лее того, интенсивности входящих потоков обычно меняются со временем, часто эти изменения но-
сят случайный характер, что приводит к рассмотрению математических моделей дважды стохастиче-
ских потоков событий. По-видимому, статьи [1, 2] являются одними из первых работ в этом направ-
лении, где дважды стохастический поток определяется как поток, интенсивность которого есть слу-
чайный процесс. С другой стороны, функционирование систем массового обслуживания (СМО) зави-
сит от параметров и состояний входящих потоков. В подобных ситуациях наиболее рациональным 
является применение адаптивных СМО, которые в процессе функционирования оценивают неизвест-
ные параметры либо состояния входящих потоков и изменяют дисциплину обслуживания в соответ-
ствии с полученными оценками [3]. 

Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: к первому классу относятся по-
токи, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу  потоки, 
интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний. 
Подчеркнём, что потоки второго класса впервые введены в рассмотрение практически одновременно 
и независимо в 1979 г. в [4–6]. В [4, 5] введённые потоки названы МС (Markov Chain)-потоками; 
в [6] – MVP (Markov Versatile Processes)-потоками. С начала 1990-х гг. отечественные и зарубежные 
авторы называют в своих работах введённые потоки событий либо дважды стохастическими потока-
ми, либо МАР-потоками, либо МС-потоками [7–13]. 

В свою очередь, в зависимости от того, каким образом происходит переход из состояния в со-
стояние, МС-потоки событий можно разделить на три типа: 1) синхронные потоки [14, 15]; 
2) асинхронные потоки [16, 17]; 3) полусинхронные потоки [18]. Здесь указаны ссылки на статьи, в 
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которых авторы впервые рассматривали МС-потоки событий в соответствии с приведённой класси-
фикацией. Наиболее полная литература по изучаемым типам МС-потоков событий приведена в [19]. 

Отметим, что синхронные, асинхронные и полусинхронные потоки возможно представить в 
виде моделей МАР-потоков событий первого либо второго порядков [20]. В [20] показано, что син-
хронный МС-поток является частным случаем МАР-потока первого порядка, асинхронный и полу-
синхронный МС-потоки являются частными случаями МАР-потока второго порядка. Как было отме-
чено выше, в реальных ситуациях интенсивность входящего потока событий изменяется со временем 
случайным образом, поэтому при реализации адаптивного управления СМО возникают, в частности, 
следующие задачи: 1) оценка состояний потока по наблюдениям за моментами наступления собы-
тий [21]; 2) оценка параметров потока по наблюдениям за моментами наступления событий [22]. 

В приведённой литературе [14–21] задачи по оценке состояний и параметров того или иного 
потока решаются в предположении, что число состояний потока известно и равно двум. В статьях 
[22–26] решены задачи по оценке параметров и состояний потоков событий, когда число состояний 
потока произвольно и конечно. 

Однако на практике часто возникают ситуации, когда априорные данные о числе состояний по-
тока отсутствуют. Вследствие этого для реализации адаптивного управления в СМО возникает задача 
об оценке числа состояний потока, которая решается в настоящей статье для асинхронного МС-
потока событий (далее асинхронный поток либо просто поток). 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается асинхронный поток событий с произвольным конечным числом состояний. 

Интенсивность потока является кусочно-постоянным случайным процессом  t  с n состояниями: 

1 2, ,..., n    ( 1 2 ... 0n       ). Процесс (поток)  t  в момент времени t находится в i-м состоя-

нии, если   it    ( 1,i n ). В течение времени пребывания в i-м состоянии поток ведет себя, как 

пуассоновский с параметром λi ( 1,i n ). Длительность пребывания в i-м состоянии есть экспоненци-

ально распределённая случайная величина с функцией распределения   1 e ii
iF     , где 

1,

n
ii ij

j j i 
     ( 1,i n ); 0ij   ( , 1,i j n , i j )  интенсивность перехода процесса  t  из состо-

яния i в состояние j. В сделанных предпосылках  t   скрытый марковский процесс. Блочная мат-

рица инфинитезимальных коэффициентов примет вид 

1 1 12 13 2 1
2

21 2 2 23 2 2
1, 2 0 1

1

1 2 3
1

0 0

0 0
.

0 0

n
j n

j

n
j n

j j

n
n n n n nj n

j

D D D



 





 
        
 

 
          

 
        

 

 

 

        

 

 

Элементами матрицы D1 являются интенсивности перехода процесса  t  из i-го состояния в  

i-е ( 1,i n ) с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0  интенсивности пере-

ходов из состояния i в состояние j ( , 1,i j n , i j ) без наступления события. Диагональные элементы 

матрицы D0  интенсивности выхода процесса  t  из своих состояний, взятые с противоположным 

знаком. 
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Отметим, что определённый таким образом поток событий называется асинхронным, так как 

переходы процесса  t  из i-го состояния в j-е ( , 1,i j n , i j ) не привязаны к моментам наступле-

ния событий пуассоновских потоков. Асинхронный поток также называют ММР (Markov Modulated 
Poisson)-потоком [27]. 

Предполагается, что на вход адаптивной СМО поступает асинхронный поток событий с задан-

ными, но неизвестными параметрами, т.е. значения параметров λi, αij ( , 1,i j n , i j ) и значение чис-

ла состояний потока n неизвестны. Процесс  t  является принципиально ненаблюдаемым, наблю-

дению доступны только временные моменты наступления событий потока. Рассматривается стацио-
нарный режим функционирования наблюдаемого потока событий, поэтому переходными процессами 

на отрезке наблюдения  1, kt t , 2,3,k   , где t1  начало наблюдений (момент наступления первого 

события потока), tk  окончание наблюдений (момент наступления k-го события потока), пренебрега-
ем. Общая задача заключается в следующем: необходимо по наблюдениям (моментам наступления 

событий 1, , kt t ) оценить значения неизвестных параметров λi, αij ( , 1,i j n , i j ), n. 

Замечание 1. Существенным является значение числа n: если n велико, то на отрезке наблюде-

ния  1, kt t , 2,3,k   , возможны ситуации, когда процесс  t  не перейдёт во все возможные состо-

яния, и принятое решение об оценке n̂  числа состояний процесса  t  будет в принципе неверным. 

Замечание 2. Если тем или иным статистическим алгоритмом построена оценка n̂  числа n, то 

тогда для оценки параметров λi, αij ( , 1,i j n , i j ) можно использовать алгоритм, разработанный 

в [26]. 
 

2. Свойство плотности вероятностей оценки интенсивности простейшего потока 
 

В соответствии с определением потока реализация процесса  t  имеет временные участки, 

где   it   , 1, ,i n  – так называемые интервалы стационарности. Если алгоритм обработки момен-

тов наступления событий 1, , kt t  каким-либо образом оценит число таких интервалов стационарно-

сти, то тем самым будет осуществлена оценка n̂ . 

Предположим, что последовательность моментов наступления событий 1 2, , , kt t t , 2,3,k   , 

целиком принадлежит некоторому интервалу стационарности, для которого   it   , 1,i n . Поло-

жим для конкретности  t   , 1( , , )n   , при этом конкретное значение λ неизвестно. Отме-

тим, что число событий на этом интервале может быть равным нулю, единице и т.д. ( 0,1,2,k   ). 

Обозначим 1k k kt t   , 1,2,k   , – значение длительности k-го интервала между соседними собы-

тиями пуассоновского потока интенсивности λ. Обозначим 1 2k kT         – значение длитель-

ности отрезка  1 1, kt t  , 1,2,k   . Тогда, так как длительность интервала  1,k kt t  , 1,2,k   , между 

соседними событиями в пуассоновском потоке распределена по экспоненциальному закону с пара-
метром λ, то плотность вероятностей суммы независимых экспоненциально распределённых случай-
ных величин при фиксированном k есть [28]: 
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, 0kT  . (1) 

Как известно [29], оценка максимального правдоподобия ˆ
kk T   интенсивности λ является 

смещённой оценкой. Будем рассматривать исправленную оценку 

  ( )ˆ 1k
kk T   , 2,3,k   . (2) 
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Тогда, с учётом (1), математическое ожидание оценки (2), её дисперсия и количество информации о 

параметре λ в выборке  1 2, , k   , 1,2,k   , примут вид 

 ˆM   ,  2
ˆ 2D k    ,   2

kI k   . 

Таким образом, оценка (2) является сильно состоятельной, несмещённой и асимптотически эффек-
тивной. 

Плотность вероятности оценки  ˆ k  при фиксированном k, с учётом (1), примет вид 
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, 2,3,k   . (3) 

Пусть на интервале стационарности, где  t   , реализовалось 1N   событий пуассоновско-

го потока интенсивности λ: 1 2 1, t , ,N Nt t t  . Соответствующие значения длительностей интервалов 

между соседними событиями есть 1j j jt t   , 1,j N . Построим набор оценок для интенсивности λ 

с использованием (2) по следующему правилу: 

     1
1

ˆ 1
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    , 2,k N ; 1, 1j N k   . (4) 

Количество оценок набора (4)  1 2N N  . Доля оценок  ˆ k , полученных при фиксированном k          

( 2,k N ), в наборе (4) составляет величину 
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Вернёмся к формуле (2), которая даёт оценку интенсивности λ. Так как  ˆ k  (  ˆ 0k  ), с одной 
стороны, является значением случайной величины (или просто случайной величиной) для каждого k  
( 2,k N ), с другой стороны, для каждого k определены плотности вероятностей (3), то в (3) число k 

можно рассматривать как параметр, принимающий значения 2,3, , N . При этом величину  N
kq , 

определённую в (5), можно рассматривать как вероятность того, что параметр k принял некоторое 

значение из ряда чисел 2,3, , N . Тогда в (3) переменную  ˆ k  можно заменить на переменную ̂  и 

рассматривать смесь плотностей вероятностей (3) для 2,k N : 
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где  N
kq  определена в (5). Таким образом, (6) является выпуклой линейной комбинацией функций 

 ˆ
kP  . 

Исследуем функцию  ˆ
NP   как функцию переменной ̂  ( ˆ 0  ). Введём новую переменную 

ˆx     ( 0x  ). Из (6) вытекает 
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Точки функции (7), подозрительные на экстремум, определяются уравнением 
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где     2 1N N
kq q  , 3,k N . Тогда из (8) следует, что корни функции  NP x  находятся из уравнения 
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Единственный ноль функции    N
kf x  есть     1

0 1 2 1kx k    , 2,k N . Тогда имеем   0NF x   для 

  1
0 1 2 1x N     ,   0NF x   для 3x  . 

Таким образом, нули функции  NF x  (один или несколько) будут лежать в полуинтервале 

  1
1 2 1 ;3N     . Покажем, что функция  NF x  является строго монотонной на полуинтервале 

  1
1 2 1 ;3N     . Тогда  NF x  будет иметь на этом полуинтервале единственный ноль, а следова-

тельно, функция (7)  единственный максимум. Производная  NF x  выпишется в виде 
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 (10) 

Отметим, что функция  kz x  в (10) определяет знак каждого слагаемого функции  NF x ; кроме то-

го,  kz x   выпуклая функция переменной x, её минимум достигается в точке 

     11
0 1 1 2 1kx k k      , 3,k N . Функция  kz x  отрицательна на интервале     2 1,k kx x , 

3,k N , где 

  
     

2

1,2 2

1 1 1 1 2
1

1 2 2 2 4 2 1

k kx
k k k k k

                   
,    

2 1 4k kx x  ;  
2 1kx  . (11) 

Значение минимума функции  kz x  в точке 0kx  равно 

          12
0 1 3 4 2 1k kz x k k k k          

, 3,k N . 

Итак, при исследовании функции  NF x  на количество нулей правомочно рассматривать значения x, 

принадлежащие отрезку  1,3 . 

Предварительно рассмотрим граничный случай 2N  . Из (9) получаем    (2)
2 2 3F x f x x   , 

т.е.  2
0 3x  . Из (10) находим  2 1F x   . Таким образом, для 2N   функция  2P x , определённая в 

(7), имеет единственный максимум в точке  2
0 3x  . Тогда плотность вероятностей  2

ˆP  , опреде-

лённая в (6), имеет также единственный максимум в точке 0
ˆ 3   . 

Теорема. Функция  NF x , определённая в (9), имеет единственный ноль. 
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Доказательство. Доказательство проведём методом математической индукции. Пусть 3N  . 

Тогда    3( ) 3 4 2 e xF x x x x      и    2
3 1 4 4 2 e xF x x x       . Отсюда получаем  3 0F x   для 

2 2 2 2x    . Следовательно, функция  3F x  – строго монотонная (убывающая) на интервале 

    3
11, 1,2 2x   , где  3

1x  определена в (11), при этом  3 1 0F  ,   3
3 1 0F x  . Таким образом: 

1) функция 3( )F x имеет единственный ноль в точке   30
3 11,x x : 

 
     

2
0
3 2

3
3

2 1 1 1 1 2
1 1

1 1 2 2 2 4 2 1k
k

kx
k k k k k k



                      
; 

2) функция 3( )F x  не достигает нуля для 0
3x x . 

Пусть 4N  . Тогда           2 2
4 3 16 3 2 e 9 2 5 3 ex xF x x x x x x       ,  4 1F x   

 
     2 2 216 3 4 2 e 9 2 6 19 10 ex xx x x x x       . Представим  4F x  и  4F x  в виде 

 

           
      

      

4 3 4 4 3 4

4

2 2
4

; ,

( ) 4 3 2 27 8 5 3 e ,

( ) 4 3 4 2 27 8 6 19 10 e e .

x

x x

F x F x x F x F x x

x x x x

x x x x x x



 

       

       
         

 (12) 

Тогда имеем  4 0x   для  4
11 x x   (  4

1 2,5x  ). Так как  3 0F x   для 1 2,5x  , то  4 0F x   

для 1 2,5x  , т.е.  4F x   строго монотонная (убывающая) на отрезке  1;2,5  функция. Так как 

 4 x  – строго монотонная (убывающая) на отрезке  1;2,5  функция, при этом  4 0x   для 

1 5 3x  ,  4 0x   для 2,5x  , то в единственной точке *
4x  ( *

45 3 2,5x  ) имеет место 

 *
4 4 0x x   . Тогда  4 0x   для *

4x x : а)  4 0x   для *
4 2,5x x   в силу строгой монотонно-

сти функции  4 x  на полуинтервале  *
4;2,5 ;x 

  б) 4 ( ) 0x   для 2,5x   в силу определения функ-

ции  4 x  в (12). Наконец, в точке  4
1x  имеет место   4

4 1 0F x x  . Следовательно, функция 

 4F x   строго монотонная (убывающая) на интервале    (4)
11, 1;2,5x  , где  4

1x  определена в (11); 

при этом  4 1 0F  ,   4
4 1 0F x  . Таким образом: 1) функция  4F x  имеет единственный ноль в точке 

  40
4 11,x x : 

 
     

2
0
4 2

4
4

2 1 1 1 1 2
1 1

1 1 2 2 2 4 2 1k
k

kx
k k k k k k



                      
; 

2) функция  4F x  не достигает нуля для 0
4x x ; 3) функция  4 x  – строго монотонная (убывающая) 

для  4
11 x x  , имеющая единственный ноль в точке *

4x  (  4*
4 15 3 x x  ) и не достигающая нуля для 

*
4x x ;    3 4

1 1x x . 

Рассмотрим произвольное 1N  . Имеем 



26 

 

           

   
 
 

     

   
 
 

   

1 1 1 1

1
1 22

1
3

1
1 23

1
3

, ,

11
e 1 1 ,

1 3 !

11
e , 3,

1 3 !

N N N N N N
kN k xk

N
k

kN k xk
N k

k

F x F x x F x F x x

k
x x k k x

N N k

k
x x z x N

N N k

   


  





  




       


         

  
 

 

где  kz x  определена в (10). 

Сделаем предположение индукции для произвольного N: 

1) функция  NF x   строго монотонная (убывающая) на интервале   11, Nx , где  
1

Nx  опреде-

лена в (11) , при этом  1 0NF  ,   1 0N
NF x  ; 

2) функция  NF x  имеет единственный ноль в точке   0
11, N

Nx x : 

 
     

2
0

2

2 1 1 1 1 2
1 1

1 1 2 2 2 4 2 1
N

Nx
N N N N N N

                      
; (13) 

3) функция  NF x  не достигает нуля для 0
Nx x ; 

4) функция  1N x   строго монотонная (убывающая) для  1
11 Nx x   , имеющая единствен-

ный ноль в точке *
1Nx   (  1*

1 11 2 N
NN x x 
   ) и не достигающая нуля для *

1Nx x  ;    1
1 1

N Nx x  . 

Имеем  1 1 0NF   . Так как  1 0N x
   для  1

11 Nx x    и   0NF x   для  
11 Nx x                      

(    1
1 1

N Nx x  ), то  1NF x  строго монотонна (убывает) на отрезке  1
11; Nx  

 
. В точке  1

1
Nx x   

функция   1
1 1

N
NF x x 
   есть функция дискретного переменного N ( 3N  ). Численные расчёты по-

казывают, что  1
1 1 0N

NF x x 
    для 3,10N  . Таким образом, на отрезке  1

11; Nx  
 

 функция 

 1NF x  имеет единственный ноль в точке 0
1Nx   (  10

1 11 N
Nx x 
  ). Имеем далее 1( )N x  – строго мо-

нотонная (убывающая) функция для  1
11 Nx x   . По предположению индукции 1( )N x  имеет 

единственный ноль в точке   1*
1 11 2 ; N

Nx N x 
    и не достигает нуля для *

1Nx x  . Тогда имеем 

   * *
1 1 1N N N NF x F x   ,    1N NF x F x   для *

11 Nx x   ,    1N NF x F x   для *
1Nx x  . По предпо-

ложению индукции  NF x  не достигает нуля для 0
Nx x . Так как  * 0

1 1 1
N

N Nx x x   , то  1NF x  не 

достигает нуля для 0
1Nx x  . 

Чтобы замкнуть доказательство, нужно доказать, что функция  1N x  не достигает нуля для 

*
1Nx x   и  1*

1 11 N
Nx x 
  . Имеем      1 1N N Nx F x F x    , 3N  . В точке  1

1
Nx x   выполняется 

  1
1 1 0N

NF x 
  . Тогда: 1) если   1

1 0N
NF x    и      1 1

1 1 1
N N

N NF x F x 
   , то   1

1 1 0N
N x 
   и 

 1N x  имеет единственный ноль   1*
1 11; N

Nx x 
  ; 2) если   1

1 0N
NF x    и   1

1 1
N

NF x 
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  1
1

N
NF x   , то   1

1 1 0N
N x 
  , т.е.    1N NF x F x   для  1

11 Nx x    и точка *
1Nx  , определяю-

щая ноль функции  1N x  на интервале   1
11; Nx  , отсутствует, что противоречит рассмотренным 

случаям 3N   и 4N  ; 3) если   1
1 0N

NF x   , то   1
1 1 0N

N x 
   и  1N x  имеет единственный 

ноль в точке   1*
1 11; N

Nx x 
  . Таким образом,   1

1 0N
N x 
   и  1*

1 11 N
Nx x 
  . 

Представим  1N x  в виде 

      1 1
1

e
1

x
N Nx x x

N N


   


,    
 

1
22

1
2

2
e

2 !

kN k xk
N

k

k kx x x
k k


 




       
. 

Знак функции  1N x  определяется знаком функции  1N x , при этом точка нуля этих функций 

есть *
1Nx  . Точки  2kx k k   образуют интервалы   1 2 1 ;1 2k k   , 2,k N , в один из кото-

рых попадает точка  1
1

Nx  , в которой   1
1 1 0N

N x 
  , при этом  1 *

11
N

Nx x
 . Точка  1

1
Nx   разбива-

ет слагаемые в  1N x  на положительные и отрицательные. При изменении x от  1
1

Nx   до 2 количе-

ство положительных слагаемых уменьшается (для 2x   положительных слагаемых нет). Тогда 

 1 0N x   для  1
1

Nx x  . Таким образом, функция  1N x  не достигает нуля для *
1Nx x  . Дока-

зательство завершено. 

Следствие 1. Функция  NP x ( 0x  ), определённая формулой (7), имеет единственный макси-

мум в точке 0
Nx , лежащей в границах (13). 

Следствие 2. Плотность вероятностей  ˆ
NP  , определённая в (6), имеет единственный макси-

мум в точке 0
0

ˆ
Nx   . 

Следствие 3. В силу неравенства (13) при N   точка нуля функции (7) 0 1Nx  , т.е. 0̂   . 

 
3. Оценивание числа состояний асинхронного потока 

 
Результатом процесса наблюдения за пуассоновским потоком является последовательность 

оценок (2), которая позволяет построить гистограмму оценок, являющуюся, в свою очередь, оценкой 

плотности вероятностей  ˆ
NP  . В силу этого корректно построенная огибающая гистограммы будет 

иметь единственный максимум. Если на временной оси в течение достаточно большого временного 
интервала функционирует пуассоновский поток интенсивности λ1, а затем на таком же достаточно 
большом интервале времени  пуассоновский поток интенсивности λ2 ( 1 2  ), то построенная по 

результатам наблюдений гистограмма оценок будет иметь два максимума. Корректно построенная 
огибающая первой гистограммы ( 1   ) и огибающая второй гистограммы ( 2   ) будут иметь об-

щую точку пересечения, которая делит ось оценок на две части: в одной части будет иметь место ги-

потеза 1̂   , в другой  гипотеза 2̂   . Так как асинхронный поток имеет n состояний: ( ) it   , 

1,i n , то в процессе наблюдения за потоком при построении оценок (2) одна часть оценок будет от-

носиться к оценкам, построенным на участках стационарности, другая часть – к оценкам, построен-
ным на временных интервалах, одна часть которых относится к одному участку стационарности         

( ( ) it   , 1,i n ) процесса ( )t , другая часть – к другому участку стационарности ( ( ) jt   , 1,j n , 
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i j ) процесса ( )t . Построенная при этом гистограмма оценок при достаточно больших длительно-

стях участков стационарности будет иметь несколько максимумов. Число этих максимумов n̂  и бу-
дет оценкой числа состояний n асинхронного потока событий. 

Оценки ˆ
i , ˆ1,i n , определятся как точки максимума огибающей гистограммы оценок. Другой 

путь определения оценок ˆ
i , ˆ1,i n , заключается в построении n̂  функций правдоподобия и реше-

нии n̂  оптимизационных задач на максимизацию по переменной λ функций правдоподобия. 
 

Заключение 
 

Полученные результаты делают возможным в процессе наблюдения за потоком оценивание не-
известного числа состояний асинхронного МС-потока событий. Кроме того, предложенный эвристи-

ческий подход позволяет осуществлять оценку ˆ
i , ˆ1,i n , величин i , соответствующих тому или 

иному участку стационарности процесса  t . 
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Heuristic algorithm for estimating the number of states of asynchronous MC-flow events. 
Keywords: non-synchronous Markov chain flow of events; flow state; estimation; stationary state interval; probability density; his-
togram. 
 

The non-synchronous MC-flow of events, which is a mathematical model employed in Integrated Services Digital Networks 
(ISDNs), is considered. 

The flow intensity is a piecewise constant stationary random process  t  with n states 1 2, ,..., n    ( 1 2 ... 0n       ). 

Process  t  at a moment t is in the state i if   it    ( 1,i n ). During stationary state interval there is a Poisson flow of events 

with state rate i . Duration of staying in the i-th state is an exponentially distributed random value with the distribution function 
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n
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     ( 1,i n ), where 0ij   ( , 1,i j n , i j ) is the transition rate from state i to state j. 

A flow occurs under conditions of uncertainty when information about the parameters and the number of states is not available. 

The problem is to estimate the values of unknown parameters i , ij  ( , 1,i j n , i j ), and n, using information from  the mo-

ments 1, , kt t . 

According to the definition of a flow, trace includes time intervals with   it    (the stationary state intervals), where the flow 

behaves like a Poisson flow. We consider the histogram of all possible rate estimates of some stationary state interval, on which 

1N   events of a Poisson flow with rate λ were realized: 1 2 1, ,..., Nt t t   ( 1 2, ,..., n   ). This histogram is an estimate of the 

mixture of distribution densities: 
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So, the histogram of all possible rate estimates of a Poisson process has the only maximum. The maximum value indicates the 
flow rate. Each stationary state interval in the trace of MC-flow is a Poisson flow segment of constant intensity. The histogram, based 
on this trace, has several maxima in the condition of large duration of stationary state intervals. The number of these maxima is the 
estimate of the number of states n. 

The estimates ˆ
i , ˆ1,i n  are defined as the maximum points of histogram envelope curve of all possible rate estimates. Anoth-

er way to determine the estimates ˆ
i , ˆ1,i n  is to build n̂  likelihood functions and to solve n̂  optimization problems on maximi-

zation of the likelihood functions by the variable λ. 
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ПРИМЕНЕНИЕ КЛАСТЕРИЗАЦИИ ДАННЫХ НА ОСНОВЕ  
САМООРГАНИЗУЮЩИХСЯ КАРТ КОХОНЕНА ПРИ ПОДБОРЕ 

 СКВАЖИН-КАНДИДАТОВ ДЛЯ МЕТОДОВ УВЕЛИЧЕНИЯ НЕФТЕОТДАЧИ 
 

Предложена методология предварительной кластеризации промысловой информации на основе само-
организующихся карт Кохонена в рамках работ по подбору скважин-кандидатов для выполнения мето-
дов увеличения нефтеотдачи. Приведены результаты численных расчётов, характеризующие эффектив-
ность разработанной методики. 
Ключевые слова: методы увеличения нефтеотдачи; нагнетательная скважина; выравнивание профиля 
приёмистости; самоорганизующиеся карты Кохонена; нейронные сети. 

 
При разработке нефтяных месторождений одной из главных проблем на данный момент яв-

ляется преждевременное обводнение добываемой продукции. Уже сейчас это приводит к стабили-
зации темпов роста извлечения нефти, а в ближайшие 10–20 лет при сохранении выбранной страте-
гии разработки может привести к его снижению [1]. Поэтому с целью увеличения рентабельного 
срока эксплуатации нефтяных месторождений для снижения текущей обводненности продукции 
применяется выравнивание профиля приёмистости (ВПП) на нагнетательных скважинах. Для этого 
в скважину закачивается специальный реагент для уменьшения проницаемости промытых прослоёв 
пласта, что, в свою очередь, приводит к более равномерному фронту вытеснения нефти водой, во-
влечения в разработку непромытых зон пласта, уменьшая тем самым обводненность продукции до-
бывающих скважин.  

На данный момент критерии выбора скважин-кандидатов под методы увеличения нефтеотдачи 
(МУН) проработаны в полной мере, поэтому на первый план выходит корректная оценка ожидаемой 
дополнительной добычи нефти за счет снижения обводненности продукции в результате проведения 
МУН. Известны методики по оцениванию технологической эффективности ВПП на основе теории 
нейронных сетей [2–4].  

В данной работе предлагается осуществлять предварительную кластеризацию исходной про-
мысловой информации с помощью самоорганизующихся карт (СОК) Кохонена с последующим по-
строением нейронных сетей по методологии [4] для оценки технологической эффективности ВПП.  

 
1. Алгоритм кластеризации 

 
Особенностью моделирования задач оценки технологической эффективности ВПП является 

большая степень дифференциации исходной информации, обусловленная расчлененностью характе-
ристик пласта (пористость, проницаемость, выдержанность и др.), различными промысловыми пока-
зателями скважин (дебиты, величины забойного давления), степенью эффективности поддержки пла-
стового давления в зоне отборов и др. Таким образом, при попытке создания модели искусственной 
нейронной сети (ИНС), основанной на несгруппированной исходной информации [Там же], средняя 
ошибка предсказания дебита нефти добывающей скважины после ВПП составила более 50%. Поэто-
му применение данной модели на практике вносило существенную долю неопределенности в прогно-
зируемые характеристики. На данный момент известны успешные опыты внедрения кластеризации 
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информации при решении  нефтегазопромысловых задач в области МУН [5, 6]. С целью улучшения 
предсказательной способности модели ИНС [4] было принято решение использовать СОК Кохонена 
для предварительной кластеризации исходной информации.  

Задача кластеризации сводится к разбиению множества объектов, представленных векторами 
ni Rx  , 1,2,..., ,i N  на группы, называемые кластерами. Объекты формируются в кластеры таким 

образом, чтобы те из них, что попали в один и тот же кластер, были максимально похожи друг на 
друга и одновременно максимально отличными от объектов из других кластеров [7]. До внедрения 
систем искусственного интеллекта предпочтение отдавалось классическим методам кластеризации 
(древовидная кластеризация, метод k-средних и т.д.). В данной группе методов предполагается, что 
наиболее типичный представитель кластера (ядро кластера) известен, и задача кластеризации реша-
ется путём «стягивания» к ядрам кластера других векторов [8. С. 241]. Однако в последние годы бур-
но развивающиеся альтернативные классическим методам кластеризации стали СОК Кохонена. Они 
применяются при моделировании, прогнозировании, поиске закономерностей в больших массивах 
данных, выявлении кластеров [9, 10]. Важное преимущество новой методологии кластеризации за-
ключается в особенности сети Кохонена от других ИНС: данный тип нейронных сетей способен к 
неконтролируемому обучению, т.е. обучающая выборка состоит лишь из значений входных перемен-
ных, в процессе обучения нет сопоставления выходов нейронов с эталонными значениями. Схема-
тично структура сети Кохонена представлена на рис. 1. 

 

 
                                                               Входной слой                        Слой Кохонена 

 

Рис. 1. Структура самоорганизующейся сети Кохонена: 

1 2, ,..., mx x x  – множество входных характеристик; ij  – весовые коэффициенты сети; 1 2, ,..., ny y y  – 

множество выходных характеристик, соответствующих n кластерам 
 

Сам алгоритм обучения получил название «победитель забирает всё», который представляет 
последовательность следующих шагов [11]: 

1. Выбирается шаг обучения 0  (обычно от 0,1 до 0,7). 

2. Происходит инициализация весов сети случайными числами. 
3. Осуществляется настройка весов. Для каждого вектора производится: 
– расчёт выходов нейронов слоя Кохонена. Выбирается нейрон-победитель r с наибольшим 

значением на выходе; 
– корректировка весов победившего нейрона: 

( );r r rx       

– нормировка вектора весов нейрона-победителя: 
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Пункты 1–3 представляют собой серию последовательных приближений. Во время обучения 
сети на вход подаются исходные характеристики и сеть настраивается под определенные закономер-
ности, обнаруженные в выборке. На начальном этапе процедура обучения начинается со случайно 
выбранного выходного расположения центров. Далее на вход сети подаются обучающие примеры из 
выборки и находится наиболее похожий нейрон, для которого скалярное произведение весов ij  и 

обучающего примера минимально. Система назначает этот нейрон победителем, и он объявляется 
центральным для настройки весов всех близкорасположенных нейронов. В отличие от других 
нейронных сетей, суть обучения сводится к настройке весов таким образом, чтобы достичь наилуч-
шего совпадения с поданными на вход примерами. После того как на вход сети подано достаточное 
количество обучающих примеров, сеть имеет возможность выделить группы и система весов генери-
руется так, чтобы близкие с точки зрения топологии узлы были чувствительны к идентичным вход-
ным сигналам. В итоге центр кластера фиксируется так, чтобы наилучшим образом группировать 
примеры, для которых такой нейрон выигрышный. Поэтому завершением обучения СОК Кохонена 
будет задание меры соседства нейронов, окружающих победивший нейрон. СОК формирует такую 
топологическую карту, где идентичные примеры представляют кластеры, близко расположенные 
друг к другу. В итоге СОК Кохонена разбивает входные примеры на кластеры, схожие по совокупно-
сти своих характеристик, и позволяет визуально представить их в плоскости нейронов. Отсюда сле-
дует еще одно важное свойство сетей Кохонена – они позволяют трансформировать N-мерное про-
странство входных признаков в двумерное. Поэтому задача инженерного анализа может быть сведена 
к простому визуальному наблюдению кластеров на топологической карте с выдачей соответствую-
щих рекомендаций.  

При этом СОК Кохонена не лишены недостатка классических методов кластеризации: перед 
проведением обучения сети необходимо выбрать число кластеров, на которое будет разбиваться ис-
ходное множество. 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость величины ошибки обучения от числа кластеров 

 
Исходя из собственного опыта проведения работ по подбору физико-химическим МУН на 

нефтяных месторождениях РФ, а также из опыта работы других авторов [12], был пересмотрен набор 
исходных параметров, предложенных в работе [4]. Исключены из модели ИНС параметры: источник 
обводнения скважины, вязкость нефти, толщина обрабатываемого слоя коллектора; добавлены в мо-
дель ИНС: потенциал динамического уровня и средняя компенсация на участке. Основной целью при 
пересмотре входного набора параметров было избавиться от тех, что несут в себе долю неопределен-
ности либо определение которых с необходимой степенью достоверности невозможно. Построение 
сети Кохонена осуществлялось в программном обеспечении Statistica. В качестве входной информа-
ции для обучения СОК использовался опыт проведения ВПП на одном из нефтяных месторождений 
Поволжского региона в период с 2007 по 2011 г. В обучающую выборку попали промысловые пока-



35 

затели по более чем 100 скважинам. 90% исходной информации использовалось для обучения сети 
Кохонена, 10% – для контрольной проверки работоспособности созданной модели. Выбор оптималь-
ного числа кластеров для разбиения осуществлялся следующим образом: поочередно увеличивая 
число кластеров, на которые будет разбиваться исходная выборка, оценивались величина ошибки 
обучения модели и величина ошибки кластеризации для тестовой выборки. На оси абсцисс отмеча-
лось число кластеров, на оси ординат – величина ошибки, соответствующая данному числу класте-
ров. Результаты представлены на рис. 2. 

Из рис. 2 видно, что при достижении определенного числа кластеров (количества групп разби-
ения) величина ошибки значительно не уменьшается и дальнейшее увеличение числа кластеров при-
водит лишь к увеличению времени обучения без существенного улучшения точности обучения. По-
этому было принято решение выделить четыре группы (кластера) для кластеризации исходной ин-
формации. 

 
2. Результаты моделирования 

 
Моделирование осуществлялось следующим образом: рассматривались два варианта проведе-

ния моделирования для предсказания эффективности проведения ВПП. В первом варианте предвари-
тельная кластеризация исходной информации не осуществлялась и ИНС создавалась на всем объеме 
исходной информации. Во втором варианте на первом этапе вся исходная информация была разделе-
на на четыре кластера и в рамках каждого кластера создавалась своя ИНС (более подробно процедура 
создания ИНС представлена в [4]). В качестве выходного (предсказываемого) параметра модели ИНС 
рассматривалась обводненность добывающей скважины после ВПП. Выбор данной характеристики 
был обусловлен тем, что успешность проведения ВПП на месторождении характеризуется снижени-
ем обводненности продукции добывающих скважин (как по отдельным скважинам, так и в целом по 
участку). Под обводненностью продукции понимается отношение добываемой воды в объеме добы-
ваемого флюида. Например, обводненность в 90% на добывающей скважине означает, что из 1000 м3 
добываемой жидкости в сутки только 100 м3 составляет нефть, а остальные 900 м3 – вода. Поэтому 
суммарное снижение обводненности продукции после ВПП позволяет получить дополнительную до-
бычу нефти.  

Далее для каждого из двух вариантов оценивалось среднее арифметическое расхождения пред-
сказываемой и фактической обводненности после ВПП. Кросс-плот распределения расчетных и фак-
тических обводненностей представлен на рис. 3, 4. Рис. 3 соответствует первому варианту моделиро-
вания (без предварительной кластеризации информации), рис. 4 – второму варианту моделирования 
(с предварительной кластеризацией информации). 

 

 
 

Рис. 3. Сравнение фактических и расчетных значений  
обводненности после ВПП без предварительной 

кластеризации информации 

 
Рис. 4. Сравнение фактических и расчетных значений  

обводненности после ВПП с предварительной  
кластеризацией информации 
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Средняя ошибка предсказания обводненности после ВПП без предварительной кластеризации 
составила 10,6%, а с предварительной кластеризацией – 6,5%, что почти в два раза меньше. Данный 
результат моделирования подтверждает, что при попытке использования всего объема выборки для 
обучения ИНС результат предсказания может быть неудовлетворительным в связи с большой диффе-
ренциацией исходной информации. Группировка такой информации по кластерам, которые группи-
руются по степени схожести характеристик, помогает строить более точные с точки зрения предска-
зания модели ИНС. Важно отметить, что и в первом и во втором случае имеются отдельные скважи-
ны, ошибка предсказания обводненности для которых значительно превышает 10%-ный порог. Это 
объясняется тем, что на данной скважине после ВПП было произведено другое геолого-
технологическое мероприятие (ГТМ), спровоцировавшее резкий рост обводненности продукции. По-
скольку в обучающей выборке такие прецеденты отсутствовали, то построенная модель ИНС для 
данной скважины не смогла адекватно предсказать ожидаемую обводненность после ВПП. В даль-
нейшем планируется доработка методики [4] с включением в исходный набор данных информации о 
проводимых на участке ГТМ.  

 
Заключение 

 
Решена задача предварительной кластеризации данных с помощью СОК Кохонена при оценке 

эффективности проведения ВПП на нефтяном месторождении с помощью математического модели-
рования. Показано, что применение предварительной кластеризации позволило почти вдвое снизить 
погрешность предсказания обводненности на добывающих скважинах одного из нефтяных место-
рождений Поволжского региона.  
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Keller Yuri A. (Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation).  
The application of data clustering on basis of the Kohonen self-organizing maps by selecting candidate wells for enhanced oil 
recovery methods. 
Keywords: enhanced oil recovery methods; injector well; improving water injection profile; self-organizing maps; artificial neural 
networks. 

 
A methodology of preliminary clustering of field information is suggested on the basis of Kohonen self-organizing maps within 

the process of selecting candidate wells for enhanced oil recovery methods. The peculiarity of modeling problems of estimation of 
the technological efficiency of improving water injection profile is the high degree of differentiation of initial information, which is 
caused by the compartmentalization of formation characteristics (porosity, permeability, lateral continuity etc.), the different well 
characteristics (rates, bottom hole pressure values), the degree of efficiency of formation pressure maintenance in the production 
zone etc. Therefore, by creating an artificial neural network model based on ungrouped initial information, the average error of oil-
production well rate prediction after improving water injection profile was over 50 per cent. To improve the prediction ability of a 
neural network, the initial data for training the network have been revised and preliminary grouping initial information by means of 
the Kohonen self-organizing maps has been done. It has been shown that preliminary grouping improved the prediction efficiency of 
a neural network nearly twice. The average error in the well water-cut prediction is 6.5 per cent. The suggested method is character-
ized by the far lesser work-time in comparison with the hydrodynamic modeling. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДОХОДОВ В ЗАМКНУТОЙ НМ-СЕТИ 
С ПЕРЕМЕННЫМ ЧИСЛОМ ПРИОРИТЕТНЫХ И БЕСПРИОРИТЕТНЫХ ЗАЯВОК 

 
Проведено исследование замкнутой экспоненциальной сети массового обслуживания с доходами, пе-
ременным числом приоритетных и бесприоритетных заявок и зависимыми от времени параметрами. 
Целью работы является нахождение среднего дохода каждой системы сети. Проведен асимптотический 
анализ в случае большого числа заявок в сети. Выведены дифференциальные уравнения для ожидаемых 
доходов каждой системы. 
Ключевые слова: НМ-сеть; ожидаемый доход; метод диффузионной аппроксимации; приоритетные 
заявки. 
 

Рассмотрим замкнутую сеть, в которой циркулирует определенное число заявок первого и вто-
рого типов, причем заявки не могут менять свой тип. Однотипные заявки, стоящие в очереди некото-
рой системы массового обслуживания (СМО), выбираются на обслуживание в произвольном поряд-
ке, например FIFO. Заявки первого типа имеют абсолютный приоритет по отношению к заявкам вто-
рого типа. В данном случае это будет означать выполнение двух условий: а) если в момент освобож-
дения линии некоторой СМО после обслуживания заявки в ее очереди имеются приоритетные заявки, 
то любая из них занимает освободившуюся линию; б) если в систему обслуживания, все линии кото-
рой заняты обслуживанием, но не только приоритетных заявок, поступает приоритетная заявка, то 
она вытесняет неприоритетную заявку с одной из линий и начинает обслуживаться этой линией; вы-
тесненная заявка становится в очередь рассматриваемой СМО. Когда вытесненная заявка поступает 
на обслуживание повторно, она дообслуживается в течение оставшегося времени обслуживания. По-
скольку время обслуживания имеет показательное распределение, то можно считать, что вытесненная 
заявка будет обслуживаться заново, т.е. имеем так называемое неидентичное обслуживание. 

Рассмотрим замкнутую экспоненциальную сеть массового обслуживания (МО) с приоритетны-
ми заявками, состоящую из 1n  систем МО (СМО) 0S , 1S , …, nS , где 0S  – внешняя среда, под со-

стоянием которой будем понимать вектор ))(),();...;(),();(),((),()( 2122211211 tktktktktktktktk nn . 

Пусть )(1 tK  и )(2 tK  – общее число соответственно приоритетных и бесприоритетных заявок, обслу-

живаемых в сети; )()()( 21 tKtKtK   – общее число обслуживаемых заявок в момент времени t . 

При этом )(tKs  является кусочно-постоянными функциями времени с q  интервалами постоянства: 
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где slK  – число заявок типа s  в сети на l -м интервале времени ),[ 1 ll TT  , ql ,1 , lll KKK 21  . 

Например, в логистических транспортных системах (ЛТС) в связи с достаточно высокой стоимостью 
транспортных средств и относительно долгим периодом их эксплуатации число таких средств меня-
ется через значительные промежутки времени, т.е. интервалы постоянства достаточно велики (на 

практике обычно 1–2 года). Число линий обслуживания в СМО )(tmi , ni ,1 , )(0 tm )()( 21 tKtK  , 

вероятности переходов заявок между ними )(tpij , i , nj ,0 , зависят от времени. Дисциплины об-
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служивания заявок обоих типов в каждой СМО – FIFO. Обозначим через )(tjs  интенсивности об-

служивания заявок типа s  в j -й СМО в момент времени t , nj ,0 , 2 ,1s . Введем также следующие 

обозначения: 

)}(),(min{))(),(( 111 tmtktmtk jjjjj  , nj ,0 , 
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1. Вывод уравнения для плотности распределения ожидаемого дохода  

отдельной системы 
 

Обозначим через ),(* tkvcl  полный ожидаемый доход, который получит на l -м интервале вре-

мени СМО cS  замкнутой сети с приоритетными заявками за время t , если в начальный момент ин-

тервала она находится в состоянии k . В течение малого промежутка времени t  сеть может остаться 

в состоянии ),( tk  либо совершить переход в состояние ),( 11 ttIIk ji  , ),( 22 ttIIk ji  , при 

этом для простоты будем считать, что 0)( tpii , ni ,0 . Здесь osI  – n2 -вектор, состоящий из нулей; 

isI  – n2 -вектор с нулевыми компонентами, за исключением компоненты с номером si  )1(2 , кото-

рая равна 1, ni ,1 , 2 ,1s  [1]. 

Теорема. Плотность распределения дохода на l -м интервале времени ),(* txp lvcl  системы cS  

сети удовлетворяет с точностью до членов порядка малости 22  ll K  дифференциальному уравне-

нию в частных производных 
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в точках существования производных, где 
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Доходы от переходов между состояниями сети )()( tR s
jic , )(tRc  определены внутри доказательства. 
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Доказательство. Положим, что если на интервале времени ],[ ttt   сеть совершает переход 

из состояния ),( tk  в состояние ),( 11 ttIIk ji   (это может произойти с вероятностью 

))(),(()( 111 tmtkt jjjj  ttptktKutku jiij  )())()(())(( 111 )( to  ), то доход системы cS  составит )()1(
1 tR ji , 

поэтому доход данной СМО в момент времени tt   будет равен этой величине плюс ожидаемый 

доход ),( 11
* tIIkv jicl  , который она получает за оставшееся время t , если бы начальным было со-

стояние ),( 11 tIIk ji  . Аналогично, если на интервале ],[ ttt   сеть совершает переход из состоя-

ния ),( tk  в состояние ),( 22 ttIIk ji   с вероятностью  ))(),(),(()( 2122 tmtktkt jjjjj  

)()())()(())(( 222 tottptktKutku jiij  , то доход системы cS  составит )()2(
1 tR ji  плюс ожидаемый 

доход ),( 22
* tIIkv jicl  , который она получает за оставшееся время t , если бы начальным было со-

стояние ),( 22 tIIk ji  . Кроме того, будем считать, что система cS  получает доход )(tRc  за единицу 

времени в течение пребывания сети в состоянии ),( tk . Сеть остаётся в состоянии ),( tk  в течение 

времени t  с вероятностью  


n

j
jjjjjjjjj tmtktkttmtkt

0
2122111 ))](),(),(()())(),(()([1  

)( tot  , при этом доход системы cS  составит ),()( * tkvttR clc  . 

Из вышесказанного следует, что полный ожидаемый доход ),(* ttkvcl   системы cS  в момент 

времени tt   удовлетворяет системе разностных уравнений 
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 (2) *
2 2 2 2( ( )) ( ) ( ) ( , ) ( )l i ji jic cl i jK k t p t t R t v k I I t o t        .   (6) 

В силу определения выражения 1j , 2j , согласно (1) и определению функции Хевисайда в соотно-

шении (6) можно опустить функции ))(( 2 tku j . Кроме того, в дальнейшем мы будем проводить 

асимптотический анализ при  NK s , 2 ,1s , поэтому можно считать, что 

1))(())(( 2211  tkKutkKu ilil . Учитывая это, при 0t  из (6) получаем систему разностно-

дифференциальных уравнений (РДУ) для ожидаемых доходов системы cS  
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Перейдем к плотности распределения дохода СМО cS  ),(* txp lvcl . Рассматривая случай боль-

шого числа заявок NKl 1  и переходя к вектору относительных переменных 
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)( 21  [2, 3], возможные значения которого принадле-

жат ограниченному замкнутому множеству 
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в котором они располагаются в узлах n2 -мерной решетки на расстоянии l  друг от друга, можем 

воспользоваться аппроксимацией функции ),(* tkvcl : ),(*2 tkvK cl
n

l ),(),( **2 txptKxvK lvclllcl
n

l  , где 

),(* txp lvcl  – плотность распределения дохода вектора )(* tl . В качестве начального условия для урав-

нения (2) можно взять )(),( *
00

*
llvclvcl xptxp  , где )(*

0 llvc xp  – некоторая известная плотность распре-

деления. 

Пусть 11 illi Ie  , 22 illi Ie  , ni ,1 , и при lK  
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n
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Умножив обе части (7) на n
lK 2 , получаем 
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Разложим функции ),(* teexp jslisllvcl  , ),(),( *
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Подставим это разложение в уравнение (9): 
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Используя (3)–(5), последнее уравнение с точностью до членов порядка 2
l  можно записать в виде (2). 

Терема доказана. 
 

2. Нахождение ожидаемых доходов отдельных систем 
 

Заметим, как следует из (4), (5), что )(
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, поэтому из (2) следу-

ет, что с точностью до 2
l  
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Проинтегрируем обе части уравнения (10) по lx  в области *
lG  и разделим обе части на объем 

области *
lG , равной  *

lGm : 

  
 

n

i s
l

isl

lvcl
lisl

Gl
l

lvcl

Gl
dx

дx
txдptxA

Gm
dx

дt
txдp

Gm ll 1

2

1

*

      
*

*

*

),(
),(...

)(

1),(
...

)(

1
**

 

 dxtxr
Gm lcl

Gl l

),(...
)(

1 *
* *

.     (11) 

Рассмотрим интегралы в правой части (11). Используем интегрирование по частям, а также 
предположим, что выполняются граничные условия 
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означают, что не допускается поток дохода через границу области *
lG  или что в граничных точках 

области *
lG  поставлены отражающие экраны. Тогда, учитывая, что 

isl

lisl

дx
txдА ),(

 не зависят от jslx , 

nj ,1 , получаем 
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где )(* tv pr
clGl

 – среднее по lx  значение дохода системы сS  сети с приоритетными заявками при усло-

вии изменения начального состояния lx  в области *
lG . Применив для обеих частей (11) рассуждения, 

как в [4], получим следующее уравнение для среднего дохода системы сS : 
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Из (3) следует, что коэффициент ),(1 txA lli  является кусочно-линейной по ljx 1 , nj ,1 , функ-

цией, а коэффициент ),(2 txA lli  – кусочно-линейной по ljx 1 , ljx 2 , nj ,1 , функцией, поэтому (12) – 

это ДУ с разрывной правой частью. Решать его можно путем разбиения фазового пространства *
lG  на 

ряд областей в зависимости от того, какие значения принимают ljx 1 , ljx 2 , nj ,1 , и решения урав-

нения в каждой области. 
Отметим, что общий ожидаемый доход сети на каждом интервале времени может быть найден 

как сумма доходов всех СМО на этом интервале. 
Пример. Транспортное предприятие (ТП, система 2S ), имеющее большое число автомобилей 

(заявок), посылает их для перевозки и приемки грузов в различные города (внешняя среда, система 

0S ), после чего они возвращаются на базу ТП, разгружаются на складе (система 1S ), получают новое 

задание, и процесс продолжается аналогичным образом. В силу того что прибываемые грузы могут 
быть первоочередного значения, скоропортящимися или, например, прибывать из-за границы желез-
нодорожным транспортом (при этом составы должны быть скорее возвращены отправителю), опре-
деленные заявки могут иметь приоритет при обслуживании (разгрузке – погрузке, оформлении доку-
ментов), при прогнозировании доходов могут быть применены результаты данного раздела. 

Состояние сети в данном случае описывается вектором ))(),();(),((),()( 22211211 tktktktktktk  , 

)()()( 2111101 tktkKtk  , )()( 12202 tkKtk  )(22 tk  – числа приоритетных и неприоритетных за-

явок в системе 0S . Вероятности переходов заявок между системами равны 1312312  ppp , 

остальные 0ijp , 3,1 , ji . За единицу времени примем один месяц. 
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Найдем решение уравнения (12) на четырех интервалах )3 ,0[ , )6 ,3[ , )9 ,6[ , ( ]12 ,9  в области 

 ,1)(  : `11
*
1  sllll xtlxG   



 


1  ,1)(

2

1s
21`22 slslsll xxxtl , l 1, 2. И пусть 0)0(

1* pr
G

v . Зависи-

мость среднего дохода системы 1S  от времени представлена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Средний доход системы 1S  

 
Заключение 

 
Проведен асимптотический анализ замкнутой сети с приоритетными заявками, когда вероятно-

сти переходов заявок между СМО и параметры обслуживания зависят от времени, а величины прио-
ритетных и неприоритетных заявок являются кусочно-постоянными функциями времени. Получены 
уравнения в частных производных для плотностей распределения ожидаемых доходов СМО сети и 
ОДУ для самих ожидаемых доходов при большом числе заявок в сети. 

Это дает возможность применить результаты при прогнозировании ожидаемых доходов ЛТС с 
учетом приоритетности обслуживания, например, погрузки – разгрузки определенных транспортных 
средств, для которых рассчитаны конкретные примеры. 
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Kiturko Olga M., Matalytski Mikhail A. (Grodno State University, Minsk, Belarus).  
Asymptotic analysis of incomes in closed HM-network with variable number of priority and non-priority messages. 
Keywords: HM-network; expected incomes; method of diffusion approximation; priority messages. 

 
An asymptotic analysis of incomes in the closed exponential HM-network, in which messages are served with an absolute priority 

and non-priority messages. The number of priority )(1 tK  and non-priority )(2 tK  messages are piecewise constant functions of 

time with q  intervals of constancy, slsl KtK )( , ),[ 1 ll TTt  , lll KKK  21 , ql ,1 . The number of lines in service queue-

ing systems (QS) )(tmi , ni ,1 , )(0 tm )()( 21 tKtK  , transition probabilities between messages )(tpij , nji ,0,  , depend 

on time. We denote ),(* tkvсl  the expected income, which will receive at l  time interval the QS of closed network during time t , if 

at the initial time the closed network is in a condition k , sI0  is the n2 -vector consisting of zeros, isI  is the n2 -vector with zero 

components and components with the exception of the room si  )1(2 , which is equal to 1, ni ,1 , 2 ,1s . 

It is shown that the distribution density ),(* txp lvcl  of the income of the system сS  at time interval  l  satisfies, up to terms of or-

der of smallness 22  ll K , partial differential equations 
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The results are applied in forecasting incomes of the carrier enterprise. 
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ДВА СОВРЕМЕННЫХ ПОДХОДА К СЕМАНТИЧЕСКОМУ МОДЕЛИРОВАНИЮ –  
ORM И ERMM 

 

Используя схему Дейта для синтеза семантической модели [1] в качестве методики анализа, автор срав-
нивает два современных подхода к семантическому моделированию – модель Халпина «Объект – Роль» 
(OR-модель) [2] и собственную модель «Сущность – Связь – Отображение» (ERM-модель) [3]. Обе эти 
модели отличает от предшествующих семантических моделей (ER-модели и ее модификаций) более бо-
гатый набор структурных и ограничивающих понятий, позволяющий представить в схеме данных прак-
тически всю семантику моделируемого мира. Проведенный анализ показывает, что возможности опре-
деления структур данных и ограничений целостности ERM-модели, по крайней мере, не хуже, чем у 
OR-модели, а в чем-то даже превосходят их. 
Ключевые слова: семантическая модель данных; OR-модель, ERM-модель, неформальные семантиче-
ские концепции; формальные понятия; формальные правила; формальные операторы. 
 

Своим возникновением семантическое моделирование обязано П. Чену и его модели «Entity – 
Relationship», или, кратко, ER-модели [4]. В указанной статье вместе с представлением новой модели 
заложил основы семантической методики проектирования схем БД. Эта методика блестяще дополня-
ет классическую методику нормализации, снимая такие проблемы последней, как нетрадиционный 
для большинства людей и весьма нетривиальный способ восприятия и формализации предметной 
области (ПрО), практическая неприменимость для сложных ПрО, неоднозначность решения пробле-
мы проектирования, приводящая к прямому перебору многочисленных вариантов схемы в поисках 
наиболее подходящего. Успех применения семантической методики проектирования БД, помимо 
знаний и умений человека, определяют два фактора: мощность выразительных средств используемой 
семантической модели и детальность анализа семантической схемы в применяемых правилах ее 
трансляции в модель СУБД [5]. 

Именно поэтому представляет интерес синтез максимально выразительной семантической мо-
дели, в рамках которой на этапе первоначальной формализации описаний ПрО возможна фиксация в 
схеме всех основных понятий ПрО и всех закономерностей взаимоотношений между ними. Идеаль-
ная семантическая схема ПрО должна содержать полное формальное описание ПрО с тем, чтобы все 
последующие межмодельные преобразования схемы носили чисто синтаксический характер и не тре-
бовали повторного анализа семантики ПрО и работы с текстами на естественном языке, в которых 
предварительно зафиксированы выявленные бизнес-правила. Возможность построения таких семан-
тических схем откроет перспективу полной автоматизации процесса проектирования БД, включая 
генерацию таких элементов реализации, как представления, триггеры и т.д. 

Далее в статье будет представлен анализ двух наиболее выразительных семантических моде-
лей – OR-модели и ERM-модели. 

 

1. Подход Дейта к проблеме семантического моделирования 
 

В своей монографии К. Дейт определяет процесс синтеза семантической модели следующим обра-
зом. «Общий подход к проблеме семантического моделирования характеризуется четырьмя основ-
ными этапами. 
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1. Прежде всего, попытаемся выявить некоторое множество семантических концепций (понятий), 
которые могут быть полезны при неформальном обсуждении реального мира. 

2. Далее попытаемся определить набор соответствующих символических (т.е. формальных) объек-
тов, которые могут использоваться для представления упомянутых выше семантических концепций. 

3. Кроме того, следует определить набор формальных общих правил целостности, предназначен-
ных для работы с такими формальными объектами. 

4. Наконец, необходимо также определить набор формальных операторов, предназначенных для 
манипулирования этими формальными объектами» [1]. 

 
2. Неформальные семантические концепции 

 
В поисках неформальных семантических концепций авторы обоих анализируемых моделей об-

ратились к самой мощной семиотической системе – естественному языку. Вот как толкуют их совре-
менные логики. Все значащие выражения языка, т.е. выражения, являющиеся знаками, могут быть 
разбиты на некоторую совокупность классов, называемых семантическими категориями. Семантиче-
ская категория – это класс выражений с однотипными предметными значениями, при  этом включа-
ющий все выражения с предметным значением данного типа. 

Имена – слова и словосочетания, являющиеся знаками предметов. По существу, предметом 
мысли является все то, что обозначено каким-либо именем. Имена бывают единичные, их предмет-
ными значениями являются отдельные предметы, и общие. Общее имя является знаком произвольно-
го, любого предмета некоторого класса (определенного вида предметов) и в силу этого как знак пред-
ставляет в нашем мышлении именно этот класс, который и считается предметным значением общего 
имени. 

Предикаторы – выражения языка (слова и словосочетания), предметными значениями которых 
являются свойства (одноместные предикаторы) или отношения (многоместные предикаторы). При 
этом имеются в виду свойства и отношения, которые употребляются как характеристики предметов 
познания, т.е. наличие или отсутствие чего у предметов мы утверждаем в наших высказываниях. 

Предметные функторы – это знаки так называемых предметных функций. Наряду с математи-
ческими функциями сюда относят такие характеристики предметов, как скорость, плотность, возраст, 
пол и т.п. Такие характеристики иногда называют свойствами, хотя это весьма неточно; свойства – 
это, например, «жидкий», «электропроводный» и т.п. В отличие от свойств предметные функции мо-
гут сопоставлять предметам значения из произвольных множеств (числа, строки, даты), а не только 
истинностные значения Истина и Ложь. 

Логические термины – знаки логических отношений (операций), с помощью которых в языке 
строятся сложные понятия и высказывания. Обобщенно все они могут трактоваться как знаки специ-
фических – логических – функций. 

Повествовательные предложения – знаковые формы суждений. Возможными предметными 
значениями повествовательных предложений являются Истина и Ложь. Смыслом повествовательного 
предложения является суждение. Суждение, взятое вместе со знаковой формой, в логике принято 
называть высказыванием. 

В логическом анализе языка с целью придания этому анализу большей точности и достижения 
при этом некоторых обобщений применяется разработанная в логике функциональная трактовка не-
которых выражений языка. В логике осуществлено значительное обобщение математического поня-
тия «функция», в силу которого все значимые выражения языка, кроме предложений, единичных 
имен и их аналогов – переменных, могут трактоваться как функции [6]. 

Методология мировосприятия каждого человека в той или иной степени совпадает с мнением 
логики, но, тем не менее, каждый подходит к нему по-своему. Вот мнение Т. Халпина [2, 7], автора 
OR-модели, по поводу лежащих в ее основе концепций восприятия моделируемого мира. Поскольку 
люди естественно обращаются со словами, картинками и примерами, лучший способ достичь ясного 
описания ПрО – это использовать естественный язык, интуитивно понятные диаграммы и примеры. 
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По аналогии с термином UML мы называем эти примеры вариантами использования данных, по-
скольку они являются образцами данных, используемых в системе. 

ORM началось в начале 1970-х гг. как семантический подход к моделированию, кото-
рый воспринимает мир просто как объекты, которые играют роли. Элементарный факт – это простое 
утверждение или атомарное суждение о том, что конкретный объект играет конкретную роль. Слово 
«факт» указывает, что утверждение принято истинным пользователями этой ПрО. Мы можем думать 
о ПрО как о множестве объектов, играющих роли. 

Роль, играемую объектом, иногда называют свойством объекта. Тогда элементарный факт 
утверждает, что некоторый объект имеет некоторое свойство. Это также называют одноместной вза-
имосвязью, поскольку только одна роль вовлечена в факт [2]. 

А каковы же семантические концепции, лежащие в основе ERM-моделирования? 
Моделируемый мир составляют объекты. Основной информационной (мыслительной) едини-

цей является суждение, которое может быть выражено в языковой форме – высказывании. Причем 
главную роль (по крайней мере, при проектировании и формировании БД) играют единичные атри-
бутивные суждения и единичные суждения об отношениях, утверждающие наличие у конкретного 
объекта определенного свойства или отношения к другим объектам. 

Характерным для единичных суждений является использование в качестве логических подле-
жащих их высказываний единичных имен, предметными значениями которых являются отдельные 
предметы или объекты (эмпирические или идеальные в зависимости от реальности или идеальности 
моделируемого мира). Таким образом, имеем одну из основных семантических концепций ERM-
модели – объект. 

Логическое сказуемое в таких высказываниях может быть задано с использованием одиночного 
общего имени, предикатора или предметного функтора, либо более сложного логического выраже-
ния, включающего эти знаки и логические термины. Все указанные семантические категории могут 
быть выражены через предметные функции. Последние и представляют вторую основную семанти-
ческую концепцию ERM-модели, которую мы будем называть более подходящим термином «отоб-
ражение». Он, во-первых, не несет математического, количественного смысла образов и прообразов, 
традиционного для понятия «функция». Во-вторых, с функцией, как правило, ассоциируется требо-
вание единственности образа, чего нам также хотелось бы избежать. 

Итак, по мнению автора ERM-модели (которое солидаризуется с мнением логиков), для выра-
жения любых суждений о моделируемом мире достаточно двух семантических концепций – объект и 
отображение. Объект ПрО есть уникальная целостность, которую человек в процессе мировосприя-
тия и мышления способен отличить от всего того, что не является данной целостностью. Отображе-
ние ПрО – это некоторый закон предметной  области, по которому каждому объекту моделируемого 
мира (прообразу) может быть поставлен в соответствие (а может быть, и нет) один или более объек-
тов (образов). 

Отметим, что пока речь идет о конкретных понятиях «объект» и «отображение», элементами 
объема которых являются эмпирические или идеальные явления ПрО. Синтез на их основе формаль-
ных понятий ERM-модели еще впереди. 

 
3. Формальные понятия 

 
Базовые неформальные семантические концепции играют настолько важную роль, что они ча-

сто составляют название модели. Так произошло и с анализируемыми моделями (ERM-модель пер-
воначально называлась OM-моделью – модель «Object – Mapping»). Эти же концепции нашли одно-
значное отражение в базовых формальных понятиях обеих моделей. Отметим, что базовых понятий 
OR-модели «объект» и «роль» недостаточно для представления большей части информации. Так, 
зная только то, что Джон играет роль Муж, а Мэри – роль Жена, нельзя установить факт их супруже-
ства. Необходимы дополнительные формальные понятия, например, позволяющие представить тот 
факт, что «два или более объектов участвуют вместе во взаимосвязи» [2]. А значит, помимо «одно-
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местных взаимосвязей», необходимы, по крайней мере, еще и взаимосвязи порядка больше одного. 
В ERM-модели же понятия «объект» и «отображение» обеспечивают всю выразительную силу языка 
а остальные формальные понятия являются производными от них. Этому потенциалу они обязаны 
функциональной трактовке семантических категорий естественного языка. 

Итак, сначала рассмотрим систему формальных понятий Халпина [2, 8, 9]. 
Элементарные факты утверждают, что объекты играют роли. Объекты являются или значения-

ми, или сущностями. Значение – константа, которая самоидентифицируется в смысле, что когда вы 
видите константу, записанную в некотором контексте, вы всегда знаете то, на что она указывает. 
В результате на значения можно сослаться непосредственно, без необходимости идентифицировать 
их описанием. 

Концептуально на сущность (например, конкретного человека или автомобиль) ссылаются в 
информационной системе посредством определенного описания. Например, кенгуру прыгают по 
сущности, идентифицированной как «Страна по имени 'Австралия'». В отличие от значений, некото-
рые, а в действительности – большинство объектов могут изменяться со временем. Сущность может 
быть материальным объектом (например, «Город по имени 'Париж'») или абстрактным объектом 
(например, «Курс с кодом 'CS 114'»). Мы рассматриваем и сущности и значения как объекты, кото-
рые существуют в ПрО. 

Теперь, когда мы знаем, как указать объекты, поговорим о том, как мы определяем роли, кото-
рые они играют. Мы используем логические предикаты. В логике предикат – это аналог повествова-
тельного предложения с пустотами для объектов в нем. Чтобы окончательно сформировать предло-
жение, надо пустоты для объектов заполнить терминами объектов. 

Предикат можно представить как «...болеет», используя многоточие для обозначения пустоты 
или «ниши» для экземпляра объекта. Мы продемонстрировали одноместный предикат или предложе-
ние с одной нишей для объекта. Его можно также назвать свойством или одноместным типом взаи-
мосвязей. 

Бинарный предикат – это предложение с двумя нишами для объектов. Большинство предикатов 
в информационных моделях являются бинарными. Такой предикат можно показать как 
«...разработал...» с двумя нишами для объектов. Заметим, что порядок, в соответствии с которым объ-
екты будут помещены в него, важен. 

Тернарный предикат – предложение с тремя нишами для объектов. N-арный предикат – пред-
ложение с n нишами для объектов (n > 0). Так как порядок существен, заполненный n-арный преди-
кат связан с последовательностью из n терминов объектов, необязательно различных. Значение n – 
арность или степень предиката. Элементарный факт утверждает суждение в форме: R O1 ... On, где R – 
предикат арности n и O1 ... On – n терминов объектов, не обязательно различных. 

При изменении порядка терминов мы полностью меняем предикат. Мы говорим, что предикат 
«был разработан» – инверсия предиката «разработал». Хотя семантически мы могли бы расценить 
два предложения, построенные с их участием, как выражения одного и того же факта, синтаксически 
они различны. Большинство логиков описали бы это как случай двух различных предложений, выра-
жающих одно и то же суждение. Важно не рассмотреть оба предложения как различные, несвязанные 
факты. Наш подход к бинарными типам фактов состоит в том, чтобы выбрать один первичный спо-
соб объявления предиката и опционально позволить инверсное прочтение, например: «The Person 
with surname 'Wirth' designed / was designed by the Language named 'Pascal'». 

Здесь предикат слева от «/» используется для чтения слева направо. Предикат справа от «/» ис-
пользуется для инверсного чтения. Наличие различных способов говорить о типе фактов может по-
мочь взаимодействию и улучшить спецификацию ограничений. N-арный тип фактов имеет много 
возможных упорядочений, но обычно показывается только один из них. 

В отличие от ER-модели, ORM не использует атрибуты. Все факты представляются в терминах 
объектов (сущностей или значений), играющих роли. Хотя это часто приводит к большим диаграм-
мам, подход без использования атрибутов имеет преимущества для концептуального анализа, вклю-
чающие простоту, семантическую стабильность и легкость изменения. 
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Другая особенность ORM – ее гибкая поддержка специализации, включая множественное 
наследование, основанная на формальных определениях подтипов [2].  

Основные базовые понятия ERM-модели – объект, класс и отображение, взаимно-однозначно 
соответствующие нашим семантическим концепциям, обеспечивают большую часть выразительной 
мощи модели. Неудивительно, что именно эти понятия представлены в синтаксисе и аксиоматике 
формальной системы теории семантически значимых отображений, являющейся математической ос-
новой ERM-модели. Однако человек не всегда использует этот весьма абстрактный уровень мышле-
ния. Для простоты работы со схемой выделяются частные виды объектов, классов и отображений, 
образующие множество производных понятий модели. 

Объекты, мыслимые в высказываниях о ПрО как предметы, представляют собой сущности, а 
классы таких объектов есть не что иное, как множества сущностей. Идеальные объекты, такие как 
числа, даты, строки символов, являются значениями. Они не обладают свойствами, характеристиками 
и не вступают в отношения с другими объектами, кроме того что являются значениями характери-
стик объектов. Их объединяют во множества значений по синтаксическим особенностям. Объекты, 
подпадающие под конкретные понятия об n-ках предметов, представляют собой связи, а классы объ-
ектов, составляющих объемы таких понятий, есть не что иное, как множества связей. Каждый объект 
в n-ке связи играет определенную роль, характеризующую его функцию в этой связи. 

Отображения, определяемые множествами связей, которые в качестве областей определения и 
значений имеют одиночные множества сущностей или их Декартовы произведения, называются ре-
ляционными. Роли объектов-прообразов и объектов-образов этих отображений такие же, как и роли 
сущностей в связях. Общее количество реляционных отображений, определяемых одним множеством 
связей степени n, равно 2n–2. 

Отображение, ставящее в соответствие объекту истинностное значение, называется отображе-
нием-свойством. Если в качестве области значений в отображении используется произвольное мно-
жество значений, такое отображение будем называть отображением-характеристикой. Отображения-
характеристики являются не чем иным, как атрибутными отображениями или просто атрибутами. 

Таким образом, нам удалось связать основные базовые понятия ERM-модели со структурными 
понятиями модели «Сущность – Связь». Все вместе они составляют понятийный базис ERM-модели. 
Отметим, что понятие «объект» является обобщением понятий «сущность», «связь» и «значение». 
Соответственно, понятие «класс» является обобщением понятий «множество сущностей», «множе-
ство связей» и «множество значений». А понятия «реляционное отображение» и «атрибутное отоб-
ражение» суть специальные виды отображений. Очевидно, в отличие от первых двух последняя спе-
циализация неполна. 

Следует отметить, что наряду с основными структурными базовыми понятиями – «класс» и 
«отображение» – для более полного выражения семантики ПрО используются дополнительные базо-
вые понятия – специализация и категоризация, роли объектов-прообразов и объектов-образов в эк-
земплярах отображений, а также операции и отношения (непересекаемости, включения и равенства – 
для классов, несовместности, следствия и эквивалентности – для отображений), определенные на 
множествах классов и отображений. 

Предлагаемый подход к выбору структурных понятий модели (абстрактных базовых и более 
простых производных) позволяет при формализации ПрО оперировать в основном знакомыми поня-
тиями («сущность», «связь»), прибегая к использованию новых форм («отображение») лишь в случае 
недостаточной выразительности первых. В некоторых случаях проектирования схем данных исполь-
зования понятий «класс» и «отображение» удается избежать вовсе. 

Рассматривая недостаточно выразительные семантические концепции – объект и роль, – Хал-
пин уже на этапе определения формальных понятий своей модели вынужден ввести действительно 
необходимое ему понятие «предикат» для представления таких важных явлений, как взаимосвязи 
между объектами. Но тем самым модель теряет индивидуальность и оригинальность, приближаясь по 
своим базовым понятиям к ER-модели и реляционной модели. 
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Понимая важность различных упорядочиваний объектов в предикатах, Халпин вводит их в 
свою модель в виде прочтений предикатов. При этом он ограничивается ролью этих прочтений ис-
ключительно для вербализации схемы и данных – наличие различных способов говорить о типе фак-
тов может помочь взаимодействию с экспертом и улучшить спецификацию ограничений. Лежащих в 
основе этого отображений он не видит, а они открывают дополнительные возможности для формали-
зации бизнес-правил. 

 
4. Формальные правила для задания ограничений целостности 

 
Говоря о типах ограничений целостности, предусмотренных в модели Халпина, отмечается: 

ER-нотация менее выразительна, чем ORM, по охвату ограничений и бизнес-правил. Отказ ER- и 
UML-диаграмм включать стандартные нотации для многих важных ORM-ограничений затрудняет 
создание всесторонней модели или выполнение преобразований модели [2]. 

Вот какие дополнительные «стандартные» ограничения целостности Халпин предлагает опре-
делять на OR-диаграмме. Внутренние ограничения уникальности указывают, какие роли или комби-
нации ролей одной ассоциации должны иметь уникальные вхождения. Внешние ограничения уни-
кальности действуют аналогично, но применяются к ролям различных предикатов, концептуально 
соединенных друг с другом. 

Ограничение обязательности роли означает, что каждый экземпляр класса, для которого она 
определена, должен играть эту роль. Роли, для которых отсутствуют такие ограничения, называются 
необязательными или опциональными. 

Ограничение включающего «или» указывает, что дизъюнкция двух или более ролей является 
обязательной. Ограничение исключения запрещает одновременное включение ролей ассоциаций. 
Можно определить два ограничения одновременно – ограничение обязательности и взаимной исклю-
чительности ролей. Оба эти ограничения вместе обеспечивают так называемое xor-ограничение (ис-
ключающее «или»).  

Ограничения сравнения множеств ограничивают способ экземпляризации одной роли или по-
следовательности ролей, касающийся экземпляризации других ролей. Рассматриваются следующие 
отношения, которыми два множества могут быть связаны: подмножество, равенство, исключение [2]. 

Следует отметить, что указанные ограничения могут применяться как к одной роли, так и к 
группе ролей или всей ассоциации. 

Из оставшихся нерассмотренными OR-ограничений упомянем ограничения на специализации, 
ограничения частоты появления объекта в роли и кольцевые ограничения. 

Отличительной особенностью аппарата ограничений целостности модели Халпина является, то, 
что для любой полезной особенности данных в нем изобретены свои специальные термин и графиче-
ский примитив, что приводит к громоздкости определения модели и сложности ее применения. 

Теперь посмотрим, как обстоят дела с правилами задания ограничений целостности в ERM-
модели. 

Первую группу ограничений целостности составляют правила, определяющие области значе-
ний отображений-характеристик. Область значений такого отображения можно задать определением 
синтаксиса составляющих его значений, перечислением допустимых значений (экстенсионалом), 
операцией сравнения, логическим выражением. 

Вторая группа ограничений целостности определяет количественные характеристики (глобаль-
ное минимальное кардинальное число, реальное минимальное кардинальное число, максимальное 
кардинальное число) и тип (неограниченное, полностью определенное, частичное функциональное, 
полное функциональное) каждого отображения-характеристики и обратного ему отображения. 

Третья группа ограничений целостности определяет количественные характеристики и тип ре-
ляционных отображений. 

Четвертая группа ограничений целостности определяет количественные характеристики и тип 
отображений, сопутствующих атрибутным отображениям множеств связей. 
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Пятая группа ограничений целостности определяет получаемые отображения (образуемые с 
помощью операций над отображениями), а также их количественные характеристики и тип. 

Шестая группа ограничений целостности определяет взаимоотношения между классами и меж-
ду отображениями. 

Последняя группа ограничений целостности связана со специализациями. Для каждой из них 
необходимо указать, является она полной или частичной, пересекающейся или непересекающейся, а 
также определить отображения, которые являются основаниями выделения подклассов. 

Отличительной особенностью аппарата ограничений целостности ERM-модели является то, 
что, в отличие от OR-модели, в ней предлагается ограниченный универсальный набор конструкций, с 
помощью которых можно представить многие (если не все) законы взаимоотношения данных. По 
крайней мере, все типы ограничений целостности OR-модели можно выразить предлагаемыми в 
ERM-модели средствами. 

 
5. Формальные операторы 

 
Если Халпин вообще не рассматривает операции над данными (по крайней мере, в монографии 

[2]), то в ERM-модели они играют важную роль еще при построении схемы, поскольку с их помощью 
определяются производные отображения, которые, так же как и базовые отображения, являются объ-
ектом ограничений целостности. Все операции над отображениями составляют алгебру отображений. 

Отображение –1 является инверсией отображения  тогда и только тогда, когда

))()(( 1 yxxyyx  . 

Отображение (()) является композицией отображений  и  тогда и только тогда, когда 
)))()(())((( yzxyyxzzx  . 

Отображение  является объединением отображений  и  тогда и только тогда, когда 
))()())((( xyxyxyyx  . 

Отображение  является пересечением отображений  и  тогда и только тогда, когда 
))()())((( xyxyxyyx  . 

Отображение – является разностью отображений  и  тогда и только тогда, когда 
))()())((( xyxyxyyx  . 

Отображение [Y] является проекцией отображения  на определяемую роль (или группу ро-
лей) Y тогда и только тогда, когда )))(,()]([( xzyzxYyyx  . Здесь для упрощения запи-

си мы опустили имена ролей и сложный объект-образ представили упорядоченным кортежем <y, z>. 
Отображение  является агрегатом отображений  и  тогда и только тогда, когда 

))()())((,( xzxyxzyzyx  . 

Из-за ограниченности объема статьи здесь представлена не вся алгебра отображений, и приве-
денные операции даются в варианте для простых отображений (один объект – прообраз и один объ-
ект – образ). 

 
6. Метасхемы моделей 

 
Понятийный базис модели наглядно представляется ее метасхемой. Если обычная схема дан-

ных описывает моделируемый мир, то метасхема представляет структуру схемы ПрО, в ней данными 
являются элементы этой схемы. 

Из-за разнообразия специфических базовых понятий полная метасхема OR-модели Халпиным 
не приводится. Ее фрагменты из [2, 10, 11] представлена на рис. 1 и 2. 
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Рис. 1. Фрагмент метасхемы OR-модели (объекты, предикаты и внутренние ограничения целостности); 
таблицы представляют экстенсионалы ассоциаций 

 

 
 

Рис. 2. Фрагмент метасхемы OR-модели (ограничения сравнения множеств) 

 
На рис. 3 представлена полная текущая метасхема ERM-модели. Поскольку модель находится в 

развитии, постоянно пересматривается и ее метасхема. Серым цветом показаны базовые концепции, 
белым – производные. Для компактности рисунка опущены атрибуты множеств сущностей и мно-
жеств связей метасхемы. 
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Рис. 3. Полная метасхема ERM-модели 

 
На рис. 3 хорошо видны универсальные структурные и ограничивающие базовые понятия, за-

имствованные из логики и математики, но это не мешает (или помогает?) ER-модели по своим выра-
зительным возможностям приближаться к естественному языку. 

 
Заключение 

 
Проведенный анализ показывает, что, понимая важность синтеза мощной семантической моде-

ли и рассматривая в качестве эталона выразительности естественный язык, авторы ORM- и ERMM-
моделей идут различными путями. Если Халпин декомпозирует предикат (или взаимосвязь) степени 
n на множество n ролей, агрегация экстенсионалов которых не восстанавливает экстенсионал преди-
ката, то в ERMM-модели вместо типа связей степени n рассматривается 2n2 типов отображений, 
каждый из которых эквивалентен одной связи. Вместо n ролей мы имеем 2n2 отображений, характе-
ристики которых полнее описывают семантику ПрО. Если к этому добавляется возможность опреде-
ления производных отображений с использованием алгебры отображений, то описательные способ-
ности ERM-модели становятся практически безграничными, что, кстати, подтверждается реализаци-
ей в ней всех более-менее значащих примеров OR-схем, приведенных в [2]. 

Богатые выразительные возможности ERM-модели – не результат механистического изобрете-
ния специальных конструкций для каждой характерной особенности данных (как это делает Халпин). 
Основу ERM-модели составляют универсальные понятия логики и математики, сочетая которые, как 
и в естественном языке, достигается вся ее выразительная мощь. 
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Semantic modeling occurrence is obliged to P. Chen and his model «Entity – Relationship». He laid the bases for a semantic 
technique of the DB schemes designing in his initial article together with the representation of a new model. This technique excellent 
supplements a classical technique of normalization. Two factors determine a success of semantic technique application (besides de-
signer knowledge and skills): used semantic model expressiveness and minuteness of the semantic scheme analysis in used rules of 
its translation in the DBMS model. 

For this reason, synthesis of the maximum expressive semantic model is of interest. Thus, fixing in the scheme of all basic con-
cepts and all laws of mutual relations between them will be possible within the framework of this model at a stage of initial data do-
main formalization. The ideal data domain semantic scheme should contain the full formal data domain description, so that all subse-
quent intermodeling transformations of the scheme had be only syntactic and did not demand the repeated analysis of data domain 
semantics and works with texts in a natural language, in which the revealed business rules are preliminary fixed. The opportunity of 
construction of such semantic schemes will open prospect of full automation of DB designing process, including generation of such 
realization elements as views, triggers, etc. 

Using Date's pattern for synthesis of semantic model as a technique of the analysis, the author compares two modern approaches 
to semantic modeling: Halpin’s model «Object – Role» (OR-model) and own model «Entity – Relationship – Mapping» (ERM-
model). Both these models are distinguished from previous semantic models with the richer set of the structural and constraining 
concepts, allowing to present in the data scheme practically all semantics of the modeled world. 

In the ERM-model concepts «object» and «mapping» provide all expressive force of language, and other formal concepts are de-
rivatives from them. For this potential they are obliged to functional treatment of natural language semantic categories. 

Semantic concepts of OR-model «object» and «role» are not enough for representation of the most part of the information. For 
this purpose, Halpin already at a stage of model formal concepts definition entered the concept «predicate». But thus the model loses 
the individuality and originality, coming nearer on the base concepts to the ER-model and relational model. 

Understanding the importance of various objects orderings in predicates, Halpin enters them in the model as the perusals of pred-
icates. But he does not go beyond usage of these perusals for verbalization of the scheme and the data. He does not see mappings 
underlying it, and they open additional opportunities for the formalization of business rules. 

Distinctive feature of Halpin’s model integrity constraints is, that he is invented the special term and graphic primitive for any 
useful feature of the data. That leads to the unhandiness of the model definition and complexity of its application. As against the OR-
model and ERM-model, we offer the limited universal set of constructions. The basis of ERM-model composes the generalized con-
cepts of logic and mathematics, combined in use, as well as in a natural language, provides all its expressive power. 

If Halpin does not consider data operation at all, in ERM-model they play the important role even at the construction of the 
scheme as with their help derivative mappings are defined, and they are the object of integrity constraints as well as the base map-
pings. 

Understanding the importance of powerful semantic model synthesis and considering as the standard of expressiveness a natural 
language, authors of the ORM and ERMM go by various ways. If Halpin decomposes the predicate (or relationship) of degree n on 
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the set of n roles, which extensions aggregation does not restore predicate extension, in the ERMM instead of the relationship type of 
degree n is considered as 2n-2 types of mappings, which each copy is equivalent to the whole relationship in information sense. In-
stead of n roles we have 2n-2 mappings which characteristics more full describe semantics. If to this, the opportunity of determining 
the derivatives of mappings, using algebra maps, is added, then descriptive abilities of ERM-model become practically boundless. 

The carried out analysis shows that the opportunities of data structures and integrity constraints definition of the ERM-model are 
not worse, than ones of the OR-model, and sometimes even surpass them. 
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БАЗОВАЯ АРХИТЕКТУРА СИСТЕМЫ СОВМЕСТНОГО РЕДАКТИРОВАНИЯ  
ДИАГРАММ С СИНХРОНИЗАЦИЕЙ В РЕЖИМЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ 

 
Разрабатывается система совместного редактирования диаграмм с синхронизацией в режиме реального 
времени. Основной задачей является одновременная реализация свойств расширяемости и кроссплат-
форменности в условиях клиент-серверной архитектуры. Для достижения этих свойств выработана 
специальная модель описания представления и трехслойная архитектура клиент-серверного взаимодей-
ствия на ее основе. Система доработана до состояния архитектурного прототипа и реализует весь кри-
тический функционал на базовом уровне. 
Ключевые слова: объектно-ориентированная разработка; клиент-серверная архитектура; синхрониза-
ция в режиме реального времени. 

 
Диаграммы и различного рода схемы применяются в самых различных областях: при проекти-

ровании и разработке ПО, анализе требований, в радиофизике, математике. Кроме того, нередко над 
одной и той же диаграммой работают несколько людей одновременно (например, при проектирова-
нии ПО), а синхронизация с помощью пересылки файлов или с использованием системы контроля 
версий зачастую сводит преимущества от совместной работы к нулю. Подобное программное обес-
печение для совместного редактирования с синхронизацией в режиме реального времени получает 
все большее распространение в последнее время, в связи с чем растут и требования к подобным си-
стемам. Для систем совместного редактирования диаграмм важным свойством является расширяе-
мость – возможность добавлять функционал в систему без изменения ее исходного кода. Вторым не-
маловажным свойством является кроссплатформенность, т.е. возможность написания клиентского 
приложения (клиента) под любую платформу. Реализация системы, удовлетворяющей одновременно 
свойствам расширяемости и кроссплатформенности, связана с определенными техническими трудно-
стями. В [1] описана концепция системы совместного редактирования, удовлетворяющая данным 
требованиям. В настоящей работе представлено более детальное описание самой концепции. 

В области разработки систем совместного редактирования имеется достаточно большое число 
различных решений. Рассмотрим самые популярные и крупные системы совместного редактирования 
в аспекте соответствия перечисленным выше свойствам: 

1. Документы Google [2] – это веб-ориентированный онлайн-сервис, включающий в себя тек-
стовый и табличный процессор, инструмент для создания презентаций, а также облачное хранилище. 
Система поддерживает многопользовательское совместное редактирование, однако основным недо-
статком является очень скудная поддержка редактирования диаграмм без возможности расширения. 

2. Google Wave – веб-ориентированный онлайн-сервис для взаимодействия и совместной рабо-
ты. Система поддерживала совместную работу с форматированным текстом, фотографиями, видео, 
простыми графическими примитивами. С 30 апреля 2012 г. сервис прекратил свою работу [3]. 

3. Различные веб-ориентированные сервисы редактирования диаграмм, например LucidCharts 
[4] или Cacoo [5]. Системы предоставляют возможность многопользовательского совместного редак-
тирования, централизованное хранилище, достаточно активно поддерживаются и развиваются (со-
здаются новые типы диаграмм и элементов, совершенствуется пользовательский интерфейс). Основ-
ным недостатком является ориентированность на конкретную клиентскую платформу (веб) и отсут-
ствие поддержки формальной модели редактируемых диаграмм, что можно было бы использовать 
для поддержки целостной модели проекта). 
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4. VisualParadigm [6] – мощный инструмент проектирования, обладающий следующими пре-
имуществами: реализация клиентского приложения на языке Java, что позволяет работать на боль-
шом числе платформ, поддержка формальной модели редактируемых диаграмм, генерации кода, а 
также обратного проектирования, расширяемая модель. Основные недостатки: отсутствие совместно-
го редактирования диаграмм с синхронизацией в режиме реального времени, отсутствие поддержки 
JVM на некоторых современных платформах (например, iOS). 

Разрабатываемая авторами система Obordesus спроектирована таким образом, чтобы удовле-
творять заявленным выше требованиям расширяемости и кроссплатформенности. В настоящей рабо-
те представлены архитектурно значимые решения, принятые при создании системы. 

 
1. Свойства системы 

 
Obordesus [1] – централизованная система совместного редактирования диаграмм с синхрони-

зацией в режиме реального времени. Ее ключевые свойства: 
1. Многопользовательская работа с диаграммами – возможность одновременного доступа не-

скольких участников проекта к одной диаграмме. 
2. Синхронизация диаграмм в режиме реального времени – изменения, вносимые одним участ-

ником, сразу же отображаются у других участников, редактирующих тот же документ. 
3. Расширяемость – возможность добавления функционала к системе без переработки самой 

системы. 
4. Кроссплатформенность – возможность реализации клиентского приложения под любую 

платформу. 
5. Устойчивость клиентского приложения к изменению функционала системы – расширение 

функционала не требует внесения изменений в клиентские приложения. 
6. Централизованность – доступ к документам, созданным с помощью системы, осуществляется 

через единую глобальную точку, обеспечивая таким образом их повсеместную оперативную доступ-
ность. 

 
2. Модель предметной области 

 
Основным элементом предметной области (рис. 1) является диаграмма (объект Document). Диа-

граммы представляют собой набор визуальных элементов (объект ViewItem), которые являются обра-
зами некоторых моделируемых сущностей (объект ModelItem). Моделируемую сущность также бу-
дем называть моделью элемента, а его визуальный образ – представлением элемента. Стоит отметить, 
что несколько визуальных элементов могут представлять одну и ту же модель. 

Элементы диаграммы могут быть связаны между собой (например, классы в языке UML [7] мо-
гут быть связаны между собой ассоциацией). Связи между элементами рассматриваются как отдель-
ные элементы, которые также имеют свою модель и представление. Модель в данном случае опреде-
ляет, какие элементы связаны, а представление – как эта связь отображается. 

Диаграммы объединяются в проекты (объект Project). Совокупность всех моделей элементов 
проекта является моделью проекта, а совокупность диаграмм – представлением проекта. 

 

Project

Document ViewItem ModelItem
 

 
Рис. 1. Модель предметной области 
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3. Универсальное представление элементов 
 

Одной из задач клиент-серверного взаимодействия [8] в разрабатываемой системе совместного 
редактирования диаграмм является обеспечение возможности расширения функционала без необхо-
димости модификации клиентских приложений. С учетом требования кроссплатформенности, реали-
зовывать модуль расширения с новым функционалом для каждого клиента слишком затратно. Кроме 
того, ограничением при выборе решения является также и тот факт, что взаимодействие происходит 
через сеть, а значит, присутствует некоторая задержка между совершением действия пользователем и 
реакцией сервера на это действие. 

Таким образом, механизм клиент-серверного взаимодействия должен удовлетворять следую-
щим требованиям: 

1. Отображение произвольных элементов. Единственным ограничением является набор прими-
тивов, из которых потом будет строиться представление элемента. Этот набор должен быть фиксиро-
ван при разработке и быть достаточно полным для представления любых графических элементов. 

2. Синхронизация данных между клиентами и сервером. Интерфейс для обмена данными дол-
жен быть достаточно абстрактным, чтобы оставаться устойчивым к расширению функционала. Кро-
ме того, особое внимание при проектировании механизма синхронизации необходимо уделять кон-
фликтам синхронизации, вероятность которых очень высока при одновременном редактировании. 

3. Взаимодействие пользователя с элементами и элементов между собой. Эта задача появляется 
из-за ограничения, накладываемого сетевым взаимодействием, так как постоянно присутствует неко-
торая задержка (до нескольких секунд), во время которой клиент работает самостоятельно, не полу-
чая отклика от сервера. В таком случае недостаточно просто уметь отображать элементы, необходи-
мо дублировать взаимодействие между ними на стороне клиента. 

Для удовлетворения этим требованиям предлагается следующее высокоуровневое решение 
(рис. 2): объектная модель, в которой работают клиентские приложения (Client Object Model), должна 
опираться не непосредственно на серверную объектную модель (Object Model), а на некоторую про-
межуточную модель описания представления (Presentation Description Model). 
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Communication
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Project
Controller
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Communication
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Рис. 2. Трехслойная архитектура системы 
 

Обучение клиента новым типам элементов происходит следующим образом: 
1. На сервере генерируется (либо берется готовое) описание представления нового типа эле-

ментов. 
2. Описание представления доставляется на клиента. 
3. Клиент по определенному заранее алгоритму строит свою объектную модель этого типа эле-

ментов. 
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Такое решение позволяет: 
1) только один раз реализовать серверную модель; 
2) только один раз специфицировать протокол взаимодействия и модель описания представле-

ния; 
3) для каждой клиентской платформы реализовать модуль преобразования из модели описания 

представления в объектную модель конкретного клиентского приложения. 
В рамках предложенного решения достигается выполнение всех поставленных требований: 
1. Отображение произвольных элементов обеспечивается универсальностью модели описания 

представления. 
2. Синхронизация между клиентом и севером (Client Controller и Project Controller через 

Communication Gateway) происходит по заранее определенному протоколу в терминах серверной объ-
ектной модели, на основе которой построены остальные модели, что позволяет реализовать универ-
сальный механизм синхронизации данных безотносительно к особенностям конкретных элементов. 

3. Взаимодействие пользователя с элементами и элементов между собой достигается с помо-
щью особенностей модели описания представления (подробнее см. раздел 7). 

 
5. Применение существующих технологий 

 
В данном разделе приводится обзор существующих технологий, являющихся кандидатами для 

реализации предложенного решения. Во-первых, существует некоторое количество языков разметки 
визуальных графических элементов, например SVG [9], VML [10] и др. При использовании этих язы-
ков в чистом виде возникают следующие проблемы: 

1. Невозможно задать связь представления, описанного с помощью разметки, с серверной мо-
делью. 

2. Отсутствие алгоритмической составляющей для организации взаимодействия пользователя с 
элементами и задания сложной логики представления элементов. 

Среди языков разметки интерфейсов существуют решения, позволяющие решить первую про-
блему (XAML [11], механизм DataBinding [12]), однако в них тоже очень слабо развита алгоритмиче-
ская составляющая. Но несмотря на то, что ни один из языков нельзя использовать непосредственно, 
разумно выделить из них удачные решения и использовать их для задания представления элементов. 

Другим вариантом является использование какого-либо скриптового языка (JavaScript, Python) 
либо языка, исполняемого на виртуальной машине (Java байт-код). Недостатки такого решения: 

1. Существуют реализации интерпретаторов (Java-машины в случае с Java) не под все платфор-
мы, а сложность реализации интерпретатора любого из таких языков неоправданно высока. 

2. Необходимость серьезно ограничивать возможности языка, так как все они являются языка-
ми программирования общего назначения, для системы же необходим узкоспециализированный 
язык. Трудоемкость реализации такого ограничения (особенно при использовании сторонних компо-
нентов для интерпретации) может быть также неоправданно высока. 

3. Неудобство использования языков программирования для описания представления. Этот не-
достаток можно было бы устранить, используя сочетание языка разметки и скриптового языка (при-
мер: HTML+JavaScript), однако это не снимает остальных серьезных ограничений. 

Таким образом, более простой в реализации является разработка специального языка описания 
представления, который будет включать в себя минимально необходимый набор возможностей. С 
одной стороны, это снимет необходимость реализации ограничения функциональности языка, а с 
другой – сделает более реальной задачу написания интерпретатора такого языка. 

 
6. Базовые концепции строения элемента диаграммы 

 
По результатам исследования предметной области и функциональных требований к механизму 

клиент-серверного взаимодействия приняты следующие базовые концепции описания элементов: 
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1. Информация об элементах содержится в их свойствах. 
2. Представление элемента – это функция от свойств данного элемента и, возможно, других 

элементов. 
3. Каждый элемент состоит из трех частей: модели данных, визуальной модели и представле-

ния. 
4. Представление элементов создается с помощью набора примитивов. 
Таким образом, имеется следующая структура элемента: элемент состоит из трех частей 

(рис. 3), две из которых (Model и VisualModel) являются, по сути, хранилищами значений свойств, 
инкапсулируя тем самым всю информацию об элементе. Таким образом, для синхронизации инфор-
мации достаточно использовать только данные этих двух частей элемента. Третья составная часть 
элемента, Presentation, задается с помощью набора примитивов, значения параметров которых вычис-
ляются на основе значений свойств Model и VisualModel. 

 

Model VisualModel

Presentation
 

 
Рис. 3. Структура элемента диаграммы 

 

Такое строение элемента идеально согласуется с моделью предметной области (для этого до-
статочно объединить VisualModel и Presentation в один блок – View). Кроме того, описанные выше 
концепции позволяют достичь решения всех трех задач, поставленных перед механизмом клиент-
серверного взаимодействия: 

1. Отображение произвольных элементов – концептуально нет никаких ограничений на задание 
набора свойств и набора примитивов, из которых будет строиться описание элемента, т.е. с помощью 
такого механизма можно построить представление любого элемента. 

2. Синхронизация данных между клиентами и сервером – механизм синхронизации сводится к 
синхронизации свойств Model и VisualModel. 

3. Воздействие пользователя на элементы и взаимодействие элементов между собой – фиксиро-
ванный, заранее определенный набор примитивов позволяет описать указанные сложные взаимодей-
ствия в виде обработки параметров этих примитивов с помощью некоторого алгоритмического языка. 

 
7. Модель описания представления 

 
Рассмотрим объектную модель описания представления на высоком уровне (рис. 4). 
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Рис. 4. Модель описания представления 
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Основным классом является ElementType, представляющий типы элементов, из которых в ко-
нечном итоге строится визуальное представление диаграммы. Для типа элемента определяется его 
название. Каждый элемент имеет два набора свойств (DataProperty), представляющих свойства моде-
ли данных и визуальной модели.  

У каждого элемента есть его графическое представление (Presentation), которое имеет свой 
набор свойств (PresentationProperty) и строится как композиция атомарных графических элементов 
(линий, прямоугольников, текстовых меток и т.п.), представленных наследниками класса 
PresentationElement. Некоторые графические элементы могут содержать в себе другие графические 
элементы, причем из разных соображений: иногда исключительно для удобства (наследование роди-
тельских координат), а иногда по структурной необходимости (ячейки вложены в таблицу). 

Каждый графический элемент в свою очередь состоит из набора свойств PresentationProperty. 
Представление элемента Presentation можно рассматривать как композитный графический элемент, 
что позволяет использовать PresentationProperty для задания свойств как самого представления 
Presentation, так и для задания свойств графических элементов. 

Для каждого свойства представления (PresentationProperty) задаются 2 функции – get и set. 
Функция get не обладает побочными эффектами и должна в любой момент времени возвращать акту-
альное значение свойства. Функция set необходима для установки нового значения для свойства в 
результате действий пользователя и может быть опущена, если свойство не должно редактироваться 
через пользовательский интерфейс. 

 
8. Серверная архитектура 

 
В серверной части данной системы используется 5 логически разделённых типов серверов (рис. 5). 
1. Root Server (корневой сервер) отвечает за управление серверами и их взаимодействие друг с 

другом. 
2. Accounts Server (сервер пользователей) отвечает за централизованное управление учетными 

записями пользователей. 
3. Repository Server (репозиторий) отвечает за централизованное управление проектами. 
4. Login Server (сервер аутентификации) – пользовательский шлюз для аутентификации и 

управления проектами. 
5. Project Server (сервер проектов) отвечает за работу с проектами. 
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Рис. 5. Взаимодействие серверов и клиентов 
 

Первые три типа серверов составляют управляющую основу серверной части системы и суще-
ствуют в единственном экземпляре для каждого серверного экземпляра системы. Прямой доступ 
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пользователей к этим серверам не предусмотрен (за исключением администраторов системы). По-
следние два типа серверов составляют рабочую часть системы и будут горизонтально масштабиро-
ваться при необходимости (развертывание системы планируется на базе так называемых облачных 
провайдеров, например, Amazon AWS [14], Windows Azure [15]). Пользователи первоначально под-
ключаются к серверу аутентификации, выбор которого происходит автоматически клиентским при-
ложением, затем для работы над конкретными проектами они подключаются к проектному серверу, 
который выбирается репозиторием. 

Сервер аутентификации позволяет пользователям: 
1. Выполнять действия со своим аккаунтом (регистрация, аутентификация, смена учетных дан-

ных). 
2. Управлять проектами (создание проектов, изменение информации о проектах, предоставле-

ние пользователям доступа к проекту, управление лицензиями и т.д.). 
Проектный сервер – единственный тип серверов, который работает с серверной расширяемой 

объектной моделью предметной области. Расширение этой модели выполняется с помощью архитек-
турного решения «Plugin» [16] путем подключения модулей расширения (плагинов), в результате че-
го сервер должен удовлетворять следующим требованиям: 

1. Возможность изоляции плагинов от проектного сервера и системы, на которой он запущен. 
2. Возможность изоляции проектов друг от друга. 
3. Возможность в рамках одного сервера иметь подключенными разные модули (в том числе 

одни и те же модули, но разных версий) для каждого запущенного проекта. 
Для реализации этих требований используется изоляция на уровне доменов приложения .NET 

[17]. Для каждого проекта создается свой домен, в который загружаются только необходимые ему 
плагины с минимальными правами в системе. Вся обработка изменений выполняется в домене проек-
та, исключение составляет сетевое взаимодействие – им занимается сам сервер, передавая запросы 
домену с помощью технологии .NET Remoting [18]. 

 
10. Серверная объектная модель 

 
Для серверной реализации расширяемой модели предметной области (рис. 6) необходимо реа-

лизовать следующие механизмы: 
1. Механизм сохранения и загрузки объектов в данной модели. 
2. Механизм транзакций для возможности выполнения сложных модификаций объектов данной 

модели в рамках транзакций с возможностью отката всех модификаций, если какие-то из них не мо-
гут быть применены. 

3. Механизм контроля прав доступа к объектам модели. 
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Рис. 6. Серверная объектная модель предметной области 
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Для реализации этих механизмов существует отдельное хранилище данных элемента 
(DataStore) (рис. 6), доступ к которому предоставляется через специальные объекты для свойств 
(ItemProperty) и коллекций (ItemCollection), которые полностью контролируются системой, что поз-
воляет реализовать все указанные выше особенности. 

 
Заключение 

 
На данный момент система доработана до состояния архитектурного прототипа [19], т.е. реали-

зует весь критический функционал на базовом уровне архитектуры. Помимо необходимой серверной 
инфраструктуры реализовано два клиентских приложения: на платформах Windows (Windows Store 
app) и Web (HTML + JavaScript). Дальнейшие исследования направлены в сторону интенсивного и 
экстенсивного расширения модели описания представления. Доступ к ознакомительной версии си-
стемы можно получить по адресу: http://beta.obordesus.com/ 
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Moiseev Alexander N., Politov Arsenty M., Rakhimov Valentin V., Khomich Maxim O. (Tomsk State University, Tomsk, Russian 
Federation).  
Real-time collaborative diagram editor "Obordesus": concept of unified presentation of elements. 
Keywords: collaborative editing; diagram, graphic element; client-server architecture; real-time synchronization 

 
The software for collaborative editing with the real-time synchronization is currently spreading, and therefore the requirements to 

the functionality of such systems are rising. 
Obordesus is a centralized system for collaborative diagram editing with the real-time synchronization. Its main features are the 

following: 
1. Real-time synchronization of currently active diagrams. 
2. Extensibility, i.e. an ability to expand functionality without altering the system. 
3. Stability of the client to changes in system functional (functional expansion should not affect client code). 
4. Remote server, i.e. the main logic, project information and diagrams are stored remotely. 
The basic domain area elements include the model entities, their visual images, diagrams (sets of visual images) and projects 

(sets of model entities and diagrams). 
A goal of the system client-server interaction is to allow functional extension without the need to alter the clients. Targeting mul-

tiple platforms makes developing extensions for each client time-consuming. Moreover, the communication is held through network, 
which creates a delay between user’s action and server’s reaction. 

To sum up, the client-server interaction mechanism should allow: 
1. Drawing of any arbitrary element. 
2. Data synchronization between clients and server. 
3. User-element and element-element interaction. 
The following higher-level solution meeting the requirements is suggested: client object model is based not on the server object 

model directly, rather on some kind of intermediate presentation description model. 
The presentation description model is based on the following principles: 
1. All the information about elements is contained in their properties. 
2. Presentation of the element is derived from the properties (of the element itself or of any other elements). 
3. Any element consists of three parts: model, visual model and presentation. 
4. Presentation of the element is described as a composition of primitive elements. 
New presentation description language based on the XML has been developed as the implementation of the listed principles. 
Server-side implementation of the extensible domain area model needs the following mechanisms to be implemented: 
1. Saving and loading of any specific model objects. 
2. Transactions for composite modification of the objects (including rollback support). 
3. Access rights control for model objects. 
Model extensibility is provided by the extension module (plugin) subsystem on project server. The following requirements apply: 
1. Plugins should be isolated from the project server and its hosting system. 
2. Plugins should be isolated from each other. 
3. The server should allow loading of different plugins (including different plugins versions) for each loaded project. 
To meet these requirements the application domain isolation technique is used. Each project is loaded into separate application 

domain along with the required plugins and with minimal permissions. Model objects operations are executed in the project applica-
tion domain, while network communication operations are processed by the project server itself. 

As of this paper, the basic prototype of the system has been implemented. In addition to critical server-side infrastructure, clients 
for Windows (Windows Store app) and Web (HTML + JavaScript) have been implemented. Further research is focused on intensive 
and extensive development of the presentation description model. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАФА ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИМИ АВТОМАТАМИ 
 

Исследование графа автоматами – корневая задача при верификации программно-аппаратных систем на 
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Задача обхода неизвестного ориентированного графа автоматом используется во многих при-
ложениях. В данной статье подразумевается тестирование детерминированных систем: граф – это 
граф автомата тестируемой системы, автомат на графе (автомат-обходчик) – тестирующая система, а 
проход по дуге – это тестовое воздействие и наблюдение результата [1]. В качестве практического 
примера можно привести работу [2], где выполнялось функциональное тестирование различных под-
систем модели процессора: кэш третьего уровня, управление прерываниями и пр. Модельные графы 
содержали от нескольких тысяч до нескольких миллионов узлов и несколько миллионов дуг. Тест 
выполнялся максимально на 150 компьютерах. 

Автомат-обходчик выполняется на одной машине (процессор с памятью), а наличие нескольких ав-
томатов на разных машинах позволяет существенно распараллелить работу. Автомат-обходчик начинает 
работу с начальной вершины графа, и за один такт создаётся не более одного автомата-обходчика. 

Нижняя оценка времени обхода для одного или ограниченного числа автоматов равна (nm), где 
n – число вершин графа, а m – число дуг [3]. Если число автоматов не ограничено, нижняя оценка (m). 

Для того чтобы автомат мог обходить любой конечный граф, требуется доступ по чте-
нию / записи к неограниченной рабочей памяти, в которой накапливается информация о пройденной 
части графа. Если эта память – часть памяти автомата (машины), автомат не конечен на классе всех 
графов. Если автомат один, то существуют алгоритмы с оценкой (nm) [Там же]. Если число автома-
тов больше одного, но ограничено, то распараллеливание ускоряет обход, но не меняет порядок вре-
мени обхода в наихудшем случае [4]. Если число автоматов не ограничено и все вычисления автома-
тов и передачи сообщений между ними выполняются не дольше (по порядку), чем проход дуги графа, 
то существуют алгоритмы с оценкой (m).  

Проблема возникает, когда граф не помещается в память машины, что эквивалентно конечно-
сти автомата. Есть два подхода. 

Первый подход применим, когда рабочая память существует отдельно от памяти автоматов и 
реализуется на вершинах графа: автомат может писать / читать из текущей вершины символы конеч-
ного алфавита. Такой подход может применяться, например, для сети Интернета, когда вершина – это 
узел сети, а проход по дуге – передача сообщения между узлами. 

Для одного конечного автомата известен алгоритм с оценкой (nm+n2loglogn) [5], а при по-
вторном обходе (nm+n2l(n)), где l(n) – число логарифмирований, при котором достигается соотно-
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шение 1 ≤ log(log...(n)...) < 2 [6]. Отличие от нижней оценки (nm) объясняется тем, что автомату бы-
вает нужно «вернуться» в начало только что пройденной дуги.  

Если конечных автоматов несколько, каждый из них может читать пометки в вершинах, остав-
ленные другими автоматами, и обмениваться с ними сообщениями. Для двух автоматов оценка равна 
уже (nm). Эти автоматы двигаются синхронно, кроме случая прохода по новой дуге. В этом случае 
один автомат (первый) идёт по дуге, а второй остаётся на месте, ожидая сообщения от первого авто-
мата. В этом сообщении указывается, нужно ли второму автомату оставаться на месте, поджидая 
первый автомат (для возвращения первого автомата в начало только что пройденной дуги), или, 
наоборот, двигаться вперёд, догоняя первый автомат (возвращения по дуге не требуется). 

Второй подход применяется при тестировании, когда вершина графа – это состояние тестируе-
мой системы и автомат ничего не может в неё писать. Разные автоматы могут находиться в разных 
вершинах графа, т.е. в разных состояниях тестируемой системы. Это означает, что каждый автомат 
работает со своим клоном тестируемой системы. Будем считать, что за один такт создаётся не более 
одного клона тестируемой системы с одним автоматом-обходчиком. Тогда рабочая память – это сум-
марная память коллектива конечных автоматов, обменивающихся сообщениями. Для k машин можно 
обходить графы, в k раз большие, чем для одной машины. Если размер графа не ограничен, число ав-
томатов в коллективе также должно быть не ограничено.  

Этот подход впервые был применён в работе [7], где предложен алгоритм обхода с оценкой 
O(m+n2). В настоящей статье мы предлагаем алгоритм с улучшенной оценкой. 

 
1. Формализация автоматов на графе 

 
1.1. Номер выходящей дуги 

 
Автомат на графе, начиная с начальной вершины графа, двигается по дугам, проходя некото-

рый маршрут. Обход выполнен, если по каждой дуге прошёл хотя бы один автомат. Когда автомат 
находится в вершине и хочет пройти по выходящей из неё дуге, он эту дугу должен указать. Для это-
го используется нумерация дуг, выходящих из вершины. Для детерминированных систем разные ду-
ги, выходящие из одной вершины, имеют разные номера. Дуги, выходящие из вершины v, нумеруют-
ся от единицы до полустепени выхода вершины (числа выходящих дуг): 1...dout(v). Автомат указывает 
номер выходящей дуги. Однако для того чтобы выходной алфавит автомата оставался конечным, по-
лустепень выхода вершин графа должна быть ограничена сверху некоторой константой r. 

Это ограничение легко снимается с помощью преобразования графа, когда каждая вершина v, в 
которой полустепень выхода больше r, заменяется на v-цикл вершин. Добавляется k = [dout(v)/(r–1)]+1 
вершин, каждая из которых имеет r–1 выходящих дуг, кроме последней вершины, из которой может 
выходить меньше дуг. Эти вершины связываются дополнительными внутренними дугами в цикл, ко-
торый будем называть v-циклом. Тем самым, автомату, находящемуся в некоторой вершине v-цикла, 
нужно идентифицировать дугу только в пределах тех r дуг, которые выходят из этой вершины, вклю-
чая внутренную дугу, или меньшего числа дуг для последней вершины. Дуги, заканчивавшиеся в 
вершине v, теперь будут заканчиваться в первой вершине v-цикла, а остальные вершины v-цикла от-
личаются тем, что в каждую из них входит ровно одна (внутренняя) дуга. В результате такого преоб-
разования получается граф, в котором полустепень выхода каждой вершины v ограничена r. В даль-
нейшем для простоты изложения мы будем рассматривать только такие графы, в которых из каждой 
вершины выходит не более r дуг. 

Заметим, что замена вершины v на v-цикл вершин можно понимать как создание одним автома-
том, оказавшимся в вершине v, цепочки автоматов – по одному на каждые r–1 выходящих дуг или 
меньшего числа дуг для последнего автомата в цепочке.  
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1.2. Идентификатор вершины 
 

Для того чтобы автоматы могли обходить граф, автомат, попавший в вершину, должен узнать 
число выходящих из неё дуг в предположении, что эти дуги занумерованы так, как описано в преды-
дущем подразделе. Кроме того, чтобы учитывать, какие выходящие дуги в каких вершинах пройде-
ны, необходимо различать вершины. Для этого они снабжаются уникальными идентификаторами. 
Автомат, попавший в вершину, может узнать её идентификатор. Исключение может быть сделано 
только для терминальных вершин и вершин, в которые входит только одна дуга; идентификатор этих 
вершин может быть пустым. В первом случае уникальность идентификатора вершины не требуется, 
поскольку терминальная вершина не имеет выходящих дуг. Во втором случае вершина уникально 
идентифицируется непустым идентификатором вершины, из которой в данную вершину можно по-
пасть единственным путём, и последовательностью номеров дуг этого пути. Для того чтобы такая 
вершина с непустым идентификатором всегда существовала, начальная вершина снабжается непу-
стым идентификатором. Заметим, что дополнительные вершины v-цикла, о которых шла речь в 
предыдущем подразделе, имеют по одной входящей дуге и поэтому могут снабжаться пустым иден-
тификатором. 

Поскольку идентификатор вершины является входным символом автомата, для того чтобы ав-
томат был конечным, алфавит идентификаторов должен быть конечным, что означает ограниченное 
число вершин графа с непустыми идентификаторами.  

Для удобства изложения будем рассматривать расширенный автомат (EFSM), память которого 
хранит управляющее состояние, пробегающее конечный алфавит, и конечное число ячеек памяти, в 
которых могут храниться идентификаторы вершин и только они: в каждой ячейке по одному иденти-
фикатору. Эти ячейки будем называть ячейками идентификаторов (вершин). 

Для идентификаторов вершин определены следующие операции и только они: 
 скопировать идентификатор из указанной ячейки идентификаторов в сообщение, посылаемое 

другому автомату, как его параметр; 
 скопировать идентификатор как параметр сообщения, полученного от другого автомата, в 

указанную ячейку идентификаторов; 
 сравнить на равенство идентификаторы в двух указанных ячейках идентификаторов; 
 проверить, является ли идентификатор в указанной ячейке пустым. 

 
1.3. Адрес автомата и среда связи автоматов 

 
Будем считать, что среда связи автоматов позволяет передавать сообщение от любого автомата 

любому указанному автомату за время, ограниченное сверху константой. При посылке сообщения 
автомат должен указать получателя сообщения как уникальный адрес автомата. Для конечного авто-
мата число таких получателей должно быть конечным и ограниченным: адрес автомата должен про-
бегать конечный алфавит. Последнее ограничение приводит к тому, что число автоматов ограничено.  

Мы будем считать, что в памяти расширенного автомата имеется конечное число ячеек памяти 
для хранения адресов автоматов. Эти ячейки будем называть ячейками адресов (автоматов). Тем са-
мым, граф динамических связей автоматов – это конечный ориентированный граф с ограниченной 
полустепенью выхода вершин (автоматов). Будем считать, что выделен один пустой адрес, который 
не может быть адресом никакого созданного автомата.  

Для адресов автоматов определены следующие операции и только они: 
 послать сообщение автомату, адрес которого находится в указанной ячейке адресов; 
 скопировать адрес из указанной ячейки адресов в посылаемое сообщение как его параметр; 
 скопировать адрес как параметр полученного сообщения в указанную ячейку адресов; 
 проверить, является ли адрес в указанной ячейке пустым. 
Будем предполагать выполнение следующих правил обмена сообщениями: 
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 для передачи сообщения есть один примитив «послать сообщение», обязательным парамет-
ром которого является адрес получателя; 

 для получения сообщений есть один примитив «принять сообщение от любого отправителя»; 
 сообщения не теряются и не искажаются в среде передачи; 
 при передаче нескольких сообщений от одного и того же отправителя одному и тому же по-

лучателю нет обгона сообщений. 
 

1.4. Сообщение 
 

Сообщение, передаваемое от одного автомата другому, является как входным, так и выходным 
символом автомата. Будем считать, что для расширенного автомата сообщение также «расширено»: 
оно состоит из тега, пробегающего конечный алфавит тегов, и ограниченного конечного числа пара-
метров, которыми могут являться только идентификаторы вершин или адреса автоматов.  
 

1.5. Порождение автоматов 
 

Самый первый автомат порождается некоторым внешним автоматом и начинает свою работу с 
ожидания сообщения от этого внешнего автомата. Для порождения остальных автоматов предлагает-
ся использовать сообщение создай автомат, посылаемое внешнему автомату. В ответном сообще-
нии автомат создан указывается адрес порождённого автомата. 

Порождаемый автомат будет начинать работать с начальной вершины графа. Это требование 
объясняется тем, что мы рассматриваем тестирование системы, которая не допускает произвольное 
клонирование, а допускает только создание нового экземпляра системы в её начальном состоянии. 
Исключение составляет создание автомата, которому передаётся граф от другого автомата вместе с 
текущей вершиной. Передатчик теряет связь с графом. 
 

1.6. Взаимодействие с графом 
 

Предлагается рассматривать граф, точнее его экземпляр для каждого взаимодействующего с ним 
автомата, как отдельный автомат графа. Такой автомат графа создаётся внешним автоматом, когда ему 
посылается сообщение создай граф. В ответном сообщении граф создан содержатся адрес (автомата) 
графа, идентификатор начальной вершины и число дуг, выходящих из начальной вершины. Созданный 
автомат графа находится в состоянии, которое соответствует начальной вершине графа.  

Далее потребуются только одна операция по взаимодействию с графом, которая реализуется 
как сообщение, посылаемые автомату графа, и ответное сообщение: 

1. Проход по дуге графа с параметром: номер выходящей дуги. 
2. Ответное сообщение ответ на проход с параметрами: идентификатор вершины и число вы-

ходящих дуг. Имеются в виду идентификатор конечной вершины указанной дуги и число дуг, выхо-
дящих из этой вершины. 
 

1.7. Замечание о ячейках автомата и параметрах сообщений 
 

Если идентификатор вершины занимает a битов памяти, а число вершин в графе с непустым 
идентификатором равно n1, то 2an1. Если адрес автомата занимает b битов памяти, то сгенерировано 
может быть не более 2b автоматов. В описываемом ниже алгоритме генерируется не более 2n2+m ав-
томатов, где n2 – число нетерминальных вершин графа, а m – число дуг графа. Тем самым, 2b2n2+m. 
Огрубляя, достаточно ограничений 2an и 2b2n+m, где n – число вершин графа. 

Для удобства изложения будут использоваться дополнительные ячейки и параметры фиксиро-
ванного размера, кроме тех, что хранят идентификаторы вершин и адреса автоматов. 
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2. Идея алгоритма 
 

2.1. Граф 
 

Рассматривается обход ориентированного графа с выделенной начальной вершиной и прону-
мерованными выходящими из каждой вершины дугами. Все вершины снабжены идентификаторами, 
как было описано в п.1.2. Началом и концом дуги для краткости будем называть соответственно 
начальную и конечную вершины дуги. Терминальной дугой будем называть дугу, заканчивающуюся в 
терминальной вершине.  

После инициализации в каждый момент времени имеются: 
 Пройденный граф – подграф графа, определяемый всеми пройденными дугами. 
 Пройденное дерево – ориентированный от корня, которым является начальная вершина, остов 

подграфа, получаемого из пройденного графа удалением терминальных дуг. Такое пройденное дере-
во содержит все нетерминальные пройденные вершины пройденного графа. 

В начале работы алгоритма, после инициализации, пройденный граф совпадает с пройденным 
деревом и состоит из одной начальной вершины графа.  

В процессе работы алгоритма пройденный граф и пройденное дерево увеличиваются (добавля-
ются новые дуги и вершины). Пройденное дерево, получающееся в конце работы, будем называть 
законченным деревом. Под хордой будем понимать нетерминальную дугу, не принадлежащую закон-
ченному дереву; пройденная хорда является хордой пройденного дерева. Для данной вершины вхо-
дящей дугой будем называть дугу законченного дерева, заканчивающуюся в этой вершине. У началь-
ной вершины нет входящей дуги, а в любую другую вершину входит ровно одна дуга.  

В конце работы алгоритма получается разметка графа: для каждой дуги в её начале указывается 
её тип: дуга законченного дерева, терминальная дуга или хорда. 
 

2.2. Работа автоматов 
 

Автомат работает в трёх режимах: генератор, регулятор, движок. Обход графа, т.е. движение по 
его дугам, выполняют движки, регуляторы предназначены для управления перемещением движков по 
дугам, а генератор создаёт новые движки и связанные с ними копии графов. 

Каждый создаваемый генератором движок предназначен для того, чтобы, начиная с начальной 
вершины графа, пройти путь в пройденном дереве, после чего пройти непройденную дугу. С каждой 
пройденной нетерминальной вершиной связан ровно один регулятор, который направляет движки, 
приходящие в эту вершину, по тем или иным выходящим из вершины дугам. Для этого движок, ока-
завшийся в данной вершине, спрашивает у регулятора этой вершины (посылает ему сообщение) ку-
да идти, а регулятор в ответном сообщении иди по дуге сообщает номер выходящей дуги. В некото-
рой ситуации (описанной ниже) движок оказывается «лишним» и останавливается, не пройдя ни од-
ной непройденной дуги.  

Автомат (копии) графа, связанный с движком, «помнит» текущую вершину графа, в которой 
находится движок. Для прохода по дуге движок посылает автомату графа сообщение проход по дуге, 
задавая номер выходящей дуги, и получает в сообщении ответ на проход идентификатор конца дуги 
и число выходящих из него дуг. 

Вначале извне создаётся генератор. После инициализации генератор одновременно становится 
регулятором начальной вершины, которая в этот момент времени является единственной пройденной 
вершиной и единственной вершиной пройденного дерева, а также создаёт первый движок, находя-
щийся в начальной вершине графа.  

Для управления обходом графа используются сообщения запрос и конец. Такое сообщение по-
сылается «по пройденной дуге» в обратном направлении: от автомата, находящегося в конце дуги, 
регулятору начала дуги. Сообщение запрос посылается регулятором вершины по входящей дуге и 
означает, что по этой дуге нужно послать один движок, когда будет такая возможность. Следующий 
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движок по этой дуге можно посылать после того, как будет получен новый запрос. Сообщение конец, 
посылаемое по пройденной дуге, означает, что по этой дуге больше никогда не нужно посылать 
движки. Сообщение конец посылает по хорде или терминальной дуге движок, который эту дугу про-
ходит. Кроме того, сообщение конец посылает регулятор вершины по входящей дуге, если в прой-
денном дереве выше этой вершины нет вершин, из которых выходят непройденные дуги. Это проис-
ходит тогда, когда по всем дугам, выходящим из вершины, получено сообщение конец. У начальной 
вершины нет входящей дуги, поэтому регулятор начальной вершины посылает сообщение конец 
внешнему автомату, что означает конец работы алгоритма. Запросы посылаются с некоторым опере-
жением, поэтому может оказаться, что движку, пришедшему в вершину, некуда двигаться. Такой 
движок становится ждущим в вершине (запоминается регулятором вершины). Далее либо по выхо-
дящей дуге придёт запрос, и движок будет послан по этой дуге, либо по всем выходящим дугам бу-
дут получены сообщения конец, и тогда движок оказывается «лишним» – он должен остановиться. 

Каждая дуга имеет в регуляторе её начала три состояния:  
 Активная = дуга, по которой нужно посылать движки. Это может быть либо непройденная 

дуга (такие дуги всегда активны), либо дуга пройденного дерева, по которой пришёл запрос, но дви-
жок по дуге ещё не послан. 

 Пассивная = пройденная дуга, по которой пока не нужно посылать движки. Это дуга, по ко-
торой был послан движок, но после этого по дуге не приходили сообщения запрос или конец. 

 Законченная = пройденная дуга, по которой больше никогда не нужно посылать движки. Это 
дуга, по которой пришло сообщение конец. 

На рис. 1 изображена схема изменения состояния дуги под влиянием сообщений. В начале все 
дуги не пройдены, т.е. они активны. 

Регулятор посылает движки по активным выходящим дугам «по кругу». Для этого у регулятора 
есть номер текущей выходящей дуги i. Это дуга, по которой последний раз посылался движок, или 
i = 0 в самом начале. Движок, находясь в вершине пройденного дерева, спрашивает у регулятора 
вершины, по какой дуге ему идти, посылая сообщение куда идти. Регулятор корректирует номер i 
текущей дуги: новой текущей дугой становится следующая после дуги i активная дуга в цикле выхо-
дящих дуг, а если активных дуг больше нет, то i: = 0. Если после коррекции i>0, регулятор посылает 
движку сообщение иди по дуге с номером дуги i, а сам по входящей дуге посылает запрос. У началь-
ной вершины нет входящей дуги, поэтому сообщение запрос не посылается, а генератор продолжает 
генерацию движков. Если i = 0, регулятор запоминает адрес движка, движок становится ждущим, за-
прос не посылается. Если ждущий движок образуется в начальной вершине, генератор приостанавли-
вает генерацию движков.  
 

Рис. 1. Схема изменения состояния дуги
 

После того как появляется ждущий движок, возможны два случая: 1. Регулятор в дальнейшем 
получает сообщение запрос с указанием дуги, по которой регулятор направляет ждущий движок (со-
общение иди по дуге) и сам посылает сообщение запрос регулятору начала входящей дуги. У началь-
ной вершины нет входящей дуги, поэтому сообщение запрос не посылается, а генератор возобновля-
ет генерацию движков. 2. Регулятор обнаруживает, что все выходящие дуги стали законченными (по-
лучено сообщение конец по последней незаконченной выходящей дуге). Регулятор посылает ждуще-
му движку сообщение иди по дуге с нулевым номером дуги (это «лишний» движок и он останавлива-
ется) и сообщение конец регулятору начала входящей дуги. У начальной вершины нет входящей ду-
ги, поэтому сообщение конец посылается внешнему автомату и генератор прекращает генерацию 
движков. 

Активная Законченная 
иди по дуге конец 

запрос 

Пассивная 
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Как создаются регуляторы? Рассмотрим подробнее работу автоматов, связанную с проходом 
движком непройденной ранее дуги a–ib, ведущей из вершины a, имеющей в ней номер i и ведущей 
в вершину b.  

 Если вершина b терминальная, для неё не создаётся регулятор. Движок посылает регулятору 
вершины a сообщение конец с признаком «терминальная вершина» и номером дуги i, а сам останав-
ливается. 

 Если вершина b нетерминальная, то движок должен узнать по идентификатору вершины, 
пройдена она или ещё нет, т.е. имеется ли регулятор этой вершины. Вершина b заведомо не пройдена, 
если её идентификатор пуст (в такую вершину входит только одна дуга). В противном случае произ-
водится опрос регуляторов, описанный ниже. Итак: 

 Если вершина b уже пройдена, то движок прошёл по хорде. Движок посылает регулятору 
вершины a сообщение конец с признаком «хорда», номером дуги i и адресом регулятора 
вершины b, а сам останавливается. 
 Если вершина b ещё не пройдена, то движок сам становится регулятором вершины b и 
создаёт новый движок в текущей вершине b, передавая ему граф. После того как этот но-
вый движок будет создан и послан по выходящей дуге, новый регулятор вершины b посы-
лает регулятору вершины a сообщение запрос с указанием номера дуги i и своим адресом 
как адресом регулятора вершины b.  

Опрос регуляторов выполняется тогда, когда движок проходит по непройденной дуге и оказы-
вается в нетерминальной вершине с непустым идентификатором. В этом случае ему нужно найти ре-
гулятор той вершины, в которой он оказался, или самому стать регулятором, если поиск не увенчался 
успехом. Этот поиск выполняется по идентификатору вершины: две вершины не могут иметь один и 
тот же непустой идентификатор. Для опроса регуляторов используется односторонний список регу-
ляторов вершин с непустыми идентификаторами, регулятор начальной вершины (он же генератор) 
всегда находится в голове списка (напомним, что идентификатор начальной вершины всегда не пу-
стой). Движок посылает по списку сообщение опрос, в котором указываются (непустой) идентифика-
тор вершины и адрес движка. Если регулятор вершины уже есть, он, получив такое сообщение, посы-
лает ответ на опрос, указывая движку свой адрес. Если регулятора вершины ещё нет, то сообщение 
опрос доходит до последнего в списке регулятора, который пересылает его движку, а сам ставит у 
себя ссылку по списку на этот движок. Получив обратно своё сообщение опрос, движок сам стано-
вится регулятором – последним в списке, и создаёт новый движок, передавая ему свой адрес (как ад-
рес регулятора текущей вершины) и адрес графа. 
 

3. Оценка сложности алгоритма 
 

Будем считать, что времена передачи сообщения, прохода движка по дуге и срабатывания ав-
томата ограничены сверху и снизу ненулевым положительным значением.  

 

 

Рис. 2. Пример графа, где алгоритм работает время (m+nD) 
 

Тогда алгоритм заканчивает работу за время O(m+n0D), где m – число дуг в исходном графе, 
n0 – число нетерминальных вершин с непустым идентификатором, D – максимальное число нетерми-

0 n-D+2 n-D+1 m-n+D-1  

1 2 … n-D

m-n+D 

Начальная вершина D вершин с непустым идентификатором 

 …
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нальных вершин с непустым идентификатором на пути в графе от начальной вершины, не считая са-
мой начальной вершины. Поскольку n0n, верна также оценка O(m+nD). Эта оценка достигается на 
графе, изображённом на рис. 2. Поэтому суммарная оценка (m+nD). 

 

Заключение 
 

Дальнейшие исследования обхода графов коллективом автоматов возможны по нескольким 
направлениям. 

Первое направление: недетерминированные графы. Граф недетерминирован, если одному номеру 
выходящей дуги соответствует несколько дуг с общей начальной вершиной и разными конечными 
вершинами. Обход такого графа может пониматься двояко: полный обход, когда требуется проход по 
каждой дуге графа, или частичный обход, когда нужно пройти хотя бы по одной дуге с данной началь-
ной вершиной и данным номером выходящей дуги. Частичный обход применяется, когда интересую-
щие нас свойства графа могут быть исследованы при таком обходе. Для того чтобы гарантировать воз-
можность обхода недетерминированного графа, нужны дополнительные гипотезы. Например, гипотеза 
об ограниченном недетерминизме, которая утверждает, что, проходя t раз из данной вершины по выхо-
дящей дуге с данным номером, мы пройдём все выходящие из этой вершины дуги с этим номером, где 
t – заранее известная константа. Существуют алгоритмы такого обхода одним автоматом [8]. Можно 
поставить задачу разработки нового алгоритма такого обхода коллективом взаимодействующих авто-
матов. Для частичного обхода может использоваться так называемая -достижимость вершин графа из 
начальной вершины [9]. Неформально это означает, что существует алгоритм, который гарантированно 
обеспечивает достижение заданной вершины при любом недетерминированном выборе выходящей ду-
ги в рамках множества дуг с тем же началом и тем же номером дуги. 

Второе направление: использование внешней памяти. Предложенный в данной статье алгоритм 
обходит граф только в том случае, когда регуляторы всех нетерминальных вершин помещаются в 
суммарной памяти машин. Если это не так, становится актуальным вопрос об использовании допол-
нительной внешней памяти. Обход графа коллективом автоматов с использованием внешней памяти 
лежит на стыке двух направлений: методы эффективной работы с внешней памятью, в частности 
стратегий страничной и сегментной подкачки, и алгоритмы обхода графов коллективом автоматов. 

Третье направление: графы специального вида. Большой интерес представляет разработка но-
вых алгоритмов исследования графов, принадлежащих тому или иному подклассу графов. Такие под-
классы имеет смысл рассматривать при сочетании двух условий: эти подклассы имеют практическое 
значение (графы переходов исследуемых систем и сетей относятся к такому подклассу) и на этих 
подклассах алгоритмы могут работать быстрее. 
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Graph learning by interacting automata. 
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The paper describes the learning an unknown oriented graph by automata traversing the arcs of the graph and exchanging mes-
sages. The learning completes when each arc has been traversed by at least one automaton. 

Section 1 discusses the problems of identification of arcs and nodes in the graph, ways of exchanging messages between autom-
ata and interaction of the automata with the graph. The arcs outgoing from the same node are considered enumerated. When travers-
ing the graph, each automaton indicates the number of the arc outgoing from the current node. The nodes have unique identifiers. The 
exceptions are sinks and nodes with only one incoming arc: these nodes can have empty identifier. Automaton can recognize the 
identifier of the current node and the number of outgoing arcs. The automata interaction media provides message transfer from one 
automaton to another in a limited time. The following primitives are recognized: "send message" indicating the receiver address and 
"receive message from any sender". 

Section 2 describes the idea of the algorithm. Automata are divided into regulators and runners. Runners traverse the arcs of the 
graph. When in a new (yet untraversed) node, runner becomes its regulator. The node regulator controls the runners travel along the 
arcs outgoing from this node. The regulator of the initial node, in addition, generates new runners. During execution, the graph de-
scription is created in the cumulative memory of the regulators as a spanning tree of the already traversed part of the graph oriented 
form the initial node. 

To navigate the runners, the following message is used: "where to" from runner to regulator and response message "traverse the 
arc" indicating the arc number and the address of the regulator of the arc terminal node if this arc has already been traversed. Regula-
tor sends runners either along the arcs of the tree or along untraversed arcs. After traversing an untraversed arc, runners learn the 
identifier of its terminal node, but it needs to know whether this node has been already traversed. To get this information, the "poll" 
message is sent iterating all regulators linked into a list of addresses. If the node has been traversed, the node regulator sends the 
response message to the runner indicating its address, and the runner resends this address to the regulator of the initial node of the 
traversed chord in the "finish" message. This message is also used to indicate the traversal end: the regulator of the tree arc terminal 
node sends "finish" to the regulator of the arc initial node if it has received "finish" along all outgoing arcs. The traversal is over 
when regulator of the initial node receives "finish" along all outgoing arcs. 

Section 3 gives the estimate of the traversal time (m+nD), where n is a number of nodes, m is a number of arcs, and D is the 
maximal number of nodes with nonempty identifiers on the graph path from the initial node. 

The conclusion describes possible directions of further work: learning of nondeterministic graphs, use of external memory, 
learning graphs of special kind. 
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ СВОЙСТВ КОДОВ С СУММИРОВАНИЕМ  
ПО ОБНАРУЖЕНИЮ МОНОТОННЫХ ОШИБОК  

В СИСТЕМАХ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО КОНТРОЛЯ КОМБИНАЦИОННЫХ СХЕМ 
 

Исследуются свойства классических, модифицированных и модульно модифицированных кодов с сум-
мированием единичных информационных разрядов по обнаружению ошибок в системах функциональ-
ного контроля комбинационных логических схем. Особое внимание уделяется свойствам кодов с сум-
мированием по обнаружению монотонных (однонаправленных) ошибок в информационных разрядах 
кодовых слов. Показано, что модифицированные и модульно модифицированные коды с суммировани-
ем не обнаруживают только такие монотонные искажения в информационных векторах кодовых слов, 
которые имеют кратность d = M, 2M, …, iM (iM≤m, m – длина информационного вектора). Установлено, 
что при заданном значении величины M доля монотонных необнаруживаемых ошибок кратности d от 
общего числа необнаруживаемых ошибок той же кратности не зависит от числа m и одинакова для всех 
модульно модифицированных кодов. 
Ключевые слова: система функционального контроля; комбинационная схема; схема с монотонно не-
зависимыми выходами; код Бергера; модифицированный код Бергера; модульно модифицированные 
коды с суммированием; информационные разряды; необнаруживаемая ошибка; монотонная необнару-
живаемая ошибка.  
 
В системе функционального контроля (рис. 1) заданное логическое устройство f(x), вычисляю-

щее систему рабочих булевых функций f1(x), f2(x), …, fm(x), дополняется блоком контрольной логики 
g(x), вычисляющим ряд контрольных функций g1(x), g2(x), …, gk(x). Между сигналами, формируемы-
ми на выходах блоков f(x) и g(x), устанавливается однозначное соответствие, контролируемое само-
проверямым тестером [1–3]. В случае нарушения данного соответствия при возникновении дефектов 
в структурах блоков f(x) и g(x) или при наличии отказов в блоке тестера (это могут быть как сбои и 
устойчивые отказы, так и неисправности типа «временная задержка» передачи сигналов [4, 5]) на 
контрольных выходах устанавливается непарафазный сигнал <00> или <11>. 

Основной задачей организации функционального контроля является обеспечение проверки 
правильности работы блока f(x) в режиме реального времени (без его отключения от объекта управ-
ления). При этом необходимо на выходе тестера получать информацию о наличии неисправности в 
любой из составляющих системы функционального контроля [6]. 

Часто при организации систем функционального контроля используются коды с суммировани-
ем единичных информационных разрядов [7–11]. Данные коды принадлежат к классу систематиче-
ских, т.е. их кодовые слова разделимы и состоят из информационных и контрольных векторов. Зна-
чения разрядов контрольного вектора вычисляются по значениям разрядов информационного вектора 
по определенным правилам. В системе функционального контроля значениям выходных сигналов 
блока f(x) ставятся в соответствие значения информационных разрядов кода с суммированием, а зна-
чениям выходных сигналов блока g(x) – значения контрольных разрядов. 
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Рис. 1. Структура системы функционального контроля 
 

В структуре, изображенной на рис. 1, блоки f(x), g(x) и тестер реализуются раздельно, поэтому в 
произвольный момент времени допускается возникновение только одного дефекта (одновременное 
появление неисправностей в нескольких блоках маловероятно). Если в структуре блока f(x) один ло-
гический элемент связан с несколькими его выходами, то при возникновении одиночной неисправно-
сти данного элемента возникает одновременное искажение значений нескольких выходов, что соот-
ветствует искажению нескольких информационных разрядов кодового слова. Поэтому можно рас-
сматривать свойства кодов с суммированием по обнаружению искажений в информационных векто-
рах при условии отсутствия искажений в контрольных векторах, определяя тем самым свойства си-
стемы функционального контроля по обнаружению ошибок в блоке f(x). 

Данная работа посвящена исследованию свойств кодов с суммированием по обнаружению мо-
нотонных (однонаправленных) искажений в информационных векторах кодовых слов. На практике 
результаты исследования позволяют определить условия применимости различных кодов с суммиро-
ванием при организации контроля логических устройств и синтезе надежных дискретных систем. 

 
1. Коды Бергера в системах функционального контроля 

 
Классический код с суммированием, или код Бергера [12], образуется путем приписывания к ин-

формационному вектору контрольного вектора, представляющего собой двоичное число <g1 g2 … gk>, 
равное сумме числа единичных информационных разрядов (весу r информационного вектора). Число 
контрольных разрядов в коде Бергера зависит от числа информационных разрядов и равно

  1log2  mk  (запись  x  обозначает целое сверху от x). Обозначим классический код с суммиро-

ванием как S(m,k)-код, где m – длина информационного вектора кода, а k – длина контрольного век-
тора. 

S(m,k)-код обнаруживает любые ошибки в информационных разрядах, которые изменяют значе-
ние веса информационного вектора (рис. 2, а). К необнаруживаемым ошибкам относятся разнонаправ-
ленные ошибки в информационных векторах, содержащие группу искажений {0→1 и 1→0} (рис. 2, б). 

Информационный вектор 

Контрольный вектор 

Рабочие
выходы

Сигнал 
контроля
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                                                                    а                                                                       б 

 
Рис. 2. Примеры ошибок в информационных векторах S(m,k)-кодов:  

а – обнаруживаемые; б – необнаруживаемые 
 

Свойства S(m,k)-кодов по обнаружению ошибок в информационных векторах удобно опреде-
лять, задавая код в табличной форме, где все информационные векторы распределены на контроль-
ные группы по весу r [13]. Например, в табл. 1 дается S(4,3)-код. 

 
Т а б л и ц а  1 

S(4,3)-код 
 
r 

0 1 2 3 4 5 6 7 
Контрольный вектор 

000 001 010 011 100 101 110 111 
0000 0001 0011 0111 1111    

 0010 0101 1011     
 0100 0110 1101     
 1000 1001 1110     
  1010      
  1100      

 

Необнаруживаемая S(m,k)-кодом ошибка соответствует переходу между информационными 
векторами, принадлежащими одной контрольной группе. Для S(4,3)-кода, приведенного в табл. 1, 
существуют по 12 необнаруживаемых ошибок в контрольных группах с r = 1 и r = 3 и 30 необнару-
живаемых ошибок в контрольной группе с r = 2 (всего 48 двукратных и 6 четырехкратных необнару-
живаемых искажений). 

Коды Бергера имеют довольно большое число необнаруживаемых ошибок в информационных 
векторах (обозначим данную величину как Nm), что объясняется неравномерностью распределения 
информационных векторов на контрольные группы [14, 15]. В каждой контрольной группе содержит-

ся по r
mC  информационных векторов. С увеличением значения r до величины 





2

mr  (запись  x  

обозначает целое снизу от x) число информационных векторов в контрольной группе возрастает, а с 
дальнейшим приближением к величине m аналогичным образом уменьшается. Минимальным коли-

чеством необнаруживаемых ошибок обладает такой (m,k)-код, у которого все m2  информационных 

векторов равномерно распределены по k2  контрольным группам [15, 16]. Этот код является опти-
мальным (m,k)-кодом по критерию минимума числа необнаруживаемых искажений в информацион-
ных векторах. Число необнаруживаемых ошибок в нем равно 

 min
, 2 2 1 .m m k

m kN         (1) 

Оптимальный (4,3)-код имеет всего 16 необнаруживаемых ошибок в информационных векто-
рах, что более чем в три раза меньше, чем у S(4,3)-кода. 

«Близость» кода с суммированием к оптимальному (m,k)-коду определяется коэффициентом 
эффективности ξ: 
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min
, .m k

m

N
N

        (2) 

Чем ближе значение ξ к 1, тем эффективнее код с позиции обнаружения искажений в информа-
ционных векторах при заданных значениях длин информационных и контрольных векторов. S(4,3)-
код, например, имеет значение ξ = 0,2963. У других кодов Бергера значение ξ, как правило, не пре-
вышает величины 0,5 [15, 16].  

Таким образом, коды Бергера далеки от оптимальных (m,k)-кодов. Более того, S(m,k)-коды 
имеют низкую эффективность в области обнаружения ошибок малой кратности. В [13] показано, что 
в независимости от длины информационного вектора доля необнаруживаемых ошибок четной крат-
ности d в информационных векторах S(m,k)-кодов от общего числа искажений в информационных 
векторах данной кратности является постоянной величиной: 

22 .
d

d
d dC        (3) 

Из (3) следует, что S(m,k)-кодом не обнаруживается 50% двукратных и 37,5% четырехкратных 
искажений в информационных векторах. 

Достоинством классических кодов с суммированием является то, что они обнаруживают 100% 
монотонных ошибок в информационных векторах. При таких ошибках в информационном векторе 
искажаются только нули либо только единицы, что нарушает значение веса r информационного век-
тора (см. рис. 2, а).  

Коды Бергера являются оптимальными кодами по обнаружению монотонных искажений в ин-
формационных векторах [17, 18], что используется при организации систем функционального кон-
троля. Решение задачи 100%-го обнаружения одиночных неисправностей в блоке f(x) достигается не-
сколькими способами. Первый такой способ заключается в дублировании исходной комбинационной 
схемы f(x) и сравнении между собой одноименных функций с применением блоков сжатия парафаз-
ных сигналов TRC (two-rail checker) [11, 19, 20]. Второй способ основан на выделении на множестве 
выходов блока f(x) групп независимых и монотонно независимых выходов (Н- и МН-групп) [18, 21 – 
23]. Множество выходов блока f(x) образует Н-группу, если при возникновении любой неисправно-
сти в его внутренней структуре искажается значение только одного выхода из группы. К МН-группе 
относятся такие выходы блока f(x), для которых любое одиночное искажение в его внутренней струк-
туре приводит к возникновению ошибки только на одном выходе, либо монотонной ошибки на не-
скольких выходах. Третий способ состоит в преобразовании блока f(x) путем внутреннего резервиро-
вания логических элементов в контролепригодную структуру, в которой все выходы образуют одну 
Н-группу [18] или МН-группу [21–23]. Контроль таких устройств осуществляется на основе исполь-
зования S(m,k)-кода. 

 
2. Модифицированные коды Бергера в системах функционального контроля 

 
Для повышения эффективности обнаружения искажений в информационных векторах S(m,k)-

кодов в [15, 16] разработан алгоритм преобразования контрольного вектора в слове кода Бергера в 
контрольный вектор нового (модифицированного) кода (обозначим его как RS(m,k)-код). 

Алгоритм. Правила построения модифицированного кода Бергера. 

1. Фиксируется модуль    11log22  mM . 
2. Подсчитывается вес информационного вектора r. 
3. Число r представляется по модулю M (другими словами, определяется вычет числа r по за-

данному модулю):  modV r M . 

4. Определяется поправочный коэффициент α, равный сумме по модулю два произвольного (но 
заранее установленного) числа любых информационных разрядов. 
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5. Формируется число W V M  . 
6. Полученное число W представляется в двоичном виде и записывается в контрольный вектор. 
Применение алгоритма иллюстрируется на примере RS(4,3)-кода, для которого поправочный 

коэффициент рассчитывается по формуле 2 3x x    (табл. 2). 
 

Т а б л и ц а  2 
Векторы RS(4,3)-кода 

 

№ 
Информационные разряды 

r V = r(mod4) α W = V+αM 
Контрольные разряды 

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 
2 0 0 1 0 1 1 1 5 1 0 1 
3 0 0 1 1 2 2 1 6 1 1 0 
4 0 1 0 0 1 1 1 5 1 0 1 
5 0 1 0 1 2 2 1 6 1 1 0 
6 0 1 1 0 2 2 0 2 0 1 0 
7 0 1 1 1 3 3 0 3 0 1 1 
8 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 
9 1 0 0 1 2 2 0 2 0 1 0 
10 1 0 1 0 2 2 1 6 1 1 0 
11 1 0 1 1 3 3 1 7 1 1 1 
12 1 1 0 0 2 2 1 6 1 1 0 
13 1 1 0 1 3 3 1 7 1 1 1 
14 1 1 1 0 3 3 0 3 0 1 1 
15 1 1 1 1 4 0 0 0 0 0 0 

 

При модификации кода Бергера по приведенному выше алгоритму происходит перераспреде-
ление информационных векторов по контрольным группам (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Перераспределение информационных векторов в RS(4,3)-коде с 2 3x x    
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Информационные векторы RS(4,3)-кода более равномерно распределены на контрольные груп-
пы, чем информационные векторы S(4,3)-кода (табл. 3). RS(4,3)-код имеет 24 необнаруживаемые 
ошибки, что в 2,25 раза меньше, чем у S(4,3)-кода. Однако RS(4,3)-код не является оптимальным и 
имеет коэффициент эффективности ξ = 0,6667. В среднем модифицированные коды Бергера обнару-
живают примерно в два раза больше искажений в информационных векторах, чем классические коды 
с суммированием, и более близки к оптимальным (m,k)-кодам [16]. 

 
Т а б л и ц а  3 

RS(4,3)-код 
 

R 
0 1 2 3 4 5 6 7 

Контрольный вектор 
000 001 010 011 100 101 110 111 

0000 0001 0110 0111  0010 0011 1011 
1111 1000 1001 1110  0100 0101 1101 

      1010  

      1100  
 

В зависимости от формулы вычисления поправочного коэффициента α для данного значения m 

можно построить 22
1

1






m
m

j

j
mC  модифицированных кодов с суммированием [16]. От этой же фор-

мулы зависят и свойства RS(m,k)-кода по обнаружению искажений в информационных векторах. При 
этом существенным является только количество информационных разрядов в линейной сумме α, но 
не конкретное положение разрядов в информационном векторе (обозначим число различных инфор-
мационных разрядов в формуле поправочного коэффициента α как t). Поэтому число модифициро-
ванных кодов с суммированием с различными характеристиками по обнаружению искажений в ин-
формационных векторах ограничивается не числом сочетаний информационных разрядов в α, а вели-
чиной, равной длине информационного вектора. Более того, как показывают исследования, RS(m,k)-
коды при заданном значении m обладают симметричными распределениями чисел необнаруживае-

мых ошибок по всем кратностям относительно величины 
2

mt  . К примеру, на рис. 4 представлены 

зависимости между числом необнаруживаемых ошибок по кратностям d для различных RS(8,4)-кодов 
при различных значениях t. 
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Рис. 4. Распределение необнаруживаемых ошибок по кратностям в RS(8,4)-кодах 
 

Для определения свойств RS(m,k)-кодов по обнаружению ошибок в информационных векторах 
была составлена компьютерная программа, реализующая алгоритм распределения информационных 
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векторов на контрольные группы и подсчитывающая число необнаруживамых ошибок по кратностям 
d. C ее помощью были установлены следующие особенности RS(m,k)-кодов: 

1. Распределения необнаруживаемых ошибок по кратностям d в RS(m,k)-кодах являются одина-
ковыми при одинаковом значении t. 

2. Всего существует 





2

m
 разновидностей RS(m,k)-кодов, каждый из которых имеет отличное 

от других распределение необнаруживаемых ошибок по кратностям d. 
3. RS(m,k)-коды с числом информационных разрядов в формуле поправочного коэффициента α, 

равным t и m–t, имеют одно и то же распределение необнаруживаемых ошибок (рис. 4). 
4. Для RS(m,k)-кодов с M8 минимальным общим количеством необнаруживаемых ошибок об-

ладает код, в котором для определения α использовалась сумма 





2

m
 информационных разрядов. 

5. Минимум необнаруживаемых искажений кратности d = 2 имеет модифицированный код, для 

определения α в котором использовалась сумма 





2

m

 
информационных разрядов. 

6. При малых m в RS(m,k)-кодах доминируют необнаруживаемые ошибки малых кратностей, с 
увеличением m последовательно приоритет по количеству необнаруживаемых ошибок переходит к 
ошибкам больших кратностей. 

Однако модифицированные коды с суммированием имеют недостаток в сравнении с классиче-
скими кодами Бергера. При получении значений разрядов контрольного вектора в соответствии с п. 1 
алгоритма фиксируется модуль M, по которому в дальнейшем представляется вес r информационного 
вектора. Это приводит к тому, что внутри одной контрольной группы могут оказаться информацион-
ные векторы с различным истинным весом r, но одинаковым по модулю M. Например, в табл. 3 в 
контрольной группе <000> RS(4,3)-кода присутствуют два информационных вектора – <0000> и 
<1111>. Взаимные переходы данных векторов друг в друга происходят при возникновении монотон-
ной ошибки кратности d = 4.  

RS(4,3)-код имеет две необнаруживаемые монотонные ошибки в информационных векторах. 
В кодах с большими значениями m количество необнаруживаемых монотонных искажений намного 
больше. Данная особенность модифицированных кодов Бергера должна учитываться при синтезе си-
стем функционального контроля комбинационных логических схем с выходами, образующими         
МН-группу. 

Установим свойства модифицированных кодов с суммированием по обнаружению монотонных 
ошибок в информационных векторах. 

Утверждение 1. RS(m,k)-код не обнаруживает только те монотонные ошибки информационных 

векторов, которые имеют кратность    .2 11log2  mMd  
Справедливость утверждения 1 вытекает из следующих рассуждений. В соответствии с п. 6 ал-

горитма в одну и ту же контрольную группу RS(m,k)-кода входят информационные векторы, для ко-
торых рассчитанное значение числа W является одним и тем же. В соответствии с п. 5 (так как α = 0 
или 1) минимальное значение числа Wmin = V, а максимальное значение – Wmax = V+M. Таким образом, 
в соответствии с п. 3 и 5 в одну контрольную группу кода RS(m,k) входят информационные векторы с 
весами r, кратными установленному модулю M. Взаимные необнаруживаемые переходы между та-
кими векторами связаны с монотонными ошибками кратности M. 

Утверждение 2. Для RS(m,k)-кодов число монотонных необнаруживаемых искажений зависит 
только от числа информационных разрядов в формуле поправочного коэффициента, но не зависит от 
того, какие именно это разряды. 

Покажем справедливость утверждения 2. Мы рассматриваем RS(m,k)-коды на всех информаци-

онных векторах – их количество равно .2 m Число V будет поставлено в соответствие всем информа-
ционным векторам. Число векторов с весом W≠V определяется поправочным коэффициентом α, но 



83 

этот коэффициент рассчитывается на всем множестве информационных векторов, а значит (учитывая 
свойства функции сложения по модулю два принимать равное количество нулевых и единичных зна-

чений на всех наборах), увеличивает значение V до величины W на t2  векторах. Количество векторов 
со значением суммарного веса W определяется только числом информационных разрядов в сумме α. 

В табл. 4 представлены распределения необнаруживаемых ошибок по кратностям d в RS(10,4)-
кодах с различным числом t информационных разрядов в сумме поправочного коэффициента α. 
В левой части таблицы даются распределения необнаруживаемых ошибок по кратностям d: для каж-
дого значения t число в верхней клетке определяет количество монотонных необнаруживаемых оши-
бок, а в нижней клетке – общее количество необнаруживаемых ошибок данной кратности; в правой 
части таблицы приведены величины υd, характеризующие доли монотонных необнаруживаемых 
ошибок кратности d от общего числа необнаруживаемых ошибок той же кратности. 
 

Т а б л и ц а  4 
Характеристики RS(10,4)-кодов 

 

t Число необнаруживаемых ошибок кратности d υd 
2 4 6 8 10 2–10 2 4 6 8 10 2–10 

1 
0 0 0 72 0 72 

0 0 0 0,0277778 – 0,0007478 
18 432 48 384 26 880 2 592 0 96 288 

2 
0 0 0 232 0 232 

0 0 0 0,0277778 0 0,0025091 
14 848 37 632 31 360 8 352 272 92 464 

3 
0 0 0 168 0 168 

0 0 0 0,0277778 – 0,0018299 
12 288 37 632 35 840 6 048 0 91 808 

4 
0 0 0 168 0 168 

0 0 0 0,0277778 0 0,0018321 
10 752 40 704 33920 6 048 272 91 696 

5 
0 0 0 200 0 200 

0 0 0 0,0277778 – 0,0021815 
10 240 42 240 32 000 7 200 0 91 680 

 

Анализ таблиц, аналогичных табл. 4, для RS(m,k)-кодов с различными длинами информацион-
ных векторов позволил установить следующие свойства данного класса кодов по обнаружению мо-
нотонных ошибок в информационных векторах: 

1. Минимум монотонных необнаруживаемых ошибок для данного m имеет RS(m,k)-код со зна-
чением t = 1. 

2. Значение доли монотонных необнаруживаемых ошибок кратности d от общего числа необ-
наруживаемых ошибок той же кратности при d = M для любого RS(m,k)-кода является постоянной 
величиной и не зависит от значения t. 

3. У RS(m,k)-кодов, для которых m есть степень числа 2, а t является четным числом, суще-
ствует всего 2 монотонные необнаруживаемые ошибки максимальной кратности d = m; если t яв-
ляется нечетным числом, такой код обнаруживает все монотонные ошибки максимальной крат-
ности d = m. Любые другие RS(m,k)-коды обнаруживают все монотонные ошибки максимальной 
кратности. 

Свойства RS(m,k)-кодов по обнаружению монотонных ошибок в информационных векторах 
можно использовать на практике при построении систем функционального контроля схем с МН-
выходами. 

Обозначим через b максимальное четное число выходов схемы f(x), с которыми связан выход 
внутреннего логического элемента при помощи путей с одинаковым по четности числом инверсий. 
Например, на рис. 5 приведена произвольная схема с шестью выходами. На схеме пунктирными ли-
нями показаны пути от выхода элемента 2 к выходами схемы. Анализ путей схемы показывает, что с 
выходами f1(x), f2(x) и f6(x) элемент 2 связан путями с четным количеством инверсий, а с выходами 
f3(x), f4(x) и f5(x) – путями с нечетным количеством инверсий. Поэтому для данной схемы b = 2. 
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Рис. 5. Произвольная комбинационная схема 
 

Справедливо следующее положение. 
Утверждение 3. В схеме с МН-выходами обнаруживаются все одиночные ошибки на основе 

применения в системе функционального контроля RS(m,k)-кода, если характеристика схемы 

 2log 1 1
2 .

mb           (4) 

В самом деле, так как в схеме с МН-выходами возможны только монотонные искажения сигна-
лов на выходах, то для 100%-го обнаружения всех искажений с применением модифицированного 
кода Бергера необходимо исключить возникновение ошибок кратности d = M (см. утверждение 1). 

Значение  2log 1 1
2

mM     . Поэтому если структура схемы f(x) такова, что в ней не существует путей 
с одинаковым по четности числом инверсий от произвольного логического элемента к M выходам, то 
данная схема может контролироваться RS(m,k)-кодом. Величина b в формуле (4) как раз определяет 
число выходов схемы, имеющих подобные пути. 

Организовать контроль схемы, приведенной на рис. 5, можно с применением RS(6,3)-кода, так 
как значение b для данной схемы равно двум. 

 
3. Модульно модифицированные коды с суммированием 

 
В [16] рассмотрен класс модульно модифицированных кодов с суммированием. Контрольные 

векторы кодовых слов модульно модифицированных кодов получают по алгоритму, приведенному в 

п. 2, но с тем условием, что значение M выбирается из множества    21log22,...,4,2  mM . Модульно 

модифицированные коды, или RSM(m,k)-коды, по сравнению с S(m,k) и RS(m,k)-кодами, имеют важ-



85 

ное преимущество – они имеют меньшее число контрольных разрядов. Это позволяет строить более 
простые с точки зрения технической реализации системы функционального контроля, так как умень-
шается сложность блоков контрольной логики и тестера (см. рис. 1). 

RSM(m,k)-коды являются обобщением модифицированных кодов Бергера, поэтому обладают 
всеми их особенностями. Кроме того, модульно модифицированным кодам присущи следующие 
свойства [16]: 

1. В RS2(m,k)- и RS4(m,k)-кодах в независимости от длины информационного вектора и способа 
определения коэффициента  общее число необнаруживаемых ошибок имеет одно и то же значение. 

2. При одинаковых значениях t RS4(m,k)-код не обнаруживает ровно вдвое меньше ошибок ин-
формационных разрядов, чем RS2(m,k)-код с тем же значением m. 

3. RSM(m,k)-коды с модулями M≥4 имеют одинаковое число двукратных необнаруживаемых 
ошибок информационных разрядов при одинаковом t для заданной длины информационного слова m.  

4. Коды с модулем M = 2 имеют вдвое больше необнаруживаемых ошибок информационных 
разрядов кратности d = 2 при одинаковых значениях t, чем RSM(m,k)-коды с модулями M ≥ 4. 

В табл. 5 и 6 для примера приводятся характеристики всех возможных модульно модифициро-
ванных кодов с суммированием со значением m = 10. 
 

Т а б л и ц а  5 
Характеристики RS2(10,2)-кодов 

 

t 
Число необнаруживаемых ошибок кратности d υd 

2 4 6 8 10 2–10 2 4 6 8 10 2–10 

1 
18 432 16 128 2 688 72 0 37 320 

0,5 0,125 0,03125 0,0078125 – 0,1429228
36 864 129 024 86 016 9 216 0 261 120

2 
14 848 12 544 3 136 232 2 30 762 

0,5 0,125 0,03125 0,0078125 0,0019531 0,1178079
29 696 100 352 100 352 29 696 1024 261 120

3 
12 288 12 544 3 584 168 0 28 584 

0,5 0,125 0,03125 0,0078125 – 0,1094669
24 576 100 352 114 688 21 504 0 261 120

4 
10 752 13 568 3 392 168 2 27 882 

0,5 0,125 0,03125 0,0078125 0,0019531 0,1067785
21 504 108 544 108 544 21 504 1024 261 120

5 
10 240 14 080 3 200 200 0 27 720 

0,5 0,125 0,03125 0,0078125 – 0,1061581
20 480 112 640 102 400 25 600 0 261 120

 
Т а б л и ц а  6 

Характеристики RS4(10,3)-кодов 
 

t 
Число необнаруживаемых ошибок кратности d υd 

2 4 6 8 10 2–10 2 4 6 8 10 2–10 

1 
0 16 128 0 72 0 16 200 

0 0,25 0 0,015625 – 0,1240809 
18 432 64 512 43 008 4 608 0 130 560

2 
0 12 544 0 232 0 12 776 

0 0,25 0 0,015625 0 0,0978554 
14 848 50 176 50 176 14 848 512 130 560

3 
0 12 544 0 168 0 12 712 

0 0,25 0 0,015625 – 0,0973652 
12 288 50 176 57 344 10 752 0 130 560

4 
0 13 568 0 168 0 13 736 

0 0,25 0 0,015625 0 0,1052083 
10 752 54 272 54 272 10 752 512 130 560

5 
0 14 080 0 200 0 14 280 

0 0,25 0 0,015625 – 0,109375 
10 240 56 320 51 200 12 800 0 130 560

 
Утверждение 4. RSM(m,k)-код не обнаруживает только те монотонные ошибки информацион-

ных векторов, которые имеют кратность d=M, 2M, …, iM (iM≤m). 
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Утверждение 4 обобщает положение утверждения 1 на случай RSM(m,k)-кода. В соответствии с 
п. 3–6 алгоритма в одну контрольную группу RSM(m,k)-кода размещаются информационные векторы 
с одним и тем же значением  веса, подсчитанным по модулю M. Поэтому в контрольных группах 
возможны только такие ошибочные переходы между информационными векторами, которые связаны 
с монотонными искажениями разрядов кратностей M, 2M, …, iM (iM ≤ m). 

Сравнивая табл. 4 с табл. 5 и 6, отметим, что модульно модифицированные коды сохраняют 
важное свойство модифицированных кодов с суммированием. При установленном модуле M для 
RSM(m,k)-кодов значения величин υd (долей монотонных необнаруживаемых ошибок кратности d от 
общего числа необнаруживаемых ошибок той же кратности) при любом m являются постоянными 
величинами и не зависят от значения t.  

Из утверждения 4 вытекают условия применения RSM(m,k)-кодов при организации систем 
функционального контроля устройств с МН-выходами. 

Утверждение 5. Контроль схемы с МН-выходами может быть организован на основе примене-
ния RSM(m,k)-кода в том случае, если характеристика схемы 

.2Mb         (5) 

Утверждение 5 доказывается аналогично утверждению 3. 
Из утверждений 3 и 5 следует, что выбор RS(m,k)-кода (или RSM(m,k)-кода) определяется толь-

ко параметром b схемы и не зависит от числа ее выходов. 
 

Заключение 
 

В данной статье рассмотрены свойства кодов с суммированием единичных информационных 
разрядов по обнаружению монотонных ошибок в информационных векторах. Установлено, что воз-
никновение монотонных необнаруживаемых ошибок в модифицированных и модульно модифициро-
ванных кодах с суммированием связано с модулем M, по которому вычисляется вес информационно-
го вектора. Результаты данной работы позволяют на практике устанавливать критерии применения 
кодов с суммированием при организации контроля комбинационных схем, любые одиночные неис-
правности элементов в которых могут приводить только к монотонным искажениям на выходах [24]. 
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For the CED systems organization of logical units, codes with summation of one data bits are frequent in use. Sum code data vec-

tor is assigned to operating outputs of logical unit f(x), and check vector – to the outputs of reference logic block g(x). A unique cor-
respondence is set between the signals, formed at the outputs of f(x) и g(x) blocks, and this correspondence is checked by self-
checking checkers. The primal problem of on-line testing organization is to provide the operating accuracy control of f(x) block on a 
real time basis (without its disconnection from controlled object). It is also necessary to get the information about faults existence in 
any of CED system components at the checker outputs.  

When all blocks of CED system are presented independently at any given time, the occurrence of one defect only (simultaneous 
occurrence of faults in several blocs is unlikely) is considered acceptable. If one logical element connects within f(x) block structure 
with the number of its outputs, the simultaneous distortion of several output values occurs  while a single fault occurs of this compo-
nent, that corresponds the distortion of the number of codeword data bits. Hence, it is possible to consider sum codes properties for 
distortion detection in data vectors under condition of nonexistence of distortions in check vectors, that defines CED system proper-
ties for error detection in f(x) block. 

This article includes the analysis of classic, modified and unit-modified one data bits sum codes properties for error detection in 
the CED systems of combinational logic circuits. Special focus is put on sum codes capability for detection of unidirectional (one-
directional) errors in codeword data bits. It has been known that classic sum code (Berger code) detects any unidirectional distortions 
in data vectors, that allows to make the best use of this code for combinational circuits checking, any single faults of components in it 
may result only to unidirectional distortions at the outputs. Modified and unit-modified sum codes can also be implemented for these 
purposes. This study shows that modified and unit-modified sum codes do not detect only such unidirectional distortions in codeword 
data vectors that has multiplicity d = M, 2M, …, iM (iM≤m, where m – data vector length). It has been established that for given M 
value the fraction of unidirectional undetectable errors of d multiplicity from the total number of undetectable error of the same mul-
tiplicity does not depend on m and is the same for all unit-modified codes. The results of this study allow to set the practical criteria 
of application of modified and unit-modified sum codes by organization of concurrent error detection of combinational circuits. 
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ЛОГИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ КОМБИНАЦИОННЫХ КМОП СХЕМ  
С УЧЕТОМ РАССЕИВАНИЯ МОЩНОСТИ 

 
Рассматривается задача синтеза многоуровневых логических сетей в базисе библиотечных элементов 
КМОП СБИС, оптимизированных по критерию площади и среднему значению рассеиваемой КМОП 
микросхемой мощности при ее реализации на кристалле СБИС. Предлагаются сравнительные 
прогнозные оценки вариантов оптимизации схем по критерию рассеивания мощности на этапах 
логического синтеза: минимизации двухуровневых и многоуровневых И-ИЛИ-схем, отображения        
И-ИЛИ-схем в технологический базис КМОП СБИС. 
Ключевые слова: логический синтез; заказные КМОП СБИС; рассеивание мощности. 

 
Прогресс в области микроэлектронных технологий обусловливает постоянное повышение сте-

пени интеграции и тактовой частоты, что позволяет, в свою очередь, создавать на одном кристалле 
все более быстродействующие и функционально сложные устройства. Однако наряду с огромными 
возможностями, которые открывают для электронных изделий эти успехи, они обусловливают также 
и серьезные проблемы, связанные с рассеянием мощности. Высокая степень интеграции привела к 
появлению устройств более чувствительных к рассеиванию мощности, к обострению проблемы 
надежности по сравнению с аналогичными устройствами меньшей степени интеграции. Эти пробле-
мы не могут быть проигнорированы, так как проектируются все более сложные изделия для различ-
ных сфер применения, которые будут работать длительное время без подзарядки батареи питания и 
иметь наряду с этим низкую стоимость. 

Проектирование с учетом энергопотребления до сих пор остается по большому счету искус-
ством, что связано, в частности, и с отсутствием эффективных средств оценки эффекта используемых 
в процессе проектирования эвристик на энергопотребление схемы, реализуемой в дальнейшем на 
кристалле СБИС. Решением проблемы энергопотребления при проектировании СБИС занимаются 
многие специалисты и фирмы, например Cadence Design Systems (лидер в области автоматизации 
проектирования), Apache Design, Atrenta, Magma Design Automation, Synopsys, Mentor Graphics и др. 

Снижение энергопотребления данной схемы может обеспечиваться на разных уровнях ее про-
ектирования. При этом чем более ранним является этап, тем важнее получать на нем более каче-
ственные решения. В частности, на логическом уровне (за счет построения удачной логической 
структуры) можно достичь сокращения рассеивания мощности на 10–20% без ущерба для быстро-
действия и сложности схемы [2]. САПР микроэлектронных схем должны иметь средства, позволяю-
щие оценивать и минимизировать энергопотребление схем уже в процессе их логического проекти-
рования, чтобы избежать дорогостоящей процедуры их перепроектирования на стадии схемотехниче-
ского проектирования. 

В настоящей работе рассматривается проблема снижения рассеивания мощности (энергопотреб-
ления) при логическом синтезе многоуровневых схем из библиотечных элементов, выполненных на 
основе технологии статических КМОП схем, которая в настоящее время является доминирующей тех-
нологией в области цифровых СБИС. Компоненты СБИС, выполненные по этой технологии, потреб-
ляют подавляющую часть необходимой для их функционирования энергии во время их переключения, 
соответственно, энергопотребление существенно зависит от переключательной активности узлов схе-
мы, которая определяется, в свою очередь, динамикой функционирования и структурой схемы. 



90 

Рассматриваемый подход к синтезу позволяет минимизировать площадь и среднее значение 
мощности, рассеиваемой микросхемой, реализуемой на кристалле КМОП СБИС. Предлагаются оцен-
ки среднего значения рассеиваемой мощности многоуровневых комбинационных КМОП схем на 
всех этапах логического синтеза, когда 1) основные схемотехнические решения, такие как частота 
синхронизации и напряжение питания, фиксированы; 2) предполагается синхронная реализация схем; 
3) для оценки энергопотребления в процессе синтеза схем используется статический метод, основан-
ный на вероятностных характеристиках входных сигналов. Предполагается, что возможные входные 
воздействия на схему существенно определяются ее применением и могут быть спрогнозированы 
проектировщиком на вероятностном уровне, при этом, помимо функционального описания проекти-
руемой схемы, задаются вероятностные оценки активности изменения сигналов на ее входах. 

 
1. Оценка вариантов оптимизации схемы по прогнозируемому рассеиванию мощности 

 
В общем случае мощность рассеивания энергии логической схемой является сложной функци-

ей, зависящей от задержек распространения сигналов через схему, частоты синхронизации, техноло-
гических параметров изготовления, топологии микросхемы, а в случае КМОП технологии мощность 
рассеивания существенно зависит от последовательности прилагаемых к схеме входных воздействий. 
В типичных КМОП цепях от 60 до 80% всей рассеиваемой мощности приходится на ее динамиче-
скую составляющую [4], порождаемую нестационарным поведением узлов схемы. Согласно упро-
щенной модели энергия рассеивается КМОП микросхемой всякий раз, когда изменяется сигнал на ее 
выходе. Отсюда следует, что более активные в переключательном плане КМОП схемы рассеивают 
больший объем энергии. Таким образом, рассеивание мощности существенно зависит от переключа-
тельной активности элементов схемы, а она, в свою очередь, определяется последовательностью по-
даваемых входных воздействий на КМОП схему, т.е. динамикой функционирования. 

На логическом уровне, когда схемы еще нет и часто неизвестен даже технологический базис, в 
котором она будет реализована, рассеивание мощности может быть снижено путем такого преобразо-
вания схемы, которое обеспечивает уменьшение ее переключательной активности без изменения функ-
циональности [2, 5]. Для оценки предпочтительности вариантов оптимизации схемы на логическом 
уровне может быть использовано количественное изменение переключательной активности результи-
рующей схемы при выборе этих вариантов. Такой подход к оценке рассеивания мощности дает воз-
можность сравнивать варианты реализации схемы в процессе ее проектирования, что позволяет уже на 
логическом уровне проектировать схемы, потенциально имеющие низкое рассеивание мощности. 

В основе методов оценки переключательной активности лежит подход, основанный на вероят-
ностных характеристиках входных сигналов и функционально-структурных свойствах исследуемой 
схемы [6]. Подход предполагает задание вероятностей переключения сигналов на входных полюсах 
схемы, которые отражают частоту смены значений сигналов и используются для вычисления вероят-
ностей переключения сигналов на выходах узлов схемы. В литературе предлагается множество веро-
ятностных методов оценки энергопотребления логических схем [1–3, 5–7]. Для оценки вариантов оп-
тимизации схемы достаточным представляется использование простых, быстро вычисляемых оценок 
изменения переключательной активности, в основе которых лежат следующие предположения: 
1) изменения на входах схемы распространяются через все ее элементы мгновенно, а значит, все пе-
реходы в схеме происходят одновременно; 2) для каждого входного полюса узла имеет место вре-
менная независимость, предполагающая, что значение сигнала в любом такте синхронизации не зави-
сит от его значений в предшествующих тактах; 3) входные полюсы узла пространственно независи-
мы, что означает отсутствие корреляции значений сигналов на них (что может быть вызвано, напри-
мер, наличием разветвлений на выходах элементов или обратных связей). 

Различают вероятность появления сигнала 1 (или 0) на некотором полюсе схемы и вероятность 
смены значения сигнала на этом полюсе. Вероятность появления сигнала 1 на i-м полюсе схемы называ-
ется сигнальной вероятностью pi и определяется средней долей тактов, на которых сигнал на i-м полюсе 
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имеет единичное значение. Вторая вероятность pi
10 (или pi

01) есть вероятность смены значения сигнала 
с 1 на 0 (или с 0 на 1) и определяется средней долей тактов, на которых сигнал на i-м полюсе меняет свое 
значение по сравнению со значением в предшествующем такте. При сделанных предположениях веро-
ятность pi

10 (pi
01) равна произведению вероятности появления на нем сигнала 1 (0) в одном такте на 

вероятность того, что в следующем такте на нем появится 0 (1). Соответственно, переключательная 
активность полюса zi схемы равна E(zi) = pi

10  + pi
01 или (в предположении, что 0  pi  1): 

E(zi) = 2 pi
 (1 – pi).     (1) 

Например, если сигнальная вероятность pe полюса e равна 0,2, то переключательная активность 
этого полюса E(e) = 0,32; или если pe = 0,5, то E(e) = 0,5. 

Вероятность pe появления сигнала 1 на выходе элемента e существенно зависит от вероятност-
ных характеристик pi сигналов на его входах и от функции, реализуемой этим элементом. Если сиг-
налы на входах элемента не коррелируют в пространстве и времени, то сигнальные вероятности на 
выходе простых элементов типа инвертора и И, ИЛИ с n(e) входными полюсами подсчитываются ис-
ходя из таблиц истинности реализуемых ими функций: 

pe
 = 1–p1;  pe

 = 


)(

1

en

i
ip ;  pe

 = 1 – 



)(

1
)1(

en

i
ip .   (2) 

Если заданы сигнальные вероятности входных сигналов схемы, то они могут быть распростра-
нены на выходы элементов схемы и через всю схему на ее выходные полюсы. Таким образом, могут 
быть подсчитаны переключательные активности всех полюсов схемы и, соответственно, переключа-
тельная активность схемы в целом как сумма переключательных активностей всех ее полюсов. Сле-
дует заметить, что если даже требование пространственной (и временной) независимости выполняет-
ся для входных сигналов схемы, оно может не иметь места для входных сигналов внутренних эле-
ментов схемы (как результат наличия разветвлений на выходах элементов и линий обратной связи). 
В этом случае вычисленные по формулам (1), (2) вероятности имеют погрешность. Однако для срав-
нительной оценки вариантов оптимизации достаточно, как правило, ограничиться этими простыми 
оценками, не прибегая к более точным, но гораздо более трудоемко вычисляемым оценкам. 

 
2. Логический синтез в базисе библиотечных элементов с учетом рассеивания мощности 

 
В процессе логического синтеза абстрактное описание поведения синтезируемой схемы (систе-

ма булевых функций) представляется в базисе элементов технологической библиотеки КМОП СБИС. 
Каждый из элементов характеризуется своей функцией и физическими характеристиками. Подход 
основан, как и большинство известных методов синтеза, на разбиении процесса логического синтеза 
на стадии технологически независимой оптимизации и технологического отображения. Первая ста-
дия синтеза ориентирована на оптимизацию и декомпозицию логики, а вторая – на реализацию полу-
ченного функционального описания в заданном технологическом базисе. Цель первого этапа заклю-
чается в минимизации сложности многоуровневой схемы в технологически независимом базисе эле-
ментов. Последний состоит, как правило, из простых вентилей, выбор которых может быть не привя-
зан ни к какому элементному базису или может выбираться исходя из реальной технологической 
библиотеки, как это делается в [8] и в предлагаемой работе. Сложность многоуровневой схемы изме-
ряется числом вентилей, глубиной схемы и оценкой рассеивания мощности на логическом уровне. 

Второй этап заключается в переводе многоуровневой схемы из вентилей в технологический ба-
зис на основе структурного покрытия соответствующей объектной сети подсхемами, реализующими 
библиотечные элементы. Такой подход не предполагает кардинальную перестройку схемы, получен-
ной на этапе технологически независимой оптимизации, отсюда следует, что качество искомого по-
крытия существенно зависит от ее структуры. Просчеты, допущенные при ее синтезе, не могут быть 
компенсированы в полной мере на этапе технологического отображения, поэтому в существующих 
САПР большое внимание уделяется этапу технологически независимой оптимизации. 
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Технологически независимая оптимизация включает в себя в качестве первого этапа миними-
зацию функций реализуемых логических описаний в классе дизъюнктивных нормальных форм 
(ДНФ). Принимая во внимание специфику КМОП базиса, рационально проводить совместную мини-
мизацию с учетом полярности функций, выбирая ту ее форму (ДНФ или ее инверсию), которая имеет 
меньшие сложность и энергопотребление. На втором этапе минимизированная система ДНФ, пред-
ставляемая двухуровневой схемой, декомпозируется в многоуровневую объектную сеть из вентилей 
И, ИЛИ с ограниченным числом входов, на которые распадаются структуры основных элементов 
КМОП библиотеки, в которую планируется отобразить схему. 

Сложность схемы и рассеивание ею мощности тесно связаны в том смысле, что уменьшение 
площади схемы имеет тенденцию обеспечивать также и снижение ее энергопотребления, а увеличение 
площади, как правило, ведет к увеличению энергопотребления [7]. Из этих соображений следует, что в 
процессе синтеза необходим компромисс между критериями минимизации энергопотребления и пло-
щади. Основная проблема оптимизации схемы заключается в том, что на этапе логического синтеза, 
еще не привязанного к конкретному технологическому базису, трудно оценить энергопотребление ре-
альной схемы на достаточно достоверном уровне. В связи с этим минимизация динамической состав-
ляющей энергопотребления схемы (оцениваемой переключательной активностью схемы) на этапе ло-
гического синтеза в ущерб сложности схемы может в итоге привести к увеличению ее энергопотребле-
ния. Это происходит из-за возрастания значений других составляющих энергопотребления. 

В настоящей работе решение проблемы оптимизации логических схем исходит из того, что ос-
новной путь энергосбережения при проектировании логических схем, прежде всего, подразумевает 
сокращение площади, занимаемой схемой на кристалле. На всех этапах логического синтеза при 
оценке вариантов оптимизации используется ранжированный критерий: в первую очередь количе-
ственная оценка изменения площади, затем количественная оценка изменения переключательной ак-
тивности схемы. 

 
3. Оптимизация двухуровневых логических схем 

 
Для оптимизации двухуровневых схем с учетом рассеяния мощности используются методы мини-

мизации функциональных описаний систем полностью и частично определенных булевых функций, 
которые представляют собой модификации известных методов минимизации булевых функций в 
классе ДНФ путем добавления в них эвристик, направляющих процесс минимизации к получению 
систем ДНФ, реализуемых схемами с наименьшим рассеиванием мощности. Практически все методы 
минимизации двухуровневых представлений булевых функций основаны на разделении множества 
искомых простых импликант на три подмножества: существенных, несущественных и условно суще-
ственных. Первые должны быть включены в любое безызбыточное решение, вторые не должны 
включаться ни в одно решение, а из третьих выбирается некоторое безызбыточное подмножество, 
покрывающее все интервалы единичных областей задания минимизируемых функций, которые ока-
зались не покрытыми существенными импликантами. 

Методы минимизации различаются способами построения простых импликант из числа условно 
существенных и критериями, которым они должны удовлетворять для включения их в решение. Раз-
личают методы: 1) последовательного построения простых импликант, включаемых в решение 
(например, метод конкурирующих интервалов [9]), путем укрупнения интервала булева пространства 
аргументов, представляющего импликанту, за счет включения в него непокрытых элементарных 
конъюнкций; 2) последовательного расширения интервала булева пространства аргументов, пред-
ставляющего сначала конъюнкцию исходной ДНФ, а в перспективе простую импликанту, покрыва-
ющую эту конъюнкцию за счет исключения некоторых литералов, входящих в нее (например, мето-
ды, реализуемые ESPRESSO [10]). Простейший метод минимизации может использовать лишь одну 
операцию расширения условно существенных импликант. Наиболее просто с целью учета энергосбе-
режения модифицируются методы минимизации, в которых в качестве кандидатов в искомое реше-
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ние строится сразу несколько простых импликант, или методы, в которых найденное решение моди-
фицируется методом последовательных улучшений. 

Для того чтобы направить минимизацию к получению энергосберегающего решения, необхо-
димо в процессе получения простых импликант и безызбыточных покрытий вычислять и учитывать 
переключательные активности всех простых импликант, используя формулы (1), (2). Для пояснения 
процедур, направляющих процесс минимизации на получение нужного результата, рассмотрим опе-
рации, входящие практически во все методы минимизации. 

Операция расширения интервала выполняется путем исключения его литералов. При расшире-
нии интервала принимаются во внимание две цели: уменьшить сложность этого интервала, т.е. мак-
симально расширить его, и покрыть с его помощью (полностью или частично) как можно больше не-
покрытых еще интервалов. При минимизации энергопотребления желательно: 1) исключать не лю-
бые, а наиболее активные литералы и 2) покрывать не любые, а наиболее энергоемкие интервалы. 
В силу первого утверждения на предмет исключения проверяются сначала литералы с большей пере-
ключательной активностью. В силу второго утверждения важен порядок расширения интервалов: 
слишком раннее расширение интервала может препятствовать ситуации, когда другой интервал по-
кроет рассматриваемый. Чтобы снизить энергопотребление, оценивается энергетический вклад каж-
дого интервала и энергоемкие (с большой переключательной активностью) интервалы расширяются 
последними в надежде на то, что некоторые другие интервалы расширятся и покроют их. 

Операция нахождения безызбыточного покрытия заключается в приведении текущего покры-
тия ДНФ к безызбыточному виду. При поиске безызбыточного множества простых импликант выби-
рается минимальное число наименее активных (с меньшей переключательной активностью) импли-
кант. При этом из безызбыточных множеств простых импликант, представляющих собой покрытие 
исходного множества интервалов единичных областей минимизируемых булевых функций, отбира-
ются минимальные по мощности или по суммарному числу литералов всех импликант. Каждое из 
отобранных множеств оценивается суммой переключательных активностей (или плотностей пере-
ключений [6, 11]) входящих в него импликант, и в качестве решения выбирается безызбыточное 
множество с минимальной оценкой переключательной активности. 

Проведенное сравнение модифицированных методов минимизации [11] с исходными методами 
(без учета энергопотребления) показало, что минимизация булевых функций с учетом переключатель-
ной активности сигналов позволяет получить уменьшение энергопотребления схем без увеличения их 
сложности. При этом вычислительные затраты на минимизацию увеличиваются незначительно. 

 
4. Оптимизация многоуровневых логических схем 

 
На этом этапе рассматривается задача построения многоуровневой логической схемы из венти-

лей И, ИЛИ, НЕ, реализующей систему булевых функций. Эта задача непосредственно следует за 
минимизацией булевых функций в классе ДНФ и предшествует синтезу логических схем из библио-
течных элементов, выполненных по КМОП технологии. Цель этапа заключается в том, чтобы по-
строить такой вариант представления схемы из вентилей, который мог бы служить хорошей отправ-
ной точкой для этапа технологического отображения в базис библиотечных элементов. В качестве 
количественных оценок эффективности проектирования на этом этапе используются суммарное чис-
ло входных полюсов вентилей и суммарная переключательная активность полюсов схемы. 

Комбинационные элементы типичной библиотеки КМОП СБИС на логическом уровне можно 
представить древообразными структурами из вентилей НЕ, И и ИЛИ, реализующими инверсную ло-
гику. Например, двухъярусные И-НЕ, ИЛИ-НЕ, трехъярусные 2-2И-2ИЛИ-НЕ. Элементы, реализуе-
мые многоярусными структурами, включают в себя вентили с двумя и тремя входными полюсами. 
Логическую эффективность элемента библиотеки можно оценивать отношением суммарного числа 
полюсов его структуры к числу транзисторов. Наиболее эффективными элементами являются сильно 
структурированные микросхемы из вентилей И и ИЛИ с числом входов 2 и 3, наименее эффективны-
ми – инвертор и двухвходовые вентили. Соответственно, наиболее привлекательными с точки зрения 
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покрытия библиотечными элементами являются сильно структурированные сети из вентилей И и 
ИЛИ с малым числом входных полюсов. Эти соображения положены в основу принятого метода син-
теза многоуровневых схем. 

Основным, используемым во всех САПР, методом решения задачи декомпозиции систем ДНФ 
является алгебраическая декомпозиция [8], в основе которой лежит построение факторизованных 
форм (или факторизованных ДНФ) путем поиска факторов – общих частей конъюнкций или дизъ-
юнкций ДНФ системы. Факторизованная форма является алгебраической формой задания много-
уровневого представления ДНФ. Преобразование исходной минимизированной системы ДНФ в фак-
торизованную форму, которой соответствует многоуровневая реализация из вентилей с ограничен-
ным числом входов, разбивается на два этапа [12]. 

1. Совместная нетривиальная факторизация системы ДНФ: выделяются факторы (конъюнк-
ции или ДНФ), которые имеют длину (число литералов) не более максимальных чисел входов nmax и 
mmax вентилей И и ИЛИ и входят в не менее чем ndl выражений. Ключевым вопросом при поиске фак-
торов является вопрос оценки их стоимостного и энергосберегающего качества. Стоимостное каче-
ство Ts фактора s, входящего в выражения из его порождающего множества Us, упрощенно оценива-
ется площадью соответствующего ему минора булевой матрицы, задающей факторизуемое множе-
ство выражений 

Ts = c(s) (| Us
 | – 1), 

где c(s) – цена реализации выражения s по Квайну. Энергосберегающее качество фактора количе-
ственно оценивается тем выигрышем в переключательной активности искомой схемы, который дает 
выделение этого фактора. В факторизованном множестве выражений переключательные активности 
всех выражений не изменятся по сравнению с их значениями в исходном множестве, но изменяется 
нагрузка полюсов схемы, соответствующих литералам, входящим в фактор s: она уменьшится на 
(| Us

 | – 1), соответственно изменяется и суммарная переключательная активность полюсов схемы, ре-
ализующих факторизованное множество выражений. Энергосберегающее качество фактора 
s = {z1,z2,…,zl} оценивается как  

Ps = (| Us
 | – 1) )( i

sz
zE

i
 . 

2. Построение скобочных выражений ДНФ каждой из функций системы основано на итератив-
ном вынесении общих литералов конъюнкций заданной ДНФ D за скобки, т.е. на декомпозиции 
D = k (A) + B, где D, A и B – ДНФ (дизъюнкции некоторого множества конъюнкций), а k – конъюнк-
ция, состоящая из некоторого множества литералов, общих для всех конъюнкций из A. Конъюнкция k 
выбирается следующим образом: ее ядром является некоторый «лучший» литерал x, вместе с этим 
литералом за скобки выносятся и другие литералы, общие для конъюнкций из ДНФ A. Лучшим счи-
тается тот литерал x, который входит в максимальное число l конъюнкций из D, а из равноценных по 
этому критерию – тот, что имеет максимальное значение переключательной активности. Такой выбор 
литерала обосновывается тем, что 1) энергонагрузка на полюс схемы, имеющий переключательную 
активность Ex и соответствующий литералу x, выносимому из l выражений, уменьшается на величину 
(l – 1) Ex; 2) наиболее активный сигнал будет подаваться на схему ближе к выходу, что позволит 
уменьшить суммарную переключательную активность схемы. 

После окончания итеративного процесса вынесения общих литералов конъюнкций за скобки 
оставшиеся конъюнкции ранга, большего чем nmax, факторизуются раздельно. При этом в фактор вклю-
чаются в первую очередь литералы, соответствующие полюсам с наименьшей переключательной ак-
тивностью, так как наиболее активные сигналы желательно подавать на входы элементов схемы как 
можно ближе к выходу. 

Проведенные экспериментальные исследования [12] показали, что предложенный метод синте-
за позволяет получить достаточно стабильный выигрыш в оценке рассеивания мощности проектиру-
емой схемы по сравнению с аналогичным методом без учета энергопотребления. 
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5. Технологическое отображение 
 

На этапе технологического отображения используется структурный метод покрытия (наиболее 
эффективный в практике проектирования сложных схем) многоуровневой схемы из вентилей И, ИЛИ 
библиотечными элементами. В процессе покрытия структурные схемы библиотечных элементов 
сравниваются с фрагментами покрываемой схемы, и в случае полного совпадения заменяют их. Со-
ответственно, каждый библиотечный элемент должен быть представлен разными структурами, реа-
лизующими его функцию. При структурном покрытии схемы наряду со структурами КМОП элемен-
тов, которые реализуют инверсную логику, в библиотеку структурных описаний предлагается вклю-
чать также двойственные структуры, получаемые путем переноса инверторов с выходов элементов на 
входы (и, соответственно, смены вентилей И на ИЛИ, а ИЛИ на И). Например, элемент 2И-2ИЛИ-НЕ 

(NOA), реализующий функцию cab , порождает элемент 2ИЛИ-2И с инверторами на входах (AON), 

реализующий функцию ( )a b c. 

Покрываемая многоуровневая многовыходная логическая сеть из вентилей представляется ори-
ентированным ациклическим графом G = (V, U), называемым далее объектным. Вершины графа со-
ответствуют базовым вентилям и входным полюсам схемы. Структурное описание библиотечного 
элемента представляет собой одновыходную многоуровневую логическую сеть из тех же базовых 
вентилей, что и покрываемая объектная сеть. Каждый библиотечный элемент представляется древо-
образным ориентированным графом, называемым далее модельным. 

Метод покрытия основан на последовательном выделении подграфов Gk графа G, сравнении 
каждого из них на предмет покрытия его графами Hi и замене его графом Hl, дающим наибольшее 
значение выбранных критериев оптимизации. Таким образом, метод обеспечивает локальную опти-
мизацию и является приближенным. В процессе покрытия граф G сжимается за счет исключения из 
него покрытых подграфов. Одновременно наращивается (начиная с пустого) результирующий граф 
E, представляющий логическую сеть из библиотечных элементов, которая функционально эквива-
лентна исходной объектной сети. 

Критерии оптимизации покрытия. В процессе покрытия необходимо получить такой вариант 
схемы из библиотечных элементов, который обеспечивал бы минимум площади и рассеивания мощ-
ности. В предлагаемом методе в качестве первого критерия оптимизации принимается площадь по-
лученной в результате покрытия схемы, которая измеряется суммарным числом транзисторов всех 
библиотечных элементов и оценивается суммой стоимостей модельных графов, входящих в покрытие 
объектного графа. Соответственно, в качестве стоимостной оценки варианта покрытия подграфа гра-
фа G = (V, U) принимается относительная стоимость покрытия одного полюса объектной сети, кото-
рая измеряется отношением числа покрытых полюсов фрагмента сети к стоимости покрывающего 
библиотечного элемента (которая измеряется числом транзисторов): чем больше это число, тем более 
желателен вариант покрытия. 

Энергопотребление схемы, полученной в результате покрытия, оценивается суммой переклю-
чательных активностей всех полюсов схемы. Соответственно, в качестве энергосберегающей оценки 
варианта покрытия подграфа графа G = (V, U) принимается сумма переключательных активностей 
вентилей, покрытых библиотечным элементом. 

Если пренебречь задержкой сигналов в логических элементах, то при оценке рассеивания мощ-
ности можно пренебречь также и интенсивностью переключений сигналов на внутренних полюсах 
библиотечных элементов. Это допущение обосновывается тем, что наиболее существенный вклад в 
паразитную емкость схемы вносят соединительные линии и на перезарядку этой емкости в процессе 
переключений сигналов тратится основная доля расходуемой мощности источника питания. Отсюда 
схему, реализуемую по КМОП технологии, нужно покрывать библиотечными элементами так, чтобы 
как можно больше узлов схемы с наибольшей переключательной активностью оказалось внутри биб-
лиотечных элементов. Соответственно, за значение критерия энергоэффективности варианта покры-
тия принимается сумма переключательных активностей элементов, которые соответствуют покры-
тым вершинам, ставшим внутренними вершинами покрывающего образца. 
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Повышение быстродействия алгоритма покрытия. Основной перебор при выполнении по-
крытия сосредоточен в процедуре выборы пары: покрываемый подграф Gk графа G и покрывающий 
модельный граф Hj библиотечного элемента. Следующие процедуры позволяют существенно сокра-
тить этот перебор. 

1. Поиск и покрытие подграфов Gk объектного графа, допускающих покрытие единственным 
образом (единственным модельным графом). В простейшем случае такими подграфами являются 
вершины с большими степенями захода (соответствующие элементам с большим числом входных 
полюсов), для которых существует единственный вариант покрытия (например, для многих серий 
КМОП библиотек это число больше трех). 

2. Упорядочение модельных графов. Если упорядочить модельные графы Hj по убыванию их 
эффективности (измеряемой отношением числа полюсов его структуры к числу транзисторов), то, 
сравнивая их по порядку с выделяемым на некотором шаге алгоритма покрытия подграфом Gk, мож-
но сократить в ряде случаев перебор: если для некоторого модельного графа Hl значение Hl \ Gk = , 
то можно не производить сравнение подграфа Gk с другими графами Hi, так как они имеют меньшую 
эффективность и покрывают, следовательно, меньшую часть графа G. Можно ограничиться лишь по-
иском варианта покрытия подграфа Gk с наибольшим значением критерия энергоэффективности. 

3. Топологическая сортировка объектного и модельных графов. Сортировка модельного графа 
Hl (он есть дерево) заключается в упорядочении ветвей дерева слева направо по убыванию их слож-
ности. Ветвь P помещается левее ветви R, если P длиннее ветви R или (если они равны по длине) при 
просмотре вершин от корня в ветви P раньше встретится вершина с большей полустепенью захода, 
чем в ветви R. Аналогично производится и частичная сортировка графа G. Сортировка позволит 
быстрее давать ответ на вопрос, возможно ли покрыть фрагмент объектного графа заданным модель-
ным графом. 

 
Заключение 

 
1. Предложены процедуры модификации методов, реализующих этапы синтеза и оптимизации 

многоуровневых логических сетей в базисе библиотечных элементов КМОП СБИС, с целью оптими-
зировать при логическом синтезе среднее значение рассеиваемой мощности целевой КМОП микро-
схемой. 

2. Предложены сравнительные прогнозные оценки вариантов оптимизации схем по критерию 
энергопотребления на этапах логического синтеза: минимизации двухуровневых и многоуровневых 
И-ИЛИ-схем, отображения И-ИЛИ-схем в технологический базис КМОП СБИС. 

3. Программные реализации описанных методов, реализующих этапы синтеза многоуровневых 
логических сетей в базисе библиотечных элементов КМОП СБИС, оптимизированных по критерию 
площади и среднему значению рассеиваемой мощности КМОП микросхемой при ее реализации на 
кристалле СБИС, включены в программный комплекс автоматизации проектирования интегральных 
микросхем с пониженным энергопотреблением, выполняемых по КМОП технологии [13]. 
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Cheremisinova Ludmila D. (United Institute of Informatics Problems of NAS of Belarus, Minsk, Belarus).  
Lower-power logic synthesis of the combinational CMOS circuits. 
Keywords: logic design; CMOS VLSI; power dissipation. 

 
In the paper, the task of synthesis of multilevel circuits in the basis of the static CMOS cell library is considered. The circuits are 

optimized according to area and mean value of the dissipated power of microcircuit implemented on the CMOS VLSI chip. The case 
of synthesis of the combinational CMOS circuits is discussed when 1) key schematic solutions, such as clock frequency and supply volt-
age, are assigned; 2) synchronous implementation of the CMOS circuits is supposed; 3) for the purposes of energy estimation during 
the synthesis process the static method, based on probabilistic properties of input signals, is used. The estimates of mean value of the 
dissipated power of the multilevel combinational CMOS circuits on all steps of logic synthesis are proposed.  

The dynamic power dissipation dominates in the CMOS digital circuits: it accounts for 60%–80% of the overall power dissipa-
tion. The dynamic power dissipation is related to charging and discharging node capacitors which is caused by switching signals on 
circuit nodes. At the stage of logic optimization the majority of the overall energy savings can be achieved by minimizing the switch-
ing activities in the circuit. Based on this fact, to estimate variants of circuit optimization on logic level, the quantitative change of 
switching activity of the resulting (after the variant choosing) circuit is used. It is supposed that a circuit input sequence depends essen-
tially upon its application and can be forecasted by designer on probabilistic level. At that, in addition to functional description of circuit 
under design, the probabilistic estimates of switching activities of circuit input signals should be specified. 

Here, the solving problem of logic circuit optimization is based on the assumption that the basic way of power saving during log-
ic design, first of all, reduces the chip area of the circuit implementation. So, in all techniques at all stages of logic design, a ranged 
criterion is used: the chip area as the first one, and only then a quantitative criterion of circuit switching activity change. 

In the process of logic synthesis, an abstract form of desired circuit behavior (system of Boolean functions) is turned into a de-
sign implementation in terms of the logic gates of the CMOS cell library. The considered approach is based, as overwhelming ma-
jority of known synthesis methods, on design process partition into two stages: the technology independent phase, where logic mini-
mization and decomposition is performed on the Boolean functions with no regard to physical properties and the technology depend-
ent phase, where the mapping logic network into a physical CMOS cell library is performed. 

The first step of technology independent optimization is driven minimization of the Boolean functions in class of disjunctive 
normal forms (DNFs). In the second step, the two-level network realizing the minimized DNF system is decomposed in the multi-
level network of primitive AND and OR gates with restricted numbers of inputs that are predefined by the structures of the basic 
gates of the target CMOS library. The technology mapping consists in transformation of the multi-level AND-OR network in the 
target CMOS cell library basis, the mapping is based on structural replacing sub–networks of the initial AND-OR network with cell 
library instances. 

In the paper, the modifications of methods, realizing the basic stages of synthesis and optimization of multi-level logic circuits in 
CMOS cell library basis, are considered. They are minimization of the two-level and multi-level AND-OR networks and mapping the 
networks into the technological CMOS VLSI basis. To optimize variants for a circuit under design, the comparative look-ahead esti-
mates are proposed which targeted to reducing the average power dissipation of the CMOS circuit and based on expected change of 
its switching activity. 
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FAULT EFFECT REASONING IN DIGITAL SYSTEMS BY TOPOLOGICAL VIEW  
ON LOW- AND HIGH-LEVEL DECISION DIAGRAMS 

 
To memory of my opponent Arkadi Zakrevski 

 
In order to cope with complexity of diagnostic reasoning of today's digital systems, hierarchical multi-level 
approaches should be used. In this paper, the possibilities of using Decision Diagrams (DD) for uniform 
diagnostic modeling of digital systems at different levels of abstraction are discussed. Binary Decision 
Diagrams (BDD) have become the state-of-the-art data structure in VLSI CAD. A special class of BDDs is 
presented called Structurally Synthesized BDDs (SSBDD). The idea of SSBDDs is to establish one-to-one 
mapping between the nodes of SSBDDs and signal paths in gate-level networks, which allows to investigate 
and solve with SSBDDs test and diagnosis problems directly associated with structural aspects of circuits, like 
fault modeling, fault collapsing, fault masking, delays, hazards. The main concept of SSBDDs lays on 
exploiting the topology of graphs for fault reasoning which allows to generalize the methods of test synthesis 
and fault analysis from the Boolean level to higher register-transfer or behavior levels of hierarchy by 
introducing a novel High-level DDs (HLDD). 
Keywords: Binary Decision Diagrams (BDD); structurally synthesized BDD (SSBDD); shared SSBDD 
(SSSBDD); high level DD (HLDD); test generation and fault diagnosis. 

 
Within the last two decades BDDs have become the state-of-the-art data structure in VLSI CAD for 

representation and manipulation of Boolean functions. BDDs were first introduced for logic simulation in 
1959 [1], and for logic level diagnostic modeling in [2, 3]. In 1986, Bryant proposed a new data structure 
called reduced ordered BDDs (ROBDDs) [4]. He showed the simplicity of the graph manipulation and 
proved the model canonicity that made BDDs one of the most popular representations of Boolean functions 
[5, 6]. Different types of BDDs have been proposed and investigated during decades such as shared or multi-
rooted BDDs [7], ternary decision diagrams (TDD), or in more general, multi-valued decision diagrams 
(MDD) [8], edge-valued BDDs (EVBDD) [7], functional decision diagrams (FDD) [9], zero-suppressed 
BDDS (ZBDD) [10], algebraic decision diagrams (ADD) [11], Kronecker FDDs [12], binary moment 
diagrams (BMD) [13], free BDDs [14], multiterminal BDDs (MTBDD) and hybrid BDDs [15], Fibonacci 
decision diagrams [16] etc. Overviews about different types of BDDs can be found in [5, 6, 17]. 

Traditional use of BDDs has been functional, i.e. the target has been to represent and manipulate the 
Boolean functions by BDDs as efficiently as possible. Less attention has been devoted to representing with 
BDDs the structural aspects of circuits. Such a goal was first set up in [2, 18] and realized by introducing a 
possibility for one-to-one mapping between the nodes of BDDs and signal paths in the related circuit. 
A special class of BDDs was introduced, called initially alternative graphs (AG) [2]. Later AG was renamed 
as structurally synthesized BDD (SSBDD) [18, 19] in accordance to the way how they were synthesized - 
directly from the gate-level network structure of logic circuits. 

The direct mapping between SSBDDs and circuits allows to model different test related objectives and 
relations of gate level networks like signal paths, faults in gates or connections, delays on paths, fault 
masking, fault equivalence and dominance, etc. These issues are difficult to model and simulate explicitly 
with “classical” BDDs. 

Whereas logic level test and diagnosis methods are well developed, this is not the case for higher level 
test approaches based on abstract execution graphs, system graphs, instruction set architecture (ISA) 
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descriptions, flowcharts, hardware description languages (HDL, VHDL, Verilog, SystemC), or Petri nets for 
complex digital systems. Most of these modeling tools are not well suited for reverse simulation and effect-
cause reasoning in digital systems. They also need specialized and dedicated for the given language fault 
proccessing and reasoning algorithms, which makes it difficult to develop hierarchical approaches for test 
synthesis, fault analysis and diagnosis. HDL based modeling methods, which are efficient for simulation 
purposes, do not support analytical reasoning and analysis that is needed in test generation and fault 
diagnosis. 

To overcome this gap, High-Level DDs [HLDD] were introduced as extension of BDDs [18,19]. The 
topological basis of test algorithms developed for SSBDDs allows to extend these algorithms in a rather 
straightforward way from logic level to high level. The class of node variables in DDs was extended from 
Boolean to Boolean vectors and to integer variables, whereas the class of Boolean functions was extended to 
data manipulation operations typically used in high-level descriptions of digital systems. 

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 presents the SSBDD as a structural model for 
gate-level ciruits. In Section 3, the main ideas of test generation and fault reasoning based on the topological 
view on SSBDDs are discussed. Section 4 demonstrates the possibility of using SSBDDs for reasoning 
multiple faults and for detection of fault masking. An extension of SSBDD model by introducing shared 
SSBDDs is discussed in Section 5. An overview of generalization of logic level DDs for higher abstraction 
levels to represent complex digital systems is given in Section 6. Finally, Section 7 discusses the ideas of 
using HLDDs for automatization of hierarchical test program synthesis for digital systems at RTL and ISA 
levels, and Section 8 concludes the paper. 

 
1. S SBDD – a model for gate-level circuits 

 
Let us have a gate level combinational circuit with fan-outs only at inputs. Consider the maximum fan-

out free region (FFR) of the circuit with inputs at the fan-out branches and fan-out free inputs. Let the 
number of the inputs of FFR be n. For such a tree-like sub-circuit we can create by superposition of BDDs of 
gates an SSBDD with n nodes [19]. 

 

 
 

Fig. 1. Combinational circuit and its SSBDD 
 

Example 1. In Fig. 1 we have a circuit with a FFR-module which can be represented by a Boolean 
expression:  

11 12 12 31 4 13 22 32( ) ( )y x x x x x x x x   
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and the SSBDD for the FFR part of the circuit. The literals with two indexes in the formula and in the 
SSBDD denote the branches of fan-out stems, and represent signal paths in the circuit. In this example, there 
are only two branches for each fan-out, the second index 1 is for the upper branch in the circuit, and the 
second index 2 is for the lower branch. For instance, the SSBDD node labeled by the variable xu represents 
the bold signal path in the circuit. The variables in the nodes of SSBDD, in general, may be inverted. They 
are inverted when the number of invertors on the corresponding signal path in the circuit is odd. The two 
terminal nodes of the SSBDD are labeled by Boolean constants #1(truth) and #0(false). Let us agree that the 
right hand edges are always labeled by value 1, and lower hand edges by 0. 

Every combinational circuit can be regarded as a network of modules, where each module represents 
an FFR of maximum size. This way of modeling the circuit by 

BDDs allows to keep the complexity of the model (the total number of nodes in all graphs) linear to the 
number of gates in the circuit. In Table 1, a comparison of numbers of nodes for representing ISCAS'85 
circuits by ROBDD [20], FBDD [21], and SSBDD models is presented. 

 
T a b l e  1 

Comparison of sizes of different BDDs 
 

 
 

As a side effect of the synthesis of SSBDDs, we build up a strict one-to-one mapping between the 
nodes in SSBDDs and the signal paths in the modules (FFRs) of the circuit. The algorithm for synthesis of 
SSBDDs is presented in [18, 19]. The optimization issues of SSBDDs are discussed in [22]. Different 
properties of SSBDD which facilitate efficient processing of SSBDDs for test generation and fault diagnosis 
purposes are discussed in [23]. 

Since all the stuck-at faults (SAF) on the inputs of an FFR form a collapsed fault set of the FFR, and 
since all these faults are represented by the faults at the nodes of the related SSBDD, it follows that the 
synthesis of an SSBDD, described in [18, 19] is equivalent to the fault collapsing procedure similar to fault 
folding [24]. 

Direct relation of nodes to signal paths allows to handle with SSBDDs easily such problems like fault 
modeling, fault collapsing, and fault masking. 

 
2. Fault reasoning using topology of  S SBDD 

 
Consider an FFR-module of a circuit which implements a function у = f(X) where X is the set of input 

variables of the module, and is represented by SSBDD with a set of nodes M. Let х(т)Х the variable at the 
node mM, and let m0 and m1 be the neighbors of the node m for the assignments x(m) = 0 and x(m) = 1, 
respectively. 
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Fig. 2. Topological view on testing of nodes on the SSBDD 

 
Activation of SSBDD paths. Let Tt be a pattern applied at the moment t on the inputs X of the 

module. The edge (m,me) in SSBDD, where е{0,1}, is called activated by Tt if х(m) = e. A path (m, n) is 
called activated by Tt if all the edges which form the path are activated. To activate a path (m, n) means to 
assign by Tt proper values to the node variables along this path. 

Test generation with SSBDD. A test pattern Tt will detect a single stuck-at-fault (SSAF) х(m)   e, 
е{0,1}, if it activates in the SSBDD three paths (Fig.2): a path (m0,m) from the root node to the node under 
test, two paths (m0, #0), (m1, #1) for fault-free and faulty cases, and satisfies the fault activation condition 
х(m) = e  1. 

Assume e = 1. To simulate the test experiment for Tt, generated for the fault x(m)   1, first, the path 
(m0,m) will be traced up to the node те which will "serve as a switch". If the fault is missing, the path (m0, #0) 
will be traced, and if the fault is present, the path (m1, #1) will be activated. 

Note, that a test pattern Tt for a node fault x(m)   e detects single SAFs on all the lines of the signal 
path in the circuit, which is represented by the node те in SSBDD.  

Example 2. Consider the fault x12   0 in the circuit of Fig.l, represented by the fault x(m) = x12  0 in 
the SSBDD. To generate a test pattern Tt for x12   0, we have to activate three paths: (m0,m) = (x11 = l, 
x21 = 0), (m1 ,#1) = (x11 = l, x31 = l, x4 = l, #1), and (m0, #0) = (x13 = l, #0). For the node under test we take x12 = 
1 which means that the expected value of test will be у = 1. From this, the test pattern X' = (x1, x2, x3, x4)' = 
1011 results. If the fault x12   0 will be present, the path (x11,x12,x13,#0) will be activated, and the value #0 in 
the terminal node will indicate the presence of the fault. 

Fault simulation and diagnosis with SSBDDs. For fault simulation of a test pattern X’ on the SSBDD 
first, the path l = l(m0,mT) from the root node m0 to a terminal node mT  {#0, #1}, activated by the pattern 
X’, is determined. Then, for each node m  l, whose successor m* does not belong to the path l, the path lm* = 
= l(m*,mT*) will be simulated for the pattern X’. If mT*  mT then the fault of the node m is detected by X’, 
otherwise not. Special properties called “direction rule” allow to define the nodes m  l, which can be 
excluded from analysis to speed up the simulation [25]. 

Example 3. Consider a test pattern X' = (x1 x2, x3, x4)' = 1011 which activates the path l = (х11, x21, x12, x31 
x4, #1) shown bold in Fig. 1. According to the algorithm described, we can find that by the given test pattern 
the faults x12   0, x31   0, x4   0 can be detected. 

The fault simulation procedure described can be used in fault diagnosis based on the effect-cause fault 
location concept to locate the fault candidates. 
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Fig. 3 illustrates average speed-up achieved by using SSBDDs for different simulation algorithms like 
logic simulation, fault simulation [26, 27], timing simulation [28] and multi-valued simulation [29] 
compared to gate-level simulation algorithms. The fault simulation shows the most noticeable acceleration. 
Other simulation algorithms vary in decreasing the runtime by 2,5 up to almost 4 times compared to 
algorithms working on the gate-level netlist model. This effect is possible due to shift from lower gate level 
to a higher macro level when working with SSBDD model (as macros, the FFRs are considered). 

 

 
 

Fig. 3. Logic level simulation speed-up for different algorithms 
 

SSBDDs facilitate well parallel processing of paths. This gave a possibility to develop extremely fast 
exact parallel critical path tracing algorithms which exceed the speed of commercial fault simulators, used in 
the industry [26, 27]. 

 
3. Multiple fault reasoning with SSBDDS 

 
SSBDDs serve as an efficient tool for reasoning masking relationships in the presence of multiple 

faults. The basis of such a reasoning is the topological analysis of changes in the activation of paths because 
of faults. 

A well known concept of test pairs [30–32] has been introduced for test generation which avoids fault 
masking in case of possible multiple faults. Let us call two test patterns TP = (T0,T1) a test pair for testing a 
node х(m), where T0 is for testing х(m)   0, T1 is for testing х(m)   1, and both patterns differ from each 
other only in the value of х(m). 

Consider a topology of an SSBDD in Fig.4a with the highlighted root node m0, two terminal nodes #0, 
#1, and two faulty nodes a   0, c   1. The dotted lines represent activated paths during a test pair TP = 
{T0,T1}which has the goal to test the node a. T0 is for activating the correct path L1 = (m0, a, #1) for detecting 
the fault a   0 with expected test result #1. If the fault is present, instead of L1, a “faulty” path L0 = (m0, 
a   0, c, #0) should be activated with faulty result #0. Thus, the fault a   0 should be detected. 

In case of the masking fault с   1 on L0, a masking path LM = (m0, a   0, c   1, #1) will be 
activated, and the fault under test a   0 will not be detected by T0. The role of the second pattern T1, 
according to the test pair concept, is to activate the path L0 = (m0, a, #0) with two goals: (1) to detect a   1 
(in the single fault case), or (2) to detect the masking fault с   1 (if the masking took place at T0). At T1 the 
path LM should remain activated because of the masking fault c   1, and the wrong test result #1 will indicate 
the presence of a fault in the circuit. 
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The added value of a test pair is that if both patterns will pass then the wire under test (and the whole 
related signal path in the circuit) is proved to be correct at any present multiple fault. 

Unfortunately, the described properties of the test pair will not always be sufficient for detecting 
multiple faults. The topological view on SSBDDs allows to develop efficient algorithms to avoid fault 
masking in multiple fault cases. 

 

 
 

Fig. 4. Topological view on testing of nodes on the SSBDD 
 

First, we show by simple reasoning of the topology of activated paths in SSBDDs why the test pairs 
are not always working as expected. Consider once more in Fig.4b the same test pair case TP = {T0,Tt} in the 
presence of the multiple fault {a   0, с   1}. Compared to Fig.4a, we have now additional node a on the 
masking path LM, labeled by the same variable as the node under test a   0 (in grey). T0 will again show the 
correct value #1 because of fault masking. At T1 the value of a was changed from 1 to 0 compared to T0. 
Because of this change, instead of the masking path LM = (m0, a   0, c   1, #1), a new “demasking” path 
L'M = (m0, a   0, c   1, a, #0) will be activated. Hence, both patterns will pass, and the multiple fault 
remains undetected. 

The main idea of the test pair concept is to keep the activation of the masking path stable during both 
patterns. In Fig.4b, this condition is not fulfilled, since all the three paths, L1 for correct case, L0 for single fault 
case (a   0), and LM for the multiple fault case (a   0, с v 1), involve the variable a under test, and the 
changing value of a will make the activation of the masking path LM unstable. 

In [33], a new method of test groups was developed and discussed which extends the method of test 
pairs and removes its drawbacks. The method of test groups essentially is based on the topological analysis 
of SSBDDs. 

Example 4. Let us add, as an example, to TP a third pattern T2 for testing the node b (for b   1) on 
L1. The goal of T2 is to keep the masking path LM= (m0, a = 1, b = 0, c 1, a=1, #1) again activated. The three 
patterns T0 (for testing a   0 and b   0), T2 (for testing a   1) and T3 (for testing b   1) can be regarded 
as a test group for testing two nodes a and b. In this example, the first two patterns will pass, however, the 
pattern T2 will not pass, and detect the given multiple fault. 

The test groups are targeting not a single SSBDD node, rather a selected subset of SSBDD nodes [33] 
which represent a subcircuit of the given gate-level network. The main property and the main importance of 
test groups is that they are robust with respect to multiple faults. In other words, from passing of a given test 
group the correctness of the related subcircuit results. The test pair can be considered as a special case of the 
test group which works in “special” cases. 

 

4. Shared SSBDDS 
 

In [34], a new type of SSBDDs called Structurally Synthesized Multiple Input BDDs or Shared SSBDDs 
(SSSBDD) was introduced. The goal was to further compress the SSBDD model by exploiting the effect of 
superposition of SSBDDs. 
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Fig. 5. Digital circuit c17 and its SSSBDD 
 

Example 5. An example of a combinational circuit and its SSSBDD is presented in Fig.5. For 
simplicity we omit the terminal nodes, and agree that leaving the graph to the right (down) means entering 
the terminal node #1 (#0). The graph with 7 nodes represents only 14 collapsed stuck-at faults as targets for 
test generation instead of 32 faults in the lines of the original gate-level circuit. The graph joins three 
subgraphs for outputs yx and y2, and for internal node z2 with the shared subgraph with nodes x32 and x4. 
The nodes x1 and x5 represent signal paths in the circuit from x1 to у1 and from x5 to y2, respectively. The node 
x31 represents the path from the lower input of gi to yx. The node x2 represents the path from the upper input of 
g1 to y1. The nodes x32 and x4 represent the paths from the inputs of g2 to both outputs у1 and y2. And, finally, 
the node x22 represents the path from the upper input of g6 to y2. By bold lines in SSSBDD a path is shown, 
which leads to assignments x1 = 0 and x3 = 0 for testing the bold path in the circuit from x2 to y1. More 
detailed discussion of using SSSBDDs where the graphs for different output functions are merged into the 
same graph can be found in [34]. 

 

 
 

Fig. 6. Comparison of complexities of SSBDDs and SSSBDDs 

 
A comparison of the reduction of complexities for gate-level circuits, SSBDDs and SSSBDDs in terms 

of fault collapsing was carried out for ISCAS'89 circuits. The differences in the number of nodes are shown 
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in Fig. 6. The average minimization gained for SSSBDDs in the number of nodes (and also in the size of 
collapsed fault sets) is up to 2.4 times compared to the gate level, and up to 1.4 times compared to the 
SSBDD model. The results prove that the SSSBDD model is more compact than the previously discussed 
SSBDD or gate level models, and as the result allows better fault collapsing which in its turn has the 
influence on the efficiency and speed of test generation and fault simulation. 

 
5. Overview of high level DDS 

 
The most important impact of the high-level DDs (HLDD) is the possibility of generalization and 

extension of the methods for test generation, fault simulation and diagnosis, developed for logic level 
circuits, to higher abstraction levels of digital systems using the uniform graph topology based formalism. For 
this purpose, the class of variables was extended from Boolean ones to Boolean vectors or integer variables, 
and the class of Boolean functions was extended to the data manipulation operations typically used in high-
level descriptions of digital systems. 

Example 6. In Fig. 7, an example of a RTL data-path and its HLDD is presented. The variables R1 and 
R2 represent registers, IN denotes the input bus, the integer variables y1, y2, y3, y4 represent control signals, 
M1, M2, M3 are multiplexers, and the functions R1+R2 and R1*R2 represent the adder and multiplier, 
respectively. Each node in the DD represents a subcircuit of the system (e.g. the nodes y1, y2, у3, y4 represent 
multiplexers and decoders). The whole DD describes the behavior of the input logic of the register R2. To test 
a node in the DD means to test the corresponding to the node component or subcircuit. 

Depending on the class of the system (or its representation level), we may have various HLDDs where 
the nodes have different interpretations and relationships to the system structure. In the RTL descriptions, we 
usually partition the system into control and data paths. In this case, the non-terminal nodes in the HLDDs 
correspond to the control path, and they are labeled by state or output variables of the control part, interpreted 
as addresses or instruction words. On the other hand, the terminal nodes in the HLDDs correspond to the data 
path, and they are labeled by the data words or functions of data words, which correspond to buses, registers, or 
data manipulation blocks. The state transfer and output functions of control circuits are represented as well by 
HLDDs. When using HLDDs for describing complex digital systems, we have to represent the system by a 
suitable set of interconnected components (combinational or sequential subcircuits). Thereafter, we have to 
describe the components by their functions which can be represented as HLDDs. 

 

     
 

Fig. 7. Representing a register transfer level data path by a HLDD 
 

Two methods for synthesis of HLDDs for representing digital systems were described in [19, 35]. The 
first one is based on symbolic execution of procedural descriptions, which corresponds to the functional 
representation of systems. The method can be used in cases when the system is given functionally as a 
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procedure in a hardware description language. The second method is based on iterative superposition of 
HLDDs, and the created model corresponds to the high-level structural representation of the system. The 
method can be used in cases when the system is given structurally as a network of components (subsystems), 
and for each component its HLDD is already given. The second method can be regarded as a generalization 
of the superposition procedure for BDDs [19]. 

 

 
 

Fig. 8. HLDDs for a hypothetical microprocessor on the ISA level 
 

Example 7. An example of behavior level HLDDs is shown in Fig. 8 for representing a hypothetical 
microprocessor given at the Instruction Set Architecture (ISA) level by its instruction set list. The model 
consists of three DDs: OUT, A, and R for representing the processor's output behavior, accumulator A, and 
register R, respectively. 

 
6. Diagnostic modeling of digital systems with HLDDs 

 
The methods for test generation and fault simulation developed for SSBDDs can be easily generalized 

for using at higher abstraction levels of systems [36]. The possibility of generalization results from the 
topological similarity of DDs at lower and higher levels (Fig. 9). In case of SSBDDs, each node has two 
output edges, and the graph has two terminal nodes mT,0 and mT,1 with constants 0 and 1, respectively. HLDDs 
differ from SSBDDs in having more edges from nodes and more terminal nodes mT,1, mT,2, ..., mT,n, whereas the 
terminal nodes in general case may be labeled by constants, register variables or functional expressions. Both 
graphs represent a mapping into the structure of the system they describe. 

 

   
 

Fig. 9. Topological similarities of SSBDDs and HLDDs 
 

In both cases, the faults in the system can be modeled similarly by errors at the nodes, and for both types 
of graphs, test generation for a given node те is carried out by activating a path from the root node to те and 
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from all successor nodes of те to correponding terminal nodes. It is easy to see that the SSBDD can be regarded 
as a special case of HLDD. Similarly, as we defined the operations of logic simulation and path activation 
for SSBDDs we can do the same for HLDDs. 

Example 8. In test pattern simulation, a path is traced in the graph, guided by the values of system 
variables until a terminal node is reached, similarly as in the case of SSBDDs. For example, in Fig.7, the 
result of simulating the vector X’ = (y1, y2, y3, y4, R1, R2, IN) = -,0,3,2,10,6,- is R2 = R1*R2 = 60 (here "-" means 
don't care, the bold arrows in Fig.7 highlight the simulated path, and the grey node R1*R2 is reached by 
simulation). 

The advantage of HLDDs compared to the traditional methods of simulation of systems, lays in the 
fact that instead of processing of all the components in the RTL network for the given input pattern, in the 
HLDD only 3 control variables y4, y3, y2, were visited in this particular case during simulation, and only a 
single data manipulation operation R2 = R1*R2 was carried out. 

Fault model on HLDDs. Each path in the HLDD describes the behavior of the system in a specific 
working mode. The faults having effect on the behavior can be associated with nodes along the path. A fault 
causes incorrect leaving the path activated by a test. From this point of view the following abstract fault model 
for nodes те with node variables x(m) in HLDDs can be defined: 

Dl: the output edge for x(m) = i of a node m is always activated, x(m) = i (analog to logic level stuck-at-1); 
D2: the output edge for x(m) = i of a node m is broken (analog to logic level stuck-at-0); 
D3: instead of the given edge for x(m) = i of a node m, another edge for x(m) = j, or a set of edges {j} is 

activated (analog to logic level multiple stuck-at-fault). 
The fault model is directly related to the nodes m , and is an abstract one. It will have a semantic 

meaning only when the node has a particular physical interpretation. As an example, in Table 2 the 
correspondence of the HLDD-based fault model to different microprocessor fault classes [37], and RTL fault 
classes [38, 39] is shown. 

 
T a b l e  2 

Comparison of High-Level fault models 
 

 
 

Test generation. Without going into details regarding fault handling, consider the following simplified 
idea of test generation for the nodes of HLDD. 

To generate a test pattern for testing an internal node те in HLDD, (n + 1) paths are to be activated: 
first, a path (m0,m), and second, n paths le = (me, mT,e) for all values e of the variable x(m), so that  

х(тT,1)  х(тT,2)  ...  х(тT,п). 

All paths should be activated consistently by the same test pattern (or sequence) T'. The test T' 
includes as well the data found by solving the inequality. 
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The test program for an internal node m (conformity test of the control part), consists of n experiments 
to excercise all the possible n values of x(m) [40]. 

To test a terminal node mT,i a path (m0, mT,i) is activated. The test program (scanning test) generated for 
mT,1 will be repeated for all local test patterns for testing the module with function x(mT,i). The local test 
patterns may be generated at lower level using for instance SSBDDs [40]. 

Example 9. As an example, consider test generation for testing the multiplexer M3 represented by the 
node y3 in the HLDD in Fig. 7. We activate, first, the path from the root node y4 to the node y3 under test by 
assigning y4 = 2. Second, we activate 4 paths from the successors of y3, for each value e = 0,1,2,3 of y3. Two 
of the paths, l1, l2, for values e = 1 and e= 2, respectively, are activated “without action”, since the successors 
of y3 for these values are terminal nodes. Other two paths l0 and l3 may be activated, for example, by y1 = 0 
and y2 = 0, respectively. The test data R1 = D1, R2 = D2, IN = D3 are found by satisfying the inequality           
R1+ R2  IN  R1  R1* R2. 

Note, by the described procedure, a test pattern is created for earring out the test for a selected HLDD 
node (a structural unit of a system) at the given state of the system (i.e. content of the system registers). In the 
full test sequence, the needed load operations as well as the operations for reading out the test result should be 
included. These operations can be formally generated as well from the HLDD model of the system [19]. 

From above, the following test program results: 
Test program for control part: 
Fore = 1,2,3,4  
BEGIN 
              Load the data registers: 
              R1 = D1, R2 = D2; 
             Carry out the tested working mode at: 
             y3 = e, y1 = 0, y2 = 0, y4 = 2 and IN = D3; 
              Read the test response R2:e  

END. 
Example 10. As another example, consider test generation for testing the multiplier M3 represented by 

the node R1*R2 in Fig. 7. By activating the path to this node (shown in bold in Fig. 7) we generate a control 
word (y2, у3, y4) = (0, 3, 2). To find the proper values of R1 and R2 we need to descend to the lower 
abstraction level of hierarchy (e.g. to the gate level) and generate test patterns by a low level ATPG for the 
low level implementation of the multiplier. Let us have got a low level test set of n data patterns (D1,1, D2,1; 
D1,2, D2,2; D1,1, …, D1,n, D2,n,) generated for the multiplier with input registers R1 and R2. 

From above, the following test program results: 
Test program for data part: 
For all the values of t = 1,2,..., n 
BEGIN 
               Load the data registers: 
                 R1 = D1,t , R2 = D2,t , 
               Carry out the tested working mode at the 
                 control values (у2, у2, y4) = (0,3,2);  
                Read the test response of R2:t  

END. 
 
HLDDs have been used in different fields of high-level and hierarchical test and verification. As the 

result, new promising algorithms, techniques and prototype tools have been developed, which allowed to 
improve the efficiency of RTL cycle based simulation [41, 42], hierarchical test program automated synthesis 
[40, 43], hierarchical fault simulation [44], high-level verification [46], fault diagnosis [47, 48], and 
automated design error correction [48, 49]. 
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Conclusion 
 

An overview was given about two types of Decision Diagrams - SSBDDs and HLDDs for diagnostic 
modeling of digital systems, particularly for fault simulation and test generation. The main focus of both 
models is on the topological view on the graphs and on representing in DDs besides the functions the 
implementation details of the structure of the system as well. 
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Влияние неисправностей цифровых систем на топологию решающих диаграмм низкого и высокого уровней. 
Ключевые слова: решающие диаграммы; генерация тестов; диагностика неисправностей. 

 

Для тестирования сложных цифровых систем необходимо исследовать их иерархические многоуровневые 
представления. Рассматриваются Structurally Synthesized Binary Decision Diagram (SSBDD) решающие диаграммы, 
обеспечивающие соответствие между полюсами таких диаграмм и вентилями цифровых систем. Методы синтеза тестов и 
диагностики неисправностей, разработанные на основе использования SSBDD решающих диаграмм, развиваются для 
описаний цифровых систем на более высоком уровне абстракции. Речь идет об использовании High Level Decision Diagram 
(HLDD) решающих диаграмм для автоматической генерации тестов и диагностики неисправностей сложных цифровых 
систем.  
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