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ЯВНЫЙ ВИД ИНФОРМАЦИОННЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
ЧАСТИЧНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ ДАННЫХ1

Л.А. Шоломов

Пусть M = {0, 1, . . . ,m − 1} и каждому непустому подмножеству T ⊆ M со-
поставлен символ aT . Алфавит символов aT обозначим через A, а его подалфавит
{a0, a1, . . . , am−1}, символы которого соответствуют элементам множества M , — че-
рез A0. Символы из A0 будем называть основными, из A — недоопределенными. До-
определением символа aT ∈ A назовем всякий основной символ ai, i ∈ T . Символ
aM , доопределимый любым основным символом, будем называть неопределенным и
обозначать ∗.

Пусть имеется источник X, порождающий символы aT ∈ A независимо с вероят-
ностями pT > 0,

∑
T pT = 1. Такой источник будем называть недоопределенным, при

выполнении условия pT = 0 для aT /∈ A0 — полностью определенным, а в случае pT = 0
для aT /∈ A0 ∪ {∗} — частично определенным.

Основные информационные характеристики недоопределенных данных заданы
неявно как результат оптимизации некоторых выражений. Так, например, энтропия
источника X вводится формулой

H(X) = min
Q

{
−
∑
T⊆M

pT log
∑
i∈T

qi

}
,

где минимум берется по наборам Q = (qi, i ∈ M), qi > 0,
∑

i qi = 1 [1] (здесь и даль-
ше логарифмы двоичные). Неявный вид информационных характеристик существен-
но затрудняет их исследование и нахождение соотношений между ними. Однако для
важного и наиболее часто встречающегося типа недоопределенных данных — частич-
но определенных удается решить соответствующие оптимизационные задачи и найти
явные представления информационных характеристик.

Явное выражение энтропии частично определенного источника X с алфавитом
A = {a0, . . . , am−1, ∗} и набором вероятностей p0, . . . , pm−1, p∗ имеет вид

H(X) = (1− p∗) log(1− p∗)−
∑

06i6m−1

pi log pi.

Если произведение XY частично определенных источников X и Y с алфавитами
A = {a0, . . . , am−1, ∗} и B = {b0, . . . , bl−1, ∗} задано совместным распределением pij,
pi∗, p∗j, p∗∗ (i ∈ {0, . . . ,m − 1}, j ∈ {0, . . . , l − 1}), то условная энтропия H(Y |X)
(определение см. в [2]) вычисляется следующим образом. Положим pi =

∑
j pij + pi∗,

p∗ =
∑

j p∗j + p∗∗, qi = pi/(1− p∗), πij = pij + qip∗j, πi =
∑

j πij. Тогда

H(Y |X) =
∑
i

πi log πi −
∑
i,j

πij log πij.

Правило сложения энтропий H(X) + H(Y |X) = H(XY ), играющее важную роль
в теории информации, в случае недоопределенных данных заменяется некоторым бо-
лее сложным соотношением — обобщенным правилом (условия, при которых обоб-
щенное правило совпадает с обычным, приведены в [2]). Доказательство обобщенного
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правила в общем случае достаточно громоздко. Для частично определенных данных
можно дать более простое прямое доказательство, используя приведенные выше явные
представления.

Количество информации I(X, Y ) в X о Y находится из соотношения I(X, Y ) =
= H(Y ) − H(Y |X) и для частично определенных данных выразимо в явном виде.
Рассмотрим пример. Пусть выход полностью определенного источника X, порождаю-
щего символы 0 и 1 с вероятностями p0 и p1, подается на вход канала, где символы
стираются (заменяются на ∗) с вероятностью ε. Требуется вычислить информацию
I(Y,X) в выходе Y канала о его входеX и информацию I(X, Y ) во входеX о выходе Y .
Используя приведенные выше формулы, получаем

I(Y,X) = H(p0, p1)− p0H(εp1, 1− εp1)− p1H(εp0, 1− εp0),
I(X, Y ) = (1− ε)H(p0, p1),

где H(x0, x1) = −x0 log x0 − x1 log x1.
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ON QUATERNARY AND BINARY BENT FUNCTIONS1

P. Solé, N.N. Tokareva

In this paper direct links between Boolean bent functions (Rothaus, [1], 1976), gener-
alized Boolean bent functions (Schmidt, [2], 2006) and quaternary bent functions (Kumar,
Scholtz, Welch, [3], 1985) are explored. We also study Gray images of bent functions and
notions of generalized nonlinearity for Boolean functions.

Let n, q be integers, q > 2. We consider the following mappings:

1) f : Zn
2 → Z2 — Boolean function in n variables. Its sign function is F :=

= (−1)f . The Walsh Hadamard transform (WHT) of f is F̂ (x) :=
∑

y∈Zn2
(−1)f(y)+x.y =

=
∑

y∈Zn2
Fy(−1)x.y. Here x.y is a usual inner product of vectors. A Boolean function f is

said to be bent, iff |F̂ (x)| = 2n/2 for all x ∈ Zn
2 . It is near bent iff F̂ (x) ∈ {0,±2(n+1)/2}.

Note that Boolean bent (resp. near bent) functions exist only if the number of variables,
n, is even (resp. odd).

2) f : Zn
2 → Zq — generalized Boolean function in n variables. Its sign function is

F := ωf , with ω a primitive complex root of unity of order q, i. e. ω = e2πi/q. When q = 4,
we write ω = i. Its WHT is given as F̂ (x) :=

∑
y∈Zn2

ωf(y)(−1)x.y =
∑

y∈Zn2
Fy(−1)x.y.

As above, a generalized Boolean function f is bent, iff |F̂ (x)| = 2n/2 for all x ∈ Zn
2 . In

comparison to the previous case it not follows that n should be even if f is bent. Such
functions for q = 4 were studied in [2]. Here we consider q = 4 only.
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