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Следствие. Пусть n, d—натуральные числа, такие, что n>2, d<2n−1, ‖d ‖2>n/2.
Тогда для любой функции F ∈ Fn выполняется неравенство

max
{∣∣∆ (F, trn1 (αxd)+ trn1 (βx)

)∣∣ : α, β ∈ F2n
}
> 2

n
2 .

З а м е ч а н и е. Зафиксируем натуральное n. В качестве примера показателя d,
удовлетворяющего условию следствия, можно привести число 2t − 1, где t > n/2. Ес-
ли требуется, чтобы моном xd задавал подстановку на F2n , то t необходимо выбрать
взаимно простым с n. Таким условиям при n > 2 удовлетворяет t, равное n− 1.

Теоретический и практический интерес представляют задачи количественной оцен-
ки для натурального n, d ∈ 1, 2n − 1 и функции F ∈ Fn величины

max
{∣∣∆ (F, trn1 (αxd)+ trn1 (βx)

)∣∣ : α, β ∈ F2n
}

как для всех функций из Fn, так и для отдельных классов таких функций, например
бент-функций [4]. Рассмотрим способ построения бент-функций с помощью координат-
ных функций степенных преобразований поля F2n и продемонстрируем эффективность
аппроксимации построенных функций приближениями из рассмотренных классов.

Теорема 2. Пусть натуральные числа n и s четны, n/2 нечетно и (n, s) = 2. По-
ложим d = 1 + 2s и выберем натуральное число σ таким, что σd ≡ 1 (mod 2n − 1).
Пусть значения функции Fa,b ∈ Fn для любого элемента x ∈ F2n определены ра-
венством Fa,b (x) = trn1 (bσx) trn1 (ax) + trn1

(
bxd
)
, а элементы a, b ∈ F2n\ {0} таковы, что

trn1 (ab−σ) = e. Тогда:
a) Fa,b является бент-функцией;
b) max

{∣∣∆ (Fa,b (x) , trn1
(
c1x

d′
)

+ trn1 (c2x)
)∣∣ : c1, c2 ∈ F2n , d

′ ∈ 1, 2n − 2
}
> 2n−1.
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СВЯЗЬ ПОДПРОСТРАНСТВ, НА КОТОРЫХ АФФИННЫ
БЕНТ-ФУНКЦИЯ И ДУАЛЬНАЯ К НЕЙ1

Н.А. Коломеец

Настоящая работа является продолжением исследований, начатых в [1]. Ранее было
установлено, что минимальное расстояние Хэмминга между бент-функциями от n пе-
ременных равно 2n/2 и бент-функции находятся на этом расстоянии тогда и только
тогда, когда их значения отличаются на аффинном подпространстве и обе функции

1Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ для молодых российских
ученых (грант МК №1250.2009.1).
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на нем аффинны. В данной работе для бент-функции и дуальной к ней устанавлива-
ется соответствие между подпространствами, на которых каждая из них аффинна.

Бент-функция— это булева функция от четного числа переменных, максимально
удаленная от класса аффинных функций (функций вида a1x1⊕a2x2⊕. . .⊕anxn⊕an+1).
C бент-функцией f часто связывают дуальную функцию f̃ , которая определяется из
равенства

Wf (w) = 2n/2(−1)f̃(w),

где Wf (w) =
∑
x∈Zn

2

(−1)f(x)⊕〈w,x〉—коэффициенты Уолша—Адамара.

(По альтернативному определению бент-функция— это такая функция, для кото-
рой все коэффициенты Уолша—Адамара по модулю равны 2n/2.)

Теорема 1. Не для всех бент-функций от n переменных, n > 14, существуют
бент-функции на минимальном расстоянии 2n/2.

Эта теорема следует из результатов, полученных в [1, 2]. В работе A. Canteaut
и др. рассматриваются нормальные и ненормальные бент-функции. Бент-функция от n
переменных называется нормальной (слабо нормальной), если существует аффинное
подпространство размерности n/2, на котором она постоянна (аффинна). В [2] дока-
зывается существование не слабо нормальных бент-функций.

Пусть f — бент-функция от n переменных. Множество Lall(f) —множество всех аф-
финных подпространств размерности n/2, на которых функция f аффинна.

Чтобы понять, есть ли в распределении функций на минимальном расстоянии регу-
лярные свойства, рассмотрим задачу построения бент-функций на минимальном рас-
стоянии от f с условием, что получившиеся бент-функции обязательно должны отли-
чаться от f в заданной точке x0. Определим множество Lx0all(f) = {L ∈ Lall(f) | x0 ∈ L}.
Тогда все функции с нужным свойством будут строиться с помощью множества Lx0all(f).
Чтобы рассмотреть это множество с другой стороны, сделаем следующее.

Определим функцию Ff : Lall(f) → Lall(f̃) следующим образом: если f |x0⊕L(x) =
= 〈w0, x〉 ⊕ c для некоторых векторов w0, x0, константы c и подпространства L, то
справедливо Ff (x0 ⊕ L) = w0 ⊕ L⊥.

Лемма 1. Функция Ff задана корректно.

Теорема 2. Функция Ff взаимнооднозначна, причем (Ff )
−1 = Ff̃ .

Таким образом, мы получаем, что множество Lx0all(f) состоит из элементов вида
x0 ⊕ L, таких, что функция f̃(x)⊕ 〈x0, x〉 на некотором сдвиге L⊥ постоянна.

Но так как дуальная функция является бент-функцией, а бент-функции равноуда-
лены ровно от половины аффинных функций, то встает вопрос: равны ли мощности
Lx0all(f) для различных x0? Как выяснилось, в общем случае это не так, хотя и суще-
ствуют функции с одинаковыми мощностями Lx0all(f). Например, все бент-функции от
шести переменных обладают такой регулярностью.
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