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Заметим, что число бент-функций от 2k переменных на минимальном расстоянии
от заданной бент-функции можно оценить сверху числом 2k

2+2k (это оценка свер-
ху числа всевозможных аффинных подпространств размерности k), а число бент-
функций на минимальном расстоянии от квадратичной бент-функции асимптотически
равно C ·2k(k+3)/2. Таким образом, число бент-функций на минимальном расстоянии от
квадратичной бент-функции больше, чем корень из этой тривиальной верхней оценки.
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О СТАТИСТИЧЕСКОЙ НЕЗАВИСИМОСТИ СУПЕРПОЗИЦИИ
БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ1

О.Л. Колчева, И.А. Панкратова

Интерес к статистической независимости булевой функции от подмножества аргу-
ментов возникает в связи с построением статистических аналогов функции [1], кото-
рые, в свою очередь, используются в линейном криптоанализе [2, 3].

Будем говорить, что булева функция f статистически не зависит от подмноже-
ства U своих аргументов, если для любой её подфункции f ′, полученной фиксирова-
нием значений всех переменных в U , имеет место Pr[f ′ = 1] = Pr[f = 1]; или, что то
же самое, w(f ′) = w(f)/2|U |, где w(f) — вес функции f . В частности, для статистиче-
ского аналога ϕ(x, y, k) = 0 функции шифрования F (x, k), где x, k, y—переменные со
значениями в множествах открытых текстов, ключей и шифртекстов соответственно,
условие статистической независимости функции ϕF (x, k) = ϕ(x, F (x, k), k) от перемен-
ных в x является необходимым для того, чтобы вероятность выполнения уравнения
ϕF = 0 сохранялась при подстановке в это уравнение любого значения x при равнове-
роятном выборе k [1].

Требование статистической независимости функции от конкретного подмножества
аргументов более слабое, чем условие корреляционной иммунности [4]: функция яв-
ляется корреляционно-иммунной порядка m, если и только если она статистически не
зависит от любого m-элементного подмножества своих аргументов.

В [1] сформулирован тест статистической независимости: функция f(x, y), где
x, y—переменные со значениями в (Z2)

n и (Z2)
m соответственно, статистически не

зависит от булевых переменных в x, если и только если f̂(u, 0m) = 0 для любого нену-
левого вектора u ∈ (Z2)

n. Здесь f̂ —преобразование Уолша—Адамара функции f ;
0m —m-компонентный нулевой вектор.

Сформулируем некоторые простейшие свойства статистической независимости.
1) Если функция имеет s линейных переменных, то она статистически не зависит

от любого (s− 1)-элементного подмножества своих аргументов.
2) Если функция статистически не зависит от U , то она статистически не зависит

от любого подмножества U .
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3) Если функция f статистически не зависит от подмножества U своих аргумен-
тов, то 2|U ||w(f).

4) Пусть f1, f2, . . ., f2m —компоненты разложения функции f по некоторым m пе-
ременным, и все они статистически не зависят от подмножества U . Тогда и f
статистически не зависит от U .

Основным результатом является следующее
Утверждение 1. Пусть x, y, z —переменные со значениями в (Z2)

n, (Z2)
m и (Z2)

l

соответственно и функция f(x, y) статистически не зависит от переменных в x. То-
гда и функция h(x, y, z) = g (f(x, y), z), где g—любая функция от l + 1 переменных,
статистически не зависит от переменных в x.

Доказательство. Воспользуемся тестом статистической независимости. Пусть
u—любой ненулевой вектор из Zn2 ; тогда по условию f̂(u, 0m) = 0. Вычислим коэффи-
циент Уолша—Адамара функции h:

ĥ(u, 0m, 0l) =
∑
x,y,z

(−1)g(f(x,y),z)⊕(u,x) =
∑
z

 ∑
x,y,

f(x,y)=0

(−1)g(0,z)⊕(u,x) +
∑
x,y,

f(x,y)=1

(−1)g(1,z)⊕(u,x)


︸ ︷︷ ︸

A

.

Для каждого z ∈ Zl2 имеет место один из следующих двух случаев:
1) g(0, z) = g(1, z) = c ∈ {0, 1}, тогда A = (−1)c

∑
x,y

(−1)(u,x) = 0;

2) g(0, z) = g(1, z) = c ∈ {0, 1}, тогдаA = (−1)c

 ∑
x,y,

f(x,y)=0

(−1)(u,x) −
∑
x,y,

f(x,y)=1

(−1)(u,x)

 =

= (−1)c
∑
x,y

(−1)f(x,y)⊕(u,x) = (−1)cf̂(u, 0m) = 0.

Таким образом, ĥ(u, 0m, 0l) = 0, и утверждение доказано.

К сожалению, это утверждение не допускает обобщения на случай нескольких
функций f ; так, если функции f1(x, y), f2(x, y), . . ., fs(x, y) статистически не зави-
сят от переменных в x, то функция g(f1(x, y), f2(x, y), . . . , fs(x, y), z) не обязательно
обладает этим свойством.
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