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ки звучит так: существует ли алгоритм, определяющий по произвольным точкам
x0, x1 ∈ X принадлежность x1 ∈ f ∗(x0). Ограничимся рассмотрением только раци-
ональных точек X по следующим соображениям. Кусочно-аффинное отображение
f(x) = 2x (mod 1) является хаотическим для почти всех x ∈ X. Но ни одно число
этого множества почти всех из X не представимо на компьютере, если под числом не
понимать алгоритм, его порождающий. Если же под числом понимать произвольный
порождающий его алгоритм, проблема достижимости для f(x) оказывается тривиаль-
но алгоритмически неразрешимой в общем случае, несмотря на то, что отображение
очень простое. Стоит при этом заметить, что некоторые сопряжённые f(x) отображе-
ния показывают хаотическое поведение на множестве рациональных точек.

Теорема 1. Если f строго эргодическое, т. е. имеет единственную инвариантную
меру, или, другими словами, плотности распределения орбит всех точек совпадают, то
проблема достижимости алгоритмически разрешима.

Следствие 1. Если пространство инвариантных мер конечномерно, то проблема
достижимости алгоритмически разрешима.
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Определение 1. Для любой булевой функции f(x), где x—переменные со зна-
чениями в Zn2 , и для любого подмножества U её аргументов будем говорить, что f(x)
статистически не зависит от переменных множества U , если для любой её подфунк-
ции f ′(x′), полученной фиксированием значений всех переменный в U , имеет место
равенство Pr[f ′(x′) = 0] = Pr[f(x) = 0].

В [1] доказано, что если булева функция f1(x) статистически не зависит от некото-
рого подмножества своих аргументов, то это свойство сохраняется для произвольной
суперпозиции g(f1(x), y). Для суперпозиции g(f1(x), f2(x), y) в [2] доказано более слож-
ное достаточное условие сохранения статистической независимости: этим свойством,
помимо f1 и f2, должна обладать и их сумма f1 ⊕ f2. В данной работе условие из [2]
обобщается на случай произвольного числа внутренних функций суперпозиции.
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Утверждение 1. Пусть x, y, z —переменные со значениями в Zn2 , Zm2 и Zk2 соот-
ветственно и для всех 1 6 s 6 l и 1 6 i1 < i2 < . . . < is 6 l функции fi1(x, y) ⊕ . . . ⊕
⊕fis(x, y) статистически не зависят от переменных в x. Тогда для любой функции g
от l + k переменных суперпозиция g(f1(x, y), . . . , fl(x, y), z) статистически не зависит
от переменных в x.

Замечание 1. В ряде случаев (для конкретных функций g и ограничений на
функции f1, . . . , fl) можно сократить количество достаточных условий утверждения;
этот вопрос составляет предмет дальнейших исследований.
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Путём детального анализа успешных способов взлома блочных и поточных шиф-
ров были определены свойства булевой функции, которыми она должна обладать для
использования её в криптографических приложениях. На данный момент остаётся от-
крытым вопрос о том, как совмещаются различные криптографические свойства у
одной булевой функции. Данная работа посвящена изучению алгебраической иммун-
ности при максимальной нелинейности булевой функции.

Булева функция от n переменных представима единственным образом в виде алгеб-

раической нормальной формы (АНФ): f(x1, . . . , xn) = (
n⊕
k=1

⊕
i1,...,ik

ai1,...,ikxi1 · . . . ·xik)
⊕

a0,

где a0, ai ∈ Z2. Степенью deg(f) булевой функции f называется число переменных
в самом длинном слагаемом её АНФ. Алгебраической иммунностью AI(f) булевой
функции f называется минимальное целое число d > 1, такое, что существует булева
функция g степени d, для которой выполняется равенство fg = 0 или (f ⊕ 1)g = 0.
Нелинейностью nl(f) булевой функции f от n переменных называется расстояние Хэм-
минга от данной функции до множества аффинных функций от n переменных. Бент-
функция— булева функция от n переменных (n чётно), обладающая максимальной
нелинейностью равной 2n−1 − 2(n/2)−1.

На сегодняшний день полная классификация бент-функций не произведена, но
предложены способы построения таких функций. Функцию вида g : GF(2k) → GF(2)
будем рассматривать как булеву, зафиксировав некоторый базис в поле GF(2k).
В работе [1] Диллон приводит следующий способ построения бент-функций. Пусть


