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МАТЕМАТИКА

УДК 515.12
В.Р. Лазарев

ЗАВИСИМЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА В CpCp(X)
И НАСЛЕДСТВЕННЫЕ КАРДИНАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ

Описан класс тихоновских топологических пространств Y, в рамках которо-
го сохраняются неравенства ( )s Y ≤ τ , ( )hl Y ≤ τ , ( )hd Y ≤ τ . Доказано, что

если этому классу принадлежит подпространство B пространства ˆ ( )pL X
функционалов с конечным носителем, то ему принадлежит и объединение
X(B) всех носителей элементов из B. Установлено, что B допускает непре-
рывную факторизацию через множество X(B) и, тем более, зависит от X(B),
что даёт частичный положительный ответ на один вопрос О.Г. Окунева. До-
казано также, что в роли подпространства B может выступать любое откры-
тое или канонически замкнутое подмножество в пространстве 0 ( )p pC C X .

Ключевые слова: топология поточечной сходимости, наследственные
кардинальные инварианты.

0. Обозначения и вводные замечания

В данной статье рассматриваются только тихоновские топологические про-
странства, называемые «пространствами». В топологической терминологии и обо-
значениях придерживаемся монографии [1]. Напомним, что записи s(X), hl(X),
hd(X) означают соответственно спрэд, наследственное число Линделёфа и наслед-
ственную плотность пространства X. Символами ` , \  обозначаются множества
натуральных и соответственно вещественных чисел.

Основные сведения о пространствах непрерывных вещественнозначных функ-
ций Cp(X), определённых на пространстве X, в топологии поточечной сходимости,
а также об основных конструкциях и терминах, связанных с ними, можно найти
в [2]. В частности, запись ( )pC X A  означает пространство всех непрерывных

функций на подпространстве A ⊂ X, допускающих непрерывное продолжение на
всё X. Вместо Cp(Cp(X)) пишем CpCp(X). Обозначаем 0 ( )p pC C X  подпространство

пространства CpCp(X), состоящее из функций, обращающихся в ноль в точке
0 ∈ Cp(X). Элементы пространства 0 ( )p pC C X  называем функционалами.

Если задано гомеоморфное вложение : ( ) ( )p ph C X C Y→ , то, не уменьшая

общности рассуждений, можно считать, что h(0) = 0. Вместе с таким вложением
задано непрерывное отображение 0: ( )p ph Y C C X∗ →  правилом ( )( ) ( )( )h y h y∗ ϕ = ϕ .
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(Заметим, что h* – гомеоморфизм, если ( )( )ph C X  – регулярное семейство функ-

ций в Cp(Y)). Таким образом, ( )h Y∗  – семейство функционалов на Cp(X), и, в силу

непрерывности h*, выполняются неравенства ( ( )) ( )s h Y s Y∗ ≤ , ( ( )) ( )hl h Y hl Y∗ ≤ ,

( ( )) ( )hd h Y hd Y∗ ≤ .
В [3], при наличии гомеоморфного вложения : ( ) ( )p ph C X C Y→ , установлены

неравенства ( ) ( )n ns Y s X≤ , ( ) ( )n nhl Y hl X≤ , ( ) ( )n nhd Y hd X≤  для каждого
n∈` . Естественно спросить, можно ли отвлечься от вложения h и установить
неравенства такого рода просто для подпространства 0 ( )p pY C C X⊂ ? В [3] сфор-

мулирована следующая проблема (Problem 3.3 и Problem 3.4):
Проблема 0.1. Для каждого ли подпространства 0 ( )p pB C C X⊂  существует

подпространство A ⊂ X, такое, что ( ) ( )s A s B≤ , ( ) ( )hl A hl B≤ , ( ) ( )hd A hd B≤  и B
либо зависит от A, либо допускает непрерывную факторизацию через A?

 При этом понятия зависимости и непрерывной факторизуемости определяют-
ся следующим образом.

Определение 0.2. Говорят, что подпространство 0 ( )p pB C C X⊂  зависит от

подмножества A ⊂ X, если ( ) ( )f fϕ = ψ  при всех f B∈ , , ( )pC Xϕ ψ∈ , таких, что

A Aϕ ≡ ψ .

Определение 0.3. Скажем, что B допускает непрерывную факторизацию через
A, если для каждого f B∈  найдётся непрерывное отображение

( )0 : pf C X A → \ , такое, что 0 Af f p= D , где ( ): ( )A p pp C X C X A→  – отобра-

жение сужения.
Непосредственно из определений 0.2 и 0.3 следует, что если B допускает не-

прерывную факторизацию через A, то B зависит от A.
Сформулированная выше проблема 0.1, как указано в конце [3], имеет поло-

жительное решение, если B содержится в пространстве Lp(X) линейных непрерыв-
ных функционалов на Cp(X). В данной статье даётся положительный ответ на по-
ставленный вопрос в более общем случае, а именно в случае, когда B содержится
в пространстве ˆ ( )pL X так называемых функционалов с конечным носителем (см.

определение 1.1).
В заключение этого вводного раздела установим один простой факт относи-

тельно свойства зависимости.
Лемма 0.4. Если 0 ( )p pB C C X⊂  и B зависит от A ⊂ X, то B также зависит от A.

Доказательство. Пусть f B∈ . Предположим, что нашлись такие функции ϕ,
ψ ∈ Cp(X), совпадающие на A, что f(ϕ) < f(ψ). Положим δ = 0,5(f(ψ) – f(ϕ)) и рас-
смотрим стандартную окрестность W = W(f, ϕ, ψ, δ) функционала f в пространстве

0 ( )p pC C X . Ясно, что если g ∈ W, то g(ϕ) < g(ψ), а значит, g ∉ B. Следовательно,

W ∩ B = ∅ в противоречие с f B∈ . ■
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1. Функционалы с конечным носителем

Понятие функционала с конечным носителем можно рассматривать как обоб-
щение понятия линейного непрерывного функционала, которое сохраняет некото-
рые существенные свойства последнего (см. ниже).

Определение 1.1. (см. [4]) Пусть для функционала f существует конечное
подмножество ,K X⊂  такое, что выполнены два условия:

(i) Для любых ε > 0 и ( )pC Xϕ∈  найдётся δ > 0, такое, что если

( ) ( )x xϕ −ψ < δ  для всех x ∈ K, то ( ) ( )f fϕ − ψ < ε ,
(ii) Существует ε > 0, такое, что для любого x∈K и любой его окрестности O(x)

найдётся функция ( )pC Xψ∈ , такая, что \ ( ) 0X O xψ = , но ( )f ψ > ε .

Тогда f называется функционалом с конечным носителем, а множество K на-
зывается носителем функционала f.

Ниже без доказательств приводятся те факты о функционалах с конечным но-
сителем, которые необходимы для дальнейшего изложения. Эти факты (леммы
1.2 – 1.5) установлены в статьях [4, 5].

Лемма 1.2. Функционал ∅=⇔≡ Kf 0 .
Лемма 1.3. Если f  – функционал с конечным носителем K , ( )XС p∈ψϕ,  и

ϕ  совпадает с ψ  в точках K , то )()( ψ=ϕ ff .
Лемма 1.4. Каждый функционал с конечным носителем имеет единственный

носитель.
Множество всех функционалов с конечным носителем, с топологией, индуци-

рованной из 0 ( )p pC C X , обозначаем ˆ ( )pL X . Лемма 1.4 означает, что правилом

f → K(f) корректно определено конечнозначное отображение ˆ: ( )pK L X X→ .

Различие между пространствами ˆ ( )pL X  и ( )pL X  видно из следующей

леммы.
 Лемма 1.5. ˆ ( )pL X  есть всюду плотное в )(0 XCC pp линейное подпространст-

во, содержащее ( )pL X .

Как и Lp(X), пространство ˆ ( )pL X  можно «рассортировать» по количеству точек

в носителях его элементов. А именно, обозначим ( ){ }( ) ˆ ( ):n
pL f L X K f n= ∈ = .

Кроме того, обозначим { }( ) :nE X A X A n= ⊂ =  для всякого n∈` . Будем счи-
тать множество ( )nE X наделённым топологией Вьеториса. Напомним, что стан-
дартную базу этой топологии образуют множества вида

 { }1 1, , ( ): , , 1, ,n n n iU U U A E X A U U A U i n= = ∈ ⊂ ∪ ∪ ∩ ≠ ∅ =… … … ,

где множества Ui открыты в X и i jU U∩ =∅  при i j≠ . Справедлива следующая

лемма, аналогичная предложению 2.5 из [6].
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Лемма 1.6. Для каждого n∈`  отображение ( ): ( )n
n ns L E X→ , ( ) ( )ns f K f=

непрерывно.
Доказательство. Пусть f ∈ L(n), { }1( ) , , ( )n n ns f x x E X= ∈… , U – окрестность

точки sn(f). Можем считать, что 1, , nU U U= …  и xi ∈ Ui при i = 1,…,n. Укажем
окрестность V элемента f ∈ L(n), для которой ( )ns V U⊂ . В силу (ii) существуют
функции ( )i pC Xϕ ∈ , тождественно равные 0 вне Ui и такие, что ( ) 0if ϕ ≠  при

каждом i = 1,…,n. Рассмотрим образы ˆ : ( )i p pC C Xϕ → \  этих функций при кано-

ническом отображении вычисления : ( ) ( )p p p pC X C C C XΛ →  (см., например, [2]).

Положим { }( )( )1 ( )ˆ \ 0 n
i iV L−= ϕ ∩\ , 

1

n

i
i

V V
=

=∩ .

Ясно, что множество V открыто в L(n). Включение f ∈ V следует из того, что
( )ˆ ( ) 0i if fϕ = ϕ ≠  при всех i = 1,…,n.

Наконец, убедимся, что ( )ns V U⊂ . Пусть g∈ L(n) таково, что
{ }1( ) , ,n ns g y y U= ∉… . Это означает, что для некоторого k, 1 k n≤ ≤ , имеем
( )k nU s g∩ = ∅ . Следовательно, ( ) 0k iyϕ =  для всех i = 1,…,n. По лемме 1.3,

( ) ˆ ( ) 0k kg gϕ = ϕ = , а значит, kg V∉  и, тем более, g V∉ . ■

Лемма 1.7. Пусть ˆ ( )pf L X∈ , K = K(f) – (конечный) носитель f. Тогда найдёт-

ся непрерывное отображение : Kf ′ →\ \ , такое, что Kf f p′= D , где

: ( ) K
K pp C X → \  – отображение сужения.

Доказательство. Из леммы 1.3 следует, что формулой ( )1( ) ( )Kf r f p r−′ = ,
Kr∈\ , корректно определено отображение : Kf ′ →\ \ , причём, очевидно, вы-

полнено равенство Kf f p′= D . Осталось показать, что отображение f ′  непре-
рывно. Так как отображение f непрерывно, а pK – открыто, то достаточно устано-
вить равенство ( )1 1( ) ( )Kf U p f U− −′ =  для произвольного открытого множества

U ⊂ \ . Но оно элементарно выводится из того, что Kf f p′= D . ■

Условимся для каждого подпространства ˆ ( )pB L X⊂ обозначать символом

X(B) объединение носителей всех функционалов из B.
Лемма 1.8. Пусть ˆ ( )pB L X⊂ . Тогда B допускает непрерывную факторизацию

через X(B) (следовательно, зависит от X(B)).
Доказательство. Пусть f B∈ . По лемме 1.7, Kf f p′= D . Обозначим симво-

лом ( )X B
Kp отображение сужения функций с X(B) на подмножество K ⊂ X(B). Оп-

ределим отображение ( )0 : ( )pf C X X B → \  формулой ( )
0

X B
Kf f p′= D . Тогда f0

непрерывно, будучи композицией непрерывных отображений. Кроме того, имеем
( )

0 ( ) ( )
X B

X B X B KKf p f p p f p f′ ′= = =D D D D . ■
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2. Основные результаты

В этом разделе докажем основную теорему этой статьи (см. теорему 2.3 ниже),
а также её приложения к наследственным кардинальным инвариантам (следствия
2.4 – 2.6). Предварительно установим некоторые вспомогательные факты.

Зафиксируем число n∈`  и рассмотрим произвольное ( )nY E X⊂ . Для
каждого { }1, , ( )n ny x x E X= ∈…  положим { }1( ) , ,n nu y x x X= ⊂… , а также

{ }( ) ( ) :n nZ u Y u y y Y X= = ∪ ∈ ⊂ .
Лемма 2.1. Многозначное отображение un : Y → Z обладает свойствами:
(а) Отображение un ровно n-значно и биективно;
(б) Отображение un полунепрерывно сверху и полунепрерывно снизу.
Доказательство. Пункт (а) очевиден. Справедливость (б) проверяется легко.

Докажем, например, полунепрерывность снизу. Возьмём открытое множество
G ⊂ Z и рассмотрим { }: ( )nV y Y u y G= ∈ ∩ ≠ ∅ . Пусть v ∈ V. Тогда найдутся
дизъюнктные окрестности Ux всех точек x ∈ un(v) ⊂ Z, такие, что Ux ⊂ G при
x ∈ G. Значит, стандартная окрестность : ( )x nU U x u v= ∈  точки v ∈ Z в тополо-
гии Вьеториса содержится в V, то есть множество V открыто в Y. ■

Определение 2.2. Будем называть ровно n-значные, полунепрерывные сверху
и полунепрерывные снизу отображения n-бинепрерывными.

Заметим, что каждое непрерывное отображение, очевидно, является 1-
бинепрерывным.

Теорема 2.3. Пусть P – некоторое свойство топологических пространств, со-
храняющееся при следующих операциях:

1. Переход к подпространству.
2. Переход к образу при непрерывном отображении.
3. Переход к образу при биективном n-бинепрерывном отображении для любо-

го n∈` .
4. Взятие объединения не более чем счётного семейства пространств, обла-

дающих свойством P.
Тогда, если ˆ ( )pB L X⊂ , B обладает свойством P, то и X(B) обладает свойст-

вом P.
Доказательство. Пусть ˆ ( )pB L X⊂ . Зафиксируем n∈` произвольно и рас-

смотрим ( )n
nB B L= ∩ . Если B обладает свойством P, то по п. 1, Bn ⊂ B также

обладает свойством P. По лемме 1.6, отображение носителя : ( )n n ns B E X→  не-
прерывно, поэтому, в силу п. 2, ( )n n nY s B=  также обладает свойством P. Далее,
по лемме 2.1, отображение un : Yn → An = un(Yn) биективно и n-бинепрерывно.
Значит, по п. 3, подпространство An ⊂ X обладает свойством P. Наконец, ясно, что

{ }( ) :nX B A n= ∪ ∈` , и потому X(B), в силу п. 4, обладает свойством P. ■
Следствие 2.4. Пусть τ – некоторый кардинал, B – произвольное подпростран-

ство в ˆ ( )pL X , обладающее одним из свойств ( ) , ( ) , ( )hl B hd B s B≤ τ ≤ τ ≤ τ .

Тогда и X(B) обладает соответствующим свойством.
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Доказательство. Убедимся, что все три упомянутых свойства удовлетворяют
условиям 1 – 4 теоремы 2.3. Выполнение условия 1 очевидно, так как все три кар-
динальных инварианта являются наследственными.

Поскольку сужение непрерывного отображения на произвольное подпростран-
ство непрерывно и непрерывные отображения не увеличивают ни числа Линделёфа,
ни плотности, ни числа Суслина, заключаем, что выполнено условие 2.

Далее, в [3] показано (propositions 1.7 – 1.9 при n = 1), что кардинальные инва-
рианты hl, hd, s не возрастают при переходе к образам при конечнозначных почти
полунепрерывных снизу отображениях [3, definition 1.4]. Из определения 1.4 в [3]
и определения 2.2 выше следует, что каждое n-бинепрерывное отображение явля-
ется конечнозначным почти полунепрерывным снизу. Отсюда вытекает выполне-
ние условия 3.

Наконец, взятие не более чем счётного объединения пространств не увеличи-
вает наследственных кардинальных инвариантов, что означает выполнение усло-
вия 4. ■

Таким образом, следствие 2.4 вместе с леммой 1.8 даёт положительное реше-
ние проблемы 0.1 для всех подпространств ˆ ( )pB L X⊂ .

Следствие 2.5. Пусть τ – некоторый кардинал, подпространство 0 ( )p pZ C C X⊂

представимо в виде Z B= , где ˆ ( )pB L X⊂ . Пусть выполнено какое-либо из нера-

венств ( ) , ( ) , ( )hl Z hd Z s Z≤ τ ≤ τ ≤ τ . Тогда соответствующее неравенство вы-
полнено и для X(B).

Доказательство. Пусть, например, hl(Z) ≤ τ. По лемме 0.4, Z зависит от X(B).
Так как B ⊂ Z, то hl(B) ≤ τ. По следствию 2.4, hl(X(B)) ≤ τ. Ясно, что те же рассуж-
дения верны и для кардиналов hd и s. ■

Следствие 2.6. Каждое открытое или канонически замкнутое подпространство
G в 0 ( )p pC C X , отвечающее одному из неравенств ( ) , ( ) , ( )hl G hd G s G≤ τ ≤ τ ≤ τ ,

зависит от некоторого A ⊂ X, для которого также выполнено соответствующее не-
равенство.

Доказательство. По лемме 1.5 найдётся ˆ ( )pB L X⊂ , такое, что G B⊂ .

В случае канонически замкнутого G имеем G B= . Поэтому, достаточно поло-
жить A = X(B) и применить следствие 2.5.

Пусть G открыто. Поскольку B  зависит от X(B) (лемма 0.4), то G – тем бо-
лее. Так как В ⊂ G, то hl(B) ≤ τ (hd(B) ≤ τ, s(B) ≤ τ). Попадаем в условия следст-
вия 2.4. ■

В связи со следствием 2.6 представляется естественным следующий (откры-
тый) вопрос.

Вопрос 2.7. Пусть подмножество 0 ( )p pM C C X⊂  имеет тип Gδ. Верно ли, что

M зависит (или допускает непрерывную факторизацию) от некоторого A ⊂ X, та-
кого, что выполнено какое-либо из трех неравенств hl(A) ≤ hl(M), hd(A) ≤ hd(M),
s(A) ≤ s(M))?



Зависимые подпространства в CpCp(X) и наследственные кардинальные инварианты 11

ЛИТЕРАТУРА

 1. Энгелькинг Р. Общая топология. М.: Мир, 1986.
 2. Архангельский А.В. Топологические пространства функций. М.: Изд-во МГУ, 1989.
 3. Okunev O. Homeomorphisms of function spaces and hereditary cardinal invariants // Topol.
and it’s Appl. 1997. V. 80 P. 177–188.

 4. Лазарев В.Р. О модификации понятия функционала с конечным носителем // Вестник
Томского государственного университета. 2007. № 298. С. 119–120.

 5. Лазарев В.Р. О пространстве функционалов с конечным носителем // Вестн. ТГУ. Бюлл.
оперативной научной информации «Актуальные проблемы алгебры и анализа». 2005.
№ 54. Декабрь. С. 80–87.

 6. Tkachuk V.V. Some non-multiplicative properties are l-invariant // Comment. Math. Univ.
Carolin. 1997. V. 38. No. 1. P. 169–175.

Статья поступила 05.11.2014 г.

Lazarev V.R. DEPENDENT SUBSPACES IN CpCp(X) AND HEREDITARY CARDINAL IN-
VARIANTS

In this paper, for a given arbitrary subset B ⊂ CpCp(X) consisting of finite support functionals
(see Definition 1.1), we prove its continuous factorizability (see Definition 0.3) through some
subset A ⊂ X satisfying the conditions hl(A) ≤ hl(B), hd(A) ≤ hd(B), and s(A) ≤ s(B).

Finite support functionals have some essential properties of linear continuous functionals. In
particular, the set B above may be “ranked” by subsets Bn according to the number n of points in
the supports of functionals. In addition, the support mapping sn : Bn → En (X) is continuous (see
Lemma 1.6). It permit us to formulate conditions on a topological property that are sufficient for
the union X(B) ⊂ X of the supports of the functionals from B to have this topological property to-
gether with B (see Theorem 2.3). Since B admits continuous factorization through X(B) (see
Lemma 1.8) and inequalities ( ) , ( ) , ( )hl B hd B s B≤ τ ≤ τ ≤ τ  keep true under any operations
from the formulation of Theorem 2.3 (see Corollary 2.4), we get a partially positive answer to the
Problem 3.3 and Problem 3.4 from [3].

In addition, we extend Corollary 2.4 to all open and all canonical closed subsets of the space
0 ( )p pC C X  (see Corollary 2.6).
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И.В. Рахмелевич

О ДВУМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ
СО СТЕПЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ПО ПРОИЗВОДНЫМ

Рассматривается класс двумерных нелинейных гиперболических уравнений,
содержащих степенные нелинейности по производным и нелинейность про-
извольного вида от неизвестной функции, при этом используется метод
функционального разделения переменных. Найдены решения типа бегущей
волны и автомодельные решения. Проанализированы решения при регуляр-
ных и особых значениях параметров, характеризующих нелинейность.

Ключевые слова: нелинейное гиперболическое уравнение, функциональное
разделение переменных, степенная нелинейность.

В современной теории уравнений в частных производных существенное место
занимает анализ нелинейных гиперболических уравнений и методов их точного
интегрирования [1−3]. С точки зрения общности результатов серьезный интерес
представляют исследования классов нелинейных уравнений, содержащих произ-
вольные функции [3]. Одним из наиболее эффективных методов исследования не-
линейных уравнений остается метод разделения переменных. В работах [3, 4]
подробно изложены основы метода и его современные варианты (обобщенное и
функциональное разделение переменных). В настоящее время опубликовано дос-
таточно много работ, посвященных исследованию нелинейных уравнений указан-
ным методом. Так, в работах [5, 6] методом разделения переменных исследованы
некоторые многомерные уравнения, содержащие однородные и мультиоднород-
ные функции от частных производных. В [7−9] с помощью данного метода были
получены решения некоторых нелинейных эллиптических и гиперболических
уравнений. В настоящей работе этот метод применяется для построения решений
двумерных гиперболических уравнений, содержащих степенные нелинейности по
производным с произвольными показателями и нелинейность произвольного вида
от неизвестной функции.

1. Постановка задачи. Решения типа бегущей волны

Рассмотрим нелинейное гиперболическое уравнение следующего вида относи-
тельно неизвестной функции ( , )u x y :

212
( )u u ug u

x y x y

ββ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (1)

Здесь ( )g u – некоторая заданная функция, β1,β2 – вещественные параметры. В ча-
стном случае 1 2 0β = β =  уравнение (1) переходит в нелинейное волновое уравне-
ние, сводящееся путем замены переменных к нелинейному уравнению Клейна –
Гордона. В случае 1 2 1/ 2, ( ) constg uβ = β = =  (1) переходит в уравнение Гурса [3].
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Так как уравнение (1) не содержит явно независимых переменных, то оно до-
пускает решение типа бегущей волны:

( , ) ( )u x y U z= , 1 2z с x с y= + , (2)

где 1 2,с с – некоторые постоянные. Подставив решение (2) в уравнение (1), полу-
чаем обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) относительно функции

( )U z :

( ) 1 21 21 1
1 2( ) ( ) ( )U z c c g U U z β +ββ − β −′′ ′= . (3)

Проанализируем решения уравнения (3) в зависимости от значений парамет-
ров β1,β2, характеризующих нелинейность.

Случай 1. 1 2 2β +β ≠ .
Тогда уравнение (3) приводится к виду

( ) ( )1 21 ( )
0( ) ( ) ( )dU z U z C G U z

dz
− β +β′ ′′ = , (4)

где 1 21 1
0 1 2C c cβ − β −= , ( ) ( ) .G U g U dU= ∫  Уравнение (4) сводится к уравнению перво-

го порядка:

[ ]
0

( )
( )

U z
C G U A

ν′
= +

ν
, (5)

где 1 22 ( )ν = − β +β . Решение уравнения (5) в неявном виде запишется так:

[ ]
1

0 0( ( ) ) .z z C G U A dU−
ν− = ν +∫ (6)

Здесь и далее 0,A z – произвольные постоянные.
В частности, при 1 2 0β +β =  получаем 2ν =  и решение (6) принимает вид

0
02( ( ) )

dUz z
C G U A

− =
+∫ . (6а)

При 1 2 1β +β = имеем 1ν = , а решение (6) приводится к следующему:

0
0 ( )

dUz z
C G U A

− =
+∫ . (6б)

Случай 2. 1 2 2β +β = .
Понижая порядок уравнения (3), аналогично предыдущему случаю, нетрудно

получить решение в неявном виде:

0 0exp( ( ))z z A C G U dU− = −∫ . (7)

Пример. Пусть 0( ) constg u g= = . Тогда для рассмотренных выше случаев 1 и
2 из формул (6), (7) находим

( 1)
1 ( 1)

0 0 1 2 0
1( , ) ( ) ( )u x y C g с x с y z

ν ν−
ν− ν −⎡ ⎤= ν + −⎢ ⎥ν⎣ ⎦

; (8а)

[ ]0 0 1 2 0( , ) exp ( )u x y C g с x с y z= + − ; (8б)
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1 2 0
0 0

1( , ) ln( )u x y с x с y z
C g

= − + − . (8в)

Решения (8а), (8б), (8в) существуют при выполнении условий 1 2 1, 2β +β ≠  ;

1 2 1β +β = ; 1 2 2β +β =  соответственно.
Случай 3. 1 1β = , 2 1β ≠ .
Покажем, что в этом случае имеется решение в виде обобщенной бегущей

волны:
( , ) ( )u x y U z= , 2( )z X x с y= + . (9)

Подставляя решение (9) в уравнение (1), находим, что функция ( )X x может
быть произвольной, а ( )U z должна удовлетворять уравнению

( ) 22 11
2( ) ( ) ( ) .U z c g U U z +ββ −′′ ′= (10)

Уравнение (10) является частным случаем (3), если положить в последнем
1 1β = . В случае 1 1β ≠ , 2 1β =  имеется решение аналогичное (9), но в этом случае

1 ( )z с x Y y= + .
Случай 4. 1 1β = , 2 1β = .
В этом случае, как нетрудно проверить, решение зависит от двух произволь-

ных функций ( ), ( )X x Y y :

( , ) ( )u x y U z= , ( ) ( )z X x Y y= + ,

причем функция ( )U z  удовлетворяет уравнению

( )2( ) ( ) ( )U z g U U z′′ ′= .
Его решение определяется выражением (7), в котором необходимо положить

0 1C = .

2. Автомодельные решения

Для нахождения других (в частности, автомодельных) решений удобно ис-
пользовать функциональное разделение переменных [3, 4, 9] мультипликативного
типа. Тогда решение уравнения (1) будем искать в виде:

( )( , )u x y U z= ; (11)

( ) ( )z X x Y y= , (11а)

где ( ), ( ), ( )U z X x Y y – неизвестные функции, подлежащие определению в даль-
нейшем. Подставляя (11), (11а) в уравнение (1), после несложных преобразований
получаем следующее:

1 2 2 11 1( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))z X x X x Y y Y yβ − β β − β′ ′Φ = , (12)

где ( )
1 2

1( ) ( )
( ( ))( ( ))

dz zU z
dzg U z U z β +β

′Φ ≡
′

. (12а)

Правая часть уравнения (12) представляет собой произведение функций, одна
из которых зависит только от x , а другая – только от y . Поэтому, прологариф-
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мировав уравнение (12) и затем дважды продифференцировав по x  и по y , при-
ходим к соотношению

2
ln ( ) 0z

x y
∂

Φ =
∂ ∂

. (13)

Выполнив дифференцирование в левой части (13) с учетом (11а), преобразуем
это уравнение к виду

( ) ( )( ( ) ( )) 0X x Y y z z z′ ′ ′Ψ + Ψ = , (14)

где ( ) ( ) ( )z z z′Ψ ≡ Φ Φ . Предполагаем, что искомое решение (11) существенно за-
висит от обеих переменных ,x y , т.е. ( ) constX x ≠  , ( ) constY y ≠ . Тогда (14) сво-
дится к уравнению

( ) ( ) 0z z z′Ψ + Ψ = . (15)

Решая уравнение (15) и возвращаясь к функции ( )zΦ , находим

0( )z С zλΦ = , (16)

где 0 ,С λ  – произвольные постоянные. Из (16) и (12а) следует, что функция ( )U z
должна удовлетворять обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ):

( )
1 2

0
1 ( )

( ( ))( ( ))
d zU z С z
dzg U z U z

λ
β +β

′ =
′

. (17)

Далее, поскольку левая часть (12) является функцией z , то и правая часть мо-
жет зависеть только от z . Отсюда, с учетом (16), следует

1 21
1( ( )) ( ( )) ( ( ))X x X x C X xβ − β λ′ = ; (18)

2 11
2( ( )) ( ( )) ( ( ))Y y Y y C Y yβ − β λ′ = . (19)

Произвольные постоянные 1 2,C C , согласно (12) и (16), должны удовлетво-
рять условию 1 2 0C C C= .

В результате решения уравнений (18) и (19) находим функции ( ) и ( )X x Y y :

111 ( 1)
1

1
1

( ) ( )
C

X x x a
μβ −⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ⎝ ⎠
, 

221 ( 1)
2

2
2

( ) ( )
C

Y y y a
μβ −⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ⎝ ⎠
, (20)

где 1 2,a a  – произвольные постоянные, а показатели 1 2,μ μ  определяются форму-
лами

1 2
1 2

1 2 1 2

1 1
,

( 1) ( 1)
β − β −

μ = μ =
β +β − λ + β +β − λ +

. (21)

При 1 2 0a a= =  формулы (20) соответствуют автомодельному решению.
Таким образом, уравнение (1) имеет решение в виде (11), (11а), где функции
( ), ( )X x Y y  определяются выражениями (20), (21), а функция ( )U z  находится в

результате решения уравнения (17). Из (20) и (21) следует, что указанное решение
не существует, если выполняется хотя бы одно из условий:

1 1β = , 2 1β = , 1 2 ( 1) 0β +β − λ + = . (22)
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Особые случаи, для которых выполняется одно из условий (22), будут проана-
лизированы в п.3.

Рассмотрим решение задачи для простейшего случая 0( ) constg u g= = , пред-
полагая, что ни одно из равенств (22) не выполнено.

Тогда уравнение (17) можно переписать так:

( ) 1 2

1 2

( )
0 0

1 ( ) .
( ( ))

d zU z g С z
dzzU z

λ− β +β
β +β

′ =
′

(23)

В свою очередь, при решении уравнения (23) необходимо разделять следую-
щие случаи:

а) 1 2 1β +β ≠ . Тогда решение уравнения (23) имеет вид

( )1/1
0 0( )U z A z A z dz

νν λ −ν= ν +∫ � , (24)

где 1 21 ( )ν = − β +β , 0 0
0

1 2( 1) ( )
g С

A =
λ + − β +β

� .

б) 1 2 1, 0β +β = λ ≠ . Тогда ( )U z  определяется формулой

0 0 0( ) exp
A g С

U z z dz
z

λ⎛ ⎞= ⎜ ⎟λ⎝ ⎠∫ . (25)

В формулах (24) – (25) 0 0,A z – произвольные постоянные.

3. Анализ особых случаев

Рассмотрим отдельно особые случаи, соответствующие выполнению одного из
условий (22).

Случай 1. 1 1β = , 2 1β ≠ .
Тогда уравнение (12) можно записать в виде

2 2 1( ) ( ( )) ( ( )) ( )z X x Y y Y yβ β −′Φ = . (26)
Поскольку правая часть уравнения (26) должна зависеть только от z , то это

уравнение может быть удовлетворено только в том случае, если ( )Y y  является
решением уравнения

2 21
0( ( )) ( ) ( ( ))Y y Y y С Y yβ − β′ = , (27)

откуда следует, что 2λ = β . Решая уравнение (27), находим

( ) exp ( )Y y a y= μ , (28)

где 0,a С  – произвольные постоянные, 21 ( 1)
0C β −μ = . Из (12а), (26) и (27) следует

уравнение для ( )U z :

( ) 2

2
01

1 ( ) .
( ( ))( ( ))

d zU z С z
dzg U z U z

β
+β

′ =
′

(29)

Уравнение (29) можно преобразовать к виду
( )

( ) 2
0

( )
( ( ))

( )

d dz zU z
С dG U z dz

zU z β

′
=

′
, (30)
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где ( ) ( )G U g U dU= ∫ . (30а)

С помощью несложных преобразований уравнение (30) приводим к ОДУ 1-го
порядка относительно ( )U z :

 ( ) 21
0

2

1 ( ) ( ( ))
1

zU z C G U z A−β′ − =
−β

. (31)

Далее, (31) сводится к уравнению с разделяющимися переменными, решение
которого в неявном виде запишется следующим образом:

2

2

1
1

0 1
2 1

0

1exp
1

( ( ) )

dUz z

C G U A

−β

−β

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟−β⎝ ⎠⎪ ⎪

+⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . (32)

Таким образом, в рассмотренном случае функции ( )U z , ( )Y y  определяются
формулами (32) и (28) соответственно, а функция ( )X x является произвольной.
Аналогично, в случае 1 1β ≠ , 2 1β =  функция ( )Y y  является произвольной,

( ) exp ( )X x a x= μ , а ( )U z  определяется формулой (32) с заменой 2 1β →β .
Случай 2. 1 1β = , 2 1β = .
В этом случае из (12) и (12а) получаем следующее уравнение:

( )2
1 ( ) ( ) ( )

( ( ))( ( ))
d zU z X x Y y
dzg U z U z

′ =
′

. (33)

Учитывая (11а) и (30а), преобразуем (33) к виду

( )1 ( ) ( )
( ( ))

d zU z zU z
dG U z dz dz

′ ′= . (34)

Из уравнения (34) получаем решение в неявном виде для функции ( )U z :

{ }0 exp exp( ( ))z z A G U dU= −∫ . (35)

Здесь 0 ,z A  – произвольные постоянные. В данном случае обе функции
( ), ( )X x Y y  являются произвольными.
Случай 3. 1 2 ( 1) 0β +β − λ + = .
Тогда из (17) с учетом (30а), получаем уравнение

 ( ) ( ) 1 2 1
0

1 ( ) ( )
( ( ))

d zU z С zU z
dG U z dz dz

β +β −′ ′= . (36)

а) 1 2 2β +β ≠ .
Тогда, аналогично предыдущим случаям, решение уравнения (36) можно запи-

сать в неявном виде:

1 2

1 2

1
2

0 1
1 2 2

0

1exp
2

( ( ) )

dUz z

C G U A

−β −β

−β −β

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟−β −β⎝ ⎠⎪ ⎪

+⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . (37)



18 И.В. Рахмелевич

б) 1 2 2, 1β +β = λ = .
В этом случае, аналогично (35), решение уравнения (36) запишется в виде

{ }0 0exp exp( ( ))z z A C G U dU= −∫ . (38)

Решая уравнения (18) и (19) с учетом третьего из условий (22), находим

1( ) exp ( )X x a C x= , 2( ) exp ( )Y y b C y= . (39)

Итак, в данном случае функция ( )U z в неявном виде задается формулами (37)
или (38), а функции ( ), ( )X x Y y  – формулой (39).

Заключение

Таким образом, в данной работе исследован класс двумерных гиперболиче-
ских уравнений, содержащих степенные нелинейности по производным с произ-
вольными показателями и нелинейность произвольного вида от неизвестной
функции. С помощью метода функционального разделения переменных получены
решения типа классической и обобщенной бегущей волны. Кроме того, при муль-
типликативном разделении переменных получены решения, зависящие от степен-
ных и экспоненциальных функций от ,x y , в том числе автомодельные решения, а
также решения, содержащие произвольные функции этих переменных. Отдельно
проанализированы решения при особых значениях параметров уравнения. Резуль-
таты могут быть обобщены на многомерные гиперболические уравнения со сте-
пенными нелинейностями.
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Rakhmelevich I.V. ON TWO-DIMENSIONAL HYPERBOLIC EQUATIONS WITH POWER-
LAW NON-LINEARITY IN THE DERIVATIVES

In recent years, extensive studies of nonlinear hyperbolic equations are carried out. Special
attention is focused on equations of the Liouville type. However, of special interest is the study of
nonlinear hyperbolic equations of a more general form, including those containing power-law
nonlinearities in the derivatives. They are considered in this work.

To study two-dimensional nonlinear hyperbolic equations containing power-law nonlineari-
ties in the derivatives and a nonlinearity of an arbitrary type of an unknown function, the method
of functional separation of variables is applied.

For this class of equations, solutions of the traveling wave type and solutions depending on
power and exponential functions of independent variables (in particular, self-similar solutions)
were obtained, as well as solutions containing arbitrary functions of these variables. Solutions for
regular and special values of parameters characterizing the nonlinearity have been obtained.

 The obtained solutions are valid for a wide class of two-dimensional hyperbolic equations
with a power-law nonlinearity in derivative. The results can be generalized for multidimensional
nonlinear hyperbolic equations with power-law nonlinearities.

Keywords: nonlinear hyperbolic equation, functional separation of variables, power-law non-
linearity.
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И.Г. Устинова, Е.Г. Пахомова

СПЛАЙНОВАЯ ОЦЕНКА ТРЕНДА ВРЕМЕННОГО РЯДА
ПРИ СЛУЧАЙНОМ ЧИСЛЕ ДАННЫХ В МОМЕНТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Рассмотрена возможность выделения тренда временного ряда при случай-
ном числе данных в моменты измерений сплайнами первого, второго и
третьего порядков. Получены оценки коэффициентов сплайна в явном виде.
Исследованы статистические характеристики полученных оценок.

Ключевые слова: тренд временного ряда, сплайн первого, второго и
третьего порядков, оценки параметров, статистические свойства оценок.

Во многих задачах экономики, науки и техники приходится иметь дело с вре-
менными рядами. Наблюдаемые значения случайного процесса y(t) в моменты
времени t1, t2, …, tN, … образуют временной ряд. Одной из основных задач анали-
за временных рядов является задача выделения тренда [1] – систематической со-
ставляющей, так как выделенный тренд позволяет:

а) предсказывать будущее на основе знания прошлого;
б) управлять процесcом, порождающим ряд;
в) описывать характерные особенности ряда [2].
Идея использовать сплайны в задаче выделения тренда временного ряда не но-

ва. В классической теории временных рядов измерения процесса производят через
равные промежутки времени, причем в каждый момент времени производится
ровно одно наблюдение [2−6]. Однако возможна такая организация измерений
процесса, когда число проводимых измерений случайно [7]. Особенно часто такие
ситуации возникают в экономических системах, например на фондовом рынке.
Это приводит к необходимости разработки теории анализа временных рядов для
ситуации, когда в каждый момент времени число измерений случайно.

Заметим, что выделение тренда в виде полинома, порядок которого выше че-
тырех, нецелесообразно, ибо при оценке коэффициентов полинома получается
большая погрешность. С другой стороны, если количество наблюдений велико,
полином невысокого порядка может неудовлетворительно описывать истинный
тренд. Выход состоит в сплайновой оценке тренда временного ряда.

В данной работе строится теория выделения тренда временного ряда, когда
число измерений в каждый момент времени случайно сплайнами первого, второго
и третьего порядков. В этом состоит принципиальное отличие данного исследова-
ния от работ других авторов.

Постановка задачи

Пусть имеется временной ряд ( ) ( ) ( )y t t t= ϕ + ξ , являющийся суммой некото-
рой детерминированной функции ( )tϕ , которая является трендом процесса ( )y t ,
и ( )tξ  – случайной функции, наличие которой обусловлено ошибками измерений,
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внешними помехами и т.д. Предполагается, что помехи измерений ( )i itξ = ξ ,
i = 1, 2, … – независимые, одинаково распределенные случайные величины с ма-
тематическим ожиданием [ ] 0iM ξ =  и дисперсией 2[ ]iD ξ = σ . Нам известна по-
следовательность значений

1 2, , ..., ,Ny y y  где 1 2 ...
ii i in

i
i

y y y
y

n

+ + +
= .

Здесь in  – случайные величины, распределенные по закону Пуассона с парамет-
ром λ .

Будем считать, что сами моменты времени it  нам известны. Относительно
тренда предполагается, что он представляет собой сплайн. В этом случае весь от-
резок наблюдения [ 0; ]T  разбивается на части одинаковой длины:

0 0 0 0 0[ 0; ], [ ; 2 ], ..., [ ( 1) ; ]T T T k T kT− .

На каждом таком отрезке тренд оценивается в виде полинома соответствующей
степени. На границах отрезков эти полиномы сшиваются так, чтобы получилась
непрерывная кривая. Такая кусочно-полиномиальная кривая носит название
сплайна [8−10].

Выделение тренда в виде сплайна первого порядка

Уточним поставленную задачу для случая, когда isϕ  – заданные функции вре-

мени. В качестве функций isϕ , 0, 1s k= − , возьмем функции вида

0 0

0 0

, если [ ; ( 1) ],
( )

0, если [ ; ( 1) ].
s i s i

s i is
i

a t b t sT s T
t

t sT s T
+ ∈ +⎧ϕ = ϕ = ⎨ ∉ +⎩

 (1)

Потребуем, чтобы 0 1 0(( 1) ) (( 1) )s ss T s T+ϕ + = ϕ + . Задача выделения тренда сво-

дится к нахождению оценок ˆˆ ,s sa b  неизвестных параметров ,s sa b , 0, 1,= −s k  и
исследованию этих оценок.

Оценки параметров тренда

Найдем оценки ˆˆ ,s sa b  неизвестных параметров ,s sa b , 0, 1s k= − , методом
наименьших квадратов, исходя из условия

( )
0

0

( 1) 2

0

ˆˆ min
ˆˆ ,

s Tk

i i s i s
s i sT s s

Q n y a t b
a b

+

= =

⎡ ⎤= − + ⇒⎣ ⎦∑ ∑ .  (2)

Продифференцировав (2) по ˆˆ ,s sa b , 0, 1s k= − , и приравняв частные производ-
ные к нулю, получаем систему 2k уравнений с 2k  неизвестными, которая с введе-
нием матричных обозначений: 0 0 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ , , , , ..., , ]Tk ka b a b a b− −=θ  – матрица-столбец

оценок неизвестных параметров 0 0 1 1 1 1[ , , , , ..., , ]Tk ka b a b a b− −=θ ,
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0 0

0 0

0 0
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0 0

0 0

0 0

0 0
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0 0

0 0
2 2

2

2 2

2

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
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0 0 0 0

0 0 0 0
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0 0 0 0
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T T
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T T
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T T
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i T i T

kT kT

i i i i
i k T i k T

kT kT

i i i
i k T i k T

t n t n

t n n

t n t n

t n n

t n t n
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= =

= =

= =

= =

= − = −

= − = −

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

=

⎣

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

A

…

…

…

…

… … … … … … …

…

…

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

,  

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
2

2

( 1)

( 1)

T

i i i
i

T

i i
i
T

i i i
i T

T

i i
i T

kT

i i i
i k T

kT

i i
i k T

n y t

n y

n y t

n y

n y t

n y

=

=

=

=

= −

= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑

∑

∑

∑

Y

…

,

будет иметь вид
ˆ =A Yθ , (3)

откуда получаем решение системы

( ) 1Tˆ T−
= A A A Yθ .  (4)

Оценки (4) трудно исследовать и трудно считать, так как in  – случайные ве-
личины и, следовательно, матрица A  – матрица со случайными элементами, со-
ответственно и матрица 1−A  становится случайной. Поэтому вместо матрицы A
в уравнении (3) возьмем 0[ ]M = λA A , где

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

2

0 0

0 0
2 2

2

2 2
0

2

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 1

T T

i i
i i
T T

i
i i

T T

i i
i T i T

T T

i
i T i T

kT kT

i i
i k T i k T

kT kT

i
i k T i k T

t t

t

t t

t

t t

t

= =

= =

= =

= =

= − = −

= − = −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

= ⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

A

…

…

…

…

… … … … … … …

…

…

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

.
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Вычислив отдельно суммы, входящие в матрицу 0A , с учетом того, что it i= ,
получим

( )

( )

2
0 0 0

0

0
2 2

0
0

0

0

2 3 1 3 1 0 0

3 1 6 0 0

6 2 (3 3 1)
0 0 3(2 1)( 1)

3 (2 1) 1

0 0 3(2 1)( 1) 6

T T T

T

T

T k k
k T

T k

k T

⎡ ⎤+ + +
⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− + +⎢ ⎥
− +⎢ ⎥

+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦

…

…

… … … … …

…

…

.  (5)

От матричного уравнения (3) перейдем к уравнению 0
ˆλ =A Yθ , в котором 0A

представлена (5). Заметим, что матрица 0A  является квазидиагональной. Обозна-
чим (0 – нулевая матрица)

[ ]

11

220 0
0 11 22, , ,

6 6 kk

kk

T T

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A

A
A A A A

A

0 … 0

0 … 0

… … … …

0 0 …

… .

Тогда для обратной матрицы имеет место равенство

1 1 1 1
0 11 22

0

6 , , , kkT
− − − −⎡ ⎤= ⎣ ⎦A A A A… .

Убедившись, что матрица 0A  является невырожденной, находим обратную мат-

рицу 1
0
−A , которая так же, как и исходная матрица, является квазидиагональной,

с элементами, стоящими на главной диагонали вида

11 12

21 220

6 a a
a aT
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

,

где 11 2 2
0 0

2
12 (2 1) (12 12 1)

a
T s s T s s

=
− + − + +

,

0
12 21 2 2

0 0

(2 1)( 1)
12 (2 1) (12 12 1)

s T
a a

T s s T s s
+ +

= = −
− + − + +

,

( )
2

2 0 0
22 2 2

0 0

2(3 3 1) 3(2 1) 1
3 12 (2 1) (12 12 1)

s s T s T
a

T s s T s s
+ + + + +

=
− + − + +

, 0, 1s k= − .

Знание обратной матрицы позволяет в явном виде записать оценки неизвест-
ных параметров тренда в виде

( ) 1
0 0 0

1ˆ T T−
=
λ

A A A Yθ . (6)
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Выделение тренда в виде сплайна второго порядка

Теперь в условиях предыдущей задачи в качестве функций isϕ , 0, 1s k= − ,
возьмем функции вида

2
0 0

0 0

, если [ ; ( 1) ],
0, если [ ; ( 1) ].

s i s i s i
is

i

a t b t c t sT s T
t sT s T

⎧ + + ∈ +ϕ = ⎨
∉ +⎩

Задача выделения тренда сводится к нахождению оценок ˆˆ ,s sa b , ˆsc  неизвест-

ных параметров ,s sa b , sc , 0, 1s k= − , и исследованию этих оценок. Так же как и
в предыдущем пункте, воспользовавшись методом наименьших квадратов исходя
из условия

( )
0

0

( 1) 22

0

ˆˆ ˆ min
ˆˆ ,

s Tk

i i s i s i s
s i sT s s

Q n y a t b t c
a b

+

= =

⎡ ⎤= − + + ⇒⎣ ⎦∑ ∑ ,

найдем оценки неизвестных параметров. После дифференцирования предыдущего
выражения по ˆˆ ˆ, ,s s sa b c , 0, 1s k= − , получим систему уравнений (3), в которой

0 0 0 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , , , , , ..., , , ]Tk k ka b с a b c a b c− − −=θ , A – квазидиагональная матрица с диа-

гональными элементами вида

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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0 0 0

0 0 0

4 3 2

( 1) ( 1) ( 1)

3 2

( 1) ( 1) ( 1)

2
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, 1,
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sT sT sT
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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∑ ∑ ∑

,   и   

0

0

0

0

0

0

0

0

0

2

0

0

0

2

( 1)

( 1)

( 1)

T
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T
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i

T
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i k T
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i k T

n y t
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=

=

=
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⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑

∑

∑

∑

Y … .

От матричного уравнения (3) перейдем к уравнению 0
ˆλ =A Yθ , в котором

0A  есть квазидиагональная матрица, в которой диагональные элементы имеют
вид

11 12 13
0

21 22 23

31 32 33

1
60

a a aT
a a a
a a a

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,
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где
3 2 4 3 2 2

11 0 0 0 02 6 (1 10 5 5 10 ) 3 (10 10 3) 1a T T s s s s T s s T⎡ ⎤= + − + − + − + + −⎣ ⎦ ,

33 60a = , ( )2 2
12 21 0 015 (2 1) (2 2 1) 1a a T s s s T= = − − + + ,

( )2
13 22 31 0 010 2(3 3 1) 1a a a T s s T= = = − + + , 23 32 030(2 1)a a s T= = − , 0, 1s k= − .

Тогда обратная матрица к матрице 0A  будет также квазидиагональной матри-
цей с диагональными элементами вида

0 0 0
11 12 13

0 0 0
21 22 23

0
0 0 0

31 32 33

60
1

a a a

a a a
T

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.

Здесь
0
11 3 2

0 0 0 0

3
( 4 6)

a
T T T T

=
+ + −

, 0 0
12 21 3 2

0 0 0

3(2 1)
( 4 6)

sa a
T T T

− −
= =

+ + −
,

2
0 0 0 0
13 22 31 3 2

0 0 0

(6 6 1) 1
2( 4 6)

s s T
a a a

T T T
− + −

= = =
+ + −

,

( )2 3 2
0 00 0

23 32 3 2
0 0 0

3 (20 30 14 2) (2 1) (2 1)

10( 4 6)

T s s s k T s
a a

T T T

− − + − − − − −
= =

+ + −
,

( )3 4 3 2 2 2
0 0 00

33 3 2
0 0 0

(60 120 84 24 3) 12 ( 1) (12 12 1) 2

20( 4 6)

T s s s s T s s T s s
a

T T T

− + − + − − + − + +
=

+ + −
,

0, 1s k= − .
Оценки неизвестных параметров тренда задаются выражением (6).

Выделение тренда в виде сплайна третьего порядка

Теперь, в качестве функций isϕ , 0, 1s k= − , рассмотрим функции вида
3 2

0 0

0 0

, если [ ; ( 1) ],
0, если [ ; ( 1) ].

s i s i s i s i
is

i

a t b t c t d t sT s T
t sT s T

⎧ + + + ∈ +ϕ = ⎨
∉ +⎩

Задача выделения тренда сводится к нахождению оценок ˆˆ ,s sa b , ˆˆ ,s sc d  неиз-

вестных параметров ,s sa b , ,s sc d , 0, 1s k= − , и исследованию этих оценок.
Так же как и ранее, воспользовавшись методом наименьших квадратов исходя из
условия

( )
2

3 2

1 0

ˆˆ ˆ min
ˆ ˆˆ ˆ, , ,

N k

i i s i s i s i s
i s s s s s

Q n y a t b t с t d
a b c d= =

⎡ ⎤
= − + + + ⇒⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ,

найдем оценки неизвестных параметров. После дифференцирования предыдущего
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выражения по ˆ ˆˆ ˆ, , ,s s s sa b c d , 0, 1s k= − , получим систему уравнений (3), в которой

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , , , , , , , , ..., , , , ]Tk k k ka b с d a b c d a b c d− − − −=θ , A – квазидиагональная мат-

рица с диагональными элементами вида

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

6 5 4 3

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

5 4 3 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
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sT sT sT sT
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⎢ ⎥
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,   и   
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0

0

0
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2

0

( 1)

( 1)

T

i i i
i

T
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i
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i i i
i k T
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i i
i k T
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=
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= −
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

∑

∑

Y … .

От матричного уравнения (3) перейдем к уравнению 0
ˆλ =A Yθ , в котором

0A  есть квазидиагональная матрица, в которой диагональные элементы имеют
вид

0 0 0 0
11 12 13 14

0 0 0 0
21 22 23 240

0 0 0 0
31 32 33 34

0 0 0 0
41 42 43 44

1
420

a a a a

a a a aT

a a a a

a a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,

где
0 5 6 5 4 3 2
11 0 0

4 4 3 2 3 2 2 2
0 0 0 0

10 [6 (7 21 35 35 21 7 1)
3 (35 70 63 28 5) 3 (7 7 2) 3 (7 7 2) 1],

a T T s s s s s s
T s s s s T s s T s s T

= + + + + + + +

+ + + + + + + + − + + − +

0 0 2 3 4 3 2 2 2
12 21 0 0 0 035 (2 1)[2 (3 6 7 4 1) 2 (5 5 2) 1]a a T s T s s s s T s s T= = + + + + + + + + + − ,

0 0 0 3 4 3 2 2 2
13 22 31 0 0 0 014 [6 (5 10 10 5 1) 3 (10 10 3) 1]a a a T T s s s s T s s T= = = + + + + + + + + − ,

( )0 0 0 0 2 2
14 23 32 41 0 0105 (2 1) (2 2 1) 1a a a a T s T s s= = = = + + + + ,

( )0 0 0 2
24 33 42 0 070 2 (3 3 1) 1a a a T T s s= = = + + + ,

0 0 0
34 43 0 44210(2 1) , 420a a s T a= = + = , 0, 1s k= − .

Вычисление обратной матрицы к матрице 0A  приведено в приложении. Оценки
неизвестных параметров тренда задаются выражением (6).
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Исследование статистических характеристик
полученных оценок

Из условия

( ) ( )1 1
0 0 0 0 0 0 0

1 1ˆ[ ] ( )T T T TM M
− −⎡ ⎤θ = + = λ =⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦

A A A A ξ A A A Aθ θ θ

заключаем, что полученные оценки являются несмещенными. Здесь =ξ

[ ]1 2 2
T

k= ξ ξ ξ… . Найдем вариационную матрицу оценок. Имеем

 ( ) ( )1 1
0 0 0 2 0 0 0

1 1ˆ T T T T
k

− −⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟λ λ⎝ ⎠
A A A A E A A Aθ θ θ ξ ,

2kE  – единичная матрица размерности 2 2k k× . Тогда матрица вариаций оценок
θ  имеет вид

( ) ( )( )1 1
0 0 0 0 0 02

1ˆ ˆ ˆ[ ] [( )( ) ] [ ]
T

T T T T TV M M
− −

= − − =
λ

A A A A A Aθ θ θ θ θ ξξ ,

где учтено, что [ ]M =ξ 0 . Так как 2
2[ ]T

kM = σ Eξξ , то

( )
2 1

0 02
ˆ[ ] TV

−σ
=
λ

A Aθ .  (7)

Это выражение позволяет находить матрицу вариаций оценок неизвестных пара-
метров тренда временного ряда, когда в каждый момент времени производится
случайное число измерений.

Обычно 2σ  заранее неизвестна, однако ее оценку можно построить, исходя из
минимума выражения

0

0

( 1) 2
min 1

0

ˆˆ( ) ( )
s Tk

s s i s s i
s i sT

Q a a t b b
+

= =

⎡ ⎤= λ − + − + ξ⎣ ⎦∑ ∑

для сплайна первого порядка,

 
0

0

( 1) 22
min 2

0

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )
s Tk

s s i s s i s s i
s i sT

Q a a t b b t c c
+

= =

⎡ ⎤= λ − + − + − + ξ⎣ ⎦∑ ∑

для сплайна второго порядка и
0

0

( 1) 23 2
min 3

0

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
s Tk

s s i s s i s s i s s i
s i sT

Q a a t b b t c c t d d
+

= =

⎡ ⎤= λ − + − + − + − + ξ⎣ ⎦∑ ∑

для сплайна третьего порядка. Вычислив математическое ожидание
2

min 1 0( 1)M Q k T⎡ ⎤ = λσ −⎣ ⎦ , 2
min 2 0( 2)M Q k T⎡ ⎤ = λσ −⎣ ⎦ , 2

min 3 0( 3)M Q k T⎡ ⎤ = λσ −⎣ ⎦ ,

возьмем в качестве оценки 2s  дисперсии 2σ  величину

min 12

0( 1)
M Q

s
k T
⎡ ⎤⎣ ⎦=

λ −
, min 22

0( 2)
M Q

s
k T
⎡ ⎤⎣ ⎦=

λ −
, min 32

0( 3)
M Q

s
k T
⎡ ⎤⎣ ⎦=

λ −
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для сплайнов первого, второго и третьего порядков соответственно. Подставив в
(7) соответствующую оценку 2σ  получим в явном виде оценку матрицы вариаций
оценок неизвестных параметров тренда временного ряда, когда в каждый момент
времени производится случайное число измерений.

Выводы

Выделен тренд временного ряда при случайном числе данных в моменты из-
мерений в виде сплайна первого, второго и третьего порядков. Показана несме-
щенность оценок тренда. Найдена вариационная матрица оценок, а также оценка
дисперсии, входящей в ˆ[ ]V θ . Получена оценка вариационной матрицы оценок
параметров тренда, которая позволяет обычным образом вычислять доверитель-
ные интервалы параметров θ .

Приложение

Пусть A – матрица порядка 4n вида

...

...
... ... ... ...

...

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

n
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0 0
0 0

0 0

,

где 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
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0 0 0 0

0

0
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⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

,  m = 1,2,…, n.

Требуется найти ее обратную матрицу A–1.
Известно, что если A – блочно-диагональная матрица, то ее обратная матрица

A–1 (если она существует) тоже является блочно-диагональной, причем

1

...

...
... ... ... ...

...

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

n

B
O BA

B

0 0
0

0 0

,

где Bm – обратная для Am.
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Для нахождения Bm воспользуемся формулой 1
= ⋅ T

m
m

B S
A

, где S – матрица

из алгебраических дополнений элементов матрицы Am. Поскольку Am – симмет-
рическая, то ST = S и, следовательно, Bm тоже симметрическая. Найдем | Am | и все
элементы матрицы S. При этом нам понадобятся следующие семь определителей
третьего порядка:
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Найдем | Am |. Имеем
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Найдем алгебраические дополнения Aij = Aji элементов матрицы Am:
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Ustinova I.G., Pakhomova E.G. SPLINE ESTIMATE OF THE TIME SERIES TREND FOR A
RANDOM NUMBER OF DATA AT MEASUREMENT INSTANTS

In many problems of economy, science, and technology one deals with time series. The ob-
served values of a random process y(t) at instants t1, t2, ..., tN, ... form a time series. One of the
main goals of time series analysis is the problem of separating the trend. It is a systematic compo-
nent because a selected trend allows one:

(a) to predict the future based on the knowledge of the past;
(b) to manage the process generating the series;
(c) to describe characteristic features of the series.
In the classical theory of time series, the process is measured at regular intervals, exactly one

observation at each time instant. However, there exists an organization of the measurement proc-
ess when the number of measurements is random. Such situations arise especially often in eco-
nomic systems, for example, in the stock market. This leads to the necessity of developing the
theory of time series analysis for a situation where the number of measurements at each time in-
stant is random.

Note that selecting a trend polynomial whose order exceeds four is inexpedient in view of a
large error in the evaluation of polynomial coefficients. At the same time, if the number of obser-
vations is large, a low order polynomial can be inadequate to describe the true trend. The solution
is in a spline estimate of the time series trend.

In this work, we construct a theory of selecting a time series trend by splines of the first, sec-
ond, and third orders when the number of measurements in each time is random. The estimates for
the spline coefficients are obtained in an explicit form. We have investigated statistical character-
istics of the obtained estimates.

Keywords: time series trend, spline of the first, second and third orders, parameter estimation,
statistical properties of estimates.
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П.С. Дозморов

КОНТРОЛЬ ГРАНУЛОМЕТРИЧЕСКОГО СОСТАВА
И ПРОНИЦАЕМОСТИ ГОРНЫХ ПОРОД

ПРОГРАММНО-АППАРАТНЫМИ МЕТОДАМИ

Представлены программно-аппаратные комплексы для анализа грануло-
метрического состава и проницаемости горных пород, один из которых
основан на комплексировании геометрического и гидродинамического ме-
тодов гранулометрического анализа горных пород, что позволило учитывать
коэффициент формы, в том числе и отличной от шарообразной. Другой из
рассматриваемых комплексов позволяет проводить контроль проницаемо-
сти, основанный на комплексировании данных, получаемых с различных
датчиков.

Ключевые слова: комплексирование, гранулометрический состав, удельная
поверхность, проницаемость пород, программно-аппаратный комплекс.

Повышение экономической эффективности и конкурентоспособности в неф-
тяной и газовой промышленности невозможно без методов контроля грануло-
метрического состава горных пород и их проницаемости. Существует множест-
во методов контроля характеристик исследуемого объекта. Одни и те же харак-
теристики объекта могут контролироваться различными методами, каждый
из которых выдает ошибку, заложенную в принцип реализации соответствую-
щего метода, что уменьшает достоверность полученных данных. Существую-
щие методики контроля не дают полного описания таких характеристик, как
размер частиц, их формы, а также проницаемости горных пород, которые необ-
ходимо учитывать при разработке и эксплуатации нефтяных и газовых место-
рождений.

В существующих методах контроля гранулометрического состава и прони-
цаемости горных пород применяются эмпирические зависимости и поправочные
коэффициенты, что затрудняет комплексно описывать характеристики материа-
лов. В исследованиях Литвина И.Я. [1], Браславского Д.А. [2] и других авторов
(например, [3−5]) используются методы комплексирования в различных облас-
тях науки и производства с целью увеличения достоверности получаемых ха-
рактеристик исследуемых объектов. Комплексирование – процесс сочетания,
объединения, создания комплексов. Как показывают исследования, оптимальное
комплексирование методов позволяет повысить надёжность принимаемых про-
ектных решений для организации контроля. Однако данные методы не исполь-
зуются для контроля процессов седиментации и определения проницаемости
горных пород.
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Целью данного исследования является разработка контроля программно-
аппаратными способами гранулометрического состава осадочных горных пород и
их проницаемости. Для достижения этой цели поставлены следующие задачи:

1) исследовать влияние комплексирования на контроль процессов осаждения
частиц и определения проницаемости горных пород;

2) разработать программно-аппаратный измерительный комплекс для анализа
гранулометрического состава горных пород на основе комплексирования методов
микроскопии и седиментации для увеличения точности гранулометрического ана-
лиза и программно-аппаратный измерительный комплекс для анализа проницае-
мости горных пород, особенностью которого является контроль за расходом жид-
кости в расширенном диапазоне (0,0001–30 мл/мин) и поддержанием разности
давления в созданном комплексе;

3) разработать практические рекомендации по использованию программно-
аппаратных комплексов для контроля гранулометрического состава и проницае-
мости горных пород.

Основная часть

Теоретический анализ методов определения гранулометрического состава час-
тиц и проницаемости горных пород выявил ряд преимуществ и недостатков. Каж-
дый метод с позиции контроля имеет свое преимущество [6]. Очевидными преиму-
ществами рассмотренных методов являются: достоверность визуализации (метод
микроскопии); широкий диапазон измеряемых размеров частиц (ситовой и дифрак-
ционный методы); быстрота расчета (дифракционный метод); простота методов
(метод седиментации). К существенным недостаткам этих методов следует отнести
предположение о сферичности частиц, что влияет на точность определения их раз-
меров, а также на физико-химические свойства исследуемых образцов и недоста-
точную точность измерений проницаемости для низкопроницаемых пород.

Принцип седиментационного метода анализа дисперсности лег в основу различ-
ных измерительных приборов, отличающихся методами реализации. Для данного
исследования выбрана модель седиментации из стартового слоя, которая обеспечи-
вает осаждение с одной высоты всех частиц анализируемой пробы порошка. В ре-
зультате фиксируются все, даже самые крупные частицы, которые при обычных ме-
тодах седиментационного анализа успевают достигнуть дна кюветы до начала из-
мерений. Данная модель реализована в измерительном приборе «Весовой седимен-
тометр ВС-4» [7]. Однако его использование имеет ряд ограничений:

- Связь проходит в жесткой привязке к персональному компьютеру с операци-
онной системой (ОС) Windows. Данная операционная система не обеспечивает
точной привязки к реальному времени. Например, пользователю необходимо по-
лучать информацию с частотой один раз в секунду. ОС выполняет ряд своих
функций и задачу пользователя. Если ОС занята выполнением другой задачи, то
происходит передержка сигнала, что ведет к искажению времени (вместо 1 с –
может пройти 1,5 с).

- Данная сборка лишена возможности контролировать среду осаждения, на-
пример температуру жидкости, в которой происходит анализ, что вносит большие
ограничения в эксплуатационные характеристики прибора.

- Калибровка прибора осуществляется пользователем прибора, которому необ-
ходимо знать физический принцип его построения, что требует дополнительного
времени для обучения.
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- Аппаратная часть прибора разрабатывалась около 20 лет назад. В настоящее
время точность микросхем, а также интерпретация сигналов улучшена.

В исследовании процессов, происходящих при добыче нефти, кроме важней-
шего параметра – размера частиц горной породы, необходимо учитывать способ-
ность горной породы пропускать к забоям скважин нефть или газ при перепаде
давления. Такая способность характеризуется проводимостью коллектора (горная
порода, содержащая пустоты (поры, каверны или системы трещин) и способная
вмещать и фильтровать флюиды (нефть, газ, воду)) и называется проницаемостью
горной породы.

В существующих нефтяных пластах при сравнительно небольших перепадах
давлений) многие породы, из-за малых размеров пор, оказываются практически
малопроницаемыми или совсем непроницаемыми для жидкостей и газов (глины,
сланцы и др.). Для таких пород существует недостаточное количество прямых ме-
тодов контроля.

Пути решения выявленных проблем

Проведенный анализ работ показал, что перспективным методом является ме-
тод, основанный на комплексировании измерительных устройств, комплексиро-
вании имеющейся информации с целью минимизирования ошибки оценивания
полученного результата. Наибольшее количество исследований с использованием
необходимости комплексирования связаны с методами изучения земных недр и
видов геофизических комплексов, что связано с разнообразием разведываемых
объектов, многообразием их свойств и связей, и геологическая эффективность при
их изучении тем выше, чем более широким будет комплекс. Возрастание количе-
ства комплексируемых методов является условием достоверности контроля. На
основании проведенного анализа научно-методических исследований и методик
комплексирования в различных областях применения предлагается его классифи-
кация по методикам использования (рис. 1).

Уточнение искомых
характеристик

Реализация

Модель 
с новыми
свойствами

Уточненная
модель

Модель
объединения

данных

Комплексирование

Рис. 1. Классификация комплексирования
по методикам использования

Данная классификация позволяет выбирать ту или иную модель комплексиро-
вания в зависимости от целей решаемой задачи.
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Характеристика моделей, представленных на рис. 1.
Кластер «Уточнённая модель» (рис. 2) подставляет собой внедрение характери-

стик одной модели в другую, тем самым увеличивая точность исходной модели.

Улучшенная
Модель 1

Модель 2

Модель 1Исх. данные

Исх. данные

Рис. 2. Улучшенная модель

В кластере «Модель с новыми свойствами» (рис. 3) в результате комплексиро-
вания получаемая модель обладает хотя бы одним свойством, отличным от
свойств в исходных моделях.

Модель 3

Модель 2

Модель 1Исх. данные

Исх. данные

Рис. 3. Модель с новыми свойствами

Кластер «Реализация» (рис. 4) получается в результате комплексирования с её
программной или программно-аппаратной реализацией при выполнении условия,
что программная не влияет на свойства модели, но может уточнять качество мо-
дели.

Реализация

Модель 12x Модель 1
1x

Рис. 4. Комплексирование модели с программной реализацией

Предложенная классификация позволяет, в зависимости от решаемой задачи
повышения точности, выбрать объекты комплексирования.

На основании представленного в литературе физико-математического описа-
ния процессов седиментации предлагается использование одного из кластеров
комплексирования «Модель с новыми свойствами». С этой целью используется
уравнение Розина – Раммлера – Беннета [8] путем преобразования получаемой
информации в аппаратной части с целью создания алгоритма для машинной обра-
ботки данных о гранулометрическом составе с учетом формы частиц, в том числе
отличной от шарообразной. В работе [9] представлен алгоритм нахождения коэф-
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фициентов для уравнения Розина – Раммлера – Беннета, зная которые, можно
найти следующие величины:

- медиану полученного распределения;
- удельную поверхность частиц с учетом их форм;
- дифференциальное распределение частиц по размерам;
- интегральную функцию распределения частиц по размерам;
- массовую долю частиц по фракциям в процентном соотношении;
- количество частиц в процентном соотношении;
- коэффициент формы для каждого диапазона измерений.
Представленный метод анализа гранулометрического состава, с позиции пре-

образования получаемой информации с аппаратной части прибора, является наи-
более применимым в качестве метода для алгоритмизации процедуры и аппарат-
ной обработки данных для данного прибора, а также при использовании данных,
полученных методом микроскопии. Появляется возможность измерять коэффици-
ент формы частиц (что невозможно было определить отдельными методами) и
увеличить точность расчета удельной поверхности частиц. Это позволяет более
подробно рассматривать фильтрационные свойства горной породы.

Разработанный программно-аппаратный комплекс для анализа гранулометри-
ческого состава горных пород позволяет определять коэффициент формы частиц
и учитывать её при анализе. С этой целью была улучшена аппаратная часть при-
бора «Весовой седиментометр ВС-4».

В разработанной аппаратной части использован датчик температуры для кон-
троля среды осаждения, в которой происходит анализ, что позволяет исключить
большие ограничения в эксплуатационные характеристики прибора. Калибровка
разработанного программно-аппаратного комплекса осуществляется автоматиче-
ски, что позволяет случайную погрешность при проведении измерений заменить
на статическую погрешность прибора, которую программная часть комплекса
учитывает. За процесс сбора и обработку информации отвечает микроконтроллер
с операционной системой с жесткой привязкой времени, что позволяет осуществ-
лять достоверный контроль времени.

Общая схема комплекса представлена на рис. 5.

Датчик
температуры

LVDT H-мост

АЦП PIC18F4550

М

USB

Рис. 5. Блок-схема аппаратной части комплекса
для анализа гранулометрического состава
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Для разработанной аппаратной части создан программный комплекс, который
позволяет:

• вести запись полученных результатов;
• производить калибровку в автоматизированном режиме (при необходимости

калибровки программа спрашивает у пользователя производить ли её);
• производить расчет гранулометрического состава по трем методам:
- методу Розина – Рамлера – Беннета (для его использования достаточно дан-

ных, полученных с прибора);
- комплексирования данных с использованием метода Розина – Рамлера – Бен-

нета (для его использования необходимы данные как с седиметометра, так и с
микрокроскопа);

- вариационного ряда (для его использования необходимы данные с микроско-
па) [10].

Полученный комплекс позволяет учесть коэффициент формы частиц горных
пород и учитывать его при анализе гранулометрического состава, а также опреде-
лять более достоверные характеристики исследуемого образца горной породы.

На основании характеристик кластеров объектов комплексирования с выделе-
нием их свойств, описанных выше, создан комплекс программной и аппаратной
части прибора, которая позволяет определять проницаемость у низкопроницае-
мых горных пород (рис. 6).

Данный комплекс состоит из пяти датчиков давления, блока управления
плунжерами, а также двух плунжеров, каждый из которых имеет шаговый двига-
тель и два концевика.

Р

Р Р

Р

∆Р

М М

Драйвер
двигателя

Драйвер
двигателя

Адаптер Блок
управления

К1.1 К2.1

К1.2 К2.2

Рис. 6. Блок-схема электрической части комплекса
для анализа проницаемости
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Для работы с данным комплексом разработано программное обеспечение, по-
зволяющее:

- задавать скорость прокачки жидкости;
- получать данные каждую секунду со всех датчиков давления;
- отображать графически положение плунжера в реальном времени;
- отображать полученные данные в виде графиков;
- задавать режим поддержания давления в системе с учетом критического дав-

ления;
- вести запись всех полученных результатов, а также обрабатывать их в ходе

анализа.
В процессе использования полученного программно-аппаратного комплекса

были отмечены его преимущества:
- расширение диапазона скорости подачи жидкости от 0,0001 до 30 мл/мин;
- возможность автоматического поддержания перепада давления или избыточ-

ного давления в гидравлической системе при использовании пяти датчиков дав-
ления в составе одноплунжерного насоса и системы фильтрации установки;

- реализация единой системы сбора и подготовки данных к анализу, что позво-
ляет вести запись полученных результатов в реальном времени.

Таким образом, реализация методов комплексирования позволяет осуществ-
лять более достоверный контроль горных пород путем учета несферичности час-
тиц при анализе гранулометрического состава, а также увеличивать диапазон из-
мерений проницаемости при анализе горных пород.

Сравнение экспериментальных данных

Сравнение экспериментальных данных определения гранулометрического со-
става горных пород, полученных с прибора «Весовой седиментометр ВС-4», и
данных, полученных с разработанного программно-аппаратного комплекса, с по-
зиции несферичности показало, что, как видно из таблицы, форма частиц в «Весо-
вом седиментометре ВС-4» одинакова во всех диапазонах измеренных частиц, в
то время как в разработанном комплексе форма частиц при изменении диапазона
меняется (близка к сфере).

Сравнение критерия формы в приборах

Коэффициент формыДиапазон размера
частиц, мкм «Весовой седиментометр ВС-4» Разработанный комплекс

3/0 0 0,0638
5/3 0 0,0869
7/5 0 0,0302
10/7 0 0,0803
14/10 0 0,027
18/14 0 0,0361
20/18 0 0,0345
22/20 0 0,014
24/22 0 0,0217
26/24 0 0,0244
28/26 0 0,0246

Данный параметр (коэффициент формы) значительно влияет на удельную по-
верхность частиц, которая является важным параметром для расчета остаточных
нефтяных запасов при прогнозировании добычи нефти.



44 П.С. Дозморов

Диапазон исследованных размеров частиц  – 1−60 мкм, а воспроизводимость и
достоверность результатов находится в пределах 5 % погрешности (по t-критерию
Стьюдента), при этом точность созданного комплекса возросла на 2 % относи-
тельно получаемого гранулометрического распределения размеров частиц.

Результаты расчета показывают, что с уменьшением задаваемого расхода жид-
кости для измерения проницаемости погрешность разработанного комплекса
уменьшается (рис. 7).
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Рис. 7. Зависимость погрешности измерений
от задаваемого расхода жидкости

В настоящее время для измерения проницаемости горных пород используются
приборы с диапазоном расхода жидкости от 0,001 до 30 мл/мин. Разработанный
комплекс позволяет задавать расход жидкости от 0,0001мл/мин и проводить
анализ низкопроницаемых горных пород (нижняя граница измерений в 10 раз
меньше, чем в существующих приборах, используемых в нефтяной промышлен-
ности).

Выводы

В исследовании получены следующие основные результаты:
- впервые исследовано влияние комплексирования на контроль осаждения час-

тиц, что позволило создать методику комплексирования гидродинамического и
геометрического методов контроля размера частиц;

- разработан и внедрен метод комплексирования способов анализа грануло-
метрического состава (методы седиментации и микроскопии), что позволило учи-
тывать форму частиц, отличную от шарообразной, с целью повышения точности
измерений (на 2 %). На основе полученного метода разработан программно-аппа-
ратный измерительный комплекс для анализа гранулометрического состава гор-
ных пород. Полученный комплекс позволяет анализировать размер частиц с уче-
том их формы в диапазоне от 1 до 60 мкм экспресс-методом. Воспроизводимость
и достоверность результатов лежит в пределах 5 %-й погрешности (по t-критерию
Стьюдента);
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- разработан и внедрен программно-аппаратный измерительный комплекс для
контроля определения проницаемости горных пород, что позволило задавать рас-
ход жидкости в 10 раз более точно с погрешностью не более 1%;

- разработаны и внедрены практические рекомендации по использованию соз-
данных программно-аппаратных комплексов.
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Dozmorov P.S. CONTROL FOR THE GRANULOMETRIC COMPOSITION AND PERME-
ABILITY OF ROCKS BY SOFTWARE AND HARDWARE METHODS

There are many methods of control for characteristics of an object in oil and gas industry.
Similar characteristics of the object can be controlled by a variety of methods each of which pro-
duces an error inherent in the implementation of the principle of an appropriate method, which re-
duces the reliability of the data. Existing control methods do not provide a complete description
of characteristics (such as particle size, shape, and permeability of rocks) that need to be consid-
ered in the development and operation of oil and gas fields. In this paper, it is proposed to in-
crease the reliability of the characteristics using the method of combination.

Based on the analysis of scientific and methodological researches and combination techniques
in different application areas, a classification of combination methods in the aspect of operation
techniques is proposed and a cluster characteristic of combination objects with a description of
their properties is presented. This classification permits one to choose one or another combination
model depending on purposes of the solved problem.

This paper presents the hardware and software systems for the analysis of particle size distri-
bution and permeability of rocks. These complexes permit one to control for the particle size with
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allowance for the shape factor and determine the permeability in low-permeability rocks by en-
hancing the range specified by the liquid flow (0.0001–30 ml/min).

The designed device for monitoring the particle size distribution is based on a combination of
geometric and hydrodynamic methods, which makes it possible to measure the coefficient of the
particle shape, including other than spherical. As a result, the device allows measuring the particle
size in the range of 1–60 microns, repeatability, and reliability of results within the error of 5%
(by Student's t-test), the accuracy of the created complex increased by 2% with respect to the par-
ticle size distribution regardless of the shape.

The proposed device allows one to find the median of the obtained distribution and specific
surface area of particles in accordance with their shapes, differential particle size distribution,
cumulative particle size distribution function, weight percentage of particle fractions, particle
number percentage, and formfactor for each measurement range.

The author of the article also proposes a device allowing one to determine the permeability in
low-permeability rocks based on a combination of data from different sensors (pressure, differen-
tial pressure, and temperature) in a single system for collecting and analyzing information. This
allows one to automatically maintain the pressure (for any sensors, depending on the method) in
the experiments.

Keywords: combination, particle size distribution, specific surface area, permeability rocks, soft-
ware and hardware system.
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УСТОЙЧИВОСТЬ СВЕРХЗВУКОВОГО ТЕЧЕНИЯ КУЭТТА
КОЛЕБАТЕЛЬНО-ВОЗБУЖДЕННОГО ДВУХАТОМНОГО ГАЗА1

В рамках линейной теории исследована устойчивость течения Куэтта коле-
бательно-возбужденного двухатомного газа с параболическим профилем
статической температуры. Исходной математической моделью течения газа
служила система уравнений двухтемпературной аэродинамики. В результате
было показано, что при определенном сочетании значений параметров ис-
следуемого течения (чисел Рейнольдса Re, Маха M, объемной вязкости α1,
степени колебательной неравновесности γvib и времени колебательной ре-
лаксации τ) оно может быть как устойчиво, так и неустойчиво по отноше-
нию к малым возмущениям. Для вязких возмущений рассчитаны спектры
собственных значений, инкременты нарастания и кривые нейтральной ус-
тойчивости в плоскости (Re, α) для первой и второй растущих мод в диапа-
зоне чисел M = 2−6 и Re = 104−107. Найден диапазон изменения критических
чисел Рейнольдса Recr ≈ (2−5)⋅104. Показано, что при всех уровнях возбуж-
дения наиболее неустойчивой является вторая мода. Возбуждение практиче-
ски не меняет форму области неустойчивости, но ее границы с ростом воз-
буждения смещаются в сторону больших волновых чисел. Можно констати-
ровать, что, в общем, возбуждение внутренних степеней свободы молекул
газа снижает инкременты нарастания возмущений и оказывает стабилизи-
рующее воздействие на течение.

Ключевые слова: гидродинамическая устойчивость, колебательная релак-
сация, уравнения двухтемпературной аэродинамики, неустойчивые вязкие
моды возмущений, критическое число Рейнольдса.

В работах [1, 2] устойчивость плоского дозвукового течения Куэтта термиче-
ски неравновесного молекулярного газа рассматривалась на основе нелинейной
энергетической теории. Проведенное в этих работах обобщение теории на случай
сжимаемых течений позволило получить значения критических чисел Рейнольдса
Recr, в том числе и для слабо неравновесного газа. Найденные значения Recr по
порядку величины совпадают с критическими числами Рейнольдса, полученными
в аналогичной постановке для несжимаемого течения [3]. Этот результат под-
тверждает известное представление о том, что дозвуковое течение Куэтта можно
считать практически несжимаемым. Вместе с тем экспериментальные данные по
Recr в обоих случаях превосходят расчетные значения на несколько порядков. При
этом для несжимаемой жидкости в настоящее время отсутствуют подходы, кото-
рые позволили бы сблизить данные теории и эксперимента. До последнего време-
ни единственной альтернативой энергетической теории была классическая линей-
ная теория устойчивости. В ее рамках плоское течение Куэтта несжимаемой жид-
кости изучалось многими авторами. Краткий обзор работ в этом направлении
приведен в [4]. Центральным здесь является строгий математический результат

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 14-01-00274).
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[5] о его абсолютной устойчивости при всех числах Рейнольдса и произвольных
длинах волн возмущений.

Для случая течения Куэтта сжимаемого газа к настоящему времени сложилась
не столь определенная ситуация. Действительно, приложению линейной теории
устойчивости к исследованию плоского течения Куэтта с учетом сжимаемости
посвящено гораздо меньшее число работ. Кроме ранних публикаций (см. библио-
графию в [4]), в которых рассматривались упрощенные модели, достаточно пол-
ные результаты получены в работах [4, 6] и в сравнительно недавних работах [7,
8], объединенных общей постановкой задачи. Асимптотические исследования ус-
тойчивости в невязком пределе, а также при больших, но конечных числах Рей-
нольдса, представлены только в [4]. При этом для нахождения асимптотики спек-
тра собственных мод для конечных чисел Рейнольдса использовался метод воз-
мущений, отличный от традиционного подхода линейной теории [9]. В частности,
не рассматривалось асимптотическое построение кривой нейтральной устойчиво-
сти.

Основные численные результаты во всех трех работах получены методом кол-
локаций с использованием QZ-алгоритма для нахождения спектра фазовых скоро-
стей возмущений. Тем не менее результаты работ [6–8] противоречат более ран-
ним результатам [4]. Авторы [4] констатировали сильное стабилизирующее влия-
ние вязкости и отсутствие растущих вязких мод вплоть до чисел Re = 5⋅106 при
числах Маха M ≤ 5. Отсутствие растущих вязких мод было также зафиксировано
на основе асимптотических поправок к результатам в невязком пределе. В то же
время в численных расчетах [6–8] были найдены неустойчивые вязкие моды при
близких числах Рейнольдса. Более того, авторами [6, 7] было обнаружено, что в
некотором диапазоне длин волн, чисел Рейнольдса и Маха вязкость оказывает
дестабилизирующее воздействие. В частности, возникает неустойчивость выде-
ленной моды, устойчивой в невязком пределе.

Возможной причиной такого расхождения является несовершенство реализа-
ции численного метода в [4], где использовалась авторская разработка, в отличие
от работ [6–8], применявших профессиональное математическое обеспечение, ко-
торое в [6, 7] дополнительно тестировалось на основе альтернативного конечно-
разностного метода.

Общие характеристики линейной устойчивости плоскопараллельных течений
колебательно-возбужденного газа рассматривалось в [10, 11], где было показано
значительное стабилизирующее воздействие релаксационного процесса. Линей-
ная устойчивость течения Куэтта в условиях сильного отклонения от термодина-
мического равновесия до последнего времени не исследовалась. Следует отме-
тить, что в цитированных работах влияние объемной вязкости, отражающей сла-
бую неравновесность внутренних степеней свободы молекул газа, исключалось с
помощью соотношения Стокса. Поэтому обращение к линейной теории с целью
исследования влияния термической неравновесности на характеристики устойчи-
вости классического течения представляет самостоятельный интерес. Результаты,
полученные на основе линейной теории для невозбужденного газа, в принципе
позволяют надеяться на сближение по порядку величины расчетных и экспери-
ментальных значений критических чисел Рейнольдса по сравнению с результата-
ми [1, 2], по крайней мере, для сверхзвуковых чисел Маха.
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Постановка задачи и основные уравнения

Рассматривается линейная устойчивость плоского течения Куэтта термически
неравновесного двухатомного газа. В координатной плоскости (x, y) поток огра-
ничен двумя бесконечными параллельными плоскостями, находящимися на рас-
стоянии h друг от друга. Считается, что плоскость y = 0 покоится, а граница y = h
движется равномерно в собственной плоскости со скоростью U0. Исходной мате-
матической моделью течения газа служит система уравнений двухтемпературной
аэродинамики. В соответствии с физическими представлениями [12, 13] модель
двухтемпературной аэродинамики является общепринятой физико-математиче-
ской моделью течений колебательно-возбужденного молекулярного газа, когда
диссоциацией молекул, возбуждением верхних колебательных уровней и поправ-
ками на ангармонизм колебаний можно пренебречь.

В качестве характерных величин для обезразмеривания были выбраны ширина
канала h, скорость границы U0, плотность ρ0 и температура T0 основного течения
на движущейся границе канала и образованные из них время τ0 = L/U0 и давление
p0 = ρ0U0

2. В безразмерных переменных система уравнений двухтемпературной
аэродинамики имеет вид

ρρ 0,i

i

u
t x

∂∂
+ =

∂ ∂
 

22

12
1 1 1ρ α ,

Re Re 3
ji i i

j
j i i jj

uu u upu
t x x x xx

∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ⎛ ⎞+ = − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂⎝ ⎠

2 22
v v

12

ρ (γ 1)ρ

γ ρ ( )γ γ(γ 1) 22 α ,
Re Pr τ 2 Re 3

i
i

i i

ji i

j i ii

uT Tu T
t x x

uT T u uT
x x xx

∂⎛ ⎞∂ ∂
+ + − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂⎛ ⎞− ∂ ∂⎛ ⎞∂ − ⎛ ⎞⎢ ⎥= + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
2

v v v v v v
v 2

20 γγ γ ρ ( )
γ ρ ,

33Re Pr τi
i i

T T T T T
u

t x x
∂ ∂ ∂ −⎛ ⎞

+ = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2γM ρ ,p T=  vib
v

vib

γ
γ ,

1 γ
=

−
 i, j = 1, 2, (1)

где x1 = x, x2 = y, а по повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
Параметры, входящие в уравнения системы (1), определяются следующим обра-
зом. Коэффициент α1 = ηb/η есть отношение объемной и сдвиговой вязкостей. Ко-
эффициент γ = cp/cV – показатель адиабаты, cV = cV t+ cV r, cp = cV+R – соответст-
венно удельные теплоемкости при постоянных объеме и давлении, где выделены
составляющие, обусловленные поступательным cV t и вращательным cV r движени-
ем молекул газа, R – газовая постоянная. Коэффициент γvib = cV v/(cV t+ cV r+ cV v)
характеризует степень неравновесности колебательной моды, cV v – удельная теп-
лоемкость при постоянном объеме, связанная с колебательным движением моле-
кул газа, τ – характерное время колебательной релаксации. Параметры
Re = ρ0hU0/η и M = U0/(γRT0)1/2 есть соответственно числа Рейнольдса и Маха не-
сущего потока. Pr = ηсV/λ – число Прандтля, где коэффициент теплопроводности
λ = λ t+λ r определяется поступательными и вращательными степенями свободы
молекул газа.
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Нижний предел γvib = 0 соответствует случаю невозбуждения колебательной
моды молекул. С другой стороны, равнораспределение энергии по степеням сво-
боды молекул не является здесь верхним пределом для параметра γvib. Поскольку
закон равнораспределения энергии неприменим в неравновесной ситуации, опи-
сываемой системой уравнений (1), когда разрыв между статической температурой
потока T и колебательной температурой Tvib может быть достаточно велик. В [13]
показано, что при T = 300 К неравновесная теплоемкость cvib ≈ 1,8R. Используя
равнораспределение энергии в состоянии термодинамического квазиравновесия
по поступательным и вращательным модам молекул, получаем, что параметр
γvib ≈ 0,42. С ростом разрыва между температурами Tvib и T значение γvib увеличи-
вается, приближаясь в пределе к единице, когда энергия колебательной моды мо-
лекул существенно превышает температуру квазиравновесного термостата, опре-
деляемого поступательными и вращательными степенями свободы молекул.
В расчетах максимальное значение параметра γvib было выбрано равным 0,4 для
того, чтобы остаться в рамках используемой модели, избежав возбуждения высо-
ких колебательных уровней энергии.

Предполагается, что в невозмущенном стационарном потоке все параметры
зависят только от поперечной координаты y, статическая TS и колебательная Tvib,S

температуры равны: vib,( ) ( )S ST y T y= . Для исходного течения ставятся следующие

граничные условия:
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В результате получаем, что точное решение системы (1) имеет вид
2

2
vib,

(γ 1) Pr M( ) , ( ) ( ) 1 (1 ),
2S S SU y y T y T y y−

= = = + −

2
1 1ρ ( ) , ( ) .
( ) γMS S

S
y p y

T y
= = (2)

Подстановка мгновенных значений гидродинамических переменных возму-
щенного потока в виде
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компонент скорости, плотности, давления, статической и колебательной темпера-
тур газа) в уравнения системы (1) и последующая их линеаризация относительно
стационарного решения (2) приводит в первом приближении к системе уравнений
для малых возмущений:
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Принималось, что на границах канала при y = 0 и y = 1 все возмущения обра-
щаются в нуль и периодичны по продольной координате x.

Представляем периодические по x возмущения в виде бегущих плоских волн:
( )α

0( , , ) ( ) ei x ctx y t y −= ⋅q q , vib
ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ρ, , , )x yx y t u u T T p=q ,

0 v( ) ( , α , ρ,θ, θ , ) ,y u v p=q (4)

где α – волновое число вдоль периодической переменной x, c = cr+ici – комплекс-
ная фазовая скорость, i – мнимая единица. Подставляя (4) в уравнения системы
(3), получим, что амплитуды возмущений будут удовлетворять следующим урав-
нениям:
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а штрих у функций здесь и далее обозначает дифференцирование по переменной
y. Система (5) вместе с однородными граничными условиями (6) определяет спек-
тральную задачу, в которой собственными значениями являются комплексные фа-
зовые скорости возмущений c = cr+ici, а числа Маха M, Рейнольдса Re и волновое
число α служат параметрами.
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Методы решения спектральной задачи

Для расчета собственных значений c = cr+ici неустойчивых мод система урав-
нений (5) сводилась к матричному виду и далее решалась численно в среде пакета
Matlab. Использовался метод коллокаций, основанный на полиномиальной интер-
поляции собственных функций полиномами Чебышева [14, 15]. В качестве узлов
коллокации (интерполяции) выбирались точки Гаусса − Лобатто
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…

в которых полином Чебышева N-й степени имеет экстремумы на отрезке y = [0, 1].
Дифференциальные операторы первого порядка, входящие в спектральную зада-
чу, аппроксимируются на данном шаблоне матрицей коллокационных производ-
ных 1

ND  размером (N+1)×(N+1), элементы которой определяются по формулам
[14, 15]
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При этом элементы ℓ-й строки матрицы 1
ND  являются коэффициентами разно-

стной аппроксимации первой производной в ℓ-м узле коллокации на шаблоне
{yk}, k = 0, 1, …, N. Дифференциальные операторы второго порядка аппроксими-
руются суперпозицией 2 1 1

N N ND D D=  [14, 15].
В терминах введенных аппроксимаций задача (3) сводится к обобщенной зада-

че на собственные значения (линейному матричному пучку) относительно спек-
трального параметра c = cr+ici:

5 4

0
( ) 0, 0,1, 2, ,5 4.

N

k j k j j
j

G cF r k N
+

=
− = = +∑ … (7)

В (7) вектор неизвестных r размером 5(N+1) состоит из значений собственных
функций в узлах коллокации:

2 0 1 0 1 0 1 0 1 v,0 v,1 v,( ) (ρ ,ρ , ,ρ , , , , , , , , ,θ ,θ , ,θ ,θ ,θ , ,θ ) ,N N N N Nx u u u v v v=r … … … … …

а матрицы G, F размером 5(N+1)×5(N+1) вычисляются с использованием специ-
альной процедуры Matlab по формулам

2 1
1 2 3 4,N N N NG A D A D A I F A I= ⊗ + ⊗ + ⊗ = ⊗ .

Здесь знак «⊗» обозначает прямое (тензорное) произведение матриц [16]; IN −
единичная матрица размером (N+1)×(N+1); Aj ( j = 1, 2, 3, 4) – матрицы размером
5×5:
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Однородные граничные условия (6) для уравнения (7) учитываются неявно че-
рез оператор 1

ND  и на дискретном уровне реализуются заменой матриц k
ND  (k = 1,

2) на окаймленные матрицы размером (N−1)×(N−1) [14, 15], которые получаются
при выполнении условий

0, , ,0 ,0, 0,
0,1, , , 0,1, , , 1, 2.

j N j i i ND D D D
i N j N

= = = =
= = =

A A A A

… … A

Для нахождения всех собственных значений и функций обобщенной спек-
тральной задачи (7) использовалась процедура Matlab, реализующая QZ-алгоритм,
который позволяет одновременным ортогональным преобразованием привести
пару матриц G, F к обобщенной верхней треугольной форме [17]. В результате
применения данной процедуры для фиксированных значений чисел Рейнольдса
Re и Маха M, объемной вязкости α1, степени неравновесности колебательной
энергии γvib, времени колебательной релаксации τ и волнового числа α получается
набор (N+1)-го собственных значений c = cr+ici.

Для проверки точности вычислений параллельно были проведены расчеты
собственных значений c = cr+ici с помощью метода «стрельбы». Для этого урав-
нения (5) заменялись фундаментальной системой уравнений и граничными усло-
виями для вещественных и мнимых частей функций ρ, u, v, θ и θvib. Полученная
система при фиксированных наборах параметров Re, M, γvib, τ и α интегрирова-
лась численно с помощью процедуры Рунге-Кутты четвертого порядка на интер-
валах y∈[0; 0,5] и y∈[0,5; 1] с шагом ∆y = 10−3. Шаг по волновому числу ∆α = 10−3.
Точкой «прицеливания» служила середина канала y = 0,5. Значения cr и ci подби-
рались таким образом, чтобы вычисленные «слева» и «справа» в точке y = 0,5 зна-
чения функций ρr, ur, vr, θr, θvib, r и ρi, ui, vi, θi, θvib, i совпадали с точностью до 10−8.
Соответствующее такому совпадению значение c принималось в качестве собст-
венного значения при заданном наборе параметров Re, M, α1, γvib, τ, α. Сравнение
результатов, полученных с помощью методов коллокаций и «стрельбы», показа-
ло, что различия в значениях c = cr+ici, наблюдаются лишь в шестом-седьмом де-
сятичных знаках после запятой. Таким образом, была обеспечена необходимая
точность вычисления инкрементов (декрементов) возмущений.

Расчеты велись при следующих значениях параметров: γvib
 = 0−0,4; τ = 10−2−10;

α1 = 0−2; M = 0,5−15; Pr = 3/4; γ = 7/5. Значение волнового числа менялось в диа-
пазоне α = 0−10 с шагом ∆α = 10−3. Число узлов коллокаций в интервале [0, 1]
варьировалось в диапазоне от N+1 = 100 до N+1 = 500 и в большинстве расчетов
принималось равным N+1 = 300.

Результаты расчетов

Классификация вязких мод возмущений на четные и нечетные осуществляется
аналогично классификации этих мод в невязком приближении [4] и сохраняется
для случая колебательно-возбужденного газа [11]. Параметрические расчеты
спектральной задачи показали, что изменение значений времени колебательной
релаксации в диапазоне 10−2 ≤ τ ≤ 10 слабо влияет на поведение кривых
cr(α,α1,γvib, M, Re) и ci(α,α1,γvib, M, Re). Поэтому ниже расчетные данные приведе-
ны для одного значения характерного времени τ = 1.
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Расчет нейтральных кривых для n-й вязкой моды возмущений проводится сле-
дующим образом. Для фиксированных значений параметров α1, γvib и числа Маха
M вычисляются двухмерные массивы инкрементов (декрементов) n-й вязкой мо-
ды ,ω (α , Re ) α (α , Re )n n

i jk j k j i j kc= , где одномерные массивы αj, Rek рассчитыва-

ются по формулам αj = α0+j ∆α ( j = 0, 1, …, J) и Rek = Re0+k ∆Re (k = 0, 1, …, K),
∆α и ∆Re – шаги по волновому числу и числу Рейнольдса соответственно. Массив

,ω (α , Re )n
i jk j k  определяет поверхность ωi(α, Re) для n-й вязкой моды возмуще-

ний. Координаты точек, определяющих геометрическое место данной изолинии
поверхности ωi(α, Re) на плоскости (α, Re), вычисляется по формуле

8
,|ω (α , Re ) | 10n

i jk j k C −− ≤ , где C представляет собой некоторое заданное числовое

значение. При C = 0 получаем нейтральную кривую ωi(α, Re) = 0 для n-й вязкой мо-
ды возмущений. Используя подход, описанный выше для случая, когда фиксируют-
ся значения параметров α1, γvib и Re, получим поверхность ωi(M, α) и нейтральную
кривую ωi(α, M) = 0 на плоскости (α, M) для n-й вязкой моды возмущений.

Графики зависимостей фазовых скоростей cr(α) для семейств четных и нечет-
ных мод возмущений приведены на рис. 1, где сплошной и штриховой линиями
показаны зависимости cr(α) для четных и нечетных невязких мод возмущений со-
ответственно при γvib = 0 и γvib = 0,4. Из данного рисунка, следует, что варьирова-
ние числа Рейнольдса Re при фиксированных значениях параметров M, α1, γvib не
оказывает влияния на cr(α). Из поведения кривых на рис. 1 следует, что рост зна-
чений параметра γvib приводит к уменьшению для cr < 0 и cr > 1 и к возрастанию
для cr∈(0; 1) по модулю значений фазовых скоростей cr, но при этом их значения
не выходят за границы cr = 0 и cr = 1. Для нечетных мод при α→0 cr > 1 и для всех
мод, кроме моды I, cr → +∞. В то же время для четных мод при α→0 cr < 0 и для
всех мод, за исключением моды II, cr → −∞. Выделенные моды I и II при α = 0
имеют конечные пределы.
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Рис. 1. Фазовые скорости cr(α) при α1 = 0 (а − M = 2, б − M = 5; 1, 1’ − мода I, 2, 2’ − мода
II, 3, 3’ − мода III, 4, 4’ − мода IV, 5, 5’ − мода V, 6, 6’ − мода VI, 7, 7’ − мода VII, 8, 8’ −
мода VIII; ○ − Re = 5⋅105, × – Re = 5⋅106; сплошная линия – невязкие моды при γvib = 0,
пунктирная – невязкие моды при γvib = 0,4)
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Расчеты зависимостей cr(α) для четных и нечетных вязких мод возмущений
показали, что первыми пересекают границы интервала cr∈[0; 1], в котором в соот-
ветствии с первым условием Рэлея [9–11] возможно развитие неустойчивости,
вязкие моды I и II (см. рис. 1). При этом, как мы видим, моды I и II пересекают
линию cr = 1 для M = 2 при α ≈ 3,4, а для M = 5 при α ≈ 1,9. Значения cr для стар-
ших четных (IV, VI и т.д.) и нечетных (III, V и т.д.) мод возмущений в диапазоне
волновых чисел 0 ≤ α < 3,4 для M = 2 и при 0 ≤ α < 1,9 для M = 5 лежат вне интер-
вала неустойчивости cr∈[0; 1]. Из рис. 1 следует, что рост числа Рейнольдса Re не
оказывает влияния на изменение фазовых скоростей cr как четных, так и нечетных
мод возмущений.

а) Влияние вязкости на инкременты наиболее неустойчивых вязких мод
возмущения в совершенном газе. На рис. 2 и 3 демонстрируется влияние варьи-
рования числа Рейнольдса Re на поведение зависимостей инкрементов ωi = iαci(α)
для наиболее неустойчивых вязких мод I и II в совершенном газе (α1 = γvib = 0)
при фиксированных числах Маха M = 2 и M = 5 соответственно. Из графиков
рис. 2 следует, что при M = 2 для широкого интервала изменения числа Рейнольд-
са Re значения ωi возрастают с ростом Re, но остаются в отрицательной полу-
плоскости ωi во все диапазоне изменения волнового числа α.
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Рис. 2. Зависимости ωi(α) для моды I (а) и моды II (б) в совершенном газе при M = 2 (линия
в виде точек – Re = 107, штрихпунктирная – Re = 106, штриховая – Re = 105, сплошная –
Re = ∞)

Из рис. 3 следует, что графики зависимостей ωi(α) для наиболее неустойчивой
моды II при M = 5 и различных значениях Re имеют два четко выраженных «пи-
ка», ширина первого из которых существенно меньше ширины второго. С ростом
значений Re, как мы видим, ширина второго «пика» увеличивается, а ширина
первого «пика» уменьшается. При этом высота первого «пика» падает, приближа-
ясь в пределе Re→∞ к нулю, а высота второго «пика» наоборот растет. Причем
рост значений ωi в диапазоне волновых чисел α, принадлежащих области второго
«пика», ограничен сверху кривой, полученной в невязком приближении Re→∞
(сплошная линия на рис. 3). В полуплоскости ωi < 0 рост значений Re сопровож-
дается ростом значений ωi.
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Рис. 3. Зависимости ωi(α) для моды II в совершенном
газе при M = 5 (линия в виде точек – Re = 5⋅105,
штрихпунктирная – Re = 5⋅106, штриховая – Re = 5⋅107,
сплошная – Re = ∞)

На основании сказанного выше можно констатировать, что, в общем, рост зна-
чений числа Рейнольдса Re приводит к росту значений инкрементов ωi наиболее
неустойчивых вязких мод возмущений и тем самым оказывает дестабилизирую-
щее воздействие на течение. Отметим, что ранее аналогичный результат был так-
же получен в работах [6–8].

б) Влияние термической неравновесности газа на инкременты наиболее
неустойчивых вязких мод возмущений. На рис. 4 представлены изолинии ин-
крементов роста ωi(M, α) вязких мод I и II для числа Рейнольдса Re = 2⋅105 и раз-
личных значений объемной вязкости α1 и степени колебательной неравновесно-
сти γvib. Сплошные линии соответствуют совершенному газу, а штриховые –
α1 = 2, γvib = 0,4. Замкнутые линии ωi(M, Re, α, α1, γvib) = 0 представляют собой
нейтральные кривые устойчивости первой и второй вязких мод возмущений на
плоскости (M, α) для заданных значений параметров Re, α1, и γvib. Внутри облас-
тей, ограниченных линиями ωi(M, Re, α, α1, γvib) = 0, значения ωi > 0 (течение не-
устойчиво), а вне – ωi < 0 (течение устойчиво). Точки A1, A'1, A2, A'2 и B1, B'1, B2,
B'2 на нейтральных кривых ωi(M, Re, α, α1, γvib) = 0 представляют собой соответ-
ственно левые и правые критические точки на плоскости (M, α).

Из рис. 4 следует, что рост параметров α1, и γvib не меняет форм областей неус-
тойчивости мод I и II, но их границы с ростом возбуждения внутренних степеней
свободы молекул газа смещаются в сторону больших волновых чисел α. При этом
абсциссы точек A1, A2 на нейтральных кривых ωi(M, Re, α, α1, γvib) = 0 смещаются
в сторону больших значений числа Маха M (абсциссы точек A'1, A'2), а абсциссы
точек B1, B2 – в сторону меньших значений M (абсциссы точек B'1, B'2). Следова-
тельно, с ростом значений параметров α1, γvib размеры областей неустойчивости
вязких мод I и II уменьшаются.
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Рис. 4. Изолинии инкрементов роста ωi(M, α) при Re = 2⋅105 (а – мода I, б – мода II;
сплошная линия – совершенный газ, штриховая – α1 = 2, γvib = 0,4)

Влияние варьирования параметров α1, γvib на поведение инкрементов роста
ωi(α) представлено на рис. 5. Из графиков на рис. 5 следует, что при Re = 5⋅105 и
M = 3 кривые ωi(α) как для моды I, так и для моды II достигают своих максималь-
ных значений, которые лежат в полуплоскости ωi > 0. С ростом α1, γvib значения
максимумов падают, а значения волновых чисел α, при которых они достигаются,
смещаются в область больших α. При этом мы наблюдаем, что на достаточно уз-
ких интервалах изменения волнового числа 2,68 ≤ α ≤ 2,78 для моды I и
2,29 ≤ α ≤ 2,40 для моды II рост значений параметров α1, γvib приводит к дестаби-
лизации первой и второй мод возмущений, а вне указанных интервалов к их ста-
билизации.
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Рис. 5. Зависимости инкрементов роста ωi(α) при Re = 5⋅105 и M = 3 (а – мода I, б – мода II;
сплошная линия – совершенный газ, штриховая – α1 = 2, γvib = 0,4)

Таким образом, можно констатировать, что термическая релаксация снижает
значения инкрементов роста наиболее неустойчивых мод возмущений ωi и тем
самым оказывает стабилизирующее воздействие на течение.
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в) Критические параметры течения. Влияние сжимаемости и неравно-
весности внутренних мод молекул газа. На рис. 6 представлены изолинии ин-
крементов роста ωi(Re, α) вязких мод I и II для различных значений числа Маха M
и параметров α1, γvib. Сплошные линии соответствуют случаю α1 = γvib = 0, а
штриховые – α1 = 2, γvib = 0,4. Точки K1, K'1, K2, K'2 и K3, K'3 на нейтральных кри-
вых устойчивости ωi(α, Re) = 0 представляют собой критические точки для вязких
мод I и II, а их координаты определяют критические значения числа Рейнольдса
Recr и соответствующие им значения волновых чисел αcr.
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Рис. 6. Изолинии инкрементов роста ωi(Re, α) при Re = 5⋅105, M = 3 (а) и M = 5 (б)
(сплошная линия – совершенный газ, штриховая – α1 = 2, γvib = 0,4)

Из рис. 6 следует, что с ростом возбуждения внутренних степеней свободы
молекул газа (параметров α1, γvib) нейтральные кривые ωi = 0 не меняют своей
формы, но смещаются в сторону больших значений чисел Рейнольдса Re и волно-
вых чисел α. В результате рост параметров α1 и γvib приводит к росту значений
Recr и αcr. Так, например, критические значения числа Рейнольдса и соответст-
вующие им значения волновых чисел вязкой моды I при числе Маха M = 3 равны
Recr

I = 123900, αcr
I = 2,837 для α1 = γvib = 0 и Recr

I = 125600, αcr
I = 2,859 для α1 = 2,

γvib = 0,4, а вязкой моды II – Recr
II = 50060, αcr

II = 2,546 для α1 = γvib = 0 и
Recr

II = 50060, αcr
II = 2,546 для α1 = 2, γvib = 0,4. B качестве критического числа

Рейнольдса течения Recr при фиксированных значениях параметров α1, γvib при-
нимается минимальное числовое значение из Recr

I и Recr
II: Recr = min(Recr

I, Recr
II).

На рис. 7 представлены графики зависимостей Recr(M) и αcr(M) для совершен-
ного (α1 = γvib = 0) и термически неравновесного (α1 = 2, γvib = 0,4) газов. Из вида
графиков на этом рисунке следует, что на интервале 3 ≤ M < 6,2 кривые Recr(M)
падают, а при 6,2 ≤ M < 15 наоборот возрастают. При M = 6,2 кривые Recr(M) дос-
тигают своих минимальных значений, которые равны Recr, min = 20169 для
α1 = γvib = 0 и Recr, min = 20473 для α1 = 2, γvib = 0,4. В таблице приведены значения
Recr и αcr для различных чисел Маха M и параметров α1, γvib. Из данных таблицы
следует, что критические значения числа Рейнольдса Recr в среднем по числу
Маха M увеличиваются примерно на 12,6 % при возрастании параметров α1 и γvib
до их максимальных значений, принятых в расчетах.
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Рис. 7. Зависимости Recr(M) (а) и αcr(M) (б) (сплошная линия – совершенный газ,
штриховая – α1 = 2, γvib = 0,4)

Критические числа Рейнольдса Recr и соответствующие им значения
волновых чисел αcr

Совершенный газ
(α1 = γvib = 0)

Колебательно-возбужденный газ
(α1 = 2, γvib = 0,4)M

Recr αcr Recr αcr

3 50060 2,5460 50801 2,5570
5 23830 2,1310 24186 2,1830
7 21640 1,9301 21967 1,9934
9 35083 1,8706 35613 1,9275
11 55753 1,8794 56594 1,9246
13 75244 1,8839 76379 1,9240
15 85150 1,8110 86436 1,8650

Заключение

Проведен анализ линейной устойчивости сжимаемого течения Куэтта терми-
чески неравновесного молекулярного газа. В результате получено, что при опре-
деленном сочетании значений параметров исследуемого течения (чисел Рей-
нольдса Re, Маха M, объемной вязкости α1, степени колебательной неравновес-
ности γvib и времени колебательной релаксации τ) оно может быть как устойчиво,
так и неустойчиво по отношению к малым возмущениям.

Для вязких возмущений рассчитаны спектры собственных значений, инкре-
менты нарастания и кривые нейтральной устойчивости в плоскости (Re, α) для
первой и второй растущих мод в диапазоне чисел M = 2−6 и Re = 104−107. Найден
диапазон изменения критических чисел Рейнольдса Recr ≈ (2−5)⋅104. Показано, что
при всех уровнях возбуждения наиболее неустойчивой является вторая мода.
Возбуждение практически не меняет форму области неустойчивости, но ее грани-
цы с ростом возбуждения смещаются в сторону больших волновых чисел. Можно
констатировать, что, в общем, возбуждение внутренних степеней свободы моле-
кул газа снижает инкременты нарастания возмущений и оказывает стабилизи-
рующее воздействие на течение.
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Ershov I.V. STABILITY OF A SUPERSONIC COUETTE FLOW OF VIBRATIONALLY EX-
CITED DIATOMIC GAS

Within the linear theory, we study stability of the Couette flow of vibrationally excited dia-
tomic gas with a parabolic profile of static temperature. The original mathematical model of the
gas flow is the system of equations of two-temperature aerodynamics. As a result, it has been
shown that when a certain combination of values of the parameters of the test flow (Reynolds
number Re, Mach number M, bulk viscosity α1, the degree of vibrational nonequilibrium γvib, and
vibrational relaxation time τ), it can be both stable and unstable with respect to small perturba-
tions. For viscous perturbations, the spectra of eigenvalues, the growth increments, and neutral
stability curves in the plane (Re, α) were calculated for the first and second growing modes in the
range of numbers M = 2−6 and Re = 104−107. The range of variation of the critical Reynolds
number Recr  ≈ (2−5)⋅104 was found. It is shown that the second mode is most unstable for all lev-
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els of excitation. The excitation does not actually change the shape of the region of instability, but
its boundaries shift to higher wave numbers with increasing excitation. It can be stated that, in
general, the excitation of internal degrees of freedom of the gas molecules reduces the disturbance
growth increments and has a stabilizing effect on the flow.

Keywords: hydrodynamic stability, vibrational relaxation, equations of two-temperature aerody-
namics, unstable viscous excitation modes, critical Reynolds number.
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ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ ПОДАЧИ ГАЗА
НА УСТОЙЧИВОСТЬ ГОРЕНИЯ МЕТАНОВОЗДУШНОЙ СМЕСИ

В ЩЕЛЕВОЙ ГОРЕЛКЕ С ВНУТРЕННЕЙ ВСТАВКОЙ1

Сформулирована математическая постановка задачи горения газовой смеси
в щелевой горелке с инертной внутренней вставкой, учитывающая зависи-
мость коэффициентов диффузии, теплообмена и теплопроводности от
температуры. Проведено численное исследование горения 6 %-й метано-
воздушной смеси. Показано, что скорость подачи газа на входе в щелевую
горелку определяет устойчивость режима горения.

Ключевые слова: метано-воздушная смесь, щелевая горелка, тепловое
расширение, устойчивость горения газов.

Задача горения газовой смеси в микрогорелке представляет собой одно из пер-
спективных направлений в современных исследованиях. Актуальность задачи
связана с тенденцией в промышленности к миниатюризации горелочных уст-
ройств и топливных элементов. Как известно, основным требованием, предъяв-
ляемым к горелочным устройствам, является энергоэффективность и устойчи-
вость режимов работы горелки. При горении газа в микрогорелке, в роли которой
может выступать узкая трубка или канал, потери тепла через боковую поверх-
ность горелки могут привести к неустойчивости горения и затуханию пламени.

Для сокращения тепловых потерь и поддержания горения в узкой трубке или
радиальном канале в [1, 2] предложено использовать дополнительный подогрев
стенок трубки или канала. В [3] предложена модель горения газов в противоточ-
ном теплообменнике. Газы, перемещаясь вдоль параллельных трубок в противо-
положных направлениях, обмениваются теплом через общую границу трубок, тем
самым поддерживая горение. Авторами [4, 5] показано, что можно организовать и
поддержать горение метано-воздушной смеси в узкой U-образной трубке прямо-
угольного сечения за счет зажигания смеси предварительно разогретой внутрен-
ней стенкой трубки. Реакционная смесь дополнительно подогревается за счет теп-
лообмена газа в верхней и нижней частях трубки через тонкую внутреннюю стен-
ку, что позволяет поддержать горение бедной смеси [4, 5]. Устойчивость горения
газовой смеси определяется не только величиной тепловых потерь, но и совокуп-
ным влиянием параметров скорости потока и теплообмена [6]. В [4, 5] проведен
анализ совокупного влияния процессов тепло-массопереноса в горелке и опреде-
лены диапазоны значений скорости и теплообмена смеси на внешних стенках U-
трубки, при которых устанавливается высокотемпературный или колебательный
режим горения.

Классическая тепло-диффузионная модель горения газов предполагает посто-
янство плотности и скорости течения газовой смеси и не учитывает зависимость
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках государственного задания
№ 2014/223 (код проекта 1943).
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коэффициентов диффузии и теплопроводности от температуры. При описании те-
плообмена с внешними стенками используют допущение постоянства числа Нус-
сельта. Расчеты для таких допущений позволяют получить качественные законо-
мерности процесса. Учет изменения коэффициентов переноса оказывает доста-
точно сильное влияние на результаты и важно для инженерных расчетов. Влияние
температурной зависимости коэффициентов переноса и теплового расширения га-
за было показано в [7] при решении задачи зажигания и определения количества
тепла, переданного от горячей стенки газу. Влияние теплового расширения газа
показано в работах [5, 7, 8].

В настоящей работе, на основе физико-математической модели горения газа,
[4, 5], поставлена и решена задача горения 6 %-й метано-воздушной смеси в ще-
левой горелке с инертной внутренней вставкой, (рис. 1). Математическая поста-
новка задачи формулируется в размерном виде и учитывает влияние теплового
расширения газа и зависимость коэффициентов диффузии, теплопроводности и
теплообмена от температуры. Основной целью исследования является определе-
ние условий существования высокотемпературного режима горения.

h
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Рис. 1. Модель щелевой горелки (а);
схема горелочного устройства (б):
I – входная трубка, II – внутреннее
тело, III – выходная трубка

Холодная метано-воздушная смесь со скоростью uv, массовым содержанием
метана av и температурой Tv подается в предварительно разогретую щелевую го-
релку со стороны x = 0 (область I на рис. 1, б). Смесь проходит через верхнюю
часть горелки и на границе x = L меняет направление движения, на границе x = 2L
газ вытекает, (область III, рис. 1, б). Протекая через устройство, реакционная
смесь обменивается теплом с внутренней вставкой по закону Ньютона с коэффи-
циентом теплообмена α. Предполагается, что теплоотдача в окружающую среду
через внешнюю боковую поверхность отсутствует.

При постановке задачи приняты следующие допущения: расход реакционной
смеси через входное сечение щелевой горелки постоянен, G = ρu = const; экзотер-
мические химические реакции определяются законом Аррениуса с первым поряд-
ком реакции; учитывается распределение температуры смеси и выгорания горю-
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чей компоненты только вдоль направления движения смеси; температура в попе-
речном направлении внутренней вставки считается однородной; давление в го-
релке постоянно. С учетом сделанных допущений математическая постановка за-
дачи имеет следующий вид:

уравнение энергии для реакционной смеси:
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уравнение энергии для вставки:
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1 1
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T T
с T T x t T T L x t

t h hx
∂ ∂ α α
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, 0 x L≤ ≤ ; (2)

уравнение баланса массы горючей компоненты в смеси:

0 expa a a Eu D a k
t x x x RT

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + ρ = ρ −ρ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 0 2x L≤ ≤ ; (3)

уравнение состояния идеального газа:

constp RTρ
= =
μ

; (4)

уравнение неразрывности:
( ) 0

u
t x

∂ ρ∂ρ
+ =

∂ ∂
. (5)

Граничные условия:
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Начальные условия:
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(8)

Принятые обозначения: t – время; х – координата в продольном направлении;
T – температура; a – массовая концентрация метана в смеси; ρ – плотность; p –
давление; с – удельная теплоемкость; u – скорость течения смеси; D – коэффици-
ент диффузии; λ – коэффициент теплопроводности; α – коэффициент теплообме-
на; R – универсальная газовая постоянная; E – энергия активации; Q – тепловой
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эффект реакции; h – высота проходного сечения щелевой горелки; h1 – толщина
внутренней вставки; μ – молярная масса газа; ξ – граница предварительно разо-
гретой области вставки; L – длина вставки; Tw, T1w – максимальные температуры
начального разогрева смеси и внутренней вставки соответственно. Индексами 1, v
отмечены параметры внутренней вставки и параметры на входе в горелку.

Начальные условия, определяемые уравнениями (8), соответствуют тому, что
до начала процесса горелка заполнена разогретым газом, плотность которого оп-
ределяется по температуре газа.

Переменная a определяет значение массовой концентрации метана в смеси.
Зависимость коэффициентов диффузии и теплопроводности от температуры оп-
ределяются следующими выражениями [7]:

s

v
v

T
T
⎛ ⎞

λ = λ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
s

v v
v

TD D
T
⎛ ⎞

ρ = ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Коэффициент теплообмена в уравнениях (1), (2) определяется из выражения
λ

α =
Nu
h

, где Nu  – число Нуссельта. Число Нуссельта определяется согласно [9]

для случая течения смеси в узкой щели, образованной двумя параллельными пла-
стинами:

( )

0.33

*

Re Pr Re Pr0,979 , 1000,

Re Pr 100 Re Pr3,78 3,78 , 100 1000,
900

Re Pr3,78, 100.

h h
x x

h x hNu Nu
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h
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⎝ ⎠⎪
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⎪
⎪ <⎪
⎩

(9)

В (9) Re – число Рейнольдса, Re u hρ
=

η
; Pr  – число Прандтля; Pr c η

=
λ

; s –

степень в зависимости коэффициентов диффузии и теплопроводности от темпера-
туры; η – коэффициент динамической вязкости воздуха, *Nu  – значение числа

Нуссельта, соответствующее значению Re Pr 1000h
x

= . Локальные значения чис-

ла Нуссельта определяются выражениями (9), которые учитывают влияние уста-
новления скорости потока во входной части горелки на коэффициент теплообмена
между газом и стенкой [9].

Задача (1) – (8) решалась численно по неявной разностной схеме на четырех-
точечном шаблоне [10]. Уравнение (5) аппроксимировалось по неявной разност-
ной схеме с конечными разностями против потока. Уравнения (1) – (3) рассчиты-
вались методом прогонки. Из уравнения (4) определялось значение плотности
смеси на новом (n+1)-м временном слое. Из уравнения (5), аналогично [8], бегу-
щим счетом из известных значений плотности смеси на текущем n-м и новом
(n+1)-м временных слоях рассчитывалось значение скорости на (n+1)-м слое. За-
дача рассчитывалась до установления. Контроль за установлением проводился
через контроль баланса энергии и баланса массы.
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Для расчета были выбраны следующие значения параметров:
Q = 55,7 МДж/кг, E = 239 кДж/моль [6], k0 = 2,1·1010 с−1, R = 8,31 Дж/(моль·К),

c = 1065 Дж/(кг·К), λv = 0,025 Вт/(м·К), ρv = 1,179 кг/м3, s = 2/3,

Dv = 1,992·10−5 м2/c, p = 0,10132 МПа, η = 2·10−5 Па·с, μ = 28·10−3 кг/моль,

ξ = 10−2 м, Tv = 300 К, T1v = 1000 К, Tw = 1700 К, Tw1 = 1400 К.
Массовое содержание метана на входе в горелку равнялось av = 0,035. Это зна-

чение соответствует объемному содержанию метана avol = 6 %. Характеристики
щелевой горелки: размер щели h = 6 мм, толщина вставки h1 = 0,2 мм, общая про-
тяженность канала 2L = 100 мм. Теплофизические параметры материала стенок
горелки были взяты равными c1 = 687 Дж/(кг·К), λ1 = 30 Вт/(м·К), ρ1 = 7500 кг/м3

(термоустойчивая сталь).
Расчеты показали, что для заданных теплофизических и формально-кине-

тических параметров скорость распространения пламени 6 %-й метано-воз-
душной смеси при отсутствии тепловых потерь совпадает со скоростью, опреде-
ленной экспериментально [11], un = 0,065 м/с и дает удовлетворительное согласие
со скоростью, рассчитанной по формуле Зельдовича – Франк-Каменецкого [6],
un = 0,0676 м/с.

Согласно результатам расчетов, высокотемпературный режим горения возмо-
жен для диапазона значений скорости подачи газа 0,005 ≤ uv ≤ 0,33 м/с. Ниже ука-
занного диапазона реализуется неэффективный режим горения с неполным выго-
ранием горючей компоненты. При значениях скорости подачи, превышающих
0,33 м/с, фронт горения выносится за пределы щелевой горелки.

Результаты расчета задачи представлены на рис. 2 – 4. На рис. 2 представлено
положение координаты фронта горения, xf, во времени. За координату фронта го-
рения выбиралась пространственная координата x, в которой содержание метана

2

1

x  ,f м

t, с

0,10

0,08

0,06

0,04

1751501251007550250

Рис. 2. Зависимость координаты положения фронта пламени от времени:
кр. 1 – uv = 0,33 м/с; кр. 2 – uv = 0,331 м/с
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Рис. 3. Распределения температуры смеси в различные моменты времени:
а – uv = 0,33 м/с; кр. 1 – t = 10 c, кр. 2 – t = 40 c, кр. 3 – t = 50 c, кр. 4 –
t = 60 c, кр. 5 – t = 75 c, кр. 6 – t = 100 c, кр. 7 – t = 200 c, 8 – t = 250 c;
б – 0,331 м/с, кр. 1 – t = 10 c, кр. 2 – t = 50 c, кр. 3 – t = 60 c, кр. 4 – t = 70 c,
кр. 5 – t = 80 c, кр. 6 – t = 200 c
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Рис. 4. Установившиеся распределения скорости течения смеси (а),
концентрации метана (б), uv = 0,33 м/с
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равнялось половине от входного значения av. Кривая 1, рис. 2, рассчитана для
uv = 0,33 м/с и соответствует устойчивому высокотемпературному режиму горения.
Повышение скорости подачи на входе до uv = 0,331 м/с приводит к выносу фронта
горения за пределы щелевой горелки и затуханию пламени (кривая 2, рис. 2).

На рис. 3 представлены распределения температуры смеси в фиксированные
моменты времени для случаев установления высокотемпературного режима горе-
ния (рис. 3, а) и срыва горения (рис. 3, б). Рис. 3, а соответствует кривой 1 рис. 2.
Рис. 3, б соответствует кривой 2 рис. 2. Установившиеся распределения скорости
реакционной смеси и концентрации горючей компоненты, соответствующие кри-
вой 1 рис. 2 и рис. 3, а, представлены на рис. 4.

Из анализа результатов расчета следует, что малое изменение скорости подачи
смеси на входе в горелку от 0,33 м/с до 0,331 м/с приводит к срыву устойчивого
горения. Для скорости подачи uv = 0,33 м/с после зажигания фронт горения «вы-
скакивает» в нижнюю часть щелевой горелки, затем медленно перемещается в
направлении поворота, переходит в верхнюю часть трубки и устанавливается на
глубине 0,033 м. Продвижение волны горения вдоль оси горелки в случае
uv = 0,33 м/с показано на рис. 3, а. При повышении скорости подачи до 0,331 м/с
фронт горения после зажигания продвигается в сторону выхода из горелки, до
полного вытеснения пламени. Продвижение волны горения для uv = 0,331 м/с по-
казано на рис. 3, б.

Выводы

Проведено численное исследование задачи горения 6 %-й метано-воздушной
смеси в щелевой горелке с инертной вставкой при учете зависимости коэффици-
ентов диффузии и теплопроводности от температуры. Определен диапазон значе-
ний скорости подачи газа, при котором в горелке устанавливается высокотемпе-
ратурный режим горения. Показан переход от высокотемпературного режима к
срыву пламени при малом изменении скорости подачи газа.
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inert body. The inert body serves as a regulator of the combustion. The mathematical model takes
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С.А. Орлов, С.В. Пейгин, К.А. Степанов, С.В. Тимченко

ЭФФЕКТИВНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ
ПРИ ОПТИМИЗАЦИИ ТРЕХМЕРНЫХ ТРАНСЗВУКОВЫХ КРЫЛЬЕВ1

Предлагается новый подход к эффективной реализации нелинейных ограни-
чений для решения задачи оптимизации при помощи генетических алгорит-
мов. Особенность подхода состоит в изменении традиционной стратегии, в
которой маршрут поиска может проходить только через допустимые (удов-
летворяющие ограничениям) точки, посредством допущения маршрутов,
проходящих как через допустимые, так и через недопустимые точки. Основ-
ная идея этого подхода состоит в том, что информация из «запретных» (то
есть не удовлетворяющих ограничениям) областей может оказаться очень
важной, и путь к оптимальной точке, пролегающий через эти области, может
оказаться существенно короче. Метод был применен к задаче многокритери-
альной оптимизации аэродинамических форм в зависимости от различных
геометрических и аэродинамических ограничений. Результаты показали, что
метод сохраняет высокую надежность традиционного генетического алго-
ритма при сохранении вычислительных затрат (при расчете целевой функ-
ции на основе полных уравнений Навье – Стокса) на приемлемом уровне.

В последние годы при решении задач функциональной оптимизации стали
широко применяться адаптивные методы поиска, среди которых особую популяр-
ность завоевали эволюционные, в том числе генетические алгоритмы. Они осно-
ваны на генетических процессах биологических организмов: биологические попу-
ляции развиваются в течение нескольких поколений, подчиняясь законам естест-
венного отбора и принципу «выживает сильнейший» (точнее, наиболее приспо-
собленный). Предложенные в конце 60-х годов и получившие теоретическое
обоснование в 1975 г. [1] генетические алгоритмы (в силу своей универсальности
и высокой эффективности) в дальнейшем получили чрезвычайно широкое рас-
пространение для решения задач поиска и оптимизации в самых разнообразных
областях науки и техники.

Можно сказать, что генетические алгоритмы – это вдохновленные эволюцией
вычислительные модели, которые представляют собой семейство алгоритмов по-
иска, основанных на механизмах природной селекции и генетики – и имеющих
дело с набором (популяцией) возможных решений задачи (испытаний), которые
подвергаются циклическому воздействию трех основных «генетических» опера-
торов – селекции, скрещивания и мутации. Существенная особенность этих алго-
ритмов заключается в кодировании потенциального решения некоторой проблемы
в виде простой хромосомо-подобной структуры данных. К набору таких хромо-
сом собственно и применяют операторы рекомбинации с тем, чтобы сохранить
критическую информацию.

Работа генетического алгоритма начинается с генерирования некоторой (как
правило, случайной) популяции хромосом, каждой из которых соответствует точ-
ка в пространстве поиска. Затем происходит оценка этих структур (расчет целевой

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Кадры», соглашение № 14.B37.21.0733.
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функции для каждой хромосомы) и распределение между ними репродуктивных
возможностей таким образом, чтобы хромосомы, представляющие лучшее реше-
ние исходной проблемы, получили больше шансов для «воспроизводства», чем
хромосомы, соответствующие худшим решениям. Качество решения обычно оп-
ределяется по отношению к текущей популяции.

Будучи вероятностными, генетические алгоритмы тем не менее не являются
просто еще одним вариантом случайного поиска, поскольку при отборе новых то-
чек с ожидаемыми более хорошими характеристиками они эффективно исполь-
зуют предыдущую информацию.

Важной особенностью генетических алгоритмов является то, что они обеспе-
чивают сходимость к глобальному оптимуму (что очень важно для задач, у кото-
рых целевая функция имеет несколько локальных экстремумов). В отличие от
классических градиентных методов оптимизации при реализации генетических
алгоритмов не требуется ставить ограничения на гладкость целевой функции. Бо-
лее того, они позволяют находить оптимум даже в случае разрывной целевой
функции.

Математически задача заключается в оптимизации формы аэродинамических
тел по полному аэродинамическому сопротивлению. Сформулируем собственно
проблему оптимизации. Начнём с одноточечной задачи. Её цель – найти аэроди-
намическую форму, которая минимизирует коэффициент полного сопротивления
CD с учетом следующих аэродинамических и геометрических ограничений:

• Аэродинамические ограничения: заданный постоянный коэффициент подъ-
ёмной силы CL и максимально допустимый момент тангажа CM.

• Геометрические ограничения на следующие величины, задаваемые для каж-
дой оптимизируемой секции крыла:

- относительная толщина секции крыла(t/c)i ;
- радиус кривизны передней кромки секции крыла (RL)i ;
- угол задней кромки секции крыла (qT)i ;
- локальные толщины секции крыла (y/t)ij .
В этих ограничениях i = 1,…, Nws – число секций по размаху крыла,

а j = 1,…, Nbs(i) – число ограничений на локальную толщину в секции номер i.
Общее число ограничений Ncs на крыло – 20−30.

Цель многоточечной оптимизации – минимизировать взвешенную комбина-
цию коэффициентов сопротивления в нескольких точках дизайна. При этом гео-
метрические ограничения не зависят от точки дизайна, а аэродинамические огра-
ничения задаются для каждой точки дизайна по отдельности.

Решение задачи для реальных конфигураций является сложным в силу ниже-
следующих причин:

• точный расчет сопротивления очень сложен для реальных конфигураций;
• нет общего решения проблемы глобального геометрического представления

аэродинамических поверхностей;
• оптимальный поиск происходит в пространстве высокой размерности;
• необходим эффективный учет большого числа нелинейных ограничений;
• решение задачи требует огромнейшего объема вычислений.
В задаче оптимизации аэродинамических форм учет ограничений на решение

исключительно важен. Причина этого в том, что (как и во многих реальных зада-
чах) оптимальное решение не является локальным минимумом. Напротив, опти-
мум находится на пересечении гиперповерхностей различной размерности, и по-
ложение этих поверхностей заранее не известно.
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Применяемый в данной работе принципиально новый подход к учёту нели-
нейных ограничений можно очертить следующим образом:

• Изменение традиционной стратегии, в которой маршрут поиска может про-
ходить только через допустимые (удовлетворяющие ограничениям) точки, по-
средством допущения маршрутов, проходящих как через допустимые, так и через
недопустимые точки. Основная идея этого подхода состоит в том, что информа-
ция из «запретных» (то есть не удовлетворяющих ограничениям) областей может
оказаться очень важной, и путь к оптимальной точке, пролегающий через эти об-
ласти, может оказаться существенно короче.

• С этой целью мы строим расширение целевой функции, производя её оценку
также и в недопустимых точках. Это оказалось возможным в силу одного из базо-
вых свойств генетического алгоритма: в противоположность классическим мето-
дам оптимизации, генетические алгоритмы допускают негладкие расширения це-
левых функций.

Поэтому в качестве целевой функции в работе используется следующий функ-
ционал:

* *

* *

* *
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где ( ), ( )u ly t y t  – соответственно контуры верхней и нижней поверхностей крыла,
задаваемые при помощи линий Безье, опорные точки которых собственно и необ-
ходимо найти в процессе оптимизации.

1. Метод решения

Уравнения Навье – Стокса вязкой сжимаемой жидкости могут быть записаны
в следующей форме:

qt + div C = div V, (1)
где тензор C = (f, g, h) содержит конвективные члены, тензор V = (r, s, t) содержит
вязкие члены, q = (ρ, ρu, ρv, ρw, E)T , ρ – плотность, (u, v, w) – вектор скорости, E –
энергия, t – время, f, g, h – невязкие (конвективные) потоки и r, s, t – вязкие пото-
ки.

Компоненты невязких потоков имеют вид
f(q) = uq + p(0, 1, 0, 0, u)T,
g(q) = vq + p(0,0, 1, 0, v)T,

h(q) = wq + p(0, 0, 0, 1,w)T.
Компоненты вязких потоков имеют вид

r(q) = μ(0, τ11, τ21, τ31, σ1)T

s(q) = μ(0, τ12, τ22, τ32, σ2)T

t(q) = μ(0, τ13, τ23, τ33, σ3)T,
где составляющие тензора вязких напряжений задаются следующим образом:

τ11 = (4/3)ux – (2/3)vy – (2/3)wz,
τ21 = τ12 = uy + vx,
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τ31 = τ13 = uz + wx,
τ22 = (4/3)vy – (2/3)ux – (2/3)wz,

τ32 = τ23 = uz + wy,
τ33 = (4/3)wz – (2/3)ux – (2/3)vy,

σ1 = u τ11 + v τ12 + w τ13 + (c2)x / ((γ − 1)Pr),
σ2 = u τ21 + v τ22 + w τ23 + (c2)y / ((γ − 1)Pr),
σ3 = u τ31 + v τ32 + w τ33 + (c2)z / ((γ − 1)Pr).

В этих формулах μ – значение вязкости, γ – отношение теплоёмкостей газа, Pr –
число Прандтля,

p = (γ – 1)[E – 0,5ρ(u2 + v2 + w2],
c2 = γp/ρ,

H = (E + p)/ρ.

2 . 1 .  Ч и с л е н н ы й  м е т о д

При дискретизации сжимаемых уравнений Навье – Стокса для сжимаемого га-
за используется метод конечных объёмов с явной схемой аппроксимации потоков.

Рассмотрим структурированную расчётную сетку, состоящую из ячеек, кото-
рые образуют структуру типа (i, j, k). Интегрируя по каждой ячейке, мы получаем
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, к которой применяется
процедура интегрирования по времени.

Запишем аппроксимацию для ячейки с индексами i, j, k:
(Ωi,j,kqi,j,k)t + [C · (Sn)]i+0,5,j,k – [C · (Sn)]i-0,5,j,k +

+ [C · (Sn)]i,,j+0:5,k – [C · (Sn)]i,j−0,5,k +
+ [C · (Sn)]i,j,k+0,5 – [C · (Sn)]i,j,k−0,5 = (2)
 = [V · (Sn)]i+0,5,j,k – [V · (Sn)]i−0,5,j,k

+ [V · (Sn)]i,,j+0:5,k – [V · (Sn)]i,j−0,5,k

+ [V · (Sn)]i,j,k+0,5 – [V · (Sn)]i,j,k−0,5 ,
где Ωi,j,k – объём ячейки, qi,j,k – среднее значение по ячейке и S – площадь грани
ячейки. Дробные индексы указывают, с какой стороны ячейки берётся поток в
квадратных скобках.

Разумеется, соотношение (2) является всего лишь формальной аппроксимаци-
онной схемой, для реализации которой следует построить интерполяционные
формулы, по которым потоки в квадратных скобках интерполируются по значе-
ниям потоков в близлежащих центрах ячеек.

В пространственной аппроксимации потоков конвективные потоки на гранях
ячеек интерполируются по данным в центрах ячеек посредством двух интерполя-
ционных операторов: характеристического оператора первого порядка и ENO
(Essentially non-Oscillatory – Существенно не-Осцилляционного) оператора высо-
кого порядка. Шаблон характеристической схемы первого порядка, фактически
применяемой при релаксации, состоит из одной точки, выбранной по знаку соот-
ветствующего собственного числа.

Метод ENO (предложенный А. Хартеном и С. Ошером и затем упрощённый
С.-В. Шу и С. Ошером, [4, 5] применяется посредством выбора интерполяционно-
го шаблона по локальным характеристикам и гладкости потоков и может изме-
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няться по ходу итераций. При этом применяется характеристическая декомпози-
ция, и интерполяция производится в соответствующих характеристических полях.
Интерполяционный шаблон ENO (типично состоящий из трёх точек в нашей им-
плементации) определяется отдельно в каждом характеристическом поле, сначала
по знаку соответствующего собственного числа и затем в соответствии с гладко-
стью интерполируемых потоков. Чтобы вернуться к декартовым потокам после
интерполяции, значения интерполированных характеристических потоков проек-
тируются обратно.

Мы также используем метод поправки на дефект, в котором целевая дискрети-
зация уравнений на самой тонкой сетке отличается от дискретизации, применяе-
мой при многосеточной релаксации. Для релаксации используется аппроксимаци-
онный оператор первого порядка точности, а поправка на дефект вычисляется по-
средством аппроксимации ENO высокого порядка.

Таким образом, мы применяем схему ENO только при вычислении поправки
на дефект, а большая часть работы осуществляется посредством относительно
дешёвой в вычислительном отношении характеристической схемы первого по-
рядка. Вязкие члены аппроксимируются напрямую. Для интегрирования по вре-
мени используется схема Рунге-Кутта третьего порядка, сохраняющая полную ва-
риацию (TVD), разработанная С.-В. Шу и С. Ошером (cм. [5]). Более подробное
описание численного метода дано в [6] и [7].

2. Результаты расчетов

В этом разделе приводим результаты одноточечной и многоточечной оптими-
зации крыла самолета Dornier-728 [8]. Главная точка оптимизации была выбрана
при CL = 0,5 и М = 0,78. Дополнительные точки оптимизации были выбраны при
М = 0,8 (CL = 0,5) и при М = 0,2 (CL = 1,19). Геометрические ограничения были
наложены на толщину крыла, радиус кривизны передней кромки секции крыла и
угол задней кромки секции крыла. Дополнительное (аэродинамическое) ограни-
чение накладывалось на момент тангажа.

Оптимизационные условия и ограничения приведены в таблице. В общей
сложности были выполнены три оптимизации: две одноточечные оптимизации и
одна трехточечная. Число секций крыла было равно трем – корневая, средняя и
концевая секции. Одноточечные оптимизации отличаются величиной C*

М. В пер-
вой из оптимизаций момент подъемной силы был свободным, в то время как вто-
рая оптимизация (а также многоточечная) сохраняли момент подъемной силы на
уровне оригинального крыла. В дальнейшем эти три варианта будут обозначаться
соответственно CaseD728_1, CaseD728_2 и CaseD728_3.

Крыло Dornie-728, ограничения и условия оптимизации

*
LC M wi

*
MC (t/c)1 (t/c)2 (t/c)3

CaseD728_1
0,500 0,78 1,0 −0,130 0,142 0,119 0,104

CaseD728_2
0,500 0,78 1,0 −0,072 0,142 0,119 0,104

CaseD728_3
0,500 0,78 0,75 −0,072 0,142 0,119 0,104
0,500 0,80 0,23 −0,082 0,142 0,119 0,104
1,190 0,20 0,02 −0,012 0,142 0,119 0,104
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Главная точка дизайна лежит в высоком трансзвуковом диапазоне, где в пото-
ке около оригинального крыла развивается сильный скачек. Одноточечная опти-
мизация (CaseD728_1) устраняет этот скачек. Соответствующие продольные рас-
пределения давления приведены на рис. 1 и 2, соответственно.

–0,8

0

0,8

1,6

Z C/

0,2

0

–0,2

–0,4
0 0,2 0,4 0,6 0,8 X C/

CP

Рис. 1. Оригинальное крыло Dornier-728, M = 0,78; CL = 0,5.
Распределение давления по верхней и нижней поверхностям крыла
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Рис. 2. Оптимизированное крыло Dornier-728 (CaseD728_1), M = 0,78; CL = 0,5.
Распределение давления по верхней и нижней поверхностям крыла

В условиях такого проектирования, было достигнуто снижение на 32,6 каунта
(от начальных 213,7 каунта). Минимально возможное значение сопротивления
при этом значении коэффициента подъемной силы составляет около 180 каунтов,
что практически идентично сопротивлению оптимизированного крыла.

В этом оптимизационном случае достигалось значение момента тангажа, дос-
таточно далекое от исходного крыла. Интересно оценить влияние этого ограниче-
ния на результаты оптимизации. Более строгое ограничение на момента тангажа
(CM

* = −0,07), использованное в варианте CaseD728_2, выливалось в снижение
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уменьшения сопротивления: в этом случае полное сопротивление оптимизиро-
ванного крыла равно 189,7 каунтов по сравнению с 181,1 каунтами в случае
CaseD728_1.

Характеристики нештатной оптимальной формы CaseD728_1 вполне удовле-
творительны с точки зрения подъемной силы и сопротивления, но она имеет
слишком высокое значение отрицательного момента тангажа. С другой стороны,
профиль CaseD728_2 имеет подходящее значение момента тангажа в связи с вве-
дением соответствующих ограничений, но его взлетные характеристики ухудши-
лись по сравнению с оригинальной крылом. Для обеспечения как хорошего каче-
ства проектирования, так и хороших характеристик крыла вне главной точки про-
ектирования проведена многоточечная оптимизация (CaseD728_3).

Результаты проведенной оптимизации обладают следующими характеристи-
ками: в главной точке оптимизации (CL = 0,5 и М = 0,78) общее сопротивление
оптимизированного крыла составило 192,8 каунтов (значение, близкое к
CaseD728_2). Соответствующее поперечное распределение давления в средней
секции крыла показано на рис. 3.
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Рис. 3. Оптимизированное крыло Dornier-728 (CaseD728_3), M = 0,78; CL = 0,5.
Распределение давления по верхней и нижней поверхностям крыла

Для вторичной точки оптимизации при большом значении числа Маха сопро-
тивление составляет 212,6 каунта (по сравнению с 244,1 каунта у начального кры-
ла и 216,7 каунта у формы CaseD728_2). При этом интенсивность первоначально-
го скачка уменьшается за счет многоточечной оптимизации.

В целом характеристики оптимизированных крыльев в сравнении с исходным
представлены на рис. 4 − 6. Поляры (подъемная сила)/(сила сопротивления) при
M = 0,78 (рис. 4) и при М = 0,80 (рис. 5) показывают, что оптимизация позволила
улучшить аэродинамические характеристики при высоких коэффициентах подъ-
емной силы (CL > 0,4) без снижения производительности при более низких CL.

Что касается зависимости роста коэффициента сопротивления от числа Маха в
крейсерском режиме CL = 0,5 (рис. 6), применение многоточечной оптимизации
привело к сдвигу точки кризиса волнового сопротивления в сторону больших
значений числа Маха (от оригинального значения М = 0,76 до 0,80).
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Рис. 4. Поляры (подъемная сила)/(сила сопротивления)
при M = 0,78
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Рис. 5. Поляры (подъемная сила)/(сила сопротивления)
при M = 0,80
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Рис. 6. Зависимость роста коэффициента сопротивления
от числа Маха

Ожидалось, что включение точки взлета в многоточечную оптимизацию
должно, по крайней мере, сохранить крылу высокую подъемную силу при малых
числах Маха. Действительно, анализ результатов подтвердили это предположе-
ние. В самом деле, подъем кривой оптимизированного крыла немного лучше, чем
у оригинала.
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М.А. Осипенко

ЗАДАЧА ОБ ОДНОСТОРОННЕМ КОНТАКТЕ ГИБКОЙ
НЕРАСТЯЖИМОЙ НИТИ И ТВЕРДОГО ТЕЛА

Рассмотрена контактная задача о взаимодействии с возможным отставанием
тяжелой гибкой нерастяжимой нити и гладкого твердого тела. Наличие
твердого тела приводит к малому отклонению нити от вертикали. Задача
сводится к отысканию плотности сил взаимодействия нити и тела. Сформу-
лирована строгая постановка задачи, установлена единственность решения и
построено аналитическое решение в частных случаях. Показано, что в зави-
симости от формы тела возможен контакт в одной точке или по некоторому
участку нити.

Ключевые слова: гибкая нерастяжимая нить, односторонний контакт,
контактная задача, единственность решения, аналитическое решение.

Гибкая нерастяжимая нить является одной из простейших механических сис-
тем с бесконечным числом степеней свободы [1]. Для такой нити, как и для близ-
ких «одномерных» систем (струна, балка), могут быть поставлены контактные за-
дачи. В [1] рассмотрены задачи о контакте нити с абсолютно твердым телом, как
гладким, так и шероховатым (задача Эйлера). При этом область контакта нити и
тела предполагается обычно заранее известной (совпадающей со всей нитью), хо-
тя формально контакт считается односторонним и нить может отставать от тела.
Задачи с заранее неизвестной областью контакта менее изучены; в [1, c. 53] име-

ется только одна такая задача, в которой обоснование
правильности найденной области контакта является не-
сложным. Более сложные задачи такого рода могут
быть исследованы с помощью подхода, предложенного
в [2–5] для струн и балок.

В настоящей работе рассмотрена плоская задача о
контакте находящейся в равновесии тяжелой гибкой не-
растяжимой нити с абсолютно твердым гладким телом
(рис. 1). Отклонение нити от вертикали предполагается
малым. Целью работы является строгая математическая
постановка задачи, доказательство единственности ре-
шения и построение аналитического решения в двух ча-
стных случаях. Этим построением одновременно дока-
зывается существование решения.

Постановка контактной задачи

Форма твердого тела описывается заданной функцией f (x). Нерастяжимая
нить длины L закреплена в точке O и находится в поле силы тяжести. Трение ме-
жду нитью и телом отсутствует. Форма нити в равновесии описывается искомой
функцией u(x) (рис. 1). Обозначим r(x) = u(x) – f (x) (расстояние между нитью и
телом). При малом отклонении нити от вертикали 0 ≤ x ≤ L, силы, с которыми те-

Рис. 1. Контакт нити
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ло действует на нить, направлены вдоль оси y; плотность этих сил обозначим че-
рез q(x). Используя принцип возможных перемещений [6], нетрудно найти, что

( )0
( ) ( ) ( )

( )
x L

s

dsr x q t dt f x
m s g

= −∫ ∫ , (1)

где g – ускорение свободного падения, m(s) – заданная масса участка нити
s ≤ x ≤ L. Функцию m(x) будем считать положительной и непрерывной при
0 ≤ x ≤ L. Положительность m(L) означает, что на конце нити имеется сосредото-
ченная масса. Это предположение сделано для того, чтобы избежать возможной
расходимости интеграла (1) при x = L (и аналогичных интегралов ниже). Отыска-
ние u(x) сводится, таким образом, к отысканию q(x). Будем считать, что q(x) имеет
вид

( ) ( )i iip x P x x+ δ −∑ , (2)

где p(x) ≥ 0 – кусочно-непрерывная, непрерывная слева при 0 < x ≤ L и непрерыв-
ная справа при x = 0; P i ≥ 0; x i > 0 (все x i различны); сумма конечна; δ – дельта-
функция Дирака. Условие контакта нити и тела состоит, помимо неотрицательно-
сти q(x), в том, что расстояние между нитью и телом неотрицательно, а в тех точ-
ках, где q(x) положительна, равно нулю. Окончательно приходим к следующей
математической постановке задачи.

Задача. Найти функцию q(x) вида (2), такую, что при 0 ≤ x ≤ L

{ 0 ( ( ) 0),( )
0 ( ( ) 0),

q xr x
q x

= >
≥ =

(3)

где r(x) выражается формулой (1).
Утверждение 1. Поставленная задача может иметь только одно решение.
Доказательство Пусть q(x) и q*(x) – два решения задачи. По формуле (1) им

соответствуют функции r(x) и r*(x). Обозначим
 ( ) ( ) ( )x q x q x∗ϕ = − . (4)

Так как q(x) и q*(x) имеют вид (2), то φ(x) также имеет вид (2), но p(x) и P i в (2)
могут быть неположительными. Обозначим

( )*
0

( ) ( ) ( )
L

E r x r x x dx= − ϕ∫ . (5)

Из (3), (4) нетрудно установить, что в (5) подынтегральная функция неположи-
тельна; следовательно, E ≤ 0. C другой стороны, подставляя (1) в (5) и учитывая
(4), найдем

2

0

( )
( )

L J xE dx
m x g

= ∫ , (6)

где ( ) ( )
L

x
J x s ds= ϕ∫ . (7)

Из (6) следует, что E ≥ 0. Так как выше было доказано неравенство E ≤ 0, то E = 0.
Далее, учитывая (7) и упомянутый выше вид φ(x), легко установить, что из (6) и
равенства E = 0 следует, что J(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ L. Тогда φ(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ L.
Действительно, предположим, что для φ(x) в (2) p(x) > 0 при некотором x* > 0. То-
гда, в силу непрерывности p(x) слева и конечности суммы, можно найти такие
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ε 1 > ε 2 > 0, что отрезок 0 < x* – ε 1 ≤ x ≤ x* – ε 2 не содержит ни одной точки x i и
p(x) > 0 на этом отрезке; это противоречит равенству J(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ L. Анало-
гично устанавливается невозможность неравенств p(x) < 0 при x > 0 и p(0) ≠ 0;
следовательно, p(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ L, и для φ(x) в (2) остается только сумма δ-
функций. Пусть x m > 0 – максимальное из чисел x i , соответствующих ненулевым
значениям P i . Тогда из (7) следует, что J(x) ≠ 0 в некоторой левой полуокрестно-
сти x m , что противоречит равенству J(x) = 0 при 0 ≤ x ≤ L. Таким образом, φ(x) = 0
и q(x) = q*(x) при 0 ≤ x ≤ L; тем самым, утверждение 1 доказано.

Аналитическое решение задачи в некоторых частных случаях

Утверждение 2. Пусть f (x) дважды непрерывно дифференцируема при
0 ≤ x ≤ L; m(x) непрерывно дифференцируема при 0 ≤ x ≤ L; (m(x) f '(x))' < 0;
f (0) < 0; f '(0) > 0; f '(L) < 0; f (β) > 0, где 0 < β < L – корень уравнения f '(Β) = 0 (эти
условия соответствуют рис. 1); 0 < α < β – корень уравнения Φ(Α) = 0, где

0
( ) ( ) ( ) ( )

( )
′Φ Α = Α − Α∫

A dsm A f f
m s

.

Тогда решение поставленной задачи имеет вид

( )( ) ( ) ( ),( )
0 ( , ).

m x f x xq x
x x

⎧ ′′− α ≤ < β= ⎨
< α ≥ β⎩

(8)

Доказательство. Так как f '(Β) непрерывна при 0 ≤ Β ≤ L; f '(0) > 0; f '(L) < 0,
то корень β существует. Так как Φ(Α) непрерывна при 0 ≤ Α ≤ β; Φ(0) = – f (0) > 0;
Φ(β) = – f (β) < 0, то корень 0 < α < β существует. Далее, q(x), очевидно, имеет вид
(2). Остается доказать справедливость (3). Неравенство q(x) > 0 выполнено только
при α ≤ x < β; для этих x из (1), (8) (с учетом упомянутых в формулировке утвер-
ждения 2 свойств функции f (x)) нетрудно найти, что r(x) = 0; тем самым, первое
соотношение в (3) выполнено. При x < α из (1), (8) и равенств f '(β) = 0, Φ(α) = 0
можно получить следующее представление для r(x):

( )( )( ) ( ) ( )
( )x s

dsr x m t f t dt
m s

α α ′′= −∫ ∫ ,

откуда следует, что r(x) ≥ 0. При x ≥ β из (1), (8) и равенств f '(β) = 0, Φ(α) = 0
можно получить следующее представление для r(x):

( )( )( ) ( ) ( )
( )

x s dsr x m t f t dt
m sβ β

′′= −∫ ∫ ,

откуда следует, что r(x) ≥ 0; тем самым, второе соотношение в (3) выполнено и
утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Пусть f (x) дважды непрерывно дифференцируема при
0 ≤ x ≤ L; m(x) непрерывно дифференцируема при 0 ≤ x ≤ L; (m(x) f '(x))' > 0;
f (0) < 0; f(L) > 0. Тогда решение поставленной задачи имеет вид (рис. 2)

( ) ( )q x F x L= δ − , (9)

где
0

( )
( )

L dxF f L g
m x

= ∫ . (10)
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Рис. 2. Одноточечный контакт
нити и тела

Доказательство. Функция (9), очевидно, имеет вид (2). Остается доказать
справедливость (3). Неравенство q(x) > 0 выполнено только при x = L; из
(1), (9), (10) нетрудно найти, что r(L) = 0; тем самым, первое соотношение в (3)
выполнено. При 0 ≤ x ≤ L из (1), (9), (10) можно получить следующее представле-
ние для r(x):

0

(0) ( )( )
( ) ( ) ( )

L x

x

f F ds s dsr x
f L g m s m s

ψ
= − +∫ ∫ , (11)

где ( )( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

L s xF dsx m t f t dt m t f t dt
f L g m s

′ ′′ ′ψ = −∫ ∫ ∫ .

Так как (m(x) f '(x))' > 0, то ψ(0) > 0 и ψ(x) убывает при 0 ≤ x ≤ L. Если ψ(L) ≥ 0, то
ψ(x) > 0 при 0 ≤ x < L; тогда из (11) следует неверное неравенство r(L) > 0; следо-
вательно, ψ(L) < 0. Тогда существует 0 < x* < L, такое, что ψ(x) > 0 при 0 ≤ x < x* и
ψ(x) < 0 при x* < x ≤ L; следовательно, второе слагаемое в (11), обращаясь в нуль
при x = L (так как r(L) = 0), возрастает при 0 ≤ x < x* и убывает при x* < x ≤ L. По-
этому данное слагаемое неотрицательно при 0 ≤ x ≤ L. Первое слагаемое в (11) не-
отрицательно вследствие условия f (0) < 0. Таким образом, r(x) ≥ 0; тем самым,
второе соотношение в (3) выполнено и утверждение 3 доказано.

Некоторые замечания к полученным результатам и выводы

Можно показать, что утверждения 2 и 3 остаются справедливыми и при замет-
ном ослаблении требований на гладкость функций f (x) и m(x). Функцию f (x)
можно считать лишь непрерывно дифференцируемой и дважды кусочно-
непрерывно дифференцируемой, доопределяя f ' '(x) в точках излома f '(x) по не-
прерывности слева. Функцию m(x) можно считать лишь кусочно-непрерывной и
кусочно-непрерывно дифференцируемой, доопределяя m '(x) в точках излома m(x)
по непрерывности слева и добавляя к m '(x) в точках разрыва m(x) (первого рода)
соответствующие δ -функции.

Использованный подход к постановке и решению контактной задачи для нити
и твердого тела может быть применен как для дальнейшего исследования данной
задачи (случаи, когда (m(x) f '(x))' меняет знак), так и для решения близких кон-
тактных задач для нитей, струн и балок.
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Osipenko M.A. THE PROBLEM OF UNILATERAL CONTACT OF FLEXIBLE NON-
STRETCHABLE ROPE AND RIGID SOLID

The flexible nonstretchable rope is one of simplest mechanical systems with the infinite num-
ber of degrees of freedom. Contact problems can be posed for such ropes, as well as for the re-
lated one-dimensional systems (strings and beams). The unbounded contact problem for heavy
flexible nonstretchable rope and smooth rigid solid of a given shape is considered. The rope has
one end fixed and the other end free. The rope density may be variable. The presence of a rigid
solid slightly deflects the rope from the vertical line. The problem is to find the rope shape and
can be reduced to finding the density of the interacting forces between the rope and the solid. This
density is the sum of the piecewise-continuous part and concentrated forces. These forces are de-
scribed by Dirac’s delta-function. The contact conditions are as follows. The density should be
non-negative, the distance between the rope and the body should be non-negative, and this dis-
tance should be equal to zero at points where the density is positive. There are two approaches to
such problems. The first one is variational. Here, the rope shape is in question. The rigorous
problem statements and (rather complicated) proofs of uniqueness and existence of solutions are
possible in this approach. However, the analytical solutions usually are not considered here. Even
if the hypothetical analytical solution is obtained, it is not easy to establish whether it is really the
solution (i.e., whether it minimizes some functional or satisfies some variational inequality). The
second approach is based on the theory of strength of materials. It is convenient here to consider
the density of the interacting forces as the function to be found. It is often possible to construct
and to verify the hypothetical analytical solution. However, this approach lacks for the rigorous
problem statement. Even the formulation of the theorem of the uniqueness of the solution is im-
possible without this rigorous statement. The present article uses the second approach with some
improvements and refinements. Then, as in the first approach, the rigorous problem statement can
be formulated. Further, it is easy to prove the uniqueness of the solution and to substantiate the
constructed analytical solution. This construction also proves the existence of the solution. The
substantiation of the solution includes proving the non-negativity of the contact forces and contact
distances and proves the existence of a root of transcendental equation that yields the length of the
contact segment. It is shown that different contact patterns are possible: a contact at the point and
a contact along a rope segment. The pattern kind depends on the shape of the rigid solid.

Keywords: flexible nonstretchable rope, unilateral contact, contact problem, uniqueness of solu-
tion, analytical solution.
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УДК 532.529, 519.63
Е.В. Пикущак, Л.Л. Миньков

ВЛИЯНИЕ ПОПРАВКИ ОЗЕЕНА НА ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ СКОРОСТИ
ОСЕДАНИЯ МЕЛКИХ ЧАСТИЦ В БИДИСПЕРСНОЙ СУСПЕНЗИИ1

На основе приближенного решения Озеена для поля течения вязкой несжи-
маемой жидкости около сферы проводится оценка времени пребывания
мелкой частицы в цилиндрической ячейке, окружающей крупную частицу, с
учетом силы тяжести и с последующим определением средней скорости
мелкой частицы в ячейке. Проводится оценка влияния числа Рейнольдса и
размера цилиндрической ячейки на среднюю скорость движения мелкой
частицы.

Ключевые слова: обтекание сферы, бидисперсная суспензия, седимента-
ция, решение Озеена.

При седиментации частиц в би- и полидисперсной суспензиях наблюдается
значительное повышение скорости оседания мелких частиц по сравнению со зна-
чением, даваемым формулой Стокса [1–3]. Ускоренная седиментация мелких час-
тиц может играть большую роль в технических приложениях. С одной стороны
увеличение скорости оседания мелких частиц способствует повышению качества
очистки жидкости от мелких примесей при очистке сточных вод, а с другой – уве-
личение скорости оседания мелких частиц ухудшает качество разделения частиц
суспензии по размерам за счет попадания мелких фракций в крупный продукт
[4, 5].

Для объяснения причин ускорения седиментации мелких частиц в окружении
соседних крупных в работе [6] была предложена ячеистая модель увлечения мел-
ких частиц крупными за счет попадания мелких частиц в гидродинамический по-
гранслой крупных. Эта модель, построенная на приближении Стокса для поля те-
чения около крупной частицы, позволила объяснить на качественном и количест-
венном уровнях такое явление, как «фиш-хук»-эффект, наблюдаемый при разде-
лении частиц в гидроциклонах малых масштабов [4, 7, 8].

Очевидно, что течение Стокса имеет место при малой скорости дисперсной
среды относительно дисперсионной, когда относительное число Рейнольдса для
крупной частицы близко к нулю. В гидроциклонах малых масштабов (диаметром
менее 50 мм) разделяемая суспензия подвергается большим ускорениям, что при-
водит к отклонению поля течения около крупной частицы от Стоксовского режи-
ма [9]. В Авторами [10] была предложена гипотеза, объясняющая ускоренное осе-
дание мелких частиц за счет их попадания в вихревую зону, образующуюся за
крупной частицей при числах Рейнольдса больше 25. В частности, было показано,
что средняя скорость седиментации мелких частиц ведет себя немонотонно с уве-
личением числа Рейнольдса от 25 до 200.

Целью настоящей работы является развитие модели ускоренного оседания
мелких частиц в бидисперсной суспензии, предложенной в работе [6], на случай
поля течения Озеена около крупной частицы, которое справедливо для Re < 1.

                                                          
1 Работа проводилась при финансовой поддержке гранта РФФИ мол_нр №14-38-50913.
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В работе [11] приводится решение задачи об обтекании неподвижного шара
вязким потоком несжимаемой жидкости (рис. 1) для чисел 0 < Re < 1.

x

Vr

Vθ

W

a
θW

R

Рис. 1. Схема обтекания частицы жидкостью

Поле течения жидкости, скорость которой на бесконечности равна W, а кине-
матическая вязкость – ν, определяется следующими выражениями для компонент
вектора скорости, записанных в сферической системе координат:
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;

a – радиус шара; R – расстояние от центра шара, R a> .
В декартовой системе координат компоненты вектора скорости течения выра-

зятся в виде
( ) ( )θcos θ sin θrU V V= − ;  ( ) ( )θsin θ cos θrV V V= + .

Для перехода к безразмерной форме записи выберем в качестве масштаба дли-
ны радиус шара, а в качестве масштаба скорости – W, тогда

r R a= , r rv V W= , v V Wθ θ= .
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Здесь r > 1.

Очевидно, что при r = 1 условия прилипания 0, 0rv vθ= =  не выполняются,
поэтому вблизи поверхности шара целесообразно использовать решение Стокса.

В декартовой системе координат компоненты вектора скорости течения выра-
зятся в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ, ,θ cos θ ,θ sin θru x y v r v r= − ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ, ,θ sin θ ,θ cos θrv x y v r v r= + .

2 2r x y= + , ( )cos x rθ = , ( )sin y rθ = .
Для нахождения траекторий мелких частиц (в предположении малости чисел

Стокса, [6]) решается система кинематических уравнений

( , ) f
dx u x y U
dt

= − ; ( , )dy v x y
dt

= , (5)

где Uf – скорость оседания мелкой частицы в неподвижной жидкости.
С начальными условиями: 00, ,t x D y y= = − = . Система уравнений (5) реша-

ется до момента времени, соответствующего х = D.
На рис. 2 показаны линии тока жидкости в окрестности крупной частицы для

Re = 0,5. Видно, что в отличие от стоксовского режима обтекания линии тока пе-
рестают быть симметричными относительно оси ОY и отклоняются от оси ОX к
периферии.
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Рис. 2. Линии тока жидкости в окрестности крупной частицы:
D = 20, Re = 0,5

На рис. 3 приведены траектории мелких частиц для Uf = 0,2. Для них, как и для
линий тока жидкости, имеет место нарушение симметрии относительно оси ОY, а
отклонение от продольной оси к периферии становится более выраженным, чем
для жидкости.
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Рис. 3. Траектории мелких частиц в окрестности крупной частицы.
D = 20, Re = 0,5, Uf = 0,2

На рис. 4 представлены результаты расчетов Us по формуле (6) для Uf = 0
(средняя скорость жидкости в лабораторной системе координат), полученные для
поля течения Озеена при разных числах Рейнольдса в диапазоне 0 ≤ Re ≤ 1. Вид-
но, что с ростом размера ячейки (увеличение D) и числа Рейнольдса, средняя ско-
рость жидкости в ячейке в лабораторной системе координат уменьшается, а для
больших значений D – близка к нулю:
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Рис. 4. Скорость движения жидкости в ячейке в зависимости от ее размера:
кр. 1 – Re = 0; кр. 2 – 0,2; кр. 3 – 0,4; кр. 4 – 0,6; кр. 5 – 0,8; кр. 6 – 1,0

Коэффициенты a, b, c являются функциями числа Рейнольдса, которые для
0,1 ≤ Re ≤ 1 можно аппроксимировать полиномами третьей степени:

3 2(Re) 8,3036 Re 17, 466 Re 9,5047 Re 1,0824a = − ⋅ + ⋅ − ⋅ − ;
3 2(Re) 7,3536 Re 16,075 Re 10,365 Re 0,3369b = ⋅ − ⋅ + ⋅ + ;
3 2(Re) 1,6898 Re 3,9965 Re 3,3239 Re 1,1518c = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + .
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Полученные данные для Us(0) аппроксимируются полиномами третьей степе-
ни ( ) ( ) ( )3 2(0, ) 1/ 1/ 1/sU D a D b D c D= + + . В таблице приведены значения коэф-
фициентов полинома для различных значений числа Рейнольдса.

Значения коэффициентов полинома

Re a b c
0 0,233 – 0,7016 1,3334

0,1 –1,8104 1,1737 0,8672
0,2 – 2,4571 1,9123 0,6157
0,4 – 2,5658 2,3388 0,3617
0,6 – 2,2635 2,3302 0,2377
0,8 – 1,8092 2,1499 0,1756
1,0 – 1,4077 1,9657 0,1378

Таким образом, средняя скорость жидкости в ячейке в лабораторной системе
координат может быть представлена в виде

3 21 1 1(0, , Re) (Re) (Re) (Re)sU D a b c
D D D

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Влияние размера ячейки на осредненную относительную скорость мелких час-
тиц в ячейке

( ) ( ), , Re 0, , Res f s

f

U U D U D
U
−

показано на рис. 5. Как видно, число Рейнольдса в диапазоне от 0 до 0,8 слабо
влияет на относительную скорость мелких частиц, и данные можно аппроксими-
ровать с приемлемой степенью точности зависимостью 21 1,3 D− .

0 0,05 0,1 0,15 0,2 1/D
0,9

0,92

0,94

0,96

0,98

[
 

 
(0

)]
/

–
U s

U
U

s
f

1

1
2
3

4
5
6

Рис. 5. Зависимость относительной скорости мелких
частиц в ячейке от размера ячейки: кр. 1 – Re = 0,1;
кр. 2 – 0,2; кр. 3 – 0,4; кр. 4 – 0,6; кр. 5 – 0,8; кр. 6 –
аппроксимационная кривая
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Окончательное выражение для осредненной скорости мелких частиц имеет
вид

( ) 3 2 2
(Re) (Re) (Re) 1,3, , Re 1s f f

a b cU U D U
DD D D

⎛ ⎞= + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (7)

В размерном виде формулу ускоренного оседания мелких частиц в присутст-
вии крупных частиц (7) можно записать как

( )
2

2/3 2 /3 1/31 1,57 1,5 (Re) 1,31 (Re) 1,145 (Re)
⎛ ⎞

= − α + α + α + α ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

s c
c c c c

f f

u d
a b c

u d
. (8)

В отличие от формулы, полученной для течения Стокса около крупной части-
цы [6], в формуле (8) учтены слагаемые более высокого порядка малости относи-
тельно объемной доли крупных частиц, а именно 2 /3

cα  и cα . Как следует из (8),
таблицы и рис. 4, увеличение числа Рейнольдса ведет к снижению влияния отно-
шения размеров крупной и мелкой частиц на повышение скорости оседания мел-
ких частиц su . Более того, для разреженных суспензий увеличение числа Рей-
нольдса с 0 до 1 уменьшает относительную среднюю скорость оседания мелких
частиц в 2,5 – 3 раза (рис. 6).

На рис. 7 показано влияние объемной доли крупных частиц на относительную
среднюю скорость оседания мелких частиц для низких и умеренных значений чи-
сел Рейнольдса. Видно, что зависимость Us/Uf от αc имеет ярко выраженный мак-
симум, что качественно согласуется с результатами экспериментов по измерению
скорости оседания мелких частиц полидисперсной суспензии в тарельчатой цен-
трифуге [12].
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Рис. 6. Зависимость средней скорости оседа-
ния мелких частиц от числа Рейнольдса,
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suspension is proposed. To determine the average settling velocity of fine particles, their resi-
dence time in the cylindrical cell surrounding the large ones is evaluated. The flow field of a vis-
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УДК: 536.46+536.24

В.А. Порязов

ВЛИЯНИЕ ДИСПЕРСНОСТИ ЧАСТИЦ АЛЮМИНИЯ
НА СКОРОСТЬ ГОРЕНИЯ МЕТАЛЛИЗИРОВАННЫХ

СМЕСЕВЫХ ТВЕРДЫХ ТОПЛИВ1

Представлена физико-математическая модель горения смесевого твердого
топлива на основе перхлората аммония с добавлением частиц алюминия,
учитывающая тепловой эффект разложения конденсированной фазы, кон-
векцию, диффузию, экзотермическую химическую реакцию в газовой фазе,
нагрев и горение частиц алюминия в потоке газа, движение продуктов сго-
рания, скоростное отставание частиц от газа. Учитывается влияние размера
и массовой доли вылетающих с поверхности горения частиц металла на ско-
рость горения. Исследовано влияние размера вылетающих с поверхности
горения частиц алюминия на линейную скорость горения.

Ключевые слова: металлизированное твердое топливо, скорость горения,
дисперсность частиц алюминия, газовая фаза

Основой большинства современных моделей горения смесевых твердых топ-
лив (СТТ) является модель Германса [1]. Применимость ее для проведения инже-
нерных расчетов скорости горения СТТ, в частности моделирования эрозионного
горения, продемонстрирована в работе [2].

Объектом исследования выбрано СТТ на основе перхлората аммония (ПХА)
со связующим бутил-каучуком и добавлением частиц алюминия. Ставится задача
исследовать общие закономерности влияния дисперсности частиц алюминия на
скорость горения металлизированного СТТ.

Скорость горения смесевого топлива рассчитывается как величина, опреде-
ляемая массовыми потоками компонентов топлива с поверхности горения. Мас-
совый поток компонентов топлива определяется тепловым балансом системы на
поверхности топлива, складывающимся из теплового потока из газовой фазы и
суммарным тепловыделением в к-фазе. Тепловыделение в к-фазе обусловлено эк-
зотермическим процессом разложения окислителя и эндотермическим пиролизом
связки. В газовой фазе протекает экзотермическая химическая реакция первого
порядка по закону Аррениуса, конвекция и диффузия реагентов. Горение проис-
ходит в изобарических условиях, давление не зависит от координаты. Учитывает-
ся расширение газа при его нагревании. Частицы алюминия представляют собой
шарики, размер частиц в составе топлива одинаков, распределение зерен перхло-
рата аммония в объеме топлива равномерное, частицы алюминия равномерно
распределены в связующем. Горение частиц алюминия описывается согласно экс-
периментальным данным [3]. Воспламенение частиц алюминия происходит при
достижении температуры частицы равной заданной величине [3]. Теплообмен
между частицами и газом происходит по закону Ньютона, движение частиц про-

                                                          
1 Настоящая работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках выполнения
государственного задания № 10.1329.2014/K.
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исходит под действием сил трения со стороны газа, из-за малой объемной концен-
трации частиц в газе влиянием движения частиц на движение газа пренебрегается.
Не учитывается агломерация частиц на поверхности к-фазы, размер вылетающих
с поверхности горения частиц соответствует размерам частиц в к-фазе. Не учиты-
вается взаимодействие частиц друг с другом в газовой фазе.

Математическая постановка задачи состоит из уравнений для определения
массовых потоков компонентов топлива, суммарного теплового эффекта в к-фазе,
сохранения энергии газа и частиц алюминия, сохранения массы газа, массы час-
тиц и числа частиц алюминия, выгорания реагента в газовой фазе, движения час-
тиц в потоке газа, уравнения состояния газа [4]. Постановка для полидисперсного
состава конденсированных продуктов горения в газовой фазе аналогична [5]:

(
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Принятые обозначения: α  – коэффициент теплоотдачи; oxα , fα , Alα  – мас-
совая доля окислителя, горючего, алюминия в составе СТТ; λ  – коэффициент те-
плопроводности; ν  – объемная доля; Pρ  – плотность СТТ; 2ρ  – плотность газа;
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3ρ  – приведенная плотность частиц (масса частиц в единице объема); trτ – сила
трения; Alμ , Oμ  – молярные массы молекул алюминия и кислорода; c2 – удельная
теплоемкость газа при постоянном давлении; cAl – теплоемкость алюминия; cp –
тепловой эффект эндотермической реакции пиролиза; D – коэффициент диффу-
зии; G – скорость изменения массы частиц при их горении; m – массовый поток с
единицы поверхности; n – число частиц в единице объема; P – давление; Q2 – теп-
ловой эффект реакции в газовой фазе; QAl – теплота сгорания алюминия; Qgp – те-
плота разложения окислителя в газовой фазе; Ql – скрытая теплота разложения
окислителя; Qs – тепловой эффект реакции в к-фазе; R – газовая постоянная; Ry –
универсальная газовая постоянная; RAl – радиус алюминия; rk – радиус частицы;
t – время; T – температура; u – скорость газа; Vk – линейная скорость горения; w3 –
скорость частиц; x – координата; Y – относительная концентрация горючего в га-
зовой фазе; ox ox Al Al1 ( )p f fρ = α ρ +α ρ +α ρ ; ( )Al( ) expf f f f sm A E RT= ρ +ρ ;

( )ox ox oxp km V= ρ α ν .
Индексы: 2 – газовая фаза, i – номер фракции частиц, N  – количество фрак-

ций, 3 – частицы конденсированной фазы продуктов горения, ox – окислитель, f –
связующее, Al – алюминий, k – топливо.

В системе уравнений (1) – (10) уравнения (1), (3) – уравнения энергии для га-
зовой фазы и фракций частиц алюминия, (2) – уравнение для глубины выгорания
горючего в газовой фазе, (4) – уравнение сохранения массы газовой фазы, (5) –
уравнение сохранения массы i-й фракции частиц, (6) – уравнение движения час-
тиц, (7) – уравнение для числа частиц во фракциях, (8) – уравнение состояния
идеального газа, (9) – уравнение для определения линейной скорости горения,
(10) – уравнение суммарного теплового эффекта к-фазы.

Координата 0x =  соответствует поверхности горения. На границе 0x =  гра-
ничные условия выражают законы сохранения массы и энергии:
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Начальные условия:
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В уравнении (6) сила взаимодействия частиц алюминия с газом вычисляется
по формуле
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где Re – число Рейнольдса, Sm – площадь миделева сечения, CR – коэффициент
трения, Alρ  – плотность алюминия, η  – коэффициент динамической вязкости.
Коэффициент теплоотдачи iα  определяется по формуле [6]
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Здесь Alk  – константа скорости горения частицы алюминия в среде окислителя,
a  – коэффициент избытка окислителя.
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В качестве объекта исследования выбрано СТТ на основе перхлората аммония
с массовой долей в составе равной 0,62, связующим бутилкаучуком с массовой
долей в смеси 0,12 и порошком алюминия массовой долей 0,18. Значения тепло-
физических и формально-кинетических параметров, используемых в расчетах:

2 1Вт (м К)λ = ⋅ , 2 2435300 Дж / кгQ = , 5
AL 36,5 10 Дж / кгQ = ⋅ ,

( )1 1465 Дж кг К= ⋅c , ( )2 1466,5 Дж кг К= ⋅c , ( )3 760 Дж кг К= ⋅c ,
3

Al 2600 кг мρ = , 0,5a = , 55 10 Па с−η = ⋅ ⋅ , 1 79733 Дж мольE = ,

2 188325 Дж мольE = , ( )8,31 Дж моль К= ⋅yR , ( )264,36 Дж кг К= ⋅R ,
10

0 0,98 10 1 сk = ⋅ , 5 1,5
Al 2, 22 10 м сk −= ⋅ , 1,0 293 К=T , Al 0,027 кг мольμ = ,

O 0,016 кг мольμ = , ( )2 2 2 2cD Le= ⋅λ ρ , Le  – число Льюиса, для газовой фазы

1Le = , 31270 кг мfρ = , 3
ox 1960 кг мρ = , 0, 4 м сfA = ,

50241,6  Дж мольfE = , 5024,16  кДж кгfQ = , 732,7  кДж кгPH = ,

Al 903 Дж (кг К)c = ⋅ , gp l( Q ) 1339,78 кДж кг− =Q .

Температура воспламенения частиц принималась равной 1300 К [3].
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Исследуемыми порошками алюминия выбраны марки АСД-1, АСД-4, АСД-6.
Размер частиц в расчетах брался равным среднемассовому размеру для каждой
марки порошка алюминия. На основе данных о среднемассовых размерах частиц
алюминия этих марок [7−10], средние значения радиусов частиц алюминия соот-
ветствующих марок взяты следующие:

  АСД-1 – rAl,0 = 10 мкм,
АСД-4 – rAl,0 = 5 мкм,
АСД-6 – rAl,0 = 3 мкм.

Система уравнений решалась численно методом, изложенным в [11].
Результаты расчета зависимости скорости горения от давления при заданном

размере частиц алюминия представлены на рис. 1.
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Ts , К
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760
P, атм 80604020

Рис. 1. Зависимость скорости горения метал-
лизированного СТТ от давления: кр. 1 –
rAl,0 = 3 мкм, кр. 2 – rAl,0 = 5 мкм, кр. 3 –
rAl,0 = 10 мкм

Рис. 2. Зависимость температуры поверхно-
сти металлизированного СТТ от давления:
кр. 1 – rAl,0 = 3 мкм, кр. 2 – rAl,0 = 5 мкм,
кр. 3 – rAl,0 = 10 мкм

Изменение скорости горения с изменением размера частиц обусловлено изме-
нением теплового баланса у поверхности горения. Попадая в газ с нулевой скоро-
стью, частицы подхватываются потоком газа и, за счет сил трения, разгоняются
до скорости газа. В газовой фазе идут экзотермические реакции и происходит те-
плообмен между частицами и газом. Частицы прогреваются до температуры вос-
пламенения, начинают гореть и нагревать газ. Чем меньше размер частицы алю-
миния, тем ближе к поверхности к-фазы происходит ее воспламенение. Горение
частиц алюминия влияет на величину теплового потока к поверхности к-фазы,
увеличивая ее температуру и скорость горения (рис. 1 и  2). Распределения темпера-
туры, скорости газа и частиц вблизи поверхности к-фазы представлено на рис. 3 и 4.

Для анализа влияния дисперсности порошка алюминия на скорость горения
СТТ были выбраны модельные составы смеси порошков алюминия при их сум-
марной массовой концентрации 0,18. Массовое соотношение фракций – 1:1. Раз-
меры (радиусы) частиц при бидисперсном распределении: 3 мкм – 5 мкм, 5 мкм –
10 мкм, 3 мкм – 10 мкм. Было проведено сравнение расчетных значений линейной
скорости горения СТТ с бидисперсными смесями порошков алюминия и моно-
дисперсными порошками. Результаты представлены в таблице и на рис. 5.
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Рис. 3. Распределение температуры газа (сплошные линии)
и частиц алюминия (пунктирные): кр. 1 – rAl,0 = 3 мкм,
кр. 2 – rAl,0 = 5 мкм, кр. 3 – rAl,0 = 10 мкм
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Рис. 4. Распределение скорости газа (сплошные линии) и
частиц алюминия (пунктирные): кр. 1 – rAl,0 = 3 мкм, кр. 2 –
rAl,0 = 5 мкм

Распределение температуры над поверхностью СТТ, содержащим монодис-
персный и бидисперсный порошок алюминия представлено на рисунке 5. Рас-
сматривая профили температур частиц rAl,0 = 3 мкм и rAl,0 = 10 мкм в случае моно-
и бидисперсного распределения, можно увидеть, что воспламенение мелких час-
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тиц в случае бидсперсного распределения происходит дальше от поверхности го-
рения, при этом воспламенения крупных частиц происходит ближе к поверхности
горения. В случае бидисперсного порошка алюминия в составе СТТ мелкие час-
тицы воспламеняются первыми, а затем воспламеняются крупные. В случае мо-
нодисперсного мелкого порошка алюминия в составе СТТ при их горении в газо-
вой фазе они воспламеняются ближе к поверхности и быстрее нагревают газ, что
приводит к формированию большего градиента температуры над поверхностью к-
фазы (кривые 1 и 3 на рис. 5).

Зависимость скорости горения и температуры поверхности
металлизированного СТТ от дисперсности частиц алюминия

Состав 1 2 3 4 5 6
rAl,0, мкм 3 3 5 5 5 10 10 3 10

Массовые доли фракций 0,18 0,9 0,9 0,18 0,9 0,9 0,18 0,9 0,9
Vk, мм/сек 8,7 7,4 6,0 4,9 3,7 6,4

Ts, К 951,1 927 898,6 871,5 837,3 907,8

Состав: 1 – 18 мас.% rAl,0 = 3 мкм; 2 – 9 мас.% rAl,0 = 3 мкм + 9 мас.% rAl,0 = 5 мкм; 3 –
18 мас.% rAl,0 = 5 мкм; 4 – 9 мас.% rAl,0 = 5 мкм + 9 мас.% rAl,0 = 10 мкм; 5 – 18 мас.%
rAl,0 = 10 мкм; 6 – 9 мас.% rAl,0 = 3 мкм + 9 мас.% rAl,0 = 10 мкм. Для всех составов массовая
доля ПХА – 62 мас.%, связующего – 20 мас.%.
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Рис. 5. Распределение температуры газа и частиц алюминия над
поверхностью СТТ: 1 – монодисперсный порошок алюминия
rAl,0 = 3 мкм (кр. 1 – температура газа, кр. 1' – температура час-
тиц), 2 – бидисперсный порошок алюминия rAl,0 = 3 мкм и
rAl,0 = 10 мкм (кр. 2 – температура газа, кр. 2' – температура час-
тиц алюминия rAl,0 = 10 мкм, кр. 2'' – температура частиц алюми-
ния rAl,0 = 3 мкм), 3 – монодисперсный порошок алюминия
rAl,0 = 10 мкм (кр. 3 – температура газа, кр. 3' – температура час-
тиц rAl,0 = 10 мкм). Р = 100 атм



Влияние дисперсности частиц алюминия на скорость горения 103

В результате проведенного исследования влияния дисперсности частиц алю-
миния в составе СТТ на линейную скорость горения показано, что дисперсность
частиц алюминия, выходящих в газовую фазу при горении СТТ, оказывает суще-
ственное влияние на распределение параметров состояния среды над поверхно-
стью СТТ и на скорость его горения. Для расчета линейной скорости горения ме-
таллизированного СТТ важна информация не только о кинетике химических ре-
акций в газовой фазе, но и о дисперсности частиц алюминия, вылетающих с по-
верхности к-фазы в газ.
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Poriazov V.A. THE INFLUENCE OF ALUMINUM PARTICLE DISPERSION ON THE BURN-
ING RATE OF METALLIZED SOLID PROPELLANTS

The paper presents a physical-mathematical model for combustion of a mixed solid propellant
based on ammonium perchlorate with addition of aluminum (Al) particles. The thermal effect of
the condensed phase decomposition, convection, diffusion, the gas phase exothermic reaction, Al
particles heating up and burning in the gas flow, the combustion products flow, and the particle
velocity lag compared with that of gas were taken into consideration. The study also focused on
how the size and mass fraction of Al particles leaving the burning surface affect the burning rate.
The size effect of Al particles leaving the burning surface on the gas parameters distribution and
linear burning rate was studied. It was shown that the Al particle dispersion in the gas phase had a
significant influence on the distribution of parameters in the layer above the burning surface and
on the burning rate. Thus, to calculate the linear burning rate of a metallized solid propellant, it is
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important to know not only the kinetics of chemical reactions in the gas phase, but also the dis-
persion of metal particles leaving the burning surface of the condensed phase.

Keywords: metallized solid propellant, burning rate, aluminum particle dispersion, gas phase.
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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ МОНЖА – АМПЕРА
И ТЕЧЕНИЯ ГАЗА С ПЕРЕМЕННОЙ ЭНТРОПИЕЙ

Представлен аналитический алгоритм построения частных решений неодно-
родного уравнения Монжа – Ампера. Получены в явном виде одиннадцать
параметрических решений, содержащих функциональный и/или констант-
ный произвол. Дана газодинамическая интерпретация одного из таких реше-
ний: задача о распространении ударных волн сжатия и разрежения в термо-
динамически устойчивой сжимаемой среде, уравнение состояния которой
обладает неклассической (знакопеременной) выпуклостью.

Ключевые слова: уравнение Монжа – Ампера; термодинамически ано-
мальный газ; ударные волны сжатия и разрежения.

Уравнение Монжа – Ампера и его газодинамические приложения имеют важ-
ное значение в математической физике. Современное состояние этой проблемы и
библиография представлены в [1−4]. Изучение литературных источников показы-
вает, что конструирование аналитических решений, содержащих функциональ-
ный и константный произвол, по-прежнему является актуальной задачей. Данная
работа имеет следующие цели: получение новых точных решений неоднородного
уравнения Монжа – Ампера; построение примеров нестационарного адиабатиче-
ского течения газа с нормальными и аномальными термодинамическими свойст-
вами.

Алгоритм построения параметрических решений

Рассмотрим уравнение Монжа – Ампера
22 2 2

1 22 2
1 21 2

( , )Y Y Y W x x
x xx x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠

, (1)

правая часть которого зависит только от переменных x1, x2, a 1 2( , )Y x x  − неиз-
вестная функция. Уравнению (1) дадим следующую форму записи:

1 2 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

,
Y Y Y Y Y Y

W
x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, (2)

где 1 1 2 2dY Y dx Y dx= + , (3)

1 1/Y Y x= ∂ ∂ , 2 2/Y Y x= ∂ ∂ .
Решение системы (2) представим в параметрическом виде (α – параметр):

2
1 2 2 2 1 0( ) ( ) ( )Y x A x A A= α + α + α , (4)

3 2
2 2 3 2 2 2 1 0( ) ( ) ( ) ( )Y x B x B x B B= α + α + α + α ,

2
1 2 2 1 0x x x C C= α + + , 0 1, constC C − .
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Такой способ построения параметра α применялся в [5] для изучения газодинами-
ческих процессов с ударными волнами. Примем, что W определяется зависимо-
стью

6
4
2 2

0
, ( )i

i i i
i

x W x
=

= Π Π = Π α∑ , (5)

где ( )iΠ α − аналитические функции. После подстановки (4) в (2) и проведения
стандартных вычислений получаем дифференциальные уравнения, связывающие
между собой функции A0, A1, A2, B0, B1, B2, B3 :

2
0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1, 2A s B A s A s B B− = Π + − = Π� � �� � � , (6)

2
2 0 1 1 0 2 1 2 0 22A s A s A s B B B+ + − − = Π� � � � � � , 2 1 1 2 0 3 3 0 2 1 32 2A s A s A s B B B B+ + − − = Π� � � � � � � ,

2
2 2 1 3 0 4 2 1 3 42A s A s A s B B B+ + − − = Π� � � � � � , 2 3 1 4 3 2 52A s A s B B+ − = Π� � � � , 2

2 4 3 6A s B− = Π� � ,

0 1 0 1 1 1 0, 2B C A B A C A= − = − − α� � �� � , 2 1 1 1 2 3 2 22 , 2( )B A A C A B A A= − α − = −α� � �� � ,

0 1 0 1 0 1 1 2 1 1 1 2, 2 , 2s C B s B C B s B B C B= − = − α − = − α −� � � � � ,

3 2 2 1 3 4 3 32( ) , 3 2s B B C B s B B= −α − = − α� � � .
Точка над символом функции есть производная d /dα.

Сначала рассмотрим основной вариант 1 0С = , для которого
2

1 0 2 0( ) / , constx C x Bα = − ≡ , (7)

0 1 0 10, 0, 0, 0s s≡ ≡ Π ≡ Π ≡ .
В этом случае совокупность уравнений (6) представляет собой систему восьми
уравнений, в которые входят шесть функций A0, A1, A2, B1, B2, B3 и пять коэффи-
циентов Π2, Π 3, Π 4, Π 5, Π6. Ясно, что задача будет замкнута, если априорно задать
любые три из этих пяти коэффициентов. Таким образом, мы получаем возмож-
ность построения частных решений уравнений Монжа – Ампера с нетривиальной
правой частью вида (5): подходящий выбор функции W позволяет проинтегриро-
вать в конечном виде уравнения (6). Полный дифференциал (3) искомой функции
Y (x1 (α, x2), x2) подсчитывается по формулам (4).

Примеры точных решений

Сформулируем основные результаты. При записи правой части уравнения (1)
применяем формулу (5) либо даем более компактный вид этого выражения.
Функции Πi, которые отсутствуют в развернутой записи W, являются тождествен-
но нулевыми.

Решение I.
2

0 2 1 2 2( ) ( ) ( )W g x g x g= − α − α − α , (8)

1 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2 34 2 ( ), 4 ( ) 3g A A A B A g A A A A B= − +α = −α −� � � ,

2
2 1 0 1 2 1 2 3 2 2( ) / , , 2( ).A A g B B A b B A A= − = α + = −α� ��

Здесь A0, A1, B0, B1, b2 − произвольные постоянные; 0 ( )g α − произвольная функ-
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ция. Например, если 0 constg ≡ , то 1 2( , )W x x  является полиномом второй степени
по отношению к аргументу x2 и линейно зависит от x1.

Решение II.
1

0 2 1( ) ( )W h x h−= − α − α , (9)

2
0 1 1 1 1 1 1 1 12 6 , , ( )h A A A JA h A B A J= + α − = − = α� � � � ,

2 3 2 10, 0, 3 2A B B J A≡ ≡ ≡ − α .

Здесь А0, B0, B1 − произвольные постоянные; ( )J α − произвольная функция. На-

пример, если 1
1 1

nA a= α , то

1 12 12 1 1
1 1 1 1 1 1 1 2(1 )(2 1)(1 ) n nW a n n n a n B x −− −= − − + α + α , (10)

1 1 1, const, 1 0a n n− + ≠ .
Решение III.

1 2
0 2 1 2 2( ) ( ) ( )W h x h x h− −= − α − α − α , (11)

2 2 2
0 2 2 1 1 22 ( 2 ), 2 ( 2 ) 4h b a J J J h A J J J b J= − −α + α = α − α − − α�� �� � �� �� ,

1/ 2
2 0 1 2 1 2 22 ( ), ( ), ,h J J J A J A b a A a= α − = α = + α = α�� � � ,

1 2 2 32( ), , 0B J J B b B= −α = α ≡� .

Здесь B0, a1, a2, b2 − произвольные постоянные; ( )J α − произвольная функция.
Отметим, что, несмотря на сходство записи, формула (9) не является следствием
(11); решения II и III обладают разной структурой.

Решение IV. Для функции W имеем выражения (5), (7), причем

2 1 1 3 2 1/(2 ), 2B B b BΠ = − α Π = −� � ,

1/ 2 2 1/ 2
4 1 3 2 1 3

3 9
4 2

B b b B b−Π = α − − α� ,

1/ 2 2
5 2 3 6 3

93 ,
4

b b bΠ = − α Π = − α ,

где 1( )B α  − произвольная функция. Итоговая запись решения выглядит так:
1/ 2

0 1 1 2 2 32 , , 3 / 2A B A b A bα = − = = α� � ,

3/ 2
2 2 3 3, B b B b= α = α ,

где b2, b3 – произвольные постоянные.
В рамках решения IV отметим три частных примера.
IV-1. Если 3 0b = , то

2
2 2 3 2 4( / ) ( / )W x x= Π + Π +Π ,

2
2 1 1 3 1 2 4 2/(2 ), 2 ,B B B b bΠ = − α Π = − Π = −� � ,

где b2 – произвольная постоянная, B1(α) – произвольная функция.
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IV-2. Если 2 40, 0,b = Π ≡ то

B1 = b1 α1/6, 2 5/3
2 1 /(12 )bΠ = − α , 2 2

2 2 3 1 0
9( / ) ( )
4

W x b x C= Π − − ,

где b1, b3 – произвольные постоянные.
IV-3. Если 1 const,B ≡ то

1/ 2 2 1/ 2 2
1 3 2 2 3 1 0 3 1 0

3 93 ( ) ( )
4 4

W B b b b b x C b x C−= α − − − − − ,

где B1 , b2, b3 – произвольные постоянные.

Решение V. Функция W определяется выражением (5), (7), где
2

3/ 2 1/ 21 1
2 3 2 2, ( )

4 2
b b

B B− −Π = − Π = − α + α
α

� ,

2 1/ 2 1/ 2
4 1 2 2 2 1 3 5 3 2 2

3 32 ( ) , ( 3 )
2 2

A B B B b b b B B−Π = −α − − Π = α − α� � � � , 2
6 3

9
4

bΠ = − α .

Здесь 2 ( )B α  − произвольная функция. Итоговая запись решения имеет вид

0

1/ 2
1/ 2 1/ 22

0 0 1 1 2 33/ 2
( ) 3[ /(2 )], ,

2 2
B

A a b A d A b
α

α

αα
= + α = − α = α

α∫
�

,

1/ 2 3/ 2
1 1 3 3, ,B b B b= α = α

где a0 , b1, b3, α0 – произвольные постоянные.
В рамках решения V отметим два частных примера.
V-1. Если 1 30, 0,b b= =  то 1 2 1 22W A B A B= −� � , где 2 ( )B α − произвольная функ-

ция; формула для 1( )A α  дана в записи решения V.
V-2. Если 2 1const, 0,B A≡ ≡  то W содержит три произвольные постоянные

b1 , B2, b3:
2 2 2

22 3 2 1 1 2 2
3 1 0 1 31/ 2 3/ 2

1 01 0 1 0

3 9 3( )
4 4( ) 22( ) 2( )

B b x b b B x
W b x C b b

x Cx C x C
= − − − − −

−− −
.

Решение VI. Функция W (см. (5), (7)) содержит следующие выражения:
2

1/ 21
2 3 1 2,

4
b

b b −Π = − Π = − α
α

,

3/ 2 2 1/ 21
4 3 3 2 1 3 5 2 3(2 3 ) , 2

4
− −Π = α − α − − α Π = −

b
B B b b B b B� � � ,

0

23 3
6 3 3 32

3
2

B B
B B d B

α

α

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟Π = α − + α −⎜ ⎟⎜ ⎟α⎝ ⎠ α⎝ ⎠
∫

� �
� � ,

где 3 ( )B α  − произвольная функция. Решение определяется формулами
1/ 2

0 0 1 1 2[ /(2 )], constA a b A b= + α = ≡ ,
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0

1/ 23
2 1 1 2 22

( )
, ,

2
B

A d B b B b
α

α

αα
= − α = α = α

α∫
�

,

где a0 , b1, b2, α0 – произвольные постоянные.
В рамках решения VI отметим два примера.
VI-1. Если 1 20, 0,b b= =  то 2

2 6 ( )W x= Π α , и это выражение зависит от выбора
произвольной функции 3 ( )B α .

VI-2. Если 3 const,B ≡  то

32
42

22

W
xx
ΠΠ

= + +Π ,

и эта функция содержит три свободных постоянных b1, b2, B3.

Решение VII. Функция W (см. (5), (7)) подсчитывается с помощью формул

2 1 1 /(2 ),B BΠ = − α� 1/ 21
3 1 1 0 2( 2 ) 2

2
a

B B A B−Π = α − α + �� ,

1/ 2 1/ 21
4 2 1 1 1 2 3 0 5 2 2 3 6 2 3

3
( 2 ) 3 , 2 , 3

2
a

a B B a B B A a B B a B− −Π = − α + α + Π = + α Π =� ,

где 1( )B α  − произвольная функция; B2, B3 – произвольные постоянные.
Решение имеет вид

1/ 2
0 1 1 1 2 2 1 2/(2 ), , ; ,A B A a A a a a= − α = α = α� � − произвольные постоянные.

Решение VIII. Правая часть W уравнения Монжа – Ампера содержит следую-
щие выражения:

2 2
2 1 3 1 2 4 2 1 3/ 2, 2 , (3 / 2),b b b b b bΠ = Π = − Π = − −

2
5 2 3 6 32 ,b b bΠ = − Π = − ,

где b1, b2 , b3 – произвольные постоянные. Итоговая запись решения выглядит так:

0 1 1 2 2 3( / 2) ln , , / 2,A b A b A b= − α = =

1 1 2 2 3 3, ,B b B b B b= α = α = α .
Решение IX. Укажем здесь три частных решения, для которых отдельные

функции ( )iΠ α  − степенные (см. (5) и (7)).

IX-1. 4 42
2 3 1 1 4 4 5 1 4 5 10, , , / ,n na B r a r r B+Π ≡ Π = Π = α Π = α

42 2 2
6 6 4 1( / )nr r B+Π = α , 0 1 1const, ,A A a≡ = α

5 4 4 4 4( 2)( 1) /[(1 )(2 )],r n n n n= − − + +  2
1 2 1const, / 2,B B a≡ = − α

2
6 4 4 4 4 4 4 12 (1 ) /[(1 ) (2 )], (1 )(2 ) 0 ; 0,r n n n n n n B= − + + + + ≠ ≠

4 41 2
4 4 4

2 3
1 4 1 4 4

2
, ,

(1 ) (1 )(2 )

n nr n r
A B

B n B n n

+ +α − α
= =

+ + +

где A0, B1, n4, a1, r4 – произвольные постоянные.
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IX-2. 2 21 22
2 3 4 5 1 2 5 6 2 60, 0, 0, , ;n na a r a r+Π ≡ Π ≡ Π ≡ Π = α Π = α

5 2 2 2( 2)( 3) /(1 )r n n n= − − + , 6 2 2 22(1 )( 2) /(1 );r n n n= − − +

2 2
0 1 2 2 1 1 2 1const, 0, , , / 2,nA B A a A a B a≡ ≡ = α = α = − α

212
3 2 2

2

2(1 )
, 1 0 .

(1 )
nn

B a n
n

+−
= α + ≠

+

где A0, a1, a2 , n2 – произвольные постоянные.

IX-3. 4 4

4 4

11 4 4
2 3 4 4 5

1 4
2 2 22 2

1 4 4 4 4 4 4
6 2 2

1 4 4 1 4 4

4
0, 0, , ,

(1 )
2 (1 2 ) 2 (1 )

;
(1 )(2 ) (2 )(1 )

n n

n n

A n r
r

B n
A n n r n n r
B n n B n n

+

+ +

Π ≡ Π ≡ Π ≡ α Π = α
+

+ α − α
Π = +

+ + + +

412
1 4

0 1 2
1 1 4

const, const, ,
(1 )

nA r
A A A

B B n

+α α
≡ ≡ = +

+

42
4 4

1 2 1 3 4 4 1
1 4 4

2
const, , , (1 )(2 ) 0, 0.

(1 )(2 )

nn r
B B A B n n B

B n n

+− α
≡ = α = + + ≠ ≠

+ +

Здесь A0, A1, B1, n4 , r4 – произвольные постоянные.
Напомним, что решения I – IX получены для 1 0С =  с учетом формул (7).

Укажем далее два решения, для которых допускается 1 0С ≠ .
Решение X.

2
4 5 2 6 2( / ) ( / ),W x x= Π + Π + Π

2 2
4 2 1 1 2 2 5 2 2 2 1 3 6 2 3 3 3( ) , (2 2 ), (3 2 ) ,A B C B B A B B C B A B B BΠ = − − Π = − α − Π = − α −� � �� � � � � �

0

2
0 1 2 3const, const, ( ) ,

2
A A A B d

α
−

α

α
≡ ≡ = − α α α∫ �

0 1 2 2 1 1 2const, const, .B B B b A C A≡ ≡ = + α −

Здесь 3 ( )B α  − произвольная функция; A0, B0, A1, B1, C0, C1, b2 – произвольные по-
стоянные.

Решение XI. Функция W определяется выражением (5), в котором ,i
i irΠ = α

0, 1, ..., 6;i =

0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1( ), 2[ ( ) 2 ]r b a C b r a C b a b b C b b= − + = − + + + ,

2
2 2 1 0 0 1 1 2 0 2 1 0 1 1 13[ ( ) 2 ] 4[ ( ) ]r a C b a b C b b b a b b C b= − + + + − + + ,

3 2 0 1 1 1 1 1 2 1 2 0 2 1 3 0 36[ ( ) ( ) 2 ] 4[ ( ) 2 ]r a b b C a b C b b b a b C b b b= − + + + + − + + ,

2
4 2 1 1 2 2 1 2 1 3 1 3 0 39[ ( ) ] 8[ ( ) 2 ] 5r a b C b b a b C b b b a b= − + + − + + − ,

5 2 1 3 2 3 1 3 6 3 2 312( 2 ) 10 , (15 16 )r b C b b b a b r b a b= − + + − = − + .
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Здесь все ri постоянны. Решение определяется формулами
2 3 2 3 4

0 0 1 1 2 2 0 0 1 1 2 2 3 3, , , , , , ,A a A a A a B b B b B b B b= α = α = α = α = α = α = α

0 0 1 1 0 1 1 2 1 2 1 3 2, , , ,b a C b a a C b a a C b a= − = − − = − − = −

где С0, С1, a0, a1, a2 – произвольные постоянные.
Далее мы рассмотрим пример газодинамического истолкования решения II.

Течения газа с переменной энтропией

Уравнения адиабатического движения идеального газа с переменной энтропи-
ей можно преобразовать к уравнению Монжа – Ампера для функции ( , ) :pξ = ξ ψ

22 2 2

2 2 ,V
p pp

⎛ ⎞∂ ξ ∂ ξ ∂ ξ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ψ ∂∂ ∂ψ ⎝ ⎠

(12)

, ,t u
p
∂ξ ∂ξ

= =
∂ ∂ψ

 ( , ), ( ), 1/ ,V V p S S S V d dx udt= = ψ = ρ ψ = ρ −ρ .

История этого вопроса и библиография даны в [1, 2]. Здесь приняты обозначения:
x – декартова координата; t – время; ψ − лагранжева координата (функция части-
цы); и − скорость газа; р − давление; ρ − плотность; V – удельный объем; S – эн-
тропия единицы массы газа. Далее нам потребуются следующие известные тер-
модинамические соотношения [6]. Уравнения состояния газа

( , ), ( , ), ( , )p p V T V T S S V T= ε = ε =  должны удовлетворять второму началу тер-
модинамики:

,TdS d pdV= ε +

а это значит, что

2 , ,V
p ST c T

V T T T T
∂ε ∂ ∂ε ∂⎛ ⎞= = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

(13)

где Т − температура; ε − удельная внутренняя энергия; сV − удельная теплоемкость
газа при постоянном объеме. Если за независимые параметры приняты р и V, то
функции ( , ), ( , ), ( , )p V S S p V T T p Vε = ε = =  подчинены связям

1, , .T S T S S ST p T
p V V p V V p p

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ε ∂ ∂ε
− = = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(14)

Условие устойчивости термодинамического равновесия имеет вид
( , ) / 0p V S V∂ ∂ <  или, что то же самое, ( , ) / 0V p S p∂ ∂ < . Классическая газовая ди-

намика изучает сжимаемые среды, удовлетворяющие свойствам нормального газа
[1], [7]. В частности, для нормального газа выполнено условие выпуклости

2 2( , ) / 0p V S V∂ ∂ > . Термодинамически аномальная сжимаемая среда удовлетво-

ряет условию вогнутости 2 2( , ) / 0p V S V∂ ∂ < , и в ней возможно существование
ударных волн разрежения [8−10]. Сжатие поршнем такой среды инициирует
расширяющуюся волну, которая является аналогом волны разрежения в обычном
газе.
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Расширение аномального газа

Сопоставим друг с другом уравнения (1) и (12) и выполним в (3) − (5) переобо-
значения:

1 2 1 2, , , , , /x p x Y Y t Y u W V p→ →ψ → ξ → → → ∂ ∂ .
Обсудим газодинамическую интерпретацию решения II для случая (10) при

B0 = 0, B1 = 0:
2 4 2
1 1 0/ ( / )(1 2 )( ) , 1,n nV p a k n p p n∂ ∂ = − ψ + − > (15)

1 ( 1)(2 1) /[( 1)(2 1)].k n n n n= − − + +

Движение газа определяется формулами
( 1) /

( 1) / 0
1

1

(1 2 )
(1 )

n n
n n t tnu a

n a

+
− +− ⎛ ⎞

= ψ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
; (16)

1/2 1
0

0
1

( )
nnt t

p p
a

−⎡ ⎤+ ψ
− = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
. (17)

В этих выражениях (см. (4), (9), (10)) приняты обозначения: 0 0 0,С p= >

0 0 0;A t− = >  0 0 1, ,p t a  − свободные параметры задачи. Интегрируя (15), получаем
уравнение состояния термодинамически устойчивой сжимаемой среды (газа):

1 2 1 2
2 1 0 1 2/[ ( ) ], 0, 0.n nk S V p p p p k+ += − − > > (18)

1 2,p k  − const.
Здесь параметр k2 характеризует зависимость температуры от давления (см. ниже
формулу (20)). Распределение энтропии по частицам газа имеет вид

2 4
2 1 1 / .nk S a k= ψ (19)

Ясно, что 2 2( , ) / 0V p S p∂ ∂ =  при 0.p p=  Для каждого фиксированного ψ
имеем положительную выпуклость (нормальный газ) при 00 p p< < ; имеем отри-
цательную выпуклость (аномальный газ) при 0p p< < ∞  (рис. 1).

V

pp0

V0

0

22 ,0/
pp

pV
>

<∂∂

0

22

0
,0/

pp
pV
<<

>∂∂

Рис. 1. Знакопеременная выпуклость
уравнения состояния (18) ( , )V V p S=
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На основе формул (13), (14) находим выражения для температуры, внутренней
энергии и удельной теплоемкости:

1 2 2 2
0 2 1 0( ) / [( ) /(2 2 )];n nT T k pp p p n+ +− = − − + (20)

1 2 1 2
1 2 1 1 1 0{[ /( )] }, ( ) ( )+ +ε = π − π ≡ π = − −n nV T k p p p p p ,

2 2 3
0 2 1(1 2 )( ) /( ).n

Vc n p p VT k= + − π (21)

Неравенства 1 0, 0, 0Tπ > > ε >  обеспечиваются подходящим выбором констант

0 1,T p . Здесь мы рассматриваем малую, но конечную окрестность термодинами-
ческой точки 0 0 0( , , )p V T . Внутри этой окрестности / 0T V∂ ∂ ≡  (см. (20)). Функ-
ции (18), (20), (21), определяющие термодинамические свойства газа, зависят от
выбора параметров 0 1 0 2, , , ,n p p T k . Из (18) следует, что

1 2
0 2 0 1 0 0, ( )nV k S p S S+= = ψ = ψ , (22)

где 0ψ  − фиксированное значение лагранжевой координаты.
Изучаемая задача состоит в следующем. В начальный момент времени (t = 0)

аномальный газ находится между двумя непроницаемыми поршнями:
[ , ]l rψ∈ ψ ψ , где 0 l r< ψ < ψ < ∞ ; , constl rψ ψ − . Поршни движутся в разные

стороны, т.е. происходит расширение аномального газа, сопровождающееся дви-
жением ударной волны разрежения (УВР) ( )j j tψ = ψ  (рис. 2, а). При t = 0 фронт

УВР находится на правом поршне: ( 0)j rtψ = = ψ , а при t > 0 этот сильный разрыв
перемещается влево. Данный процесс длится до тех пор, пока фронт УВР не до-
гонит левый поршень: 1( ) ,j lt tψ = = ψ  10 .t t≤ ≤ < ∞  Таким образом, перед фрон-
том УВР уравнение состояния (18) имеет отрицательную выпуклость (аномаль-
ный газ, 0 0p p− > ), а за фронтом − положительную выпуклость (нормальный
газ, 0 0p p− < ). Форма записи термодинамических выражений (19) – (21) одина-
ковая по обе стороны сильного разрыва. Различие в содержании этих формул, т.е.
и различие между точками вида 0 0 0( , , )p V T  по обе стороны скачка, обусловлено
тем, что параметры k2 и Т0 меняются при переходе через разрыв, но при этом их
отношение Т0/k2 остается непрерывным (см. ниже формулу (31)). Далее рассмат-
риваем ситуацию, когда ударный переход «аномальный газ − нормальный газ»
сопровождается выделением импульса и энергии в окрестности линии сильного
разрыва ( ) ( , ).j jx x t x t= ≡ ψ  Подвод импульса и энергии происходит с правой
стороны разрыва.

Динамические условия совместности при ( )jx x t=  имеют вид [1, 6]

( ) ( ) '
j ju N u N m∗ ∗ρ − = ρ − = ; (23)

2 2( ) ( ) '
j j jp u N p u N p∗ ∗ ∗+ ρ − = +ρ − + ; (24)

2 21 1 1( ) ( ) ( ' ').
2 2 'j j j jp V u N p V u N W Np

m∗ ∗ ∗ ∗ε + + − = ε + + − + + (25)

Кроме того, на разрыве должен быть выполнен закон возрастания энтропии:

jS S∗> . (26)
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Здесь индексы * и j отмечают значения функций перед и за фронтом ударной вол-
ны; /jN dx dt=  − скорость перемещения сильного разрыва; 'm , кг/(м2 ۟·с) − поток
массы газа через разрыв; p', Н/м2 ۟ и 'W , Дж/(м2 ۟·с) − плотности распределения на
разрыве внешних для среды сил и притока энергии. Таким образом, величина

' '/ 'u p m= , м/с, есть скорость, которая характеризует воздействие давления 'p  на
скачке; ' '/ 'W mε = , Дж/кг, определяет подвод энергии, рассчитанный на единицу
массы. Нетрудно видеть, что

' , ( ) 'j j
j j

d d
m p p u u p

dt dt∗ ∗

ψ ψ
= − − = − + .

Движение газа между левым поршнем и УВР определяется формулами (16), (17),
[ , )l jψ∈ ψ ψ ; в этой области 00, 0u p p< − > . Справа от разрыва, т.е. при

( , ]j rψ∈ ψ ψ  движение газа представляется в виде
( 1) /

( 1) / 0
1

1

(2 1) ;
1

n n
n n t tnu a

n a

+
− +− ⎛ ⎞

= ψ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
(27)

1/2 1
0

0
1

( )
;

nnt t
p p

a

−⎡ ⎤+ ψ
− = − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
(28)

в этой области 00, 0u p p> − < . Скорость перемещения УВР отрицательная:
0N < . Удовлетворяя условиям (23) − (25), получаем следующие зависимости:

0 0,j ju u p p p p∗ ∗= − − = − ,

1 2 1 2 1 2
0 1 0 1 1 1 1( ) , ( ) ,n n n

j jp p H u p p H u p N h+ + +
∗ ∗− = − = = ,

1 1
1 1 0 1 0( ) , ( )b bH h t t N N t t−= − = + , 1 1 1, const; (1 8 ) /( 1)h N b n n n− = + − ;

1/(1 4 )
1 (1 2 ) /(1 ) 1

0 1 12
1 1 1

1( ) ( ) , , 1, 0, 0.
(1 2 )

n
n n

j j j
nt t t n h N

n a k h

−
+ − ⎡ ⎤−

ψ = ψ + ψ = > < <⎢ ⎥
+⎣ ⎦

После аналитических преобразований находим

( )( 1) /1 1
01/

1

(2 1) ( )
( 1)

n n
j jn

nu t t
n a

− −−
= ψ +

+
; (29)

21 (2 1) / 1/
0 0 1 2( ) ( ) , (4 1) /(1 ).bn n n

j jp p t t a b n n− −− = − ψ + = − − (30)

Чтобы обеспечить баланс энергии (25), необходимо принять соотношение

( )0 2 0 2/ ( / ) .jT k T k
∗
= (31)

Функции источников импульса и энергии содержат свободный параметр h1 и
имеют вид

( ) 2
2 (2 1) /1

02 1/
1

6' ( ) ;
( 1)

n n b
jn

np t t
n a

−
= ψ +

−
(32)

2 1 2 4
1 1 1' ' '/ .n n

ju N a k p p+ε + = ψ (33)
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Зависимость источников от модуля скорости перемещения УВР − степенная:
[ ] ( )

2(1 4 ) / (1 8 ) (1 8 ) /( 1)'~ , ' ' ~ .n n n n np N u N N− + + −ε +

Параметры a1, n1, k1, p0, p1 одни и те же по обе стороны разрыва, поэтому
(k2S)* = (k2S)j (см. (19)). В формуле (22) нужно взять 0 ( 0)j tψ = ψ = , и тогда

0 0 0jV V V∗ = = . Условие (26) возрастания энтропии дает неравенство

anomal normal
2 2k k> . (34)

Следовательно, согласно (31), термодинамические точки (p0, V0, T0)* и (p0, V0 , T0)j
различаются только значениями T0 , а именно:

anomal normal
0 0T T> . (35)

Напомним, что параметры (p0, V0, T0)* и (p0, V0 , T0)j служат основой построения
формул (18), (20), (21), но при этом их числовые значения не принадлежат ни
«аномальной» ни «нормальной» областям течения. Согласно (16), зависимость
скорости левого поршня от времени имеет вид

( 1) /
0( , )~( ) n n

l lu u t t t += ψ = ψ + .

Вместе с тем 1
0

bN ~ (  t  t )+ , причем ( 0)j r ltψ = = ψ > ψ  (см. постановку задачи).
Ясно, что в b1 > [(n+1) / n ], поэтому существует конечный момент времени t1 > 0 ,
когда фронт УВР догонит левый поршень: 1( )j lt tψ = = ψ . Именно это значение
t = t1 представляет собой длительность процесса расширения аномального газа.

Сжатие нормального газа

В начальный момент времени (t = 0) нормальный газ находится между двумя
поршнями, [ , ]l rψ∈ ψ ψ , где 0 l r< ψ < ψ < ∞ . Поршни движутся навстречу друг
другу, и в потоке газа распространяется ударная волна сжатия (УВС) 1( )j tψ = ψ ,
рис. 2, б.

0 anomal gas х

0<lu

0<u

0<N

0>u

0>ru

lψ=ψ jψ=ψ rψ=ψ

normal gas

a

0 anomal gas х

0>lu

0>u

0<N

0<u

0<ru

lψ=ψ jψ=ψ rψ=ψ

normal gas

б

Рис. 2 Течение газа между двумя подвижными поршнями:
а − расширение аномального газа; б − сжатие нормального газа
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Физический смысл всех предыдущих обозначений сохраняется. При t = 0
фронт УВС находится на правом поршне: ( 0)j rtψ = = ψ , а при t > 0 этот сильный
разрыв перемещается влево, N < 0. Этот процесс длится до момента встречи лево-
го поршня с УВС: 1( )j lt tψ = = ψ . Перед фронтом УВС уравнение состояния (18)
имеет положительную выпуклость (нормальный газ, p – p0 < 0, u > 0); за скачком
выпуклость отрицательная (аномальный газ, p – p0 > 0, u < 0). Данный ударный
переход сопровождается поглощением импульса и энергии в правой окрестности
сильного разрыва. Форма записи динамических условий совместности (23) − (25)
полностью сохраняется. Движение нормального газа между левым поршнем и
УВС определяется формулами (27), (28). В предыдущей задаче эти формулы от-
носились к области газа, расположенной справа от разрыва. Движение аномально-
го газа справа от разрыва описывается формулами (16), (17). Таким образом, по
сравнению с предыдущей задачей, нормальная и аномальная области поменялись
местами (рис. 2). Алгоритм расчета газодинамических параметров на фронте раз-
рыва остается прежним, но итоговые формулы отличаются знаками. А именно: в
левых частях выражений (29), (30), (32) надо сделать замену uj → (− uj), (pj – p0) →
(p0 − pj), ' ( ')p p→ − . Из (33) ясно, что при этом изменится на противоположный
знак функции источника энергии ' 'u Nε + . Условие (26) возрастания энтропии
приводит к неравенствам

normal anomal normal anomal
2 2 0 0, .k k T T> > (36)

Сопоставляя друг с другом задачу о расширении аномального газа и задачу о
сжатии нормального газа, можем заключить, что для них форма записи термоди-
намических выражений (18), (20), (21) одинаковая. Различия сосредоточены в со-
держательной части этих формул и обусловлены отличием (34), (35) от (36). Сле-
довательно, термодинамическая устойчивость двух процессов: процесса расши-
рения, содержащего УВР, и процесса сжатия, содержащего УВС, имеет место для
двух сжимаемых сред с различающимися термическими уравнениями состояния
вида T = T(p) (рис. 3). А именно: в задачах о движении УВР и УВС зависимость
(20) должна обладать свойствами (34), (35) либо (36) соответственно.

0

T

pp0

normal gas

anomal gas

Рис. 3. Качественные свойства зависимости (20) T = T(p)
в нормальной и аномальной областях: пунктирные линии
− для задачи о расширении аномального газа; сплошные
линии − для задачи о сжатии нормального газа. Дуговые
стрелки указывают направления процессов
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Заключение

Для неоднородного уравнения Монжа – Ампера (1) найдены частные парамет-
рические решения I – XI. Дана газодинамическая интерпретация решения II. По-
лучено аналитическое описание термодинамически устойчивых ударных перехо-
дов вида «аномальный газ − нормальный газ» и «нормальный газ − аномальный
газ».
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Shablovskii O.N. PARAMETRIC SOLUTIONS FOR THE MONGE – AMPERE EQUATION
AND GAS FLOW WITH VARIABLE ENTROPY

The non-uniform Monge–Ampere equation is considered for an unknown function
1 2( , )Y Y x x=  of two independent variables. We set out an algorithm for building analytical solu-

tions depending on a parameter :α 2
1 2 2 1 0;х х x C C= α + + 0C and 1C  are constant. The cases

1 0C =  and 1 0C ≠  are studied. Totally, eleven exact partial solutions with arbitrary functions or
arbitrary constants were constructed. We also present a gas-dynamical interpretation for one of
the solutions, namely, the problem of shock wave propagation in a thermodynamically stable
compressible medium with a nonclassic (sign-alternating) convexity in the equation of state. Two
examples of gas flowing between movable impermeable pistons are built in the finite form. The
first case deals with expansion of the thermodynamically anomalous gas (negative convexity of
the state equation): the pistons move in opposite directions; the flow contains a rarefaction shock
wave moving from the right piston to the left one; the gas behind the jump front is thermody-
namically normal (positive convexity of the state equation); and the process lasts until the rare-
faction shock wave front reaches the left piston. In the second case, we consider compression of
the thermodynamically normal gas: the pistons move to meet each other, and a compression shock
wave propagates in the gas; the gas behind the jump front is thermodynamically anomalous; and
the process lasts till the moment the compression shock wave front reaches the left piston. The
shock transitions represented are accompanied with emission/absorption of the momentum and
energy in the vicinity of the strong jump line.
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