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УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ 
 

УДК 517.977 
 

Р.О. Масталиев 
 

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧЕ  
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНОЙ СИСТЕМОЙ 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда развития науки при Президенте  

Азербайджанской Республики (грант № EIF/GAM-2-2013-2(8)-25/06/1). 
 
Рассматривается задача управления ступенчатой структурой, описываемой системой разностных и интегро-
дифференциальных уравнений типа Вольтерра. При предположении открытости области управления получены 
необходимые условия оптимальности первого и второго порядков.  
Ключевые слова: разностные и интегро-дифференциальные уравнения типа Вольтерра; ступенчатая задача; ва-
риация функционала; уравнения Эйлера. 
 

В работах [1, 2] изучены задачи оптимального управления, соответственно, описываемые инте-
гральными и разностными уравнениями типа Вольтерра, доказаны необходимые условия оптимально-
сти, найдены условия управляемости и др. 

Предлагаемая работа посвящена изучению одной ступенчатой задаче оптимального управления, 
описываемой разностными и интегро-дифференциальными уравнениями типа Вольтерра. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим задачу о минимуме функционала 

       1,S u v x t y T                                                                 (1) 

при ограничениях 

        

 

        

    

0

1

1 0 0 0 1

0 0

2 1

1 1

1 , , , , , 1, 2,..., 1 ,

,

, , , , , ,

.

t

t

t

t

x t f t x u t T t t t t

x t x

y t g t y v d t T t T

y t G x t



          

 

       








                     (2) 

Здесь 0 1 0, , ,t t T x  заданы, причем разность 1 0t t   натуральное число;  x и  y  заданные, дважды 

непрерывно дифференцируемые скалярные функции;  , , ,f t x u   заданная n-мерная вектор-функция, 

непрерывная по совокупности переменных, вместе с частными производными по ( , )x u  до второго по-

рядка включительно;  , , ,g t y v  – заданная m-мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности 

переменных, вместе с частными производными по ( , )y v  до второго порядка включительно;  G x   

заданная дважды непрерывно дифференцируемая m-мерная вектор-функция;  u t   r-мерный вектор 

управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и открытого множе-
ства U; ( )v t  r-мерный кусочно-непрерывный на 2T  вектор управляющих воздействий со значениями 

из заданного непустого, ограниченного и открытого множества  V , т.е. 



5 

 
 

1

2

, ,

, .

r

q

u t U R t T

v t V R t T

  

  
                                                                  (3) 

Пару     ,u t v t  с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением, а соответ-

ствующий процесс         , , ,u t v t x t y t  – допустимым процессом. 

Целью данной работы является вывод необходимых условий оптимальности первого и второго 
порядков в рассматриваемой задаче. 

 
2. Первая и вторая вариации функционала качества 

 

Считая         , , ,u t v t x t y t     оптимальным процессом, обозначим через 

      ,u t u t u t                     , ,  v t v t v t x t x t x t y t y t x t            произвольный допу-

стимый процесс и запишем формулу приращения функционала: 

                 1 1, , , .S u v S u v S u v x t x t y T y T                                 (4) 

Ясно, что приращение     ,x t y t   траектории     ,x t y t   будет удовлетворять системе 

           
0

o o1 , , , , , , ,
t

t
x t f t x u f t x u



                                                (5) 

 0 0 ,x t   1Tt ,                                                                (6) 

 
1


t

t

ty          o o, , , , , , ,g t y v g t y v d           2 ,t T                             (7) 

       o
1 1 1 .y t G x t G x t                                                         (8) 

Обозначим через     ,t p t  пока неизвестную  -n m мерную вектор-функцию. 

Умножая обе части соотношений (5), (7) соответственно на  t ,  p t  скалярно, а затем, сумми-

руя и интегрируя полученные тождества по множествам 1T  и 2T , будем иметь 

               
1 1 1

0 0

1 1 1
o o1 , , , , , , ,

t t t

t t t t t
t x t f t x t u t f t x t u t

  

  

                                (9) 

   
11

  
T

t

T

t

T

t

dttytp           o o( ) , , , , , , .p g t y t v t g t y t v t d dt                      (10) 

Ясно что, 

           
1 1

0 0

1 1

1 11 1 1 ,
t t

t t t t
t x t t x t t x t

 

 

               

               
1 1

1 1 .
T T

t t

p t y t dt p T y T p t y t p t y t dt             

Отсюда с учетом (8) будем иметь 

                    
1 1

1 1 1 .
T T

o

t t

p t y t dt p T y T p t G x t G x t p t y t dt             

Принимая во внимания эти тождества, формула приращения (1) записывается в виде  
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                 

               

                

           

1 1 1

0 0

1

1

o o
1 1 1 1

1 1 1
o o

o
2 1 1 1

, 1

1 , , , , , ,

, , , , , , .

t t t

t t t t t

T

t

T T

t t

S u v x t x t y T y T t x t

t x t f t x t u t f t x t u t

p t y T p t G x t G x t p t y t dt

p g t y t v t g t y t v t d dt

 

  

  

 

            

             

        

       

 



 


                  (11) 

Введем обозначения: 

     
1 1

, ( ), ( ), ( ) , , ,
t

t
H t x t u t t f t x u





     ,      , ( ), ( ), ( ) , , ,
T

t

M t y t v t p t p g t y v d    , 

     1 1N x p t G x  , o o o o[ ] ( , ( ), ( ), ( )),  [ ] ( , ( ), ( ), ( ))x x u uH t H t x t u t t H t H t x t u t t    , 
o o o o[ ] ( , ( ), ( ), ( )),  [ ] ( , ( ), ( ), ( ))xx x x xu xuH t H t x t u t t H t H t x t u t t    , 
o o o o[ ] ( , ( ), ( ), ( )),  [ ] ( , ( ), ( ), ( ))y y v vM t M t y t v t p t M t M t y t v t p t  , 

o o o o[ ] ( , ( ), ( ), ( )),  [ ] ( , ( ), ( ), ( ))yy yy vv vvM t M t y t v t p t M t M t y t v t p t  , 

o o o o[ , ] ( , , ( ), ( )),  [ , ] ( , , ( ), ( )),x x u uf t f t x u f t f t x u           
o o o o[ , ] ( , , ( ), ( )), [ , ] ( , , ( ), ( )).y y v vg t g t y v g t g t y v           

Тогда формула приращения (11) представляется в виде 

                 

                 

              

             

1 1

0 0

1

1

o o
1 1 1 1

1 1
o o

o
1 1

o o

, 1

1 , , , , , ,

, , , , , , .

t t

t t t t

T

t

T

t

S u v x t x t y T y T t x t

t x t H t x t u t t H t x t u t t

p T y T N x t N x t p t y t dt

M t y t v t p t M t y t v t p t dt

 

 

 

            

          

       

   

 






                     (12) 

Используя формулу Тейлора из (12), после некоторых преобразований получим 

1 1 1

o o o

1

o

o o o o o
1 1 1 1 1

1 1 1
o

1

1
( , ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )

2

1
( ) ( ( )) ( ) ( 1) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

2

1 1
( ) [ ] ( ) ( ) [

2 2

x xx y

t t t

x u
t t t t t t

t

xx uu
t t

S u v x t x t x t x t x t y T y T

y T y T y T t x t H t x t H t u t

x t H t x t u t H t

  

  





            

               

     

  


1 1

o o

1 1

] ( ) ( ) [ ] ( )
t t

xu
t t t t

u t x t H x u t
 

 

     

             (13) 

1

1 1 1 1

1

o o
1 1 1 1 1

1
( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

2

1 1
[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

2 2

( ) [ ] ( ) ( , ).

T

x xx
t

T T T T

y v yy vv
t t t t

T

yv
t

p T y T N x t x t x t N x t x t p t y t dt

M t y t dt M t v t dt y t M t y t dt v t M t v t dt

y t M t v t dt u v

            

             

      



   





 

Здесь по определению 
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          
     1

0 1

2 2 2

1 1 2 3 1

1
2 2

4 5

,

,
Tt

t t t

u v x t y T x t

z t k t dt




            

      
                                     (14) 

где ( ) ( , )z t x u     , ( ) ( , )k t y v     . 

Величины  i  , 1,5i  , определяются, соответственно, из разложений 

                    2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2x xxx t x t x t x t x t x t x t x t               , 

                    2o o
2

1

2y yyy T y T y T y T y T y T y T y T              , 

                    2

1 1 1 1 1 1 1 3 1

1
,

2x xxN x t N x t N x t x t x t N x t x t x t            

               

      
o

2

4

, , , , , , [ ] [ ] ( )

1 1
[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ,

2 2

x u

xx uu xu

H t x t u t t H t x t u t t H t x t H t u t

x t H t x t u t H t u t x t H t u t z t

       

             
 

               

      2

5

, , , , , , [ ] [ ] ( )

1
[ ] ( ) [ ] ( ) .

2

y v

yy yv

M t y t v t p t M t y t v t p t M t y t M t v t

y t M t y t y t M t v t k t

      

        
 

Если предполагать, что вектор-функция     ,t p t  является решением задачи 

o o
1 1 1

o

( 1) [ ],

( 1) ( ( )) ( ( )),

( ) [ ],

( ) ( ( )),

x

x x

y

y

t H t
t x t N x t

p t M t

p T y T

  

    


 

                                          (15) 

то формула приращения (13) примет вид  

1

1

1 1 1

1
o o

o o o
1 1 1 1

1 1

( , ) [ ] ( ) [ ] ( )

1
( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )

2

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) 2 ( ) [ ] ( )

o

o o o

Tt

u
t t t

xx yy

t t t

xx uu xu
t t t t t t

S u v H t u t M t v t dt

x t x t N x t x t y T y T y t

x t H t x t u t H t u t x t H t u t





  

  

 
      

  

            

          

 

 

1 1 1

1

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) 2 ( ) [ ] ( ) ( , ).
T T T

yy vv yv
t t t

y t M t y t dt v t M t v t dt y t M t v t dt u v




              





  

          (16) 

Уравнения (15) назовем сопряженной системой в рассматриваемой задаче управления (см., 
например: [4]). 

Специальное приращение оптимального управления o o( ( ), ( )),u t v t  в силу открытости областей 

управления ,,VU  можно определить по формуле 

1

2

( ; ) ( ), ,

( ; ) ( ), .

u t u t t T
v t v t t T

    
    

                                                           (17) 

Здесь ( ),u t t T   – произвольная r-мерная вектор-функция со значениями из ,rR ( );  v t t T   – произ-

вольная кусочно-непрерывная вектор-функция со значениями из qR ; ε – достаточно малое по абсолют-
ной величине число. 



8 

Обозначим через     ; , ;x t y t     специальное приращение оптимальной траектории 

    ,x t y t  , отвечающее приращению ( ( ; ), ( ; ))u t v t   управления     ,u t v t  .  

Используя формулу Тейлора и лемму Гронуолла–Белмана, из формул (5)–(7) по схеме, приведён-
ной в [1. С. 15–21; 3. С. 86–87; 4. С. 33–38], доказывается справедливость оценок 

1

o

1

o 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

t

t t

Tt

t t t

x t L u t

y t L u t v t dt





  

 
     

  



 
                                                     ( 18) 

const 0.L    

Из оценок (18) с учетом (17) следует, что ( ; , ( ;x t y t     имеют порядок малости ε, и кроме то-

го, для ( ; )x t  и ( ; )y t   справедливо следующее утверждение. 

Лемма. Для специального приращения     ; , ;x t y t     управления траектории     ,u t v t   

справедливо  разложение 

1

2

( ; ) ( ) o ( ; ),

( ; ) ( ) o ( ; ).

x t x t t
y t y t t

     
     

                                                           (19) 

Здесь     ,x t y t   – вариация траектории o o( ( ), ( ))x t y t  – является решением следующей  системы ли-

нейных неоднородных разностных и интегро-дифференциальных  уравнений типа Вольтерра: 

     

 
0

0

1 [ , ] [ , ] ,

0,

t

x u
t

x t f t x f t u

x t


            

 


                                         (20)  

1

( ) [ , ] ( ) [ , ] ( )] ,
t

y v
t

y t g t y g t v d                                                         (21) 

      1 1 1xy t G x t x t    .  

Следуя, например [5], (20)(21) назовем уравнением в вариациях для рассматриваемой задачи. 
Принимая во внимание (17)–(19), в формуле (16) показана справедливость разложения  

1

o 1

1 1

o o

1
o o o o

2
o o o

1 1 1 1

1 1

( , ) ( , ) [ ] ( ) [ ] ( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( )
2

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) 2

Tt

u v
t t t

xx xx yy

t t

xx uu
t t t t

S u u v v S u v H t u t M t v t dt

x t x t N x t x t y T y T y t

x t H t x t u t H t u t





 

 

 
           

  
             

         

 

 
1

o

1

( ) [ ] ( )
t

xu
t t

x t H t u t




 

                       (22) 

).()(][)(2)(][)()(][)( 2

111







  dttvtMtydttvtMtvdttytMty

T

t
yv

T

t
vv

T

t
yy  

Из (22) следует, что первая и вторая вариации функционала (1) (в классическом смысле) имеют, 
соответственно, следующий вид: 

1

1

1
1 o o( , ; , ) [ ] ( ) [ ] ( )

o

Tt

u v
t t t

S u v u v H t u t M t v t dt




         ,                                  (23) 
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 

.)(][)(2

)(][)()(][)()(][)(2

)(][)()(][)()())(()(

)())(())(()(),;,(

1

11

1

11

1

11

1111
2

dttvtMty

dttvtMtvdttytMtytutHtx

tutHtutxtHtxtyTyTy

txtxNtxtxvuvuS

T

t
yv

T

t
vv

T

t
yy

t

tt
xu

t

tt
uu

t

tt
xx

o
yy

o
xx

o
xx

oo

o

oo



























                    (24) 

 
3. Необходимые условия оптимальности 

 
Известно, что вдоль оптимального процесса первая вариация функционала качества равна нулю, а 

вторая вариация неотрицательна (см., например: [5. С. 51–53]), т.е.  
1 o o( , ; , ) 0S u v u v    ,                                                               (25) 
2 o o( , ; , ) 0S u v u v                                                                    (26) 

для всех 1( ) ,ru t R t T   , 2( ) ,rv t R t T   . 

Из тождества (25), учитывая (23), в силу произвольности и независимости вариаций )(tu , ( )v t  

управляющих воздействий получаем, что 

 
 

1

2

0, ,

0,

u

v

H T

M T

  

  
                                                                (27) 

есть произвольная точка непрерывности управления )(tv . 

Результат сформулируем в виде теорем. 
Теорема 1 (аналог уравнения Эйлера). Для оптимальности допустимого управления 

o o( ( ), ( ))u t v t  в задаче (1)–(2) необходимо, чтобы выполнялись соотношения (27). 

Как обычно, допустимое управление o o( ( ), ( ))u t v t , удовлетворяющее уравнению Эйлера (27), 

назовем классической экстремалью в задаче (1)–(3). 
Аналог уравнения Эйлера является необходимым условием оптимальности первого порядка. Ис-

пользуя неравенство (26), удается получить необходимые условия оптимальности второго порядка.  
Применительно к задаче (1)–(3) с учетом (24) получаем справедливость 

 
1 1

1

1 1

o o
1 1 1 1

1 1
o

1

( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

2 ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

2 ( )

o o

o

xx xx

t t

yy xx uu
t t t t

T Tt

xu yy vv
t t t t

x t x t N x t x t

y T y T y t x t H t x t u t H t u t

x t H t u t y t M t y t dt v t M t v t dt

y t M

 

 





    

           

           

 

 

  

1

[ ] ( ) 0.
T

yv
t

t v t dt 

                          (28) 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали o o( ( ), ( ))u t v t  в задаче (1)–(3) необходи-

мо, чтобы неравенство (28) выполнялось для всех  u t , 1t T ,   qv t R  , 2t T . 
 

Заключение 
 

Применяя модификацию метода приращений, вычислены первая и вторая вариации терминаль-
ного функционала в ступенчатых задачах оптимального управления, описываемые системой разност-
ных и интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра. 
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Доказано необходимое условие оптимальности первого порядка в форме аналога уравнения Эй-
лера. Получены условия оптимальности второго порядка. 
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Consider a minimization problem of the functional 

       1, ,S u v x t y T     

        

 

        

    

0

1

1 0 0 0 1

0 0

2 1

1 1

1 , , , , , 1, 2,... , 1 ,

,

, , , , , ,

.

t

t

t

t

x t f t x u t T t t t t

x t x

y t g t y v d t T t T

y t G x t




         


 

       


 




 

Here 0 1 2 0, , ,t t t x  are the given values, the difference 1 0t t  is a natural number,  x ,  y  are the given continuously-

differentiable scalar functions,  , , ,f t x u ,   , , ,g t y v  are the given n(m)-dimensional vector- functions continuous in the aggre-

gate of variables together with partial derivatives with respect ( , )x u (( , ))y v , ( )G x  is the given continuously-differentiable m-

dimensional vector-function,  u t    v t  are ( )r q  dimensional vectors of control actions with the values from the given non-

empty, bounded, and open set U(V), i.e. 

 
 

1

2

, ,

, .

r

q

u t U R t T

v t V R t T

  

  
 

We call the pair     ,u t v t  with the above mentioned properties an admissible control, the corresponding process  

        , , ,u t v t x t y t  – an admissible process. 

Our goal is to derive a necessary optimality condition in the problem under above considerations.   
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО РАССЕЯНИЯ НА СТРУКТУРЕ, 
СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ИМПЕДАНСНОГО И МАГНИТОДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТЕЛ 

 

Метод дискретных вспомогательных источников использован для моделирования в резонансной частотной об-
ласти электромагнитного рассеяния на структуре, состоящей из импедансного и магнитодиэлектрического тел. 
Приведены некоторые результаты моделирования, касающиеся влияния отклонения формы структуры от осе-
симметричной на бистатические сечения рассеяния. 
Ключевые слова: электромагнитное рассеяние; метод дискретных источников; импедансное тело; магнитоди-
электрическое тело; сечение рассеяния. 

 
Изучение электромагнитных полей, рассеянных структурами, состоящими из нескольких тел раз-

личной физической природы, размеры которых сравнимы с длиной волны падающего на структуру по-
ля, имеет большое значение для решения ряда практически важных проблем, возникающих в  радиоло-
кации, радионавигации, дефектоскопии, антенной технике и других областях. К таким проблемам отно-
сятся, например, проблема радиолокационной заметности объектов, проблема идентификации объек-
тов, проблема электромагнитной совместимости радиоэлектронных средств и др. Особый интерес пред-
ставляет случай, когда расстояние между телами структуры много меньше длины волны. 

Корректная (с учётом электромагнитного взаимодействия тел) постановка исследований подобно-
го рода приводит к необходимости решения граничных задач теории рассеяния на системах тел. Для 
задач рассматриваемого класса речь идёт о нахождении решений уравнений Максвелла, удовлетворя-
ющих заданным граничным условиям на поверхностях тел и условиям излучения на бесконечности. В 
подавляющем большинстве случаев получить аналитическое решение таких задач не удаётся, поэтому 
используются различные численные методы. Например, в [1] для решения задачи электромагнитного 
рассеяния на двух и трёх диэлектрических сферах использован метод граничных элементов, а в [2] для 
решения подобной задачи использован метод интегральных уравнений. 

В последние годы применительно к решению задач электромагнитного рассеяния на группах тел 
существенно развит метод дискретных источников [3–5]. В этом методе неизвестное поле в рассматри-
ваемой области и на её границах представляют в виде конечной линейной комбинации полей некоторой 
системы источников, размещённых вне этой области. Такая конструкция удовлетворяет системе урав-
нений Максвелла и условиям излучения (где это необходимо). Коэффициенты линейной комбинации 
определяются путём удовлетворения граничным условиям на поверхности рассеивателя. В силу своей 
идейной простоты метод удобен в качестве основы для построения решений задач электромагнитного 
рассеяния как на одиночных телах, так и на группах тел.  

В данной работе предложенный в [5] вариант метода дискретных источников использован для 
моделирования электромагнитного рассеяния на структуре, состоящей из импедансного и магнитоди-
электрического тел. Приведены некоторые результаты моделирования, касающиеся влияния отклоне-
ния формы структуры от осесимметричной на бистатические сечения рассеяния. 

 
1. Формулировка задачи 

 

В безграничной однородной изотропной среде eD  с диэлектрической и магнитной проницаемо-

стями e  и e  расположена структура, состоящая из непересекающихся импедансного и магнитоди-
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электрического тел (рис. 1). Импедансное тело D ограничено гладкой поверхностью S , а магнитодиэлек-

трическое тело iD  – гладкой поверхностью iS  и характеризуется диэлектрической и магнитной проница-

емостями i  и i . Структура возбуждается стационарным электромагнитным полем },{ 00 HE


, зависи-

мость от времени выбрана в виде )exp( ti . Требуется найти рассеянное поле },{ ee HE


в области eD . 

Кроме поля },{ ee HE


в eD , внутри магнитодиэлектрического тела существует  поле },{ ii HE


, кото-

рое также является неизвестным. 
 

 
 

Рис. 1. Геометрия задачи 
 

Поля },{ ee HE


 и },{ ii HE


 должны удовлетворять уравнениям Максвелла  

,  в ,e e e e e e eE i H H i E D      
   

 (1)

,  вi i i i i i iE i H H i E D      
   

 (2)

и граничным условиям 

0 0( ( )) ( ( )) на ,e en E Z n n H n E Z n n H S         
        

 (3)

0 0( ) , ( )  на .i i e i i i e i in E E n E n H H n H S       
        

 (4)

Кроме того, поле },{ ee HE


 в eD  должно удовлетворять условиям излучения 

1{ ; } / { ; } ( ), .e e e e e e e eE H R R H E O R R        
    

 (5)

В выражениях (1)–(5) n  – единичный вектор нормали к поверхности S , ограничивающей импеданс-
ное тело; in  – единичный вектор нормали к поверхности iS , ограничивающей магнитодиэлектрическое 

тело; 2/1222 )( zyxR  ; ba


  – векторное произведение; Z  – поверхностный импеданс, 0Re Z . 
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2. Модель рассеянного поля 
 

Модель рассеянного поля строится следующим образом. Введем внутри импедансного тела D  

вспомогательную поверхность SKS ee )()(  , подобную поверхности рассеивателя S  в смысле гомоте-
тии с центром в точке O . Если поверхность S  является центральной, центр гомотетии выбираем так, 

чтобы он совпадал с центром поверхности. Коэффициент гомотетии (подобия) )(eK  характеризует уда-
ление вспомогательной поверхности от поверхности импедансного тела, его значения лежат в интерва-

ле 10 )(  eK  (при 0)( eK вспомогательная поверхность стягивается в точку, при 1)( eK она совпа-
дает с поверхностью тела). 

Аналогично внутри магнитодиэлектрического тела iD  введем вспомогательную поверхность 

i
e

i
e

i SKS )()(  , подобную поверхности рассеивателя iS . 

Выберем на вспомогательной поверхности )(eS внутри импедансного тела конечную совокуп-

ность точек N
nnM 1}{   и в каждой точке nM  разместим пару независимых вспомогательных элементар-

ных электрических диполей с моментами nnnnnn eppepp
222111

,    , ориентированными вдоль единич-

ных направлений nn ee
21

, 
 , выбранных в плоскости, касательной к )(eS в точке nM , и излучающих в од-

нородную среду с параметрами e  и e . 

Аналогично выберем на вспомогательной поверхностей )(e
iS  внутри магнитодиэлектрического 

тела конечную совокупность точек 
)(

1
)( }{

eN
n

e
nM   и в каждой точке )(e

nM  разместим пару независимых 

вспомогательных элементарных электрических диполей с моментами enenenenenen eppepp ,,,,,,
222111

,    , 

ориентированными вдоль единичных направлений enen ee ,,
21

, 
 , выбранных в плоскости, касательной к 

)(e
iS  в точке )(e

nM , и излучающих в однородную среду с параметрами e  и e . 

Представим неизвестное рассеянное поле },{ ee HE


 в eD  в виде суммы полей введенных вспомога-

тельных диполей: 








  
 

N

n

N

n
ennee

e

iME
1 1

,

)(

)()()/()(


, 

  
 

N

n

N

n
enne

e

MH
1 1

,

)(

,)(


 

,),(,),( ,)(
,

ene
neen

n
nen pMMpMM   

 )4/()exp(),(),4/()exp(),( )()(
)(

e
n

e
nnn MMMMe

e
neMMMMene RRikMMRRikMM  , 

1 1 2 2 1 1 2 2

, , , , ,, ,n n n n n n e n e n e n e n e
ep p e p e p p e p e M D             

     
. 

 

(6)

Здесь eeek   – волновое число в среде eD ; 
nMMR  – расстояние от точки nM  на )(eS  до точки M  

в eD ; )(e
nMMR  – расстояние от точки )(e

nM  на )(e
iS  до точки M  в eD ; ),1(,

21
Nnpp nn   и 

),1(, )(,,
21

eenen Nnpp   – неизвестные комплексные постоянные (дипольные моменты); N  – число точек 

размещения диполей на вспомогательной поверхности )(eS  внутри импедансного тела; )(eN  – число 

точек размещения диполей на вспомогательной поверхности )(e
iS внутри диэлектрического тела. 

Для представления поля },{ ii HE


 внутри диэлектрического тела введем вспомогательную по-

верхность )(i
iS , охватывающую это тело. Вспомогательная поверхность )(i

iS  также выбирается подоб-
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ной поверхности тела iS : i
i

i
i

i SKS )()(  , 1)( i
iK . Выберем на вспомогательной поверхности )(i

iS  конеч-

ную совокупность точек 
)(

1
)( }{

iN
n

i
nM  , в каждой из которых разместим пару независимых вспомогатель-

ных элементарных электрических диполей с моментами inininininin eppepp ,,,,,,
222111

,    . Единичные векто-

ры inin ee ,,
21

, 
  выбраны в плоскости, касательной к )(i

iS  в точке )(i
nM . Предполагается, что диполи, раз-

мещенные на )(i
iS , излучают в однородную среду с параметрами i , i . 

Представим неизвестное поле },{ ii HE


 внутри диэлектрического тела в виде суммы полей вве-

денных вспомогательных диполей: 

 


)(

1
, )()/()(

iN

n
inii iME


, ,)(

)(

1
, 



iN

n
ini MH


 

,),( ,)(
,

ini
niin pMM  

 ininininin epepp ,,,,,
2211    , 

( ) ( )
( )( , ) exp( ) / (4 ), .i i

n n

i
i n i iMM MMM M ik R R M D     

(7)

В (7) iiik  ; )(i
nMMR  – расстояние от точки )(i

nM  на  вспомогательной поверхности )(i
iS  до 

точки M  в iD ; )(iN  – число точек размещения диполей на )(i
iS ; ),1(, )(,,

21

iinin Nnpp   – неизвестные ди-

польные моменты. 
Представление для полей (6)–(7) удовлетворяет уравнениям Максвелла (1)–(2). Кроме того, поле 

(6) удовлетворяет условиям излучения (5). Для того чтобы удовлетворить граничным условиям (3)–(4), 

необходимо соответствующим образом выбрать дипольные моменты ),1(,
21

Nnpp nn  , 

),1(, )(,,
21

eenen Nnpp   и ),1(, )(,,
21

iinin Nnpp  . 

Используем для этого метод коллокаций. Суть этого метода заключается в поточечном удовлетворе-
нии граничным условиям на некоторых дискретных множествах точек, выбранных на поверхностях S и iS . 

Пусть ),...,2,1( LjM j   – точки коллокации на поверхности S  импедансного тела, а 

),...,2,1( '
,' iij LjM   – точки коллокации на поверхности iS  диэлектрического тела; L  – число точек 

коллокации на S , iL  – число точек коллокации на iS . Тогда для определения неизвестных 

),1(,
21

Nnpp nn  , ),1(, )(,,
21

eenen Nnpp   и ),1(, )(,,
21

iinin Nnpp   получим следующую систему линейных 

алгебраических уравнений с комплексной матрицей размером )42( iLL   на ))(22( )()( ie NNN  : 

,,1)),(())(( 00 LjHnnZEnHnnZEn jjjjjj
e

jjj
e

j 
  

' ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 0( ) , ( ) , 1,j j j j j j j j j j

i i e i i i e i in E E n E n H H n H j L        
        

. 
(8)

Здесь j
e

j
e

j HEn
 ,,  и jj HE 00 ,


 – значения компонент рассеянного (6) и возбуждающего полей в точках 

коллокации j  на поверхности импедансного тела; 
'''

,, j
e

j
e

j
i HEn

  и 
''

, j
i

j
i HE


 – значения компонент рассе-

янного поля (6) и поля (7) в точке коллокации 'j  на поверхности магнитодиэлектрического тела; 
''

00 , jj HE


 – компоненты возбуждающего поля в этой же точке. Решение системы (8) находим путём ми-

нимизации функции 
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 (9)

методом сопряжённых градиентов. 
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После решения задачи минимизации, т.е. определения неизвестных дипольных моментов 

),1(,
21

Nnpp nn  , ),1(, )(,,
21

eenen Nnpp   и ),1(, )(,,
21

iinin Nnpp  , необходимые характеристики рассеянного 

поля определяем из (6). В частности, для компонент рассеянного поля в дальней зоне имеем 

)(),()/)(exp()()/()( 2
,

2/1
,


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
  RODRkRikMHME eeeeee , 

(10)

где компоненты диаграммы рассеяния ),( D  и ),( D  определены выражениями 
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(11)

в которых nnn
111 cos,cos,cos   и nnn

222 cos,cos,cos   – направляющие косинусы единичных векторов 
ne
1
  и ne

2
 ; enenen ,

1
,

1
,

1 cos,cos,cos   и enenen ,
2

,
2

,
2 cos,cos,cos   – направляющие косинусы единичных век-

торов ene ,
1
  и ene ,

2
 ; nnn zyx ,,  – декартовы координаты точки nM ; enenen zyx ,,, ,,  – декартовы координаты 

точки )(e
nM ;   и   – общепринятые угловые сферические координаты точки наблюдения M . 

Контроль точности решения осуществляем путём вычисления относительного значения функции 
(9) на сетке точек, промежуточных по отношению к точкам коллокации, выбираемых на поверхностях 
S  и iS  импедансного и магнитодиэлектрического тел: 

,)/( 2/1
0  (12)

где   – значение функции (9) на указанной выше совокупности точек; 0  – значение соответствую-

щей нормы падающего поля на этой же совокупности точек, определяемое выражением 
'

' ' ' '

'

2 2
2

0 0 0 0 0
1 1

| ( ( )) |
iLL

j j j j j j j j je
i i

j j e

n E Z n n H n E n H
 

 
           

 
       

, 

в которых L  – число промежуточных точек на поверхности импедансного тела, а iL  – число промежу-

точных точек на поверхности магнитодиэлектрического тела. 
 

3. Результаты моделирования 
 

На основании изложенного выше метода была создана программа для расчёта компонент рассе-
янного поля и контроля точности полученного решения. Предполагалось, что тела, образующие рассеи-
вающую структуру, являются трёхосными эллипсоидами. Входными величинами программы являются 
координаты их центров, ориентация их осей в глобальной системе координат, величины их полуосей в 
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длинах волн, значение нормированного импеданса импедансного эллипсоида 2/1' )//( eeZZ  , отно-

сительные значения ei  /'  и ei  /'  диэлектрической и магнитной проницаемостей магнитоди-

электрического эллипсоида, возбуждающее поле },{ 00 HE


, параметр подобия )(eK , числа точек разме-

щения диполей N  и точек коллокации L  для импедансного эллипсоида, а также параметры подобия 
)(e

iK , )(i
iK , числа точек размещения диполей )(eN , )(iN  и точек коллокации iL  для магнитодиэлектри-

ческого эллипсоида. 
Координаты точек размещения вспомогательных диполей и точек коллокации, а также направля-

ющие косинусы касательных направлений, вдоль которых ориентированы диполи и поставлены гра-
ничные условия, первоначально вычисляются в локальной системе координат, связанной с соответ-
ствующим эллипсоидом, а затем осуществляется пересчёт этих величин в глобальную систему отсчёта. 
Минимизацию функции (9) осуществляем методом сопряжённых градиентов; итерационный процесс 
останавливается при условии, если относительное изменение функции на каждой из десяти последних 
итераций не превышает 0,001. 

Разработанная программа позволяет исследовать характеристики рассеяния широкого класса 
структур, содержащих импедансное (в частности, идеально проводящее) и магнитодиэлектрическое те-
ла. Например, для структуры, показанной на рис. 2, было исследовано влияние отклонения формы 
структуры от осесимметричной на бистатические сечения рассеяния 

2
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2
,

2
,

2 /),(),(4lim),( EEER ee
R






  


. (13)

 

 
 

Рис. 2. Структура, состоящая из импедансного и диэлектрического эллипсоидов  
с одинаковыми геометрическими параметрами и центрами, расположенными на одной оси 

 

Структура состоит из импедансного 1 и диэлектрического 2 ( 1' i ) эллипсоидов с одинаковыми 

геометрическими параметрами, т.е. одинаковыми значениями полуосей ake , bke , cke . Центры эллип-

соидов расположены на оси z  декартовой системы координат Oxyz симметрично относительно ее нача-

ла. Наименьшее расстояние между поверхностями эллипсоидов l  равно 0,01 . Полуоси эллипсоидов 

ckbkak eee ,,  ориентированы соответственно вдоль осей x, y, z. Структура возбуждается линейно поля-

ризованной волной, распространяющейся вдоль оси z с вектором 0E


, ориентированным вдоль оси x. 

Алгоритм исследований заключался в следующем. Первоначально предполагалось, что структура 
обладает осевой симметрией, т.е. оба эллипсоида являются сфероидами ( bkak ee  ). Затем последова-
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тельно изменялось значение полуоси ake ; значения полуосей bke  и cke  сохранялись при этом неиз-

менными. Для каждого случая рассчитывались бистатические сечения рассеяния. 
Некоторые результаты, характеризующие изменения сечений рассеяния при малых отклонениях 

формы структуры от осесимметричной, представлены на рис. 3–5. Рис. 3 относится к случаю, когда эл-

липсоид 1 характеризуется нормированным поверхностным импедансом ' 0,1 0,1Z i  , а эллипсоид 2 – 

относительной диэлектрической проницаемостью 2' i ; рис. 4, 5 относятся к случаям, когда эллипсо-

ид 1 характеризуется тем же значением импеданса 'Z , а эллипсоид 2 – относительными значениями ди-

электрической проницаемости ' , равными 4 и 10 соответственно. Результаты приведены в                  

Е-плоскости, т.е. в плоскости, содержащей векторы 0E


 и ek


(плоскость xOz ). В сферической системе 

координат эта плоскость состоит из двух полуплоскостей: 0 и 180 . 

Кривые 1 на рис. 3–5 относятся к случаю осесимметричной структуры, когда полуоси каждого из эл-
липсоидов принимают значения 4,0e ek a k b  , 2,0.ek c   Кривые 2 относятся к случаю, когда значе-

ние полуоси ake  увеличено на 5%, т.е. равно 4,2, а кривые 3 – к случаю, когда значение полуоси ake  

увеличено на 10%, т.е. равно 4,4; значения остальных полуосей оставались без изменения. Таким обра-
зом, в последних двух случаях структура теряет осевую симметрию. По оси абсцисс отложено значение 
угла  , по оси ординат – значение сечения рассеяния (13), нормированное на квадрат длины волны и 
выраженное в децибелах. В Е-плоскости кривые симметричны относительно оси z , поэтому на рисун-

ках показаны сечения рассеяния только в полусечении 0180 . 

 
σ/λ2, дБ 

 
 

Рис. 3. Бистатические сечения рассеяния в Е-плоскости структуры, характеризуемой импедансом ' 0,1 0,1Z i    

и относительной диэлектрической проницаемостью ' 2i   при различных длинах полуоси k ae .  

Кривая 1 соответствует 4,0k a k be e   и 2,0;k ce   кривая 2 – 4,2k ae  , 4,0k be   и 2,0;k ce    

кривая 3 – 4,4k ae  , 4,0k be   и 2,0k ce   

 

При моделировании параметры метода были следующими:  
( )( ) 0,6ee
iK K  , 4)( i

iK , 256)()(  ie NNN , 512 iLL . 

θ, град

φ = 180°
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σ/λ2, дБ 

 
 

Рис. 4. Бистатические сечения рассеяния в Е-плоскости структуры, характеризуемой импедансом ' 0,1 0,1Z i    

и относительной диэлектрической проницаемостью ' 4i   при различных длинах полуоси k ae .  

Кривая 1 соответствует 4,0k a k be e   и 2,0;k ce   кривая 2 – 4,2k ae  , 4,0k be   и 2,0;k ce   кривая 3 – 4,4,k ae   

4,0k be   и 2,0k ce   

 
σ/λ2, дБ 

 
 

Рис. 5. Бистатические сечения рассеяния в Е-плоскости структуры, характеризуемой импедансом ' 0,1 0,1Z i    

и относительной диэлектрической проницаемостью ' 10i   при различных длинах полуоси k ae . Кривая 1 соответствует  

4,0k a k be e   и 2,0;k ce   кривая 2 – 4,2k ae  , 4,0k be   и 2,0k ce  ; кривая 3 – 4,4k ae  , 4,0k be   и 2,0k ce   

θ, град

θ, град

φ = 180°

φ = 180°



19 

Точки размещения диполей на вспомогательных поверхностях и точки коллокации на поверхно-
стях импедансного и диэлектрического тел распределены следующим образом. В локальных системах 
координат в каждом из шестнадцати полусечений const  , отстоящих одно от другого на угловое рас-

стояние 22,5 ,    равномерно по углу   выбраны шестнадцать точек размещения диполей. Для точек 

коллокации алгоритм их расположения по углу   выбран таким же, как для точек размещения диполей, 
но выбраны они как в полусечениях const,   определенных для точек размещения диполей, так и по-

середине между ними. Многочисленные вычислительные эксперименты показали, что указанное выше 
взаимное расположение точек размещения диполей и точек коллокации обеспечивает наивысшую ско-
рость сходимости итерационного процесса. 

Анализ результатов, представленных на рис. 3–5, позволяет сделать следующие выводы. Во всех 
рассмотренных случаях небольшие отклонения формы структуры от осесимметричной в наименьшей 

степени влияют на сечения рассеяния в направлениях 0 30    , прилегающих к направлению прямо-

го рассеяния ( 0   ). В направлениях прямого рассеяния изменение 2/  при изменении полуоси ake  

в рассмотренных пределах не превышает 2дБ. В таких же пределах изменяется сечение обратного рас-

сеяния в направлениях 160 180    , прилегающих к направлению обратного рассеяния ( 180   ). 
Для остальных направлений рассеяния во всех рассмотренных случаях при отклонении формы структу-
ры от осесимметричной наблюдается существенное перераспределение энергии рассеянного поля в 
пространстве, которое определяется величиной относительной диэлектрической проницаемости. 

 
Заключение 

 
Таким образом, в данной работе на основе метода дискретных источников построена  модель по-

ля, рассеянного структурой, состоящей из импедансного и магнитодиэлектрического тел. С использова-
нием граничных условий получена система линейных алгебраических уравнений для определения неиз-
вестных параметров модели. Приведены некоторые результаты моделирования, касающиеся влияния 
отклонения формы структуры от осесимметричной на бистатические сечения рассеяния. 
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Dmitrenko Anatoly G., Urinov Radik I. (Tomsk State University, Russian Federation).  
Simulations of electromagnetic scattering from a structure consisting of impedance and magnetodielectric bodies. 
Keywords: electromagnetic scattering; discrete sources method; impedance body; magnetodielectric body; scattering cross-section. 
 

The problem of electromagnetic scattering from a structure consisting of impedance and magnetodielectric bodies is solved in the 
resonance frequency range by means of the discrete sources method. The gist of the used method is the following. The unknown scat-
tered field in the outer medium is represented as a sum of the fields of auxiliary elementary electric dipoles located on the auxiliary sur-
faces introduced inside each body. The form of auxiliary surface is similar to the form of body’s surface, and electric dipoles are orient-
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ed tangentially to the auxiliary surfaces. The unknown field inside of a magnetodielectric body is represented as a sum of the fields of 
auxiliary elementary electric dipoles located on the auxiliary surfaces, which enclose a magnetodielectric bodies. The form of auxiliary 
surface is similar to the surface form of a magnetodielectric body, and dipoles are oriented tangentially to the auxiliary surface. The 
chosen representations of the fields satisfy to Maxwell’s equations and radiation conditions. To find the unknown dipole moments of the 
auxiliary dipoles, we use the boundary conditions on the surfaces of the impedance and magnetodielectric bodies. The above method we 
have implemented as a computer software for calculating the scattered-field components. We present some results concerning the influ-
ence of structure form’s deviations from the axisymmetric form on the scattering cross-section. 
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Ю.И. Параев, А.И. Рюмкин, С.А. Цветницкая 
 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ТРУДОВОЙ МИГРАЦИИ НАСЕЛЕНИЯ 
 

Предложена динамическая модель гипотезы Тибу для изучения межрегиональных потоков трудовых ресурсов.  
Эта модель позволяет  формализовать процесс управления трудовой миграцией за счет перераспределения капи-
тальных вложений между регионами. Рассмотрена задача об оптимальном распределении трудовых ресурсов 
между регионами с целью максимизации суммарной производственной эффективности всех регионов.  
Ключевые слова: миграция населения; гипотеза Тибу; распределение трудовых ресурсов; бюджетный федера-
лизм. 

 

К числу важнейших проблем современного государственного управления относится эффективное 
разделение компетенции и необходимых управленческих ресурсов между уровнями управленческой 
иерархии. При наличии политической и экономической неоднородности юрисдикций (регионов, муни-
ципалитетов) такие процессы получили название бюджетного федерализма. 

Одной из возникающих здесь проблем является распределение трудовых ресурсов, в частности 
управление миграционными потоками. В 1956 г. Ч. Тибу [1] выдвинул гипотезу, что различие предпочте-
ний населения относительно общественных благ и возможность перемещения между регионами (голосо-
вание ногами) позволяют обеспечить эффективное пространственное распределение населения между 
юрисдикциями. Работа Тибу долгое время оставалась невостребованной, но позднее породила большой 
поток публикаций, включая смежные задачи макроэкономики, например [2–10]. При этом следует отме-
тить, что практически все эти работы ведутся в рамках статического равновесного анализа, привычного 
для математической экономики, но неадекватного, на наш взгляд, реальной динамической природе проте-
кающих процессов. В настоящей работе предлагается динамическая модель гипотезы Тибу для изучения 
межрегиональных миграционных потоков. Исследован также процесс конкурентного ресурсного взаимо-
действия регионов, взаимосвязанных по миграции, зависящей от величин фондов развития региона.  

 

1. Модель динамики миграции 
 

Будем рассматривать n регионов, имеющих собственную экономику и основные производствен-
ные ресурсы, свободно перемещающиеся между ними. Полагаем, что численность населения региона 
является существенным показателем, характеризующим значимость его экономики. Обозначим через 
хi(k) количество трудового населения (далее просто населения) в i-м регионе на k-м временном шаге. 
Можно записать разностное уравнение для динамики изменения населения 

хi(k+1) = хi(k) + Wi(k) – Yi(k),  i = 1,…,n, k = 0,1,…,                                            (1) 
где Wi(k) – количество населения, приехавшего в i-й регион; Yi(k) – количество населения, убывшего из 
этого региона. Здесь для простоты опущено естественное изменение (прирост или убыль) населения. 
Это связано с тем, что этот процесс достаточно медленный. Кроме того, данное изменение легко учесть 
в полученных ниже результатах. Из этого допущения следует, что общее количество населения во всех 
регионах на каждом временном шаге остается постоянным. Поскольку должно выполняться условие 
0≤Yi(k) ≤хi(k), то удобно записать 

1

( ) ( ) ( ) ( ),
n

i ji i i
j

Y k z k x k x k


                                                              (2) 

где zji(k) – доля населения i-го региона, переехавшего в j-й регион. Очевидно, должны выполняться 
условия 

zii(k) = 0, 0≤ zji(k) ≤1, 
1

( ) 1, 1,..., .
n

ji
j

z k i n


                                                 (3) 
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Аналогично 

1

( ) ( ) ( ).
n

i ij j
j

W k z k x k


                                                                  (4) 

Подставляя (2) и (4) в (1), получаем систему линейных разносных уравнений, которую удобно за-
писать в векторной форме 

х(k+1) = А(k) х(k), k = 0,1,… .                                                          (5) 
Здесь х(k) – вектор-столбец, составленный из х1(k),…, хn(k), 
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                                                (6) 

где 

1

( ) ( ) 1, 1, , .
n

i ji
j

w k z k i n


     

Коэффициент zji(k) условно назовем коэффициентом миграции из i-го региона в j-й. Эти коэффи-
циенты определяются факторами, присущими каждому региону. Данные факторы можно разделить на 
две группы. К первой группе относятся постоянные факторы, например климат, культурный уровень, 
политическая стабильность и т.п. Можно ввести некоторую обобщенную характеристику этих факто-
ров – рейтинг i-го региона, которую обозначим через qi. Ко второй группе относятся экономические 
факторы. В данной работе в качестве экономического фактора выбирается отношение капитальных 
вложений Zi(k) в i-й регион к количеству населения xi(k). Эту величину Ui(k) = Zi(k)/xi(k) можно считать 
экономической характеристикой привлекательности i-го региона. Таким образом, суммарным фактором 
для i-го региона является величина  

( )
( ) .

( )
i

i i
i

Z kh k q
x k

   

Заметим, что факторы первого и второго видов имеют разную природу и, следовательно, разную 
размерность. Поэтому при их сложении факторы должны умножаться на какие-то весовые коэффициен-
ты, которые на практике определяются в результате проведения соответствующего мониторинга. Здесь 
предполагается, что эти весовые коэффициенты уже учтены.  

Согласно гипотезе Тибу [1], происходит перемещение населения из регионов с низким суммар-
ным фактором в регионы с высоким суммарным фактором, причем пропорционально разности между 
этими факторами. Математически это можно представить как  

zji(k) = bji σ{hj(k)– hi(k)},                                                            (7) 
где  

при 0,
( )

0 при 0,

x x
x

x


   
 

bji – коэффициент, характеризующий активность жителей i-го региона переехать в j-й регион. Напри-
мер, это может быть связано с наличием средств для проезда из региона в регион, менталитетом и т.п. 
Кроме того, выбор этих коэффициентов должен обеспечивать выполнение условия (3). 

В схеме (5) возможен установившийся режим, когда миграции между регионами нет. Это соот-
ветствует случаю, когда факторы всех регионов одинаковы, т.е. когда  

1
1

1

( )( )
... *.

( ) ( )
n

n
n

Z kZ kq q h
x k x k

                                                       (8) 

В частности, если капитальные вложения заданы, т.е. , 1,..., ,i iZ Z i n   то соответствующее количе-

ство населения в установившемся режиме равно 
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*

i
i

i
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h q
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2. Задача управления 
 
Из предложенной модели следует, что управление миграцией населения может осуществляться за 

счет перераспределения капитальных вложений между регионами. Предлагается следующий подход к 
решению этой задачи. Эффективность экономической деятельности в регионе естественно отразить с по-
мощью производственной функции. Пусть Vi(xi) – производственная функция i-го региона. Здесь будем 
учитывать зависимость этой функции только от количества трудового населения. Тогда за критерий 
эффективности всей системы  регионов естественно принять сумму 

1

( ).
n

i i
i

J V x


                                                                        (9) 

Можно поставить задачу об оптимальном распределении трудовых ресурсов по регионам, при 
котором функционал (9) максимален. Эта задача достаточно легко решается с помощью метода мно-
жителей Лагранжа. Поскольку производственные функции для регионов и общее количество населе-

ния постоянны, то получаем постоянные значения 1,..., ,nx x  при которых (9) максимально. Например, 

следуя [11, 12], в качестве аппроксимации производственных возможностей региона можно взять 
квадратическую зависимость 

21
,

2i i i i iV c x d x    

где ci и di – заданные коэффициенты. Тогда критерием эффективности всей системы регионов будет 
сумма 
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Составим функцию Лагранжа  
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где μ – множитель Лагранжа, Х0 – общее количество трудовых ресурсов во всех регионах. Приравни-
вая к нулю производные функции L по хi, получаем, что максимум этой функции достигается при зна-
чениях 

, 1,..., .i
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                                                               (11) 

Множитель Лагранжа находится из условия 0
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  В результате получаем 
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Если оптимальные значения 1,..., nx x найдены, то из (8) можно найти соответствующие значения 

капитальных вложений 1,..., nZ Z  в регионы, при которых должен быть установившийся режим. Эти 

значения должны удовлетворять уравнениям  
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Отсюда  

( * ) , 1, , .i i iZ h q x i n                                                               (12) 

Неизвестный параметр h* находится из условия 
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где Z0 – общий объем капиталовложений, который  предполагается также постоянным. Подставляя 
(12) в (13), получаем 
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И окончательно 
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В результате получается следующее решение проблемы миграции. Сначала находятся значения 

1,..., nx x  согласно (11) и затем 1,..., nZ Z  согласно (14). Капитальные вложения 1,..., nZ Z  распределя-

ются в регионы. В результате суммарный фактор i-го региона на k-м временном шаге становится рав-
ным  

( ) .
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i

Zh k q
x k

   

Можно показать, что при таком формировании факторов решение уравнения (5) сходится к зна-

чениям 1,..., nx x . Действительно, если на каком-то k-м шаге ( ) ,i ix k x то hi(k)>h*, что приводит к 

притоку населения и xi(k+1)>xi(k). Если ( ) ,i ix k x то hi(k)<h*, что приводит к оттоку населения и 

xi(k+1)<xi(k). Скорость сходимости определяют коэффициенты bji, характеризующие активность жите-
лей регионов. 

Пример. Рассматриваются 4 региона. Постоянные факторы заданы в виде qТ = [1, 2, 3, 4], т.е. рей-
тинг 4-го региона наибольший. Будем считать, что общее число жителей всех регионов Х0 = 4 (в услов-
ных единицах) и Z0 = 2,2.  
 

 
                                                                  0                   2                     4 

 
Рис. 1. Перемещение трудового населения 

 
Пусть производственные возможности регионов заданы и в результате решения оптимизацион-

ной задачи найдены значения Тx = [0,34; 0,27; 0,24; 0,15]. Тогда согласно (14) получаем ТZ  = [4, 3, 2, 
1], т.е. в экономическом отношении 1-й регион является предпочтительным. Решение уравнения (6) 
проводилось при начальных условиях хi(0) = 1 и при коэффициентах bji = 0,1. Результаты решения при-
ведены на рис. 1. Видно, что произошло перемещение населения, причем переход в устойчивое состоя-
ние реализовался за 4 шага. 

1,3

1,0

0,7
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Заключение 
 

Предложена динамическая модель гипотезы Тибу для изучения межрегиональных  миграционных 
потоков. Эта модель позволяет  формализовать процесс управления перемещением населения за счет 
перераспределения капитальных вложений между регионами. В предложенной схеме имеет место уста-
новившийся режим, когда  миграция между регионами отсутствует. Найдены условия существования 
такого режима. Рассмотрена задача об оптимальном распределении трудовых ресурсов между регионами 
с целью максимизации суммарной производственной эффективности всех регионов.  
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The dynamic model of Tiebout’s hypothesis is offered to study interregional migratory streams. This model allows to formalize the 

regulation of the population movement by redistribution of capital investments between regions. 
There are considered N identical regions having own economy and the main production resources. Let хi(k) be the amount of people 

living  in the region i at the step k. Write the following difference equation for dynamics of change of the population: 
хi(k+1)= хi(k) + Wi(k) – Yi(k),  i=1,…,n, k=0,1,…,                                                              (1) 

where Wi(k) is the amount of people which arrives to  region i at the step k, Yi(k) is the amount of the population which leaves region i at 
the step k. Here, for simplicity, natural change (increasing or decreasing) of the population is omitted. It is connected with the fact that 
this process rather slow. It follows from this assumption that the total population in all regions at each time step remains constant. Then,  

1 1

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
n n

i ji i i i ij j
j j

Y k z k x k x k W k z k x k
 

                                                          (2) 

where zji(k) is the population share of the region i moved to the region  j. It is obvious that the following conditions have to be satisfied:   

zii(k) = 0, 0≤ zji(k) ≤1, 
1

( ) 1, 1,..., .
n

ji
j

z k i n


   

Substituting (2) in (1), we obtain the equations  

1 1

( 1) 1 ( ) ( ) ( ) ( ),   =1, , , =0,1,... .
n n

i ij i ij j
j j

x k z k x k z k x k i n k
 

 
    

 
                                        (3) 

The coefficients zji(k) are defined by the region factors, which can  be presented  as follows: 
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( )
( ) ,  = 1, , ,  = 0,1, ,

( )
i

i i
i

Z kh k q i n k
x k

     

where qi  are constant factors (climate, cultural level, political stability, etc.), Zi(k)/xi(k) are economic factors: the ratio of capi-
tal investments  Zi(k)  into the region i to the amount of the people  xi(k). According to Tiebout’s hypothesis, there is a movement of the 
population from regions with the low total factor to regions with the high total factor proportionally to the difference of these factors. 
Mathematically it can be presented as  

zji(k) = bji σ{hj(k)– hi(k)}, 
where 

, if 0,
( )

0, if 0,

x x
x

x


   
 

bji is the coefficient characterizing activity of inhabitants of the region i to remove to the region j. Note that in (3) it is possible a steady 
state when the migration between regions is lacking. It corresponds to a case when total factors of all regions are identical.  

The regulation of migration  is carried out by redistribution of capital investments between regions. The task of optimum distribution 
of manpower resources between regions to maximize the total production efficiency is solved. 
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ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛИТЕЛЬНОСТИ  
МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В ОБОБЩЕННОМ ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ 
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в Национальном исследовательском Томском государственном университете на 2014–2016 годы. 
 

Изучается обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из адекватных математических мо-
делей информационных потоков заявок в цифровых сетях интегрального обслуживания (ЦСИО). Поток функ-
ционирует в условиях непродлевающегося мертвого времени, когда длительность мертвого времени – неизвест-
ная фиксированная величина. Методом максимального правдоподобия решается задача об оценивании длитель-
ности мертвого времени по наблюдениям за моментами наступления событий потока. 
Ключевые слова: обобщенный полусинхронный поток событий; непродлевающееся мертвое время; функция 
правдоподобия; оценка максимального правдоподобия; длительность мертвого времени.  
 
Настоящая статья является непосредственным продолжением исследований обобщенного полу-

синхронного потока событий (далее поток), начатых в статьях [1–4]. Изучаемый поток относится к 
классу дважды стохастических потоков событий и является одной из адекватных математических моде-
лей информационных потоков сообщений, функционирующих в ЦСИО [5]. Можно выделить два класса 
дважды стохастических потоков событий: 1) потоки событий с интенсивностью, представляющей собой 
непрерывный случайный процесс; 2) потоки событий с интенсивностью, представляющей собой кусоч-
но-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний. Второй класс потоков в настоящее 
время принято называть МС-потоками либо МАР-потоками событий. В [6] приведена классификация     
МС-потоков событий и установлена связь между МС-потоками и МАР-потоками событий. Наиболее 
полная литература по изучаемым типам МС-потоков приведена в [1]. 

Параметры потоков событий, функционирующих в реальном времени, неизвестны частично, либо 
полностью, либо представляют собой функцию времени. В подобных случаях наиболее рациональным 
является применение адаптивных систем массового обслуживания, которые в процессе функциониро-
вания оценивают неизвестные параметры либо состояния входящих потоков событий и изменяют дис-
циплины обслуживания в соответствии с полученными оценками [7]. Вследствие этого возникают зада-
чи: 1) оценки состояний потока (задача фильтрации интенсивности потока) по наблюдениям за момен-
тами наступления событий [8, 9]; 2) оценки параметров потока по наблюдениям за моментами наступ-
ления событий [10, 11]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий выступает 
мертвое время регистрирующих приборов [12], которое порождается зарегистрированным событием. 
Другие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны наблюдению (те-
ряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродлева-
ющееся мертвое время). В качестве примера приведем CSMA / CD – протокол случайного множествен-
ного доступа с обнаружением конфликта, широко используемого в компьютерных сетях. В момент ре-
гистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети рассылается сигнал «заглушки» 
(«пробки»); в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступившие в данный узел сети, 
получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных вызовов. Здесь время, в течение 
которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в него после обнаружения конфлик-
та, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего конфликт в узле сети. 
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Для того чтобы оценить потери сообщений потока, возникающие из-за эффекта мертвого време-
ни, необходимо оценить его длительность. 

В настоящей статье для решения задачи оценивания длительности мертвого времени применяется 
метод максимального правдоподобия [13], так как оценки, полученные на основе этого метода, как пра-
вило, обладают привлекательными свойствами.  

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается обобщенный полусинхронный поток событий, интенсивность которого есть ку-

сочно-постоянный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями λ1 и λ2 (λ1 > λ2 ≥ 0). В течение времен-
ного интервала, когда λ(t) = λi , имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью λi, i = 1,2. 
Переход из первого состояния процесса λ(t) во второе возможен только в момент наступления события, 
при этом переход осуществляется с вероятностью p (0 < p ≤ 1); с вероятностью 1 – p процесс λ(t) остает-
ся в первом состоянии. Тогда длительность пребывания процесса λ(t) в первом состоянии есть случай-

ная величина с экспоненциальной функцией распределения 1λ τ
1(τ) 1 e pF   . Переход из второго состо-

яния процесса λ(t) в первое состояние может осуществляться в произвольный момент времени. При 
этом длительность пребывания процесса λ(t) во втором состоянии распределена по экспоненциальному 

закону: ατ
2 (τ) 1 eF   . При переходе процесса λ(t) из второго состояния в первое инициируется с веро-

ятностью δ (0 ≤ δ ≤ 1) дополнительное событие. При этом блочная матрица инфинитезимальных коэф-
фициентов примет вид 

1 1 1
0 1

2 2

0 (1 )

(1 ) ( )

p p
D D D

   
 

        
. 

Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из состояния в состоя-
ние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0 – интенсивности переходов из со-
стояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы D0 – интенсивности 
выхода процесса λ(t) из своих состояний, взятые с противоположенным знаком. 

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

В сделанных предпосылках λ(t) – скрытый марковский процесс. После каждого зарегистрирован-
ного в момент времени tk события наступает время фиксированной длительности Т (мертвое время), в 
течение которого другие события исходного потока недоступны наблюдению. События, наступившие в 
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течение мертвого времени, не вызывают продления его периода (непродлевающееся мертвое время). По 
окончании мертвого времени первое наступившее событие снова создает период мертвого времени Т и 
т.д. Вариант возникающей ситуации показан на рис. 1, где 1, 2 – состояния случайного процесса λ(t); 
дополнительные события, которые могут наступать в момент перехода процесса λ(t) из второго состоя-
ния в первое, помечены буквой δ; штриховка – периоды мертвого времени длительности Т; t1, t2,… – 
моменты наступления событий в наблюдаемом потоке. 

Подчеркнем, что если δ = 0, то имеет место обычный полусинхнонный поток событий [14]. Отме-
тим также, что в соответствии с классификацией МАР-потоков событий, приведенной в [6], обобщен-
ный полусинхронный поток относится к классу МАР-потоков событий второго порядка. 

Процесс λ(t) и типы событий (события пуассоновских потоков и дополнительные события) прин-
ципиально ненаблюдаемые, а наблюдаемыми являются только временные моменты наступления собы-
тий t1, t2, … наблюдаемого потока. Рассматривается установившийся (стационарный) режим функцио-
нирования наблюдаемого потока событий, поэтому переходными процессами на интервале наблюдения 
(t0, t), где t0 – начало наблюдений, t – окончание наблюдений, пренебрегаем. Необходимо в момент 
окончания наблюдений (в момент времени t) осуществить методом максимального правдоподобия 

оценку T̂ длительности мертвого времени. 
 

2. Построение функции правдоподобия 
 

Обозначим τk = tk+1 – tk (k = 1,2,...) значение длительности k-го интервала между соседними собы-
тиями наблюдаемого потока (τk > 0). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность веро-
ятностей значений длительности k-го интервала pT (τk) = pT (τ), τ ≥ 0, для любого k (индекс T подчерки-
вает, что плотность вероятностей зависит от длительности мертвого времени). В силу этого момент tk 
без потери общности можно положить равным нулю или, что то же самое, момент наступления события 
наблюдаемого потока есть τ = 0. Тогда [4] плотность вероятностей примет вид 
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              

             (1) 

В (1) функция F(T) > 0 для любых T (0 ≤ T ≤ τ). Сначала рассмотрим общий случай (λ1 – λ2 – α) ≠ 0. Под-
черкнем, что (1) – одномерная плотность вероятностей. 

Пусть τ1 = t2 – t1, τ2 = t3 – t2,..., τk = tk+1 – tk – последовательность измеренных (в результате наблю-
дения за потоком в течение интервала наблюдения (0, t)) значений длительностей интервалов между 
соседними событиями потока. Упорядочим величины τ1,..., τk по возрастанию: τmin = τ(1) < τ(2) <...< τ(k). 
В силу предпосылок наблюдаемый поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассмат-
ривать начиная с момента наступления события (с момента tk, k = 1,2,...). Тогда функция правдоподобия, 
с учетом (1) [13], запишется в виде 

(1) ( )
min

(1) ( ) ( )
min

1

( , , , , | ,..., ) 0,  0 ;

( , , , , | ,..., ) ( ),  .
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L p T T

L p T p T


        

        
 

Поскольку поставленная задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого вре-
мени (в предположении, что остальные параметры потока λi, p, α, δ известны), то, согласно методу мак-
симального правдоподобия, её реализация есть решение оптимизационной задачи: 
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   

        

         
                             (2) 

где f(T) определена в (1). 
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Значение T, при котором (2) достигает своего глобального максимума, есть оценка T̂  длительно-
сти мертвого времени. 

 
3. Решение оптимизационной задачи (2) 

 
Произведем переобозначение: τm = τmin. В силу того что функция правдоподобия (2) отличается от 

нуля при 0 ≤ T ≤ τm, то положим pT (τ
(j)) = 0, j = 2,k , при T > τm (τm > 0). Изучим поведение функции 

pT(τm), 0 ≤ T ≤  τm, как функции переменной T. В дальнейшем изложенная ситуация, когда принимается 
τm = 0, означает доопределение изучаемых функций в граничной точке. Исследуем производную 

/ ( )T mp   по T функции pT(τm). Имеем 

1 2

1

( ) ( )( )/ / /
1 1 2

( )
/ 2 1 2 1 2

2
1 2

( ) [ ( ) ( )]e [( ) ( ) ( )]e ,
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p f T f T f T f T

p p pf T
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      

  

          

               
     

   

       (3) 

где f(T), F(T) определены в (1); / ( )f T  – производная функции f(T) по T. 

Лемма 1. Производная / ( )T mp   – положительная функция переменной τm при T = 0, 0 ≤ τm < ∞ 

( /
0 ( )mp   > 0). 

Доказательство. Так как τm – любое неотрицательное число τm ≥ 0, то /
0 ( )mp   можно рассматри-

вать как функцию переменной τm. Подставляя T = 0 в (3) и проделывая необходимые преобразования, 
получаем 

 1 2( )/ 2
0 1 1 2 2 1 22

1 2

1 2 2 2

( ) [ (1 ) ( )]e ( ) ( )e , 0,
( )

(1 ) ( )( ) 0,  ( ) 0.                                                             (4)
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   

                   

Рассмотрим (на предмет существования корней) уравнение /
0 ( )mp   0, которое с учетом (4) преобразу-

ется к виду 

1 2

2
( ) 2 1 2

1 1 2

( ) ( )
e ,  .

[ (1 ) ( )]
m

pB B
p p

           
  

         
                                       (5) 

В (5) знак В определяется знаками (λ1 – λ2 – αδ) и [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)]. 
Из (4) находим 

/ 2 /
0 0(0) ( / ) 0,  lim ( ) 0 при .m mp C A p                                                 (6) 

1. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] > 0. Тогда В < 0 и поэтому урав-

нение (5) корней не имеет. Отсюда, с учетом (6), следует, что /
0 ( ) 0mp   , при этом равенство /

0 ( )mp   0 

достигается при m  , т.е. /
0 ( ) 0mp    для 0 ≤ τm < ∞. 

2. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) < 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] > 0. Здесь и далее данный вари-
ант нереализуем, так как неравенства несовместны. 

3. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0. Тогда В > 0. Сравним В с 
единицей. Имеем 

1
1 2 1 1 21 ( ){ [ (1 ) ( )]} ,B С p p                                                    (7) 

где C определена в (4). Из (7) следует В > 1. В силу этого уравнение (5) корней не имеет, и тогда, с уче-

том (6), /
0 ( ) 0mp    для 0 ≤ τm < ∞. 

4. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) < 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0. Здесь и далее данный вари-
ант нереализуем, так как неравенства несовместны. 

5. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] > 0. Здесь и далее данный вари-
ант нереализуем, так как неравенства несовместны. 
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6. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0. Тогда В > 0. Сравним В с 
единицей. Из (7) следует, что В < 1. В силу этого уравнение (5) корней не имеет, и тогда, с учетом (6), 

/
0 ( ) 0mp    для 0 ≤ τm < ∞. 

7. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) < 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] > 0. Здесь и далее данный вари-
ант нереализуем, так как неравенства несовместны. 

8. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) < 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0. Тогда В < 0 и поэтому урав-

нение (5) корней не имеет. Отсюда, с учетом (6), следует, что /
0 ( ) 0mp    для 0 ≤ τm < ∞. 

9. Пусть (λ1 – λ2 – α) ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) = 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] ≠ 0. Тогда В = 0 и уравнение (5) 

решения не имеет. Отсюда следует, что /
0 ( ) 0mp    для 0 ≤ τm < ∞. 

10. Пусть (λ1 – λ2 – α) ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) ≠ 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] = 0. Тогда, преобразовывая (5) 

к виду exp[(λ1 – λ2 – α) τm] = В–1, получаем, что последнее уравнение решения не имеет и /
0 ( ) 0mp    для 

0 ≤ τm < ∞. 
11. Пусть (λ1 – λ2 – α) ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) = 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] = 0. Одновременное выполне-

ние этих равенств возможно только в одном единственном случае: δ = 1. Последнее влечет за собой вы-
полнение равенства λ1 – λ2 – α = 0 (особый случай). 

Объединение результатов пунктов 1–11 доказывает лемму 1. 

Лемма 2. Производная / ( )T mp   при T = τm строго больше нуля ( / ( )mp   > 0), 0 ≤ τm < ∞. 

Доказательство. Подставляя T = τm в (3), получим 

1( )/
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m mp p                                        (8) 

где F(τm) определена в (1), C – в (4). Отметим, что при любых значениях величины [λ2 – p(λ2 + αδ)] 
функция 1( )m  в (8) строго больше нуля ( 1( )m  > 0) для τm ≥ 0. Рассмотрим (8) как функцию τm ≥ 0. 

Имеем  

p/(0) = (C/A)2 > 0, /lim ( )
m

mp
 

 = λ1C/(α+pλ1) > 0,                                      (9) 

где С, А, определены в (4). Из вида (8) производной p/(τm) следует, что для любых значений [λ2 – p(λ2 + 
+ αδ)] ≥ 0 (либо [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0) и 1 2 1 2( )[ (1 ) ( )]p p             ≥ 0 имеет место p/(τm) > 0, 

0 ≤ τm < ∞. 
Пусть 1 2 1 2( )[ (1 ) ( )]p p            < 0. Выполнение этого неравенства возможно только 

тогда, когда  

1 2( )    > 0, 1 2[ (1 ) ( )]p p        < 0.                                    (10) 

Введем в рассмотрение вторую производную / / ( )T mp  по переменной T в точке T = τm. Используя 

(8), находим 
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m mp p p                                  (11) 

где F(τm) определена в (1). Знак выражения (11) определяется знаком функции φ2(τm), так как в (11) ве-
личина  
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
. 

Рассмотрим φ2(τm) как функцию переменной τm (τm > 0). Имеем  
φ2(0) = С – (α + pλ1)[ λ2 – p(λ2 + αδ)], 2lim ( )

m
m

 
  = φ2(∞) = (α + λ2)( λ1 + λ2 – pλ1) > 0,       (12) 

где С определена в (4). Здесь возможны следующие варианты. 
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1. Пусть φ2(0) > 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] > 0. Тогда φ2(τm) – возрастающая функция переменной τm и 
φ2(τm) > 0, τm ≥ 0. Отсюда следует p//(τm) > 0, τm ≥ 0. Тогда функция p/(τm) есть также возрастающая функ-
ция переменной τm. С учетом (9) получаем p/(τm) > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

2. Пусть φ2(0) > 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0. Тогда φ2(τm) – убывающая функция переменной τm (убывает 
от φ2(0) до φ2(∞) > 0, оставаясь при этом строго больше нуля (φ2(τm) > 0, τm ≥ 0)). Отсюда следует, что 
p//(τm) > 0, τm ≥ 0. Тогда p/(τm) есть возрастающая функция переменной τm. С учетом (9) находим 
p/(τm) > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

3. Пусть φ2(0) > 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0. Тогда φ2(τm) = (α + λ2)( λ1 + λ2 – pλ1) > 0, τm ≥ 0. Отсюда сле-
дует p//(τm) > 0, τm > 0, т.е. p/(τm) – возрастающая функция переменной τm. Тогда, с учетом (9), имеем 
p/(τm) > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

4. Пусть φ2(0) = 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] > 0. Данный вариант нереализуем, так как при выполнении 
ограничений (10) равенство φ2(0) = 0 недостижимо. 

5. Пусть φ2(0) = 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0. Данный вариант нереализуем, так как эти условия противо-
речат условию (12): φ2(∞) > 0. 

6. Пусть φ2(0) = 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0. Данный вариант нереализуем, так как эти условия входят в 
противоречие с условиями (12). 

7. Пусть φ2(0) < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] > 0. Данный вариант нереализуем, так как приведенные ограни-
чения вместе с неравенствами (10) противоречивы. 

8. Пусть φ2(0) < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0. Данный вариант нереализуем, так как приведенные ограни-
чения противоречат условию (12): φ2(∞) > 0. 

9. Пусть φ2(0) < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0. Данный вариант нереализуем, так как эти условия противо-
речат условиям (12). 

Объединение результатов пунктов 1–9 доказывает лемму 2. 

Изучим поведение производной / ( )T mp   как функции T на отрезке [0, τm]. Рассмотрим (на предмет 

существования корней) уравнение / ( )T mp  = 0, которое, с учетом (3), приводится к виду 

1 2( )( )
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F1(T) > 0, F2(T) > 0, 0 ≤ T ≤ τm, τm ≥ 0,                                                  (13) 
где B определена в (5). Так как, в принципе, τm может быть сколь угодно большим числом, то будем 
считать, что T ≥ 0. Вычислим производную функции Ψ(T) по переменной T. Имеем 
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где С определена в (4). Сначала рассмотрим случай: [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0, p ≠ 1. Тогда из (14) вытекает 
Ψ/(T) = 0. Последнее означает, что Ψ(T), определенная (13), равна константе (Ψ(T) = Ψ). 

Лемма 3. Если [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0, p ≠ 1, то производная / ( )T mp  , 0 ≤ τm < ∞, строго больше нуля 

( / ( )T mp   > 0). 

Доказательство. С учетом равенства [ λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0 уравнение (13) преобразуется к виду 

1 2( )( ) 1
2

1 1

(1 )[ (1 ) ]
e ,  ,

(1 ) [ (1 ) ]
m T p p p p

p p
            

    
    

 

0 ≤ T ≤ τm, λ1 – λ2 – α ≠ 0.                                                             (15) 
Здесь и далее учитываются только реализуемые варианты ограничений, определенные в лемме 1. 
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1. Пусть [λ1(1 – p) – αδ][λ1(1 – p) – α]–1 > 0. Тогда Ψ < 0. Отсюда следует, что уравнение (15) реше-

ния не имеет, и вследствие этого, с учетом лемм 1, 2, получаем / ( )T mp   > 0, 0 ≤ T ≤ τm, 0 ≤ τm < ∞. 

2. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, [λ1(1 – p) – αδ] > 0, [λ1(1 – p) – α] < 0. Тогда Ψ > 1. Отсюда следует вывод, 
аналогичный выводу пункта 1. 

3. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, [λ1(1 – p) – αδ] > 0, [λ1(1 – p) – α] < 0. Тогда 0 < Ψ < 1. Отсюда следует 
вывод, аналогичный выводу пункта 1. 

4. Пусть [λ1(1 – p) – αδ] = 0. Тогда Ψ = 0 и уравнение (15) решения не имеет, что влечет за собой 
вывод пункта 1. 

Преобразуем уравнение (15) к виду exp{(λ1 – λ2 – α)(τm – T)} = Ψ–1, 0 ≤ T ≤ τm. Тогда имеет место 
следующий пункт. 

5. Пусть [λ1(1 – p) – α] = 0. Тогда Ψ–1 = 0 и преобразованное уравнение решения не имеет, что вле-
чет за собой вывод пункта 1. 

Объединение результатов пунктов 1–5 доказывает лемму 3. 
В рамках ограничения [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0 возможен еще один вариант: p = 1, δ = 0. Тогда имеет 

место следующая лемма. 

Лемма 4. Если [λ2 – p(λ2 + αδ)] = 0 и p = 1, δ = 0, то производная / ( )T mp   > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

Доказательство. В ограничениях леммы 4 уравнение (15) примет вид  
1 2( )( )

1 2 2 1e ( )( ) /m T               , 0 ≤ T ≤ τm, (λ1 – λ2 – α) ≠ 0.                        (16) 

Так как (λ1 – λ2)(α + λ2) – λ1α = λ2(λ1 – λ2 – α), то уравнение (16) решения не имеет, что, с учетом лемм 1, 
2, доказывает лемму 4. 

Рассмотрим теперь случай, когда (λ1 – λ2 – αδ) = 0 либо [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] = 0. 

Лемма 5. Если (λ1 – λ2 – αδ) = 0 либо [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] = 0, то производная / ( )T mp   > 0,   

0 ≤ τm < ∞. 
Доказательство. Пусть (λ1 – λ2 – αδ) = 0. Тогда из (13) имеем Ψ(T) = Ψ (Ψ = 0). Уравнение (13) 

при этом примет вид exp{– (λ1 – λ2 – α)(τm – T)} = 0, 0 ≤ T ≤ τm, которое решения не имеет. Преобразуем 
уравнение (13) к виду exp{(λ1 – λ2 – α)(τm – T)} = Ψ–1(T), 0 ≤ T ≤ τm. Пусть [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] = 0. 
Тогда имеем Ψ–1(T) = Ψ–1 (Ψ–1 = 0). В силу этого преобразованное уравнение решения не имеет. Лемма 5 
доказана. 

Перейдем теперь к рассмотрению общего случая, когда [λ2 – p(λ2 + αδ)] ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) ≠ 0, 
[λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] ≠ 0. Рассмотрим разность ∆F(T) = F1(T) – F2(T) функций F1(T), F2(T) из (13). 
Имеем 

∆F(T) = (λ1 – λ2 – α)[λ2 – p(λ2 + αδ)](α + pλ1)] 1( )e p T    [1– 1( )e p T   ].                    (17) 
Лемма 6. Если [λ2 – p(λ2 + αδ)] ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) ≠ 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] ≠ 0, то производная 

/ ( )T mp   > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

Доказательство. Рассмотрим варианты: 
1. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0. Из (17) 

следует ∆F(T) < 0, что влечет за собой [F2(T) / F1(T)] > 1. Так как соотношение (7) дает B > 1, то из (13) 
находим Ψ(T) > 1. Последнее означает, что уравнение (13) решения не имеет. Учитывая результаты 

лемм 1, 2, получаем / ( )T mp   > 0, 0 ≤ τm < ∞. 

2. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] < 0. Тогда 
∆F(T) > 0, что влечет за собой [F2(T) / F1(T)] < 1. Соотношение (7) дает B < 1. Тогда из (13) вытекает 
Ψ(T) < 1, что приводит к выводу пункта 1. 

3. Пусть (λ1 – λ2 – α) > 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] > 0. Тогда 
∆F(T) > 0, что влечет за собой [F2(T) / F1(T)] < 1. Соотношение (7) дает B > 1. Вследствие этого из (13) 
вытекает, что либо Ψ(T) > 1, либо Ψ(T) < 1. Покажем, что Ψ(T) > 1 для любых T ≥ 0. Учитывая (13), 
находим 

1 2 2 1 1 2 1

1 1 2 1 2

( ) ( ) [ (1 ) ( )] ( ) ( )
1 ( ) ,  0.

[ (1 ) ( )] ( ) ( )

CF T p p F T TT T
p p F T T

                 
   

          
            (18) 
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Числитель Ψ1(T) в (18) преобразовывается к виду 
1( )

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( ) ( ){ ( ) ( )[ (1 ) ( )][ ( )]e p TT CF T p p p p                              

1( )[1 e ]},  0.p T T                                                                     (19) 

Непосредственной подстановкой функции F2(T) из (13) в (19) показывается, что Ψ1(T) > 0 для всех T ≥ 0. 
Тогда, так как в (18) знаменатель Ψ2(T) < 0, получаем 1 – Ψ(T) < 0. Отсюда следует Ψ(T) > 1 для T ≥ 0, 
что приводит к выводу пункта 1. 

4. Пусть (λ1 – λ2 – α) < 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0, [λ2 – p(λ2 + αδ)] > 0. Тогда 
∆F(T) < 0, что влечет за собой [F2(T) / F1(T)] > 1. Соотношение (7) дает B < 1. Тогда из (13) вытекает, что ли-
бо Ψ(T) > 1, либо Ψ(T) < 1. Покажем, что Ψ(T) < 1 для любых T ≥ 0. Непосредственной подстановкой функ-
ции F2(T) из (13) в (19) показывается, что Ψ1(T) < 0 для всех T ≥ 0. Тогда, так как в (18) знаменатель Ψ2(T) < 0, 
то из (18) следует 1 – Ψ(T) > 0. Отсюда вытекает Ψ(T) < 1 для T ≥ 0, что приводит к выводу пункта 1. 

5. Пусть (λ1 – λ2 – α) ≠ 0, (λ1 – λ2 – αδ) > 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] > 0 либо (λ1 – λ2 – α) ≠ 0,           
(λ1 – λ2 – αδ) < 0, [λ1(1 – p + pδ) – (α + λ2)] < 0. Тогда из (13) следует Ψ(T) < 0 для любых T ≥ 0, что влечет 
за собой вывод пункта 1. 

Отметим, что Ψ(T), определенная в (13), представляет собой одноэкстремальную функцию. Экс-
тремум достигается в точке 

2 1*

1 2 1 1

( )1
ln 0,

( ) ( )
T

p p C

    
   

            
 

являющейся решением уравнения 
1 1( ) 2( )2 2

1 2 1( ) 0,  ( ) ( ) [1 e ] ( )e ,p T p TZ T Z T C p                 

вытекающего из уравнения Ψ/(T) = 0, где Ψ/(T) определена в (14), С – в (4). В точке Ψ*, в зависимости от 
знака величин, входящих в Ψ/(T), и знака функции Z(T) на промежутках [0, T*), (T*,∞), достигается либо 
минимум, либо максимум функции Ψ(T). 

Объединение результатов пунктов 1–5 доказывает лемму 6. 
Теорема 1. При любых значениях параметров λ1 > 0, λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), α > 0, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 и 

ограничении (λ1 – λ2 – α) ≠ 0 производная / ( )T mp   – положительная функция переменной T ( / ( )T mp   > 0), 

0 ≤ T ≤ τm, 0 ≤ τm < ∞. 
Доказывается последовательным применением лемм 1–6. 
Теорема 2. При любых значениях параметров λ1 > 0, λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), α > 0, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 и 

ограничении (λ1 – λ2 – α) ≠ 0 функция pT (τm) переменной T  (0 ≤ T ≤ τm) достигает своего максимального 
значения в точке T = τm, 0 ≤ τm < ∞. 

Доказательство вытекает из результата теоремы 1. 

Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что функции pT (τ
(j)), j = 2,k , являются возрастающими 

функциями переменной T (0 ≤ T ≤ τm). 
Следствие 2. Из теоремы 2 вытекает, что функция правдоподобия L (T | τ(1),... , τ(k)) достигает сво-

его глобального максимума в точке T̂ = τm, т.е. решением оптимизационной задачи (2) является оценка 

длительности мертвого времени T̂ = τm. 
 

4. Решение оптимизационной задачи (2) 
 

Плотность вероятностей pT (τ) для особого случая (λ1 – λ2 – α = 0) примет вид [4]: 
1( )

1 1( ) 0,0 ;  ( ) { ( )[1 ( )]}e ,T
T Tp T p x T T                

1( )1 1
1 1 2

1 1

( ) (1 ) ( ),  ( ) ( ) e ,p Tp px T x T x T x T
p p

    
             

 

1

1
2 ( )

1 1 1

(1 )
( ) 1 ,

[( )(1 ) ]e p T
p px T

p p p   

                  
  0 ≤ T ≤ τ, τ ≥ 0.             (20) 
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В обозначениях раздела 3 функция правдоподобия, с учетом (20), запишется в виде 
L (T | τ(1),..., τ(k)) = 0, 0 ≤ τm < T; 

  ( )
1( )(1) ( ) ( )

1 1
1

( | ,..., ) ( )[1 ( )] e ,  0 ,  0.
jk Tk j

m m
j

L T x T T T  


                         (21) 

где x(T) определена в (20). 
Лемма 7. Плотность вероятностей pT (τm), определенная формулой (20), где τ = τm, является воз-

растающей функцией переменной T (0 ≤ T ≤ τm, 0 ≤ τm < ∞) при любых значениях параметров λ1 > 0, 
λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), α > 0, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1. 

Доказательство. Рассмотрим x(T) из (20) как функцию переменной T (T ≥ 0). Производная функ-
ции x(T) выпишется в виде 

 1
2( )/

1 1 1( ) (1 ) / ( [( )(1 ) ]e ) 0,p Tx T p p p                 

1( )
1 1[( )(1 ) ]e 0,  0.p Tp p T            

Отсюда следует, что функция x(T) есть возрастающая функция. Возрастает от x(0) = – α(1–            
–δ)pλ1/[α(1 – p) + p(λ1 + αδ)] < 0 до lim x(T) = – α(1– δ)pλ1/(α + pλ1) < 0 при T →∞. Тогда, так как функции 

[1 – λ1(τm – T)], 1( )e m T   , входящие в выражение (20) для pT (τm), есть возрастающие функции перемен-
ной T, то плотность вероятностей pT (τm) есть также возрастающая функция переменной T, 0 ≤ T ≤ τm,        
0 ≤ τm < ∞. Лемма 7 доказана. 

Таким образом, для особого случая справедливы теоремы 1, 2 и их следствия из раздела 3. 
 

Заключение 
 

Полученный результат делает возможным решение задачи оценки длительности мертвого време-
ни без привлечения численных методов: в процессе наблюдения (в течение временного интервала (0, t)) 
потока событий вычисляются величины τk , k = 1,n , после чего находится τm = min τk (k = 1,n ) и полага-

ется T̂ = τm. Подчеркнем, что по определению оценка максимального правдоподобия длительности 
мертвого времени при конечных t будет всегда смещенная (τm  > T); её несмещенность реализуется 
только в асимптотическом случае при t → ∞. 
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Gortsev Alexander M., Kalyagin Aleksey A., Nezhelskaya Lyudmila A. (Tomsk State University, Russian Federation). Maximum likeli-
hood estimation of dead time at a generalized semysynchronous flow of events. 
Keywords: generalized semisynchronous flow of events; unprolonging dead time; likelihood function; maximum likelihood estimation; 
dead time value. 
 

The generalized semisynchronous flow of events, which intensity is a piecewise constant stochastic process λ(t) with two intensities 
λ1 and λ2 (λ1 > λ2), is considered. During the time interval when λ(t) = λi , the Poisson flow of events has the intensity λi , i = 1,2. The 
transition from the first state of the process λ(t) into the second state is possible only at the moment of occurring event, thus, the transi-
tion carries out with probability p (0 < p ≤ 1); with probability 1 – p process λ(t) remains in the first condition. In this case, the duration 

of process stay in the first state is a random variable with exponential distribution function 1λ τ
1(τ) 1 e pF   . The transition from the 

second state of process into the first state can be carried out at any moment of time. Thus, the duration of process stay in the second state 

is distributed according exponential law: ατ
2 (τ) 1 eF   . By the transition from the second state into the first one an additional event 

in the first state is initiated with probability δ (0 ≤ δ ≤ 1). 
The flow is considered in the condition of constant dead time. The dead time period of the fixed duration Т begins after every regis-

tered event at moment it . During this period no other events are observed. When the dead time period is over, the first coming event 

causes the next Т –interval of dead time and so on (unprolonging dead time). 
Process λ(t) and the types of events (event from Poisson flows and additional events) are fundamentally unobservable and observa-

ble are only temporary moments of the events t1, t2,…. We consider the steady (stationary) mode of operation of the observed flow of 
events, so transients are neglected on the observation interval (t0, t), where t0 and t are the start and end of observations. It is necessary at 

the end of observations (at time t) to implement maximum likelihood estimate T̂ of the dead time Т. 
Let τ1 = t2 – t1, τ2 = t3 – t2,... , τk = tk+1 – tk be the sequence of the measured (by observing the flow during the observation interval (0, 

t)) values of the length of intervals between adjacent flow events . We order quantities τ1,... , τk ascending: τmin = τ(1) < τ(2) <...< τ(k). 

The objective is to estimate T̂  the duration of the construction of the dead time (assuming that the other flow parameters λi , p, α, δ 
are known), by solving the optimization problem: 

( )
1

( )
2

( )(1) ( ) ( )
1

1 1

( )( )
2 min min

( | ,..., ) ( ) {[1 ( )]

( )( ) } max,  0 ,  0,

j

j

k k Tk j
T

j j

T

T

L T p f T e

f T e T

  

 

   

        

       
 

1( )
2 1 2 1 1 1

1 1 2

( )( )[ ( )e ]
( ) .

( )( ) ( )

p Tp pf T
p F T

              


      
 

The value of T, at which (1) ( )( | ,..., )kL T    reaches its global maximum, is the estimate T̂  of the duration of the dead time. It is 

proved that the global maximum occurs at minT̂   . 
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УДК 369:519.2 
 

О.В. Губина, Г.М. Кошкин 
 

ОЦЕНИВАНИЕ АКТУАРНОЙ СОВРЕМЕННОЙ СТОИМОСТИ  
ПОЛНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ ПОЖИЗНЕННОЙ РЕНТЫ 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-08-00744). 
 

Рассматривается задача оценивания актуарной современной стоимости полной непрерывной пожизненной рен-
ты. Синтезируется непараметрическая оценка пожизненной ренты. Находятся главная часть асимптотической 
среднеквадратической ошибки оценки и её предельное распределение. Результаты статистического моделирова-
ния показывают, что качество оценивания улучшается с ростом объёма выборки. 
Ключевые слова: непараметрические оценки; полное страхование жизни; пожизненная рента; асимптотическая 
нормальность; среднеквадратическая ошибка. 
 

Суть пожизненной ренты согласно [1. С. 170] состоит в том, что начиная с момента 0t   человек 
раз в год получает определенную сумму, которую мы примем в качестве единицы измерения денежных 
сумм, причем выплаты производятся только в течение жизни человека.  

Известно, что расчет характеристик пожизненной ренты основан на использовании характеристик 
соответствующего вида страхования. Так, среднее значение современной стоимости полной непрерыв-
ной пожизненной ренты (см.: [1. С. 184]) определяется формулой  

1
( ) ,x

x
Aa 

 


 

где xA  – нетто-премия (среднее значение современной стоимости единичной страховой суммы при по-

жизненном страховании в возрасте х лет);   – интенсивность процентов. 
Пусть х – возраст человека в момент 0t   начала платежей, Х – продолжительность его жизни, 

xT  = Х–х – остаточная продолжительность жизни. Введём случайную величину 

1
, 0.

x

x
ez T


 


 

Тогда пожизненная рента определяется формулой (ср.: [2]): 
1 ( , )

( ) ( ) 1
( )x
xa z

S x
  

       
,                                                             (1) 

где M – символ математического ожидания, ( ) ( )S x P X x   – функция выживания, 

( , ) ( )x t

x

x e e dS t


      . 

В настоящей работе рассмотрена задача оценивания актуарной современной стоимости полной 
непрерывной пожизненной ренты, выполнен синтез непараметрической оценки пожизненной ренты, 
исследованы асимптотические свойства предложенной оценки. Приводятся результаты моделирования.  

 

1. Оценка пожизненной ренты 
 

Пусть имеется случайная выборка 1... NX X  продолжительностей жизни N индивидов. Оценим от-

дельно числитель и знаменатель в (1). Воспользуемся вместо неизвестной функции выживания S(x) её 
непараметрической оценкой: 

1

1
( ) ( ),

N

N i
i

S x I X x
N 

   

где I(A) – индикатор события А. 
Подставив )(xSN

 в формулу (1), получим следующую оценку пожизненной ренты: 
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1

( , )1 1
( ) 1 exp( ) ( ) 1 ,

( ) ( )

x N
N N
x i i

iN N

xea X I X x
S x N S x





    
              

                                         (2) 

где 
1

( , ) exp( ) ( ).
x N

N i i
i

ex X I X x
N





       

 

2. Среднеквадратическая ошибка оценки 
 

Найдем главную часть асимптотической среднеквадратической ошибки (СКО) и порядок смещения 
оценки (2). Для этого нам понадобится теорема 1 из [3], которую ниже сформулируем в виде Леммы. 

Введем обозначения согласно [3]: 1 2( , , ..., )T
N N N sNt t t t  – s-мерная векторная статистика с компо-

нентами 
1( ) ( ; ,..., ), 1, , ,jN jN jN Nt t x t x X X j s x R     R  – α-мерное евклидово пространство; функция 

1( ) : sH t R R , где 
1( ) ( ( ),..., ( ))T

st t x t x t x   – s-мерная ограниченная вектор-функция; Ns(μ,σ) – s-мерная нор-

мально распределенная случайная величина c вектором средних μ = μ(x) = 1( ,... )T
s   и ковариационной 

матрицей σ = σ(x); 

1( ) ( ( ),..., ( ))T
sH t H t H t  , ( )

( ) ,j
j z t

H zH t
z







 1, ;j s  

  – знак сходимости по распределению (слабой сходимости); x  – евклидова норма вектора x. 

Лемма. Пусть: 
1) функция H(t) – дважды дифференцируема, причем 0)(  tH ; 

2) ),( 2/i
N

i
N dtt  ,...2,1i . 

Тогда ,...2,1k : 

    ( 1)/2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
k k k

N N NH t H t H t t t d                                                    (3) 

Заметим, что, полагая в формуле (3) k = 1, получаем главную часть смещения оценки )( ntH , а при 

k = 2 – главную часть её СКО. 
Теорема 1. Если S(x)>0, S(t) непрерывна в точке x, то: 
1) для смещения оценки ренты выполняется соотношение  

1( ( )) ( )N
xb a N    ; 

2) СКО оценки определяется выражением 

2 2 3/2( ( ))
( ( )) ( ( ) ( )) ( )N N x

x x x
au a a a N
N

 
         , 

где ( ( ))xa   задается формулой (4).  

Доказательство. Для оценки ( )N
xa  , задаваемой формулой (2), в обозначениях приведенной вы-

ше леммы имеем 

( ( , ), ( )) ;T
N N Nt x S x    ;Nd N  ( ( , ), ( )) ;Tt x S x    
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  
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 1 2 2

1 1 1 ( , )
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T
T xH t H t H t

S x S x
  

       
 

Известно, что )(xS N  является несмещенной и состоятельной оценкой S(x). Покажем, что ( , )N x   

является несмещенной оценкой функционала ( , )x  : 

1

( , ) exp( ) ( ) ( , ).
x N

N i i
i

ex X I X x x
N





          
 
  

Теперь для оценки ( , )N x   вычислим дисперсию: 
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Отношение двух несмещенных оценок может иметь смещение. Нахождение смещения отноше-
ния, как правило, является сложной задачей и требует использования результатов работы [3]. Найдем 
порядок смещения оценки. Так как 0)(  tt N , то 

  1( ( ) ( )) ( )( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ).N N N
x x N x x xa a H t t t a a b a N                  

Теперь найдем компоненты ковариационной матрицы статистики Nt : 

 
 
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        

   

              

   

 

Используя предыдущий результат о смещении и найденную ковариационную матрицу, получаем СКО 
оценки: 

 22 3/2 3/ 2( )
( ( )) ( )( ) ( ) ( ),N x

x N
au a H t t t N N
N

 
         

где 
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2 2
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1 (2 ) 3 ( , ) 2 ( , )
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x j jp p
p j

a H t H t H t H t H t H t

x x
S x S x S x
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      
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
                    (4) 

Теорема доказана. 
 

3. Асимптотическая нормальность оценки 
 

Для нахождения предельного распределения оценки (2) нам понадобятся следующие две теоремы. 
Teорема 2 (центральная предельная теорема в многомерном случае) [4. С 178–202]. Если 

,...,...,, 21 Nttt  – последовательность независимых одинаково распределенных s-мерных векторов 

{ } 0, ( ) { },T
s s st x t t     

1

,
N

N s
s

S t


   

то при N  

(0, ( )).N
s

S x
N

   

Теорема 3 (об асимптотической нормальности ( )NH t ) [5]. Пусть: 

1) { , ( )}N sN t x    ; 

2) функция H(z) дифференцируема в точке μ, ( ) 0H   . 

Тогда 
1

1 1 1

( ( ) ( )) ( ) , ( ) ( )
s s s

N j j j jp p
j p j

N H t H N H H H
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 
        

 
  . 

Теорема 4 (о предельном распределении оценки (2)). В условиях теоремы 1 

1( ( ) ( )) (0, ( ( ))).N
x x xN a a N a                                                         (5) 

Доказательство. В обозначениях теоремы 2 имеем 2, ( ) ( ( ))xs x a     . Таким образом, 

    2( ( , ), ( )) ( ( , ), ( )) 0, ( ) ,N N xN x S x x S x N a         

где 

11 12

21 22

( ( )) .xa
  

      
 

Функция H(z) дифференцируема в точке t = ( ( , ), ( )x S x  ) и 0)(  tH . Следовательно, выполне-

ны все условия теоремы 3 и утверждение (5) справедливо. Теорема доказана. 
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4. Статистическое моделирование 
 

Рассмотрим модель де Муавра, для которой продолжительность жизни Х индивида распределена 
равномерно в интервале (0, ω), где ω – предельный возраст, а пожизненная рента, согласно (1), прини-
мает вид 
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Рис.1. Зависимость пожизненной ренты ( )xa   и её оценки ( )N
xa   от возраста х при объёмах выборок N: a – 50; б – 100; в – 500 
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На рис. 1 представлены пожизненные ренты и их оценки, построенные по выборкам объема 
N = 50, 100, 500 независимых случайных величин NXX ,...,1 , равномерно распределенных на интервале 

(0, 100) при интенсивности процентов δ = 0,09531(9,531%). Заметим, что при такой интенсивности про-

центов эффективная годовая процентная ставка 1 0,1(10%).i e    

Будем характеризовать качество оценок, представленных на рис.1, следующими эмпирическими 
среднеквадратическими ошибками: 

99
2

0

( ( ) ( ))
( , ) , 50,100,500.

N
x x

x
a a

G N N
N



  
  


 

В результате вычислений получаем 
G(50, 0,09531) = 0,75935, G(100, 0,09531) = 0,16183, G(500, 0,09531) = 0,00522, 

т.е. качество оценивания улучшается с ростом объёма выборки. 
Таким образом, в рамках нашей модели современная стоимость полной непрерывной пожизнен-

ной ренты для человека в возрасте х = 45 лет при 0,09531   и ежемесячной выплате в размере 
1000 руб. равна  

4512 000 (0,09531) 12 000 8,501 102 012 руб.a     

 
Заключение 

 
В работе рассмотрена задача оценивания современной стоимости полной непрерывной пожиз-

ненной ренты. Доказаны асимптотические свойства оценки: несмещенность, состоятельность и нор-
мальность. Находится главная часть асимптотической среднеквадратической ошибки предложенной 
оценки. Статистическое моделирование в рамках модели де Муавра показывает, что качество оценива-
ния по эмпирическому критерию ( , )G N   улучшается с ростом объёма выборки.  
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Gubina OksanaV., Koshkin Gennady M. (Tomsk State University. Russian Federation). 
Estimation of actuarial present value of the whole continuous life annuity. 
Keywords: non-parametric estimation; whole life insurance; life annuity; asymptotic normality; mean square error. 
 

Consider the estimation problem of the present value for the whole continuous life annuity 

1
( ) ,x

x
A

a


 


 

where xA
 
is a net premium (mathematical expectation of the present value of an insured unitary sum for the whole life insurance at age 

x),   is a force of interest. 

As an estimate a ( )x 
 
from a random lifetime sample 1... NX X , we take the statistics 
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1

1

( )
1

a ( ) 1
( )

i
N Xx

i
N i
x N

i
i

e e I X x

I X x







  
   

   
 

, 

where I(A) is an indicator of a set A. 

The main part of the asymptotic mean square error of the estimate ( )N
xa   is found, and the asymptotic normality of ( )N

xa 
 
is 

proved. The simulations were carried out for the de Moivre model with the limiting age 100 years. In this case,  
( )

2

( ) 1
( ) ,

( )

x

x
x ea

x

    
 

 
 

the present value of the whole continuous life annuity for a person at the age x = 45 years, by 0.09531   and monthly payments in 
the size of 1000 rubles, is equal to 

4512000 (0.09531) 12000 8,501 102012 rub.a   
 

The simulations show that the empirical mean square errors of life annuity estimates decrease when the sample size N increases. 
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M.I. Kusainov 
 

ON OPTIMAL ADAPTIVE PREDICTION OF MULTIVARIATE ARMA(1,1) PROCESS 
 

The problem of asymptotic efficiency of adaptive one-step predictors for ARMA(1,1) process with unknown dynamic 
parameters is considered. The predictors are based on the truncated estimators of the unknown matrix. The truncated es-
timation method is a modification of the truncated sequential estimation method, that yields estimators with a given ac-
curacy by samples of fixed size. The criterion of prediction optimality is based on the loss function, defined as a linear 
combination of sample size and squared prediction error’s sample mean. The cases of known and unknown variance of 
the noise model are studied. In the latter case the optimal sample size is a special stopping time.   
Keywords: adaptive predictors; asymptotic risk efficiency; multivariate ARMA; optimal sample size; stopping time; 
truncated parameter estimators.  

 
According to Ljung’s concept of construction of complete probabilistic models of dynamic systems, the 

prediction is a crucial part of it (see [1, 2]). A model is said to be useful if it allows one to make predictions of 
high statistical quality. Models of dynamic systems often have unknown parameters, which demand estimation 
in order to build adaptive predictors. The quality of adaptive prediction is explicitly dependent on the chosen 
estimators of model parameters.  

There is a wide variety of possible estimation methods. For example, the sequential estimation method 
makes it possible to obtain estimators with guaranteed accuracy by samples of finite but random and unbound-
ed size (see, e.g., [3] among others). The more modern truncated sequential estimation method yields estimators 
with prescribed accuracy by samples of random but bounded size (see, e.g., [4]).  

This work suggests predictors based upon the truncated estimators of parameters introduced in [5, 6] as a 
modification of the truncated sequential estimators. Truncated estimators were constructed for ratio type func-
tionals and are designed to use samples of fixed (non-random) size and have guaranteed accuracy in the sense 
of the 2mL -norm, 1m     

The requirement of both good quality of predictions and reasonable duration of observations needed to 
achieve one is formulated as a risk efficiency problem. The criterion is given by certain loss functions and optimi-
zation is performed based on it. The loss function describing sample mean of squared prediction errors and sample 
size as well as the corresponding risk as applied to scalar AR(1) were examined in [7]. It was shown that the least 
squares estimators of the dynamic parameter are asymptotically risk efficient. Later, this result was refined and 
extended to other stochastic models in [8], using the sequential estimators of unknown parameters.  

In this paper we construct and investigate real-time predictors based on truncated estimators in the case of 
more general model. We consider the problem of the risk minimization associated with size of a sample and pre-
dictions of values of a stable multivariate ARMA(1,1) process with unknown dynamic matrix parameter. The 
proposed procedure is shown to be asymptotically risk efficient as the cost of prediction error tends to infinity.  

The same problem for scalar AR(1) case was considered in [9], multivariate AR(1) in [10]. The ARMA 
model was studied in [1, 2] among others. A thorough review of risk efficient parameter estimation and adaptive 
prediction problem for autoregressive processes was recently made in [11] (see the references therein as well).  

 
1. Problem statement 

 
Consider the multivariate stable ARMA(1,1) process satisfying the equation  

 ( ) Λ ( 1) ( ) ( 1) 1x k x k k M k k           (1) 

where Λ  and M are p p  matrix parameters with eigenvalues from the unit circle to provide the process sta-

bility (henceforth we shall refer to such matrices as “stable” ones). We assume the parameter   to be unknown 
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and M  to be known. The random vectors ( )k  for 1k   are independent and identically distributed (i.i.d.) with 

zero mean and finite variance 2 2(1)E      we also assume the components ( ) 1 ,j k j p     to be uncorrelated 

and i.d. so that the covariance matrix (1) (1)E    is diagonal with elements 2 p    Denote the Λ  stable region 
0 p p    

It is known that the optimal in the mean square sense one-step predictor is the conditional expectation of 
the process with respect to its past, i.e.  
 ( ) ( 1) ( 1) 1optx k x k M k k          

Since both the parameter Λ  and the value of ( 1)k   are unknown, it is natural to replace them with some esti-

mators k  and ( 1),k   which we specify in Section 2 below. 

Define adaptive predictors as the following (see, e.g., [1, 12]): 

 1( ) ( 1) ( 1) 1kx k x k M k k          (2) 

for which the corresponding prediction errors have the following form  

1( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ( 1) ( 1)) ( )ke k x k x k x k M k k k                 

Let 2 ( )e n  denote the sample mean of squared prediction error  

2 2

1

1
( ) ( )

n

k
e n e k

n 

     

Define the loss function  

2 ( )n
AL e n n
n

    

where the parameter ( 0)A   is the cost of prediction error.  

The corresponding risk function  

 2 ( )n n
AR E L E e n n
n      (3) 

E  denotes expectation under the distribution P  with the given parameter 2
11 11( ..., )pp pp        . Define 

the set  such that for   the matrices   and M are stable and 2 0    

The main aim is to minimize the risk nR  on the sample size n .  

We consider the cases of known and unknown 2    
 

2. Main result 
 

In this section we solve the stated optimization problem under different conditions on model parameters.  
We use, similarly to [10], the truncated estimation method introduced in [5]. This method makes it possi-

ble to obtain the ratio type estimators with guaranteed accuracy using a sample of fixed size. Such quality may 
essentially simplify investigation of analytical properties in various adaptive procedures.  

Let the truncated estimators of the autoregressive parameter   be based on the following Yule-Walker 
type estimators  

 1
0 12 0,k k kG k           (4) 

 
2 2

1 1
Φ ( ) ( 2) ( 1) ( 2)

1 1

k k

k k
i i

x i x i G x i x i
k k 

      
    

and have the form  

 2.kk k kH k 
  
 

           (5) 

Here Δ det( )k kG , the notation ( )B  means the indicator function of the set B  and  

 1 2log .kH k   (6) 

We note that according to [5], kH  can be taken as any decreasing slowly changing positive function.  

We take the estimators for ( )k  in the following form  
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1

0

( ) ( ) ( ( ) ( 1 )) 1.
k

i
k

i
k M x k i x k i k





           (7) 

This way the prediction error can be rewritten as  

 
1

1
0

( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 )
k

k i
k

i
e k k M M x k i






              

 
2.1. Known 2  case 

 
If the noise variance 2  is known, instead of k  in (2) we shall use the projection of estimators (5) onto 

a closed ball p pB R    such that 0 B    

 [ 1 1]k kproj
      

ensuring  
 k Bd      (8) 

where Bd  is the diameter of B  Given that 2  is known, the property (8) allows one to weaken the noise mo-

ment conditions compared to the more general case of unknown 2  (see Section 2.2 below).  
Rewrite the formulae accordingly  

1

1
0

1

1
0

2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ( ) ( 1 )) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 )

1
( ) ( ) ( ) ( )

k
i

k k
i

k
k i

k
i

n

n n n
k

k M x k i x k i x k x k M k

e k x k x k k M M x k i

A Ae n e k L e n n R E L E e n n
n n n


    





  





    



              

              

        





  

 

To minimize the risk nR  we rewrite it in the form  

 2( )n n
AR D n
n

      (9) 

where  
21

2
1

1 1 0

1 1
( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 )

n n k
opt k i

n k
k k i

D E x k x k E M M x k i
n n


 

  
  

                

We shall use the properties of the estimators k  given in Lemma 1 below.  

Define 
2Δ

0 1max{ [ ] }k p e
     where 1[ ]a  denotes the integer part of a  and  

lim , a sk
k

P
       

Now we establish the conditions on the system parameters, under which Δ 0.  It can be shown, similarly to, 
e.g., [13], that due to ergodicity of the process 0( ( ))kx k  : 

2

1
( 1) ( 2) , a s ,

1

k

k k
i

G x i x i G P
k 



      
   

where 

 
0

Λ MΣ

Λ Λ ΛΣ ΣΛ Σ Σi i

i

G F
F S S M M M M



  
           (10) 

The condition for Δ 0  is thus nondegeneracy of .G For example, in the scalar case 1p   we have 

2
2

( )(1 )
,

1

M MG    
 


 

which is the first order autocovariance; the condition is Λ 0M   as stability of the process implies 1 0.M    
From here on C  denotes those non-negative constants, the values of which are not critical.  

Lemma 1. Assume the model (1) and let for some integer 1m   the conditions  
 4 4(1) (0)pm pmE E x         (11) 
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be true. Assume also that the matrix G defined in (10) is nondegenerate. Then the truncated estimators k  sat-

isfy  
(i)   for 01 k k    

 2m
kE C       (12) 

(ii)  for 0k k   

 2 logm
m

k m
C kE

k       (13) 

The proof of Lemma 1 is similar to that of the assertion (31) in [5] and Lemma 1 in [10].  
Now we rewrite nD  in the form 

22 1
2

1
1 1 0

1
( ) ( ) ( 1 ) –

n n k
k i

n k
k k i

D M E M x k i
n p n




 
  


       

      

 
1

1
1 0

2
[( ) (0)] ( ) ( ) ( 1 )

n k
k i

k
k i

E M M E x k i
n




  
 

           (14) 

Consider the first summand. It is known that 1,k kM TJ T  where J is Jordan canonical form of M and the 

columns of T are generalized eigenvectors of .M  It then can be shown that maxk k
iM C       where 

1i i p     are the eigenvalues of M   Boundedness of the series now follows from the stability of ,M  so we 

have  

 
2

2

1

n
k

k

CM
n p n


 

     

 
Consider the second summand of (14): 

21

1
1 0

1
( ) ( ) ( 1 )

n k
i

k
k i

E M x k i
n




 
 

        

1
2

1
1 0

1
( ) ( 1 )

n k
i

k
k i

E M x k i
n




 
 

         

 
1 1

2
1

1 0

1
( 1 ) ( 1 )

n k k
j i

k
k j i i

E M x k j M x k i
n

 


 
  

                (15) 

If the conditions 4 4(1) (0)p pE E x         hold then using the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality, 

(8) and (13) we get  
1

2
1

1 0

1 2 1 21
2 2

1 1 2 1 2
1 0 1

1
( ) ( 1 )

log log

n k
i

k
k i

n k n
i

k
k i k

E M x k i
n

C C k C nE M
n n k n




 
 

 


   
  

     

     



 

 

   
 

The second summand of (15) and the third summand of nD  itself are treated the same way and don’t have im-

pact on the result. Thus, usage of estimators k
  in adaptive predictors yields  
1 2 1 2log (1) asnD Cn n o n       

Considering (9), the stated risk minimization problem reduces to minimization of the principal term  

2 minn n

AR n
n

      

Since the parameter 2  is known, the expression can be easily minimized with the optimal sample size  

 1 2o
An A    (16) 

The corresponding approximate minimal risk value is  
 1 2 1 4 1 22 ( log ) aso

An
R A O A A A       (17) 

Thus, the following corollary is true.  
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Corollary 1.  Assume that 4 4(1) (0)p pE E x         and the variance 2σ  is known. Then the number 
o
An  defined in (16) minimizes the risk function nR defined in (9) and the asymptotic formula (17) for o

An
R holds.  

 
2.2. Unknown 2  case 

 
Since 2  is directly involved in the expression (9) for ,nR  the optimal sample size can not be obtained as 

before. Similarly to [7, 8, 10], one uses the stopping time AT  as an estimator of o
An   replacing 2  in its defini-

tion with an estimator 2
n   

  1 2inf
A

A nn n
T n A 


     (18) 

where An  is the initial sample size depending on A  and specified below (see Theorem 1),  

 2 2
2

1

1
( ) ( 1)

n

n n
k

p x k x k
np M 

     
    
 

 (19) 

The choice of estimator is motivated by the fact that using the strong law of large numbers we have  
2

2 2 2

1 1

1 1
( ) ( 1) ( ) ( 1) 1 , a s

n n

n
k k

Mx k x k k M k P
n n p 

 

 
              

 
        

In this section we define predictors of ( )x k  using truncated estimators k  instead of k
   Rewrite the 

needed formulae 

 
1

1
0

( ) ( ) ( ( ) ( 1 )) ( ) ( 1) ( )
k

i
k k

i
k M x k i x k i x k x k M k






                  (20) 


1

1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 )
k

k i
k

i
e k x k x k k M M x k i






                

 2 2 2 2

1

1
( ) ( ) ( ) ( )

n

n n n
k

A Ae n e k L e n n R E L E e n n
n n n 



            (21) 

 
Analogously to [7], we prove the asymptotic equivalence of AT  and o

An  in the almost surely and mean 

senses (see (23), (24) below) and the optimality of the adaptive prediction procedure in the sense of equivalence 
of the obviously modified risk  

 21
( )

AA T A A
A

R E L AE e T E T
T      (22) 

and o
An

R   see (8).  

Theorem 1. Assume that 16(1) pE     , 16(0) pE x     and An  in (18) is such that 
2 1 2

0max{ log } ( )r
Ak A A n o A     with (2 5 1 2)r      Let the predictors ( )x k  be defined by (20) and the risk func-

tions defined by (21), (22). Then for every   

 1, a sA
Ao

A

T
P

n      (23) 

 1A
Ao

A

E T
n


   (24) 

 1
o
A

A
A

n

R
R    (25) 

 
The proof of Theorem 1 is presented in Section 3.  
Remark 1. The third assertion of Theorem 1 is also true for predictors based on k

 .  
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3. Proof of Theorem 1 
 

First, we prove the properties (23), (24) of the stopping time AT    

From the conditions of Theorem 1 on noise moments for 0  it follows  
 16

0
sup ( ) p

k
E x k C


    (26) 

Denote  

2M
pC

p M


  
. 

Rewrite formula (19) for 2
n  using (1): 

2 2

1

( ) ( 1) ( ) ( 1)
n

M
n n

k

C
k M k x k

n 

               

 2

1

( ) ( 1)
n

M
n n

k

C
k M k W

n 

            (27) 

where  

2

1 1

2
( ) ( 1) [( ) ( 1)] ( ( ) ( 1))

n n
M M

n n n n
k k

C C
W x k x k k M k

n n 

                     

 
Now we show that  

 2 2 , a sn n P       (28) 

Consider nW   It follows from the definition (5) of the truncated estimators n  that they are asymptotical-

ly equivalent to the corresponding correlation estimators (4), see, e.g., p. 8 in [5]. Since the estimators (4) are 
strongly consistent we have  

0, a sn n P        

Given that 

1

1
( 1) ( 1) , a s

n

n
k

x k x k F P
n 



       

where F  is a constant matrix (see (10)), it follows that 
0, a sn nW P     

Similar arguments are used to show  
0, a sn n P      

The relation (28) obviously follows from these facts, the representation (27) and strong law of large numbers. 
From the definition (18) of AT  it follows that with P -probability one AT   as A   Therefore, by 

(28) we have 2 2

AT    P  – a.s. and hence  

1 2
1, a sA

A

T P
A     


 

For proof of (24) we introduce for any positive A  the auxiliary sequence of numbers A n   

2 1 1
1

2 logA n n A n
A


      

Denote  
2

2 2 2

1

( ( ) ( 1)
n

M
n

k

C Mm k M k
n p

  
  
  
       

              

By the definition of AT  and (27) we have  
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2 1 2

1

2 1 2

1

2 1 2

( ) ( 1)

( ) ( 1) ( )

{ 2

A

A

A

n
M

A A n n
n n k

n
M

A n n n A nA
kn n

A A n
n n

C
E T n P n A k M k W

n

Cn P n A k M k P W
n

n P n A

 
 
    

  

 
 
     

 

 
   



          

                 
  

      

 





 

   

 ( 2) ( 2) ( )}n A n n A n n A nP P W P m                     (29) 

Note that  
1

2 1 2 2 1
A

A A

n

A A n A A
n n n n

n P n A n n
 

  
   

 

           

where  
1 2

2 1 2 1 2

1

1
inf { 2 } 1 1

log 1A
A A nn n

n n A A
A



  


  
              

 

Therefore  
2 1 2

1 2

2

1A

A A n
n n

A

n P n A

A

 
   





    
 




 

Now we show that the other summands in the right-hand side of (29) vanish as A   when normalized 

appropriately.  
Consider the probability ( )n A nP       According to (26), the Chebyshev inequality and the Cauchy-

Schwarz-Bunyakovsky inequality for An n  we have  

1

1 22 2 2

1

1 2 1 2

5 2

2
( 2) [( ) ( 1)] ( ( ) ( 1)) 2

( 1) ( ) ( 1)

log loglog

n
M

n A n n A n
k

n

n
kA n

A n

CP P x k k M k
n

C E E x k k M k
n

C n nCA A
nn

   


 
   



 




 
                 

 

        


  








       

From the assumptions on An  it follows that  
1 2

1 2 1 2
5 2

log
( ) log

A A

n A n
n n n n

nA P CA A
n


  

  
 

        

3 1
21 2 3 2 3 2 3 2log log 0
r

A ACA A n CA A
     

      

The probability ( )n A nP W    is treated analogously.  

As for the probability ( )n A nP m      note that nm  is sum of martingales, thus the Chebyshev inequality 

and the Burkholder inequality yield  

2 2 2

1

( ) ( ( ( ) ( 1) ( ))
n

M
n A n A n

k

CP m P k M k M
n

 
 
       

                    

2 1 2 2 54 logA nC n CA A n  
      

Therefore, by assumptions on An   
1 2 3 2 2 5log

A A

n A n
n n n n

A P m CA A n    
   

 

       

8 3
23 2 2 4 6log log 0
r

A ACA A n CA A
  

      

Then from (29) it follows that 

 
1 2

lim 1A

A

E T
A



 


 (30) 
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Same arguments can be used to show  

1 2
lim 1A

A

E T
A







 

and thus, in view of (30) the assertion (24) holds.  
Regarding (25), rewrite its left-hand side using (17) and (22)  

 
21

1 2 1 4 1 2

( )

2 ( log )
A

o
A

A ATA

n

AE e T E TR
R A O A A

 

  


 

 
 (31) 

From (24) and (31) it follows that to prove (25) it suffices to show the convergence  

 1 2 21
( ) 1A A

A

A E e T
T


  


 (32) 

Define  
1 2 1 2

1 1[( ) ] [( ) ] 1 0N A N A                 

We will need the following properties  
 1( ) ( ) ( ) ( )r

A AP T N O A P T N O A 
         (33) 

which we prove similarly to Lemma 4 of [7].  
Denote 2 2

1 ( )       Using non-negativeness of nW , definitions of AT  and 2
n  one gets  

1 2( ) ( ( ) )A AP T N P T A 
        
2 1 2 1 2for some ( )n AP A n n n A  

   
           

2 2

1

( ) ( 1) ( ) for some
n

M
n A

k

C
P k M k n n

n

 
 
   

 

               

 1 for somen n AP m n n         

1
1( 2)

2
A A

n n
n n n n

P m P 
 

           
 

                                                      (34) 

Consider the first summand. By the Chebyshev inequality, (26) and the Burkholder inequality  

2 2 2 1

1

( ( ( ) ( 1) ( ))
2

A

n
M

n n k

CP k M k M
n

 

 
          

 
       

 
4

2 2
4

log
A A

rn

n n n n

E m
C C n CA A

n
  

 

 
      (35) 

The following is proved analogously to how (29) is treated  
1 2

1
sup ( log )n
n

E n n



       

Thus,  
 2 2 1 2

1( 2) log log
A A

r
n A

n n n n
P C n n Cn A CA  


 

           (36) 

The first property of (33) follows from (34)–(36).  
Prove the second property of (33). Denote 2 2

2 ( )       Then, by definition (18) of AT  and (27)  

2 1 2

1

( ) ( ) ( 1) ( )
N

M
A N N

k

C
P T N P k M k W A N

N

 
 
     

 

           
     

2 2

1

( ) ( 1) ( )
N

M
N N

k

C
P k M k W

N

 
 
    

 

            
      

   2 22 2N N NP m P W                 

By the Chebyshev and Burkholder inequalities  

   2 1 2 1
2 22 ( ) ( ) 2 ( ) ( )N N NP m C N O A P W C N O A   

                     

Thus, the second assertion in (33) holds true. 
To prove (32) we show that  



52 

 1 2 2 1 2 21 1
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0A A A AA A

A A

A E e T T N A E e T T N
T T

 
  

          (37) 

1 2 21
( ) ( ) 1A A A

A

A E e T N T N
T


 

     


                                           (38) 

Prove the first assertion in (37). By the definition of 2 ( )e k  we get  

1 2 2

21
1 2

12
1 0

1
1 2

12
1 0

1
( ) ( )

1
( ) (0) ( ) ( ) ( 1 ) ( )

1
2 ( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 ) ( )

A

A

A A
A

T k
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k A
k iA
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k iA

A E e T T N
T

A E M M x k i T N
T

A E k M M x k i T N
T







 
 




 
 

  

           

                
 

 

 





 

 1 2 2
2

1

1
( ) ( )

AT

A
kA

A E k T N
T






        (39) 

Consider the first summand. By the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality and the definition of AT  assump-

tions on An  and r  the properties (33) and Lemma 1 we have  
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Examine the expression under the root square. The most significant summand is treated using the Cauchy-
Schwarz-Bunyakovsky inequality  
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It can be easily shown, employing the Hölder inequality, that  
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and hence, by the assumptions on An  and r  the properties (33) and Lemma 1 we have  
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Consider the second summand of (39). The Doob’s maximal inequality for martingales (see, e.g., [14]) 
and the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality yield  
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Consider the last summand of (39). We have 
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Thus, the first part of (37) has been proved, similar arguments are applied to the second part with 
( )AT N    replaced by ( )AT N    to get 

1
2

3
4

21
1 2

12
1 0

1
1 2

12
1 0

1 2 2
2

1

1
( ) (0) ( ) ( ) ( 1 ) ( ) 0,

1
( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( 1 ) ( ) log 0,

1
( ) (

A

A

A

T k
k i

k A A
k iA

T k
k i

k A A
k iA

T

A
kA

A E M M x k i T N CA
T

A E k M M x k i T N CA A
T

A E k T
T




  
 




  
 






           

               
 

  

 

 







 
1
4) 0AN CA 


 

 

and to (38) with ( )AT N   replaced by ( )AN T N     to get 
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Now we show that  
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To this end rewrite the left-hand side as follows  
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We show that the first summand converges to 0  and the second one converges to 1  By the Doob’s maximal 
inequality and the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality  
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Consider the second summand. To prove its almost sure convergence to 1 it suffices (see, e.g., [15]) to 
show that  

 1 2 1
lim ( ) 1AA

A

P A N T N
T


 

        (40) 

and that the family of random variables  

 1 2

1

1
( )A

A A

Z A N T N
T





 
     

 
 (41) 

is uniformly integrable.  
The property (40) is fulfilled as, according to (23),  
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Property (41) holds true since Z  is uniformly bounded. 



54 

4. Numerical simulation 
 

To confirm theoretical results we performed numerical simulation programmed in MATLAB for                  
2-dimensional stable ARMA(1,1). The needed expected values are approximated by sample means of 100 real-
izations. E.g., the realizations of the stopping time AT are 
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Where I is the identity 2x2 matrix and thus, 2 2( )E k      

We take the true value of the matrix parameters to be  
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with eigenvalues, respectively, 1 0.6446    2 0.7446    1 0.25 + 0.3428i    2 0.25 0.3428 ,i    which satisfy 

the stability conditions. 
Tables 1(a, b) contain comparison of the estimates of o

AnR and the value 1 22A    as implied by (17) for the 

prediction error two values of prediction error cost A, as well as the estimates of A
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T a b l e  1 

Estimates of the crucial values 
 

a) The prediction error cost A = 5000 
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1 70.71 1.02 166.9 1.18 0.98 

3 122.5 1.01 282.5 1.15 0.99 

5 158.1 1.00 341.5 1.08 1 

 
b) The prediction error cost A = 10000 
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1 100 1.01 222.3 1.12 0.99 

3 173.2 0.99 377.5 1.09 1 

5 223.6 1.00 468.1 1.04 1 

 

As the tables imply, the ratio A
o
A

E T
n
  converges to 1 with growth of the optimal sample size ,o

An which is 

also reflected in the fact that the values of risks AR and ,o
AnR for cases of unknown and known noise variance re-
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spectively, are very close to each other. At the same time, the values of both risks are accurately approximated 
by 1 22A    only if the prediction error cost and with it the optimal sample size are rather large. 

 
5. Summary 

 
This paper presents the problem of optimization of both one-step prediction quality and sample size for 

stable multivariate ARMA(1,1) process with unknown dynamic parameters. The cases of known and unknown 
noise variance were studied. In both cases optimization is performed based on the loss function describing the 
sample mean of squared prediction error. If the noise variance is unknown, the risk function depends on the 
mean of the duration of observations, defined as a stopping time in this case. It was shown that the risk func-
tions are equivalent to each other asymptotically. 

The adaptive predictors were constructed upon the basis of truncated estimators of the dynamic matrix 
parameter. The mentioned estimators have given statistical properties on a sample of fixed size. Usage of such 
estimators essentially simplifies analytical investigation of statistical properties of adaptive predictors and can 
be applied in various adaptive procedures (control, filtration, etc.). 
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Рассматривается проблема асимптотической эффективности адаптивных одношаговых прогнозов многомерного устойчивого 
процесса АРМА(1,1) с неизвестными параметрами динамики. Прогнозирование основано на методе усечённого оценивания 
матрицы. Усечённые оценки являются модификацией усечённых последовательных оценок, позволяющей достичь заданной 
точности на выборках фиксированного размера. Критерий оптимальности прогнозов основан на функции потерь, определён-
ной как линейная комбинация размера выборки и выборочного среднего квадрата ошибки прогноза. Изучены случаи известной 
и неизвестной дисперсии шума. В последнем случае оптимальный объём наблюдения  записывается как момент остановки. 
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УДК 519.21 
 

Л.А. Нежельская 
 

СОВМЕСТНАЯ ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ ИНТЕРВАЛОВ  
МОДУЛИРОВАННОГО MAP-ПОТОКА СОБЫТИЙ И УСЛОВИЯ РЕКУРРЕНТНОСТИ ПОТОКА 

 
Изучается модулированный MAP-поток событий, являющийся одной из адекватных математических моделей 
информационных потоков событий в цифровых сетях интегрального обслуживания (ISDN). Приводятся явный 
вид плотности вероятностей длительности интервала между моментами наступления соседних событий потока, 
а также явный вид совместной плотности вероятностей длительности двух соседних интервалов. Рассматрива-
ются условия рекуррентности потока. 
Ключевые слова: модулированный MAP-поток событий; инфинитезимальные характеристики; плотность веро-
ятностей; совместная плотность вероятностей; рекуррентность потока. 
 

Интенсивное развитие компьютерной техники и информационных технологий во многом опреде-
лило важную сферу приложений теории массового обслуживания − проектирование и создание инфор-
мационно-вычислительных сетей, телекоммуникационных сетей, которые называют цифровыми сетями 
интегрального обслуживания – Integrated Service Digital Networks (ISDN). Всё это послужило стимулом 
к созданию адекватных математических моделей реальных информационных потоков, функционирую-
щих в ISDN, так называемых дважды стохастических потоков событий. В работе [1] дважды стохасти-
ческий поток определяется как случайный поток событий с интенсивностью, представляющей собой 
случайный процесс. Дважды стохастические потоки делятся на два класса: к первому классу относятся 
потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу относятся 
потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом со-
стояний. Второй класс потоков впервые введен в рассмотрение практически одновременно в 1979 г. в 
статьях [2–4]. В [2, 3] данные потоки названы MC (Markov chain)-потоками; в [4] – MVP (Markov versa-
tile processes)-потоками. Последние начиная с конца 1980-х гг. носят название MAP (Markovian arrival 
process)-потоков событий. MAP-потоки событий наиболее характерны при описании информационных 
потоков в реальных телекоммуникационных сетях [5]. В зависимости от смены состояний MC-потоки 
можно разделить на три типа: 1) синхронные потоки событий [6–11]; 2) асинхронные и обобщённые 
асинхронные потоки событий [12–17]; 3) полусинхронные и обобщённые полусинхронные потоки собы-
тий [18–23]. В [24] введены в рассмотрение MAP-потоки событий первого порядка (собственно MAP-
потоки, введенные в [4]) и MAP-потоки событий второго порядка (синхронизированная суперпозиция 
двух MAP-потоков первого порядка, отличающихся друг от друга исходными параметрами). В [24] по-
казано, что синхронный MC-поток является частным случаем MAP-потока первого порядка; асинхрон-
ный, обобщённый асинхронный, полусинхронный и обобщённый полусинхронный MC-потоки являются 
частным случаем MAP-потока второго порядка. 

Режим функционирования системы массового обслуживания непосредственно зависит от пара-
метров MC (MAP)-потока и состояний, в которых находится поток. В реальных ситуациях параметры 
входящих потоков событий, как правило, неизвестны, либо частично известны, либо (что ещё более 
ухудшает ситуацию) изменяются со временем. Вследствие этого важными задачами являются задачи 
оценки в произвольный момент времени состояний [14, 17, 19, 23, 25] и параметров [6–12, 16, 18, 20–22] 
потока по наблюдениям за этим потоком. 

Для решения задачи оценивания (тем или иным статистическим методом) параметров потока 
необходимо знать вероятностные свойства потока [13, 15, 26]. В настоящей статье рассматривается мо-
дулированный MAP-поток событий (относится к классу MAP-потоков событий второго порядка), вве-
дённый в работах [27–29] и являющийся обобщением MAP-потока первого порядка [24, 25]. Находятся 
явные виды плотности вероятностей значений длительности интервала между моментами наступления 
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соседних событий потока и совместной плотности вероятностей значений длительности двух соседних 
интервалов. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный MAP-поток событий с интенсивностью, представляющей со-

бой кусочно-постоянный стационарный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями: λ(t) = λ1 либо 
λ(t) = λ2 (λ1>λ2≥0). Длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии зависит от двух случайных 

величин: 1) первая случайная величина распределена по экспоненциальному закону   t
i

ietF 1)1( , 

i = 1,2; в момент окончания i-го состояния процесс λ(t) переходит с вероятностью единица из i-го состо-
яния в j-е, i, j = 1,2 (i≠j); 2) вторая случайная величина распределена по экспоненциальному закону 

  t
i

ietF 1)2( , i = 1,2; в момент окончания i-го состояния процесс λ(t) переходит с вероятностью 

P1(λj|λi) в j-е состояние (i ≠ j) с наступлением события, либо с вероятностью P0(λj|λi) переходит в j-е со-
стояние (i ≠ j) без наступления события, либо с вероятностью P1(λi|λi) переходит в i-е состояние с 
наступлением события. При этом P0(λj|λi)+ P1(λj|λi)+ P1(λi|λi) = 1. Случайные величины являются незави-
симыми друг от друга. В сделанных предположениях λ(t) – марковский процесс. Матрицы инфинитези-
мальных характеристик процесса λ(t) примут вид 
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Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из состояния в состоя-
ние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0 – интенсивности переходов из со-
стояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы D0 – интенсивности 
выхода процесса λ(t) из своих состояний, взятые с противоположным знаком [3]. Заметим, что в приве-
дённом определении модулированного MAP-потока событий в явном виде не оговаривается, в каком 
состоянии процесса λ(t) наступает событие потока при переходе λ(t) из первого (второго) состояния во 
второе (в первое). Отметим, что в реальных потоках событий, моделями которых являются модулиро-
ванные MAP-потоки, событие потока (в момент окончания того или иного состояния процесса λ(t)) 
наступает с полной определённостью в первом или во втором состоянии процесса λ(t). В данной статье 
при получении формул для плотностей вероятностей данное обстоятельство является несущественным, 
так как наступление события и переход процесса λ(t) из состояния i в состояние j, i,j = 1,2, происходят 
мгновенно. Вариант возникающей ситуации представлен на рис. 1, где λ1 и λ2 – состояния случайного 
процесса λ(t); t1, t2,… – моменты наступления событий потока. 

Процесс λ(t) принципиально ненаблюдаемый, а наблюдаемыми являются только временные мо-
менты наступления событий потока t1, t2, … . Рассматривается стационарный режим функционирования 
потока. В силу предпосылок в моменты времени наступления событий t1, t2,…, tk,… последовательность 
{λ(tk)} представляет собой вложенную цепь Маркова, т.е. модулированный MAP-поток обладает мар-
ковским свойством, если его эволюцию рассматривать с момента tk – момента наступления события по-
тока, k = 1,2,… . 

Обозначим τk = tk+1−tk, k = 1,2,…, – значение длительности k-го интервала между соседними собы-
тиями потока. Так как рассматривается стационарный режим, то плотность вероятностей значений дли-
тельности k-го интервала p(τk) = p(τ), τ≥0, для любого k. В силу этого момент времени tk наступления 
события без ограничения общности можно положить равным нулю или, что то же самое, момент 
наступления события есть τ = 0. 

Пусть (tk,tk+1), (tk+1,tk+2) – два смежных интервала, длительности которых есть τk = tk+1−tk и τk+1 = 
= tk+2−tk+1 соответственно; их расположение на временной оси в силу стационарности потока произволь-
но. Тогда, полагая k = 1, будем рассматривать два соседних интервала (t1,t2), (t2,t3) с соответствующими 
значениями длительностей τ1 = t2−t1 и τ2 = t3−t2; τ1≥0, τ2≥0. При этом τ1 = 0 соответствует моменту t1 

наступления события потока; τ2 = 0 соответствует моменту t2 наступления следующего события потока. 
Соответствующая совместная плотность вероятностей при этом есть p (τ1,τ2), τ1≥0, τ2≥0. 
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Рис. 1. Модулированный MAP-поток событий 
 

Задача заключается в нахождении явного вида p(τ) и явного вида p (τ1,τ2), а также в установлении 
условий рекуррентности модулированного MAP-потока событий. 

 
2. Вывод плотности вероятностей p(τ) 

 
Введём в рассмотрение вероятности pij(τ) того, что на интервале (0,τ) нет событий модулирован-

ного MAP-потока и в момент времени τ значение процесса λ(τ) = λj при условии, что в момент времени 
τ = 0 значение процесса λ(0) = λi, i,j = 1,2. Тогда для указанных вероятностей справедливы следующие 
системы дифференциальных уравнений с начальными условиями: 
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Решая записанные системы, находим вероятности pij(τ), i, j = 1,2, в виде 
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 210 zz  .  

С учётом определения модулированного MAP-потока введём p11(τ)λ1ΔτP1(λ1|λ1)+ο(Δτ) – совмест-
ную вероятность того, что без наступления событий потока на интервале (0,τ) процесс λ(τ) перешёл на 
этом интервале из первого состояния в первое, на полуинтервале [τ,τ+Δτ) произошло окончание первого 
состояния процесса λ(τ) и процесс λ(τ) на полуинтервале [τ,τ+Δτ) перешёл из первого состояния в пер-
вое с наступлением события потока. Аналогичные совместные вероятности примут вид 
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Тогда соответствующие плотности вероятностей запишутся в виде 
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Очевидно, что плотности вероятностей  ijp   того, что без наступления событий потока на ин-

тервале (0,τ) и наступления события в момент τ процесс λ(τ) перейдёт на этом интервале из состояния i 
в состояние j (i, j = 1,2), запишутся в виде 
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Подставляя (1) в (2), получаем выражения для плотностей вероятностей  ijp  , i, j = 1, 2, в явном виде. 

Поскольку τ – произвольный момент времени, то pij – вероятности перехода процесса λ(τ) из со-
стояния i в состояние j (i, j = 1, 2) за время, которое пройдёт от момента τ = 0 до момента наступления 
очередного события потока, определятся в виде 
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                 , 

         21 21 1 1 1 1 21 2 1 1 2 22
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p p d P p d P p d
  

                 , 

          22 22 2 1 2 2 22 1 1 2 1 21

0 0 0

p p d P p d P p d
  

                 . (3) 

Подставляя (1) в (3), находим 

         1

11 1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 0 2 1p z z P P P                   , 

         1

12 1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 0 2 1p z z P P P                  , 

         1

21 1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 0 1 2p z z P P P                   , 
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         1

22 1 2 2 1 2 2 1 1 1 1 2 1 2 2 0 1 2p z z P P P                   , 

         2102212011221121  PPzz . (4) 

Введём в рассмотрение πi(0) – условную стационарную вероятность того, что процесс λ(τ) в мо-
мент времени τ = 0 находится в состоянии i при условии, что в момент времени τ = 0 событие потока 
наступило, i = 1,2 (π1(0)+π2(0)=1). Тогда, так как {λ(tk)} есть вложенная цепь Маркова, то для вероятно-
стей πi(0) справедливы следующие уравнения: 

      ,000 2211111  pp          ,000 2221122  pp  (5) 

где переходные вероятности pij (i, j = 1, 2) определены формулами (4). 
Подставляя (4) в (5), получаем 

             
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                      
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0
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

                       

                       
 (6) 

Плотность вероятностей p(τ) длительности интервала между соседними событиями в модулиро-
ванном MAP-потоке примет вид 

      



2

1

2

1

,~0
j

ij
i

i pp    .0  (7) 

Подставляя в (7) сначала (2), затем (1) и (6) и проделывая достаточно трудоёмкие преобразования, 
получаем явный вид плотности вероятностей p(τ): 

    ,1 21
21

  zz ezezp    ,0  

           ,1010
1

21022120112
12




 PPz
zz

 (8) 

где z1 и z2 определены в (1), π1(0) и π2(0) определены в (6). Положив в z1 и z2  параметры α1 = α2 = 0, полу-
чаем плотность вероятностей p(τ) для MAP-потока [26]. 

 
3. Вывод совместной плотности вероятностей p (τ1,τ2) 

 
В моменты времени наступления событий t1, t2,…, tk,… последовательность {λ(tk)} представляет 

собой вложенную цепь Маркова, поэтому совместная плотность вероятностей значений длительности 
двух соседних интервалов p (τ1,τ2) примет вид 

        ,~~0,
2

1
2

2

1
1

2

1
21   

 k
jk

j
ij

i
i ppp  (9) 

где  1
~ ijp ,  2

~ jkp  – плотности вероятностей, соответствующие переходным вероятностям  1ijp , 

 2jkp  и вычисленные по формулам (2) при τ = τ1 и τ = τ2. Подставляя в (9) сначала  1
~ ijp ,  2

~ jkp , 

затем  1ijp ,  2jkp , определённые формулами (1) при τ = τ1 и τ = τ2 и, наконец, πi(0), i = 1,2, опреде-

ленные в (6), и проделывая необходимые достаточно трудоёмкие преобразования, находим 

 
               

  1 1 2 1 1 2 2 2

1 2
1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1

1 2

1 2 1 2 1 2

, 1

,       0, 0,z z z z

p p p P P P P
z z

z e z e z e z e       

                      

      
 (10) 

где p(τ1), p(τ2), γ определены в (8) для τ = τ1 и τ = τ2; z1 и z2 определены в (1). 
Полагая в (10) параметры α1 = α2 = 0, получим совместную плотность вероятностей p (τ1,τ2) для 

MAP-потока событий [26]. 
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4. Условия рекуррентности модулированного MAP-потока событий 
 

Рассмотрим случаи, при которых модулированный MAP-поток событий становится рекуррентным.  
С учётом выражения (8) для γ и выражений (6) для πi(0), i = 1,2, находим 
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    

          
          
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

                   

                      

                                   

 (11) 

Анализируя выражение для γ(1–γ), замечаем: 

1) если       ,011 21021201  PP  то совместная плотность (10) факторизуется: 

p(τ1,τ2) = p(τ1)p(τ2); подставляя указанные условия в выражение (1) для z1, находим   12011 1  Pz  

либо   21021 1  Pz ; при этом из (8) следует, что γ = 1 и   ,1
1

iz
i ezp   τi≥0, i = 1,2, или 

  ,1
1

 zezp  τ≥0; 

2) если             ,01010 222122111111  PP  то совместная плотность (10) 

факторизуется: p(τ1,τ2) = p(τ1)p(τ2). При этом из (1) следует, что  
          
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211121112121011121121
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

P
PPPPPz  (12) 

и из (8) находим γ = 1 и   ,1
1

iz
i ezp   τi≥0, i = 1,2, т.е.   ,1

1
 zezp  τ≥0. 

Из выражения (10) для совместной плотности вероятностей p (τ1,τ2) следует третье условие её 

факторизации:         .0121211221111  PPPP  Тогда из (6) в результате необходимых преоб-

разований находим 
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Тогда из (8) следует 

    ,1
221211112
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
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    221211111
12

1
1 


 PPz
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и     ,1 21
21

ii zz
i ezezp    τi≥0, i = 1,2, т.е.     ,1 21

21
  zz ezezp  τ≥0. 

Если выполняется одно из перечисленных условий, то тогда модулированный MAP-поток собы-
тий будет рекуррентным потоком. Действительно, пусть p (τ1,τ2,…,τk,τk+1) – совместная плотность веро-
ятностей значений длительностей интервалов τ1,τ2,…,τk+1, где τk = tk+1−tk, k = 1,2, … . Для k = 1 имеет ме-
сто p (τ1,τ2) = p (τ1) p (τ2). Докажем факторизацию плотности p (τ1,τ2,…,τk) методом математической ин-
дукции. Пусть p (τ1,τ2,…,τk) = p (τ1) … p (τk). Так как в моменты наступления событий потока t1, t2, … , tk 
последовательность {λ(tk)}, k = 1,2, …, образует вложенную цепь Маркова, то дальнейшее после момен-
та tk поведение потока не зависит от предыстории. Тогда p(τ1,…,τk,τk+1) = p(τk+1|τ1,…,τk)p(τ1,…,τk) = 
= p(τk+1|τk)p(τ1,…,τk). Здесь p(τk+1|τk) = p(τk,τk+1)|p(τk). Так как для двух соседних интервалов (tk,tk+1), 
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(tk+1,tk+2), k = 1,2,…, расположенных на временной оси произвольно, справедливо p(τk,τk+1) = p(τk)p(τk+1), то 
p(τk+1|τk) = p(τk+1). Таким образом, p(τ1,…,τk,τk+1) = p(τk+1)p(τ1,…τk) или p (τ1,…,τk,τk+1) = p(τ1)p(τ2)…p(τk+1). 

При обсуждении условий рекуррентности необходимо использование результатов, приведённых в 
[28, 29]. 

Для первого условия факторизации      21021201 11  PP  апостериорная вероятность 

w(λ1|t) первого состояния процесса λ(t) в момент tk наступления события потока имеет вид 
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Таким образом, апостериорная вероятность первого состояния процесса λ(t) (несмотря на то, что поток 

рекуррентный и плотность    1
1

zezp ) зависит от предыстории, т.е. от значений апостериорной веро-

ятности w(λ1|t) в моменты наступления событий t1, t2, …, tk. Если ввести дополнительное условие 
λ1P1(λ1|λ1) = λ2P1(λ1|λ2), то 
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т.е. апостериорная вероятность w(λ1|t) первого состояния процесса λ(t) не будет зависеть от предыстории, а 
будет определяться лишь её значением в момент наступления события потока. Это значение апостериорной 
вероятности одинаково для всех моментов времени tk наступления событий потока, k = 1,2, …. Итак, при 
дополнительном ограничении имеется некоторая близость модулированного MAP-потока событий к 
простейшему потоку. 

Для второго условия факторизации          1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 2 20 1 0 1 0P P                       

апостериорная вероятность w(λ1|t) первого состояния процесса λ(t) в момент tk также будет зависеть от 
предыстории, несмотря на то что поток рекуррентный и плотность экспоненциальная:   1

1
zp z e   , τ≥0. 

Для третьего условия факторизации         0121211221111  PPPP  апостериорная ве-

роятность w(λ1|t) первого состояния процесса λ(t) в момент tk наступления события потока имеет вид 
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Таким образом, апостериорная вероятность w(λ1|t) не зависит от предыстории, а определяется лишь её 
(апостериорной вероятности) значением в момент наступления события потока. Итак, в данной ситуа-
ции имеется некоторая близость модулированного MAP-потока событий к простейшему потоку в том 
смысле, что апостериорная вероятность первого состояния процесса λ(t) в моменты наступления собы-
тий потока принимает постоянное значение. 

 
Заключение 

 
Полученные результаты можно использовать для решения задачи оценивания неизвестных пара-

метров модулированного MAP-потока событий, таких как интенсивности λ1, λ2 и вероятности P0(λj|λi), 
P1(λj|λi), i, j = 1, 2. При этом, например, для нахождения оценок, после построения соответствующей 
функции правдоподобия, можно воспользоваться методом максимального правдоподобия либо приме-
нить метод моментов, решив соответствующие системы уравнений. 
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Joint probability density of the intervals duration in modulated MAP event flows and its recurrence conditions. 
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Consider a modulated MAP flow of events with the intensity represented by a piecewise constant random process  t  with two 

states:   1 t  or   2 t  ( 021  ). The time when the process  t  remains at the i th, i = 1,2, state depends on two ran-

dom values: 1) the first random value has the exponential distribution function    t
i

ietF  11 , i = 1,2; when the i th state ends, 

process  t  transits with the probability equal one from the i th state to the j th, i = 1,2,  ji  ; 2) the second random value has the 

exponential distribution function     t
i

ietF 12 , i = 1,2; when the i th state ends, process  t  transits with probability 

 ijP  |1  from the i th state to the j th  ji   and a flow event occurs or process  t  transits with probability  0 |j iP    from 

the i th state to the j th  ji  , but the flow event does not occur, or process  t  transits from the i th state to the i th with proba-

bility  iiP  |1  and a flow event occurs. Here,      1 0 1| | | 1j i j i i iP P P         ; i = 1,2, ji  . 

The first and the second random values are independent from each other. Under these assumptions,  t  is a Markov process. The 

infinitesimal characteristics matrices for the process  t  are as follows: 
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We consider the stationary operation mode for the flow. Denote by τk = tk+1−tk, k = 1,2,… the value of interval k duration between 
the neighboring flow events. We may take that the probability density of the interval k duration is p(τk) = p(τ), τ≥0, for any k. Then, we 
can let tk = 0 without loss of generality, i.e., the moment of the event occurrence is τ = 0. Now, let (tk,tk+1), (tk+1,tk+2) be the neighboring 
intervals with the corresponding duration values τ k= tk+1−tk, τk+1 = tk+2−tk+1. Due to the stationary of the flow, the arrangement of the 
intervals on a time axis is arbitrarily. That is way, we may consider the neighboring intervals (t1,t2), (t2,t3) with the corresponding dura-
tion values τ1 = t2−t1, τ2 = t3−t2; τ1≥0, τ2≥0. Here τ1 = 0 corresponds to the moment t1 and τ2 = 0 corresponds to the time moment t2 when 
the next event in the flow occurs. The respective joint probability density is defined as p(τ1,τ2), τ1≥0, τ2≥0. 

The aim of this article is to obtain the explicit form of the probability density p(τ) and the joint probability p(τ1,τ2) and then to for-
mulate the conditions of the flow recurrence. These formulas are obtained and are as follows: 
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Предлагается метод сокращения тестовых последовательностей, представленных в виде троичных векторов с 
помощью дерева декомпозиции, основанного на разложении множеств троичных векторов по нескольким пере-
менным. 
Ключевые слова: дерево декомпозиции; максимально-совместимые подмножества; троичные векторы.  

 

Рассматривается тестовая последовательность T = {t1,…,ts}, представленная в виде троичных век-
торов. Тестовый набор bi, полученный из троичного вектора ti путем доопределения неопределенных 
компонент, обнаруживает неисправность fi из множества F. Необходимо найти минимальную либо до-
статочно близкую к минимальной тестовую последовательность без потери покрытия множества рас-
сматриваемых неисправностей. 

В данной работе предлагается модификация алгоритма, описанного нами ранее в работе [3] и до 
этого развиваемого в работах [1, 2]. Анализируется тестовая последовательность, в которой отсутству-
ют поглощающие векторы. Сокращение длины тестовой последовательности выполняется за счет опе-
рации пересечения троичных векторов. Основная идея сокращения тестовой последовательности за-
ключается в выделении максимально совместимых подмножеств T'i из T, где каждое T'i порождает бу-
лев вектор (тестовый набор), полученный путем пересечения (совмещения) всех элементов этого под-
множества с последующим доопределением неопределенных компонент. Построение максимально 
совместимых подмножеств предлагается выполнять с помощью дерева разложения по немонотонным 
переменным, рассматриваемого в [1–3]. В работе [3] предлагается модификация дерева разложения, ко-
торая позволяет, во-первых, избавиться от дублирования троичных векторов в дочерних вершинах, а во-
вторых, находить решение без использования классической задачи покрытия. Отсутствие дублирования 
сокращает глубину дерева разложения, а исключение задачи покрытия сокращает вычислительные за-
траты при поиске решения. Если правильно распределить ограничения и поставить наиболее значи-
тельные из них в самом начале, то можно сократить вычислительные затраты. Этого принципа мы при-
держиваемся в наших работах и называем его пространственно-ориентированной оптимизацией [4]. 

В данной работе развивается подход [5,7], основанный на разложении множества векторов по 
многим переменным. Такое разложение выполняется в том случае, если в множестве векторов выделя-
ется некоторое множество максимально определенных немонотонных переменных, а именно немоно-
тонных переменных с одинаковым минимальным числом неопределенных символов. Предлагается ите-
ративный подход к построению дерева декомпозиции, который позволяет избавиться от избыточных 
шагов на стадии формирования результата и освободиться в ряде случаев от необходимости использо-
вания перебора. 
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1. Типы данных и основные определения 
 
Заданное множество T троичных векторов представляется в древовидной структуре путем рас-

пределения векторов по вершинам на основе некоторого набора признаков. В качестве таких признаков 
выбираются значения отдельных переменных векторов. 

Троичный вектор представляет собой вектор, компоненты (переменные) которого могут принимать 
значения из множества {0, 1, х}. Напомним, что символ x в троичном векторе означает неопределенную 
компоненту, которая может принимать значение либо 0, либо 1. Значения {0, 1} переменной троичного 
вектора будем называть определенными значениями, значение x – неопределенным значением. 

Векторы, у которых одноименные переменные принимают значения 0,1 (1,0), будем называть ор-
тогональными.  

Переменная для некоторого множества векторов может быть монотонной. Это значит, что в век-
торах этого множества она встречается либо со значением 0(1), либо со значением х. Переменная для 
этого множества векторов не монотонна, если она встречается как со значением 0, так и со значением 1. 

Основная операция, используемая для сокращения длины тестовой последовательности, – это 
операция пересечения. Троичные векторы, пересечение которых не пусто, будем называть совмести-
мыми. Например, рассмотрим следующие троичные векторы: t1=1хх10, t2 = х10хх, их результат пересе-
чения определяется вектором t1  t2=11010. Совместимые векторы монотонны по всем переменным. 

Из заданного множества Т необходимо сформировать попарно не пересекающиеся максимально-
совместимые подмножества. 

 
2. Использование дерева для извлечения решения 

 
В данной работе в качестве анализируемой структуры используется дерево. Мы обобщаем его 

структуру, представленную в [1, 6]. Из вершины дерева может исходить одна, две или три дуги. Каждой 
дуге сопоставляются значения соответствующих переменных, используемых для разложения множе-
ства векторов для рассматриваемой вершины. Множество разбивается на более мелкие подмножества, 
соответствующие дочерним вершинам. В каждом подмножестве дочерней вершины значения перемен-
ных разложения совпадают с комбинацией значений переменных дуги, заходящей в эту вершину. Будем 
говорить, что векторы дочерних вершин совместимы по переменным разложения родительской верши-
ны. Отметим, что каждой вершине дерева сопоставляется множество троичных векторов, совместимое 
по значениям переменных разложения, сопоставляемых вершинам пути, ведущим из корня дерева в  
рассматриваемую вершину. Вершина объявляется концевой, если сопоставляемое ей подмножество мо-
нотонно по всем переменным.  

Итак, исходное множество T троичных векторов разделяется на подмножества, сопоставляемые 
вершинам дерева, на основе свойства совместимости по значениям на подмножестве переменных, 
определяемых путем, ведущим в рассматриваемую вершину. 

Возможны различные правила выбора переменных (различные эвристики) для разложения в оче-
редной вершине дерева. Например, для сокращения глубины дерева при разложении выбирается пере-
менная с минимальным числом неопределенных значений в множестве векторов, сопоставляемых вер-
шине. В этом случае из вершины дерева проводится три дуги – по одной на каждое значение перемен-
ной из множества {0,1,х}. Дочерним вершинам сопоставляются множества троичных векторов, прини-
мающие соответствующие (одинаковые) значения по рассматриваемой переменной. Каждое полученное 
множество разлагается, если возможно, аналогичным образом. В результате такого разложения строит-
ся дерево, в котором концевым вершинам будут соответствовать совместимые подмножества, а вет-
вям со значением х – множества, элементы которых добавляются в совместимые подмножества с целью 
построения максимально-совместимых подмножеств. Правила добавления рассматриваются в [1, 2]. 

Для удобства дальнейшего изложения предлагаемого подхода введем понятие поддерева решения. 
В него включаются пути дерева, помеченные определенными значениями {0,1} переменных и ведущие 
в терминальные вершины. В дереве присутствуют дуги, помеченные значением X. Будем считать, что 
эти дуги вместе с инцидентными им вершинами не входят  в дерево решения. Множество троичных 
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векторов, сопоставляемое этим вершинам, будем называть LDC (local don’t care set)-множеством – 
множеством локальных неопределенных компонент. Множества LDCi , сопоставляемые некоторым 
вершинам дерева, используются для добавления их векторов в множества, сопоставляемые концевым 
вершинам поддерева решения с целью получения максимально совместимых подмножеств. 

 
3. Метод построения максимально совместимых подмножеств 

 

Максимально совместимые подмножества предлагается строить с помощью дерева декомпозиции. 
В разделе 3 описан общий механизм его построения на основе исходного множества троичных векто-
ров. Опишем здесь детали общей процедуры. 

Одна процедура построения дерева (раскрытие вершины дерева) в нашей работе называется ите-
рацией. В процессе решения задачи может быть выполнено несколько итераций для достижения требу-
емого результата. По выполнении итерации производится проверка на получение нужного решения, и в 
случае необходимости осуществляется следующая итерация. Существует набор условий, на основании 
которого мы выполняем эту проверку. Можно выделить начальную, результирующую и промежуточ-
ные итерации, располагаемые между ними. В свою очередь, каждая итерация включает в себя ряд дей-
ствий, в основе которых лежит построение дерева и получение в процессе построения разбиения векто-
ров начального множества. В данной работе полученные на каждой итерации результаты представляем 
в виде нового начального множества и обрабатываем его той же самой процедурой разложения дерева, 
повторяя этот процесс, пока не выполнятся условия, описанные в работе [6]: 

 Если очередной вершине сопоставляется монотонное подмножество, то вершина объявляется 
концевой. В соответствии с работой [6] считается, что терминальные вершины не относятся к дугам 
LDCi, которые являются вспомогательными. 

 Наличие множества LDCi означает необходимость дальнейшей обработки этого множества либо 
новой итерацией, либо процедурой обратного обхода. Следует иметь ввиду, что все векторы LDCi необ-
ходимо в конце концов распределить по терминальным вершинам. 

 Модификация начального множества выполняется в случае формирования совместимых под-
множеств мощности больше 1, соответствующих терминальным вершинам дерева разложения. В ре-
зультате пересечения совместимого подмножества продуцируется новый элемент, который будет не 
равен какому-либо уже существующему элементу в исходном множестве заданной итерации, но воз-
можно поглощение этим элементом других; в этом случае все поглощенные элементы исключаются и 
формируется новая итерация. 

 

4.1. Выбор переменных для дерева разложения 
 

В соответствии с правилами построения дерева разложения в каждой вершине выбирается пере-
менная разложения с минимальным числом неопределенных значений на множестве троичных векто-
ров, сопоставляемом вершине. Возможно, что таких переменных несколько. В более ранних работах [1, 
2] эта ситуация игнорировалась и разложение проводилось по любой из них. В работе [7] была высказа-
на идея разложения по многим переменным. В данной работе эта идея развивается.  

Напомним, что терминальным вершинам дерева декомпозиции соответствуют совместимые под-
множества, относительно которых в дальнейшем формируются максимально совместимые подмноже-
ства путем добавления в них элементов из LDCi.  

 

 
 

Рис. 1. Пример с двумя альтернативными деревьями декомпозиции 
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Анализируя множество максимально определенных столбцов, можно выделить следующие ситу-
ации: 

1. Из заданного множества троичных векторов можно выделить такое подмножество D троичных 
векторов, у которых переменные с минимальным числом неопределенных значений для множества в 
целом принимают только определенные значения. В этом случае, если выполнять разложение по любым 
из соответствующих переменных, эти троичные векторы будут приписаны терминальным вершинам во 
всех альтернативных деревьях, полученных по этим переменным. Например, переменным x2, x3 (рис. 1) 
соответствуют максимально определенные столбцы, а троичные векторы t1, t2 по этим переменным 
принимают только определенные значения. Здесь при поиске решения возможны альтернативы, так как 
присутствуют два максимально определенных столбца. Итак, построив для каждой из альтернатив свое 
дерево разложения, векторы t1, t2 будут сопоставляться терминальным вершинам в каждом дереве, что 
следует из процедуры разложения.  

2. Из заданного множества троичных векторов невозможно выделить подмножество D троичных 
векторов, у которых переменные с минимальным числом неопределенных значений для множества в 
целом принимают только определенные значения. Если выполнять разложение по любым из соответ-
ствующих переменных, каждый раз будет построено очередное альтернативное решение. В этом случае 
воспользуемся максиминной стратегией выбора переменной разложения, а именно выбираем ту пере-
менную, которой соответствует максимально определенный столбец с минимальным количеством 
определенных значений 0(1). Такой выбор переменной обусловлен тем, что одной из ветвей будет соот-
ветствовать минимальное по мощности множество, а раз векторов с таким определенным значением по 
этой переменной мало, то формирование решения можно начать с них. 

3. Из заданного множества троичных векторов можно выделить такое подмножество D* троич-
ных векторов, у которых переменные с минимальным числом неопределенных значений для множества 
в целом принимают только неопределенные значения. В этом случае, если выполнять разложение по 
любым из соответствующих переменных, эти троичные векторы будут входить в множество LDCi. Сле-
довательно, во всех альтернативных деревьях эти векторы либо расширяют совместимые множества до 
максимально совместимых, либо формируют новое решение. 

Третий вариант не применяется в решаемой задаче, поэтому в данной работе предлагается учиты-
вать первые две ситуации при построении дерева разложения и построении решения. 

 

4.2. Разложение по многим переменным 
 

Разложение по нескольким переменным выполняется в том случае, если выполняются следующие 
условия: 

1. На этапе выбора немонотонной переменной выделяется некоторое множество из двух и более 
переменных с минимальным числом неопределенных значений для множества в целом.  

2. Можно выделить троичные векторы, принимающие определенные значения по этим перемен-
ным. 

При выполнении этих условий, дерево разложения по многим пе-
ременным строится следующим образом: из общего множества троич-
ных векторов выделяется подмножество T* векторов, удовлетворяющих 
условиям 1, 2. Из оставшихся векторов формируется множество LDC по 
переменным {xi}, не удовлетворяющим условиям 1, 2. Такое множество 
в дальнейшем будем обозначать LDC*i. 

Множество T* разлагается по выделенным переменным стан-
дартным способом, в результате чего строится дерево разложения. Если 
множество LDC*i не пусто, то оно приписывается корневому узлу дере-
ва. Графически это можно представить так, что из корня дерева прово-
дится дуга, помеченная значением {xi}, которой сопоставляется множе-
ство LDC*i. 

Т а б л и ц а  1 
 

 x1 x2 x3 x4 x5 x6 

t1 x 1 1 x x x 
t2 x 1 x 1 x x 
t3 x 1 x x 1 1 
t4 0 x x 1 x 0 

t5 1 0 x 1 x x 
t6 1 x 1 x x x 

t7 x 0 0 0 0 1 

t8 0 x x 1 0 1 

t9 0 x 0 0 x 1 

t10 x 0 0 0 1 x 

t11 1 0 x x 0 x 
t12 x 1 0 0 x 0 
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Если терминальным вершинам 0(1) деревьев соответствует хотя бы одно совместимое подмноже-
ство мощности больше 1, то формируется шаг итерации, в противном случае осуществляется поиск 
максимально совместимых подмножеств. 

Рассмотрим построение разложения по многим переменным на примере табл. 1, где список тро-
ичных векторов представлен в виде матрицы. Ее столбцам сопоставляются переменные, а строками яв-
ляются троичные векторы. 

В рассматриваемом примере столбцы, соответствующие переменным x2 и x4, являются макси-
мально определенными (с минимальным числом неопределенных значений), а троичные векторы t2, t5, 
t7, t10, t12 принимают определенные значения по этим переменным. Сформируем множество T*, включив 
в него выделенные троичные векторы, а все остальные векторы включим в множество LDC*1. Строим 
дерево разложения по переменным x2, x4, сначала выполняется разложение по x2, затем по x4. Заметим, 
что эти переменные являются в множестве T* не только максимально, но и полностью определенными, 
что следует из построения. Этот факт говорит о том, что порядок разложения по переменным x2, x4 не 
влияет на результат разложения. Для рассматриваемого примера и непустого множества LDC*1 форми-
руется дуга, выходящая из корня дерева, помеченная {x2, x4} (рис. 2). 

 
4.3. Процесс построения решения 

 
Если в результате разложения по многим переменным LDC множество является пустым, тогда 

троичные векторы, находящиеся в терминальных вершинах, включаются в решение, в противном слу-
чае выполняется построение максимально совместимых подмножеств.  

 

 
 

Рис. 2. Пример дерева разложения по многим переменным 
 

Отметим, что терминальным вершинам при разложении по многим переменным сопоставляются 
отдельные троичные векторы qi. К каждому вектору могут быть добавлены векторы из LDC* . Получен-
ные множества обозначим Qi, qi  Qi.  Так как множество LDC*i не пусто, для построения максимально 
совместимых подмножеств необходимо добавить подходящие векторы из LDC*i в одноэлементные мно-
жества терминальных вершин дерева. Строим каждое множество Qi путем добавления троичных векторов 
из LDC*i, совместимых с qi. Заметим, что при таком построении множеств Qi возможно появление одина-
ковых троичных векторов в разных Qi, поскольку элементы из LDC*i могут совмещаться с различными 
терминальными элементами qi. Далее необходимо выполнить следующие шаги.  

1. Если среди множеств Qi  выделяются совместимые, то они являются максимально совмести-
мыми, так как ни один новый элемент не может быть добавлен в эти множества. В данном случае для 
каждого совместимого множества формируется свой вектор путем совмещения всех элементов с после-
дующим добавлением его в решение. Так как на этапе построения множеств Qi допускались одинаковые 
векторы в различных множествах, то после добавления полученных векторов в решение у оставшихся 
подмножеств исключаются те элементы, которые уже участвовали в формирования решения. Таким 
образом, среди оставшихся множеств Qi возможно появление новых совместимых подмножеств. В этом 
случае действия 1 повторяются, в противном случае переходим к действиям, определенным в разделе 2. 
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Рис. 3. Формирование множеств для элементов qi 
 

2. Если множества Qi  не совместимы, то для каждого множества продолжается разложение. Ре-
зультат разложения представляется деревом определенного вида: элемент qi всегда будет соответство-
вать дуге, помеченной значениями х, все остальные векторы, объединённые в совместимые подмноже-
ства, – терминальным вершинам. Такое представление связано с тем, что при построении множество Qi 
состоит из элемента qi и элементов, совместимых с ним. Следовательно, в общем случае для дерева та-
кого вида формирование максимально совместимого подмножества элемента qi, выполняется путем до-
бавления этого элемента к любому совместимому подмножеству этого дерева. Предлагается на этом 
этапе в решении выбирать максимально совместимые подмножества максимальной мощности, в кото-
рые входят элементы qi, с последующим исключением из оставшихся множеств повторяющихся векто-
ров, уже включенных в решения. В результате этой процедуры все максимально совместимые подмно-
жества, включающие элемент qi, будут добавлены в решение, а оставшееся дерево может удовлетворять 
следующим условиям: 

а) если множество LDC*i не пусто и в дереве присутствуют максимально совместимые подмно-
жества, то в этом случае формируется новая итерация; 

б) если множество LDC*i пусто и в дереве присутствуют максимально совместимые подмноже-
ства, то они включаются в решение. 

Для примера рассмотрим построение максимально совместимых подмножеств (рис. 2). Для каждой 
терминальной вершины, которой сопоставлен троичный вектор qi, формируем множество Qi путем до-
бавления совместимых с qi векторов из множества LDC*i. На рис. 3 показаны множества Qi для элемен-
тов qi, курсивом отмечены те элементы, которые включены в разные подмножества. 

 

 
 

Рис. 3a. Выполнение операции совмещения 
 

Если после добавления вновь получившиеся множества являются совместимыми, то применяем 
операцию пересечения к элементам совместимых подмножеств, а получившиеся векторы добавляем в 
решение. Так как при формировании подмножеств возможны повторения одинаковых векторов в тер-
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минальных вершинах, то после формирования решения нужно исключить из оставшихся подмножеств 
векторы, которые уже участвовали в формировании решений (рис. 3a).  

В рассматриваемом примере текущее решение будет иметь вид T = {10110x,000011,x100x0}, а дерево 
после упрощения будет иметь вид, представленный на рис. 4, a. 

 

    
 

Рис. 4. Сокращенное дерево (а), дальнейшая процедура (b) 
 

В примере оставшееся множество не является совместимым, следовательно, разложение этого 
множества продолжается традиционным способом (рис. 4, b), так как здесь всего один максимально 
определенный столбец. 

Формируем максимально совместимое подмножество и полученные троичные векторы добавляем в 
окончательное решение. Если после выполнения такой процедуры в множестве остаются несовместимые 
подмножества, то они объединяются и разлагаются, а полученные векторы включаются в решение.   

Получаем следующее результирующее множество: T = {10110x,000011,x100x0, x1xx11,0xx101,01110}. 
 

5. Экспериментальные результаты 
 

Предложенный алгоритм программно реализован и испытан. В качестве оценки рассматриваемо-
го подхода к сокращению длины тестовой последовательности предлагается сравнить полученные ре-
зультаты с результатами сокращения длины алгоритмом [2]. Основные отличия предложенного подхода 
заключаются в том, что в алгоритме [2] выполняется построение максимально совместимых подмно-
жеств на основе дерева декомпозиции, строящегося без формирования множеств LDCi. В этом случае 
все элементы, принимающие значение х по переменной разложения, сопоставляются как левой, так и 
правой ветви. Кроме того, поиск окончательного решения сводится к задаче покрытия. 
 

Т а б л и ц а  2 
 

№ п/п %DC L L* T* L** t**
1 60 32 23 0,2020 22 0,0051 
2 65 32 19 0,1853 17 0,0046 
3 75 32 12 0,4656 12 0,0070 
4 66 32 19 0,2703 17 0,0050 
5 56 32 26 0,2033 25 0,0073 
6 76 32 9 1,0400 10 0,0060 
7 86 32 7 1,9730 6 0,0050 
8 90 32 5 1,7371 5 0,0090 
9 71 32 13 0,5360 15 0,0080 
10 67 32 17 1,2851 18 0,0070 

 

В качестве тестовых примеров рассматривались короткие тестовые последовательности, анализ 
которых не требует существенных вычислительных затрат. Количество входных переменных и началь-
ная длина теста принимают значение 32. Примеры генерируются с помощью программы 
PlaGenerator 2.1 [8]. Экспериментальные результаты представлены в табл. 2, в которой введены следу-
ющие обозначения: 

a b
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– %DC – данный параметр определяет количество символов х в процентах, генерируемых про-
граммой PlaGenerator 2.1; 

– L – начальная длина теста; 
– L* – длина теста, полученная методом из работы [2]; 
– t* – время работы алгоритма из работы [2] в секундах; 
– L** – длина теста, полученная предложенным методом; 
– t** – время работы предложенного алгоритма в секундах. 
Анализируя полученные результаты, видим, что разработанный подход позволят получить непло-

хие по качеству решения, а в некоторых случаях наблюдаются улучшения результатов при существен-
ном сокращении временных затрат.  

 
Заключение 

 
В данной работе предложен подход к сокращению длины тестовой последовательности, основанный 

на построении дерева декомпозиции. В очередной вершине дерева используется, если возможно, раз-
ложение подмножеств троичных векторов по многим переменным. Предлагаемый подход позволяет на 
порядки сокращать временные затраты при сохранении в целом качества сжатия исходных тестовых 
последовательностей. 
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Andreeva Valentina V., Sorudeykin Kirill A. (Tomsk State University, Russian Federation, Kharkov National University of Radioelec-
tronics, Ukraine). 
Spatial-related optimization of test sequences based on iteration approach. 
Keywords: Tree of decomposition; triple vectors; maximally compatible subsets.  
 

In this paper, we study structures with source-child relations projection. First we provide (deduce) a specification of several indica-
tors and relations of subject matter. Then, we go through practical implementation. As an example, we consider a modification of algo-
rithm proposed earlier in our research. According to our terminology, we process series of triple vectors containing variables, shorten 
the data by constructing a decomposition tree applying the operations of intersection, merging, and absorption of vectors within groups 
according to the structure. Then, we form maximally compatible subsets by a decomposition tree and perform hipping for non-specified 
variables by merging several vectors into one. The task is specified as a matrix of triple variables, and rows are vectors. Each vector is 
used in operations as a whole in spite of the vectors are series of variables. Maximally compatible subsets are considered in the scope of 
the given initial task by the Pareto-effective relation. 
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Earlier, we have introduced several modifications of an algorithm, making several specifications to avoid duplication of indifferent 
vectors in child nodes and reducing the necessity of covering task. As usual, we determine maximally defined variable to build a next 
node for a decomposition tree.  

So, we apply the distribution by several maximally defined variables in case of a group with the same amount of defined values. 
From here, less steps and smaller tree are obtained. Note, an iteration approach has been proposed for the procedure, which allows 
avoiding excess steps and combinatory actions on the assembling stage. At this, recursion and universalization of method are used here. 
Also, the principle of the Layout-Related optimization is introduced in our paper. 
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ФУНКЦИИ ОБНАРУЖЕНИЯ КОНСТАНТНОЙ НЕИСПРАВНОСТИ,  
УПРАВЛЯЕМОСТИ И НАБЛЮДАЕМОСТИ ПОЛЮСА ЭЛЕМЕНТА  

КОМБИНАЦИОННОЙ СХЕМЫ 
 

Исследуются функции обнаружения константной неисправности, управляемости и наблюдаемости полюса эле-
мента комбинационной схемы. В работе предложены эффективные методы получения функции наблюдаемости 
в виде BDD и ортогональной ДНФ. BDD и ОДНФ представления для функции обнаружения константной неис-
правности  предлагается получать как произведение BDD и ОДНФ соответственно функции наблюдаемости и 
функции  -управляемости. Выполненные исследования позволяют совместно решать ряд задач, связанных с 
константной неисправностью на полюсе элемента схемы. 
Ключевые слова: комбинационная схема; константная неисправность; тестовые наборы; наблюдаемость; BDD; ОДНФ. 
 
В настоящее время цифровые устройства используются повсеместно, и обеспечение их надежного 

функционирования является актуальной проблемой. Сегодня существует достаточно много моделей не-
исправностей, но классическая модель константной неисправности на полюсе элемента схемы остается 
по-прежнему популярной и исследователи продолжают искать эффективные методы решения различных 
задач, связанных с константной неисправностью [1]. Для константной неисправности исследуются такие 
задачи, как построение одного теста, некоторого подмножества тестов или всех тестов, оценка управляе-
мости и наблюдаемости полюса элемента схемы и т.д. Исследования, выполненные в данной работе, поз-
воляют решать совместно ряд задач, связанных с константной неисправностью.   

В настоящей статье исследуются функции обнаружения константной неисправности, наблюдае-
мости и управляемости для некоторого полюса элемента комбинационной схемы. Функция обнаруже-
ния константной неисправности представляет все тестовые наборы для обнаружения одиночной кон-
стантной неисправности на полюсе; функция наблюдаемости представляет множество тех наборов 
входных переменных, которые обеспечивают смену значения на выходе схемы при смене значения на 
рассматриваемом полюсе; функция управляемости представляет наборы входных переменных, устанав-
ливающие на полюсе значений , {0,1}. Также исследуются эффективные способы получения этих 
функций в виде BDD и ортогональной дизъюнктивной нормальной формы (ОДНФ). ОДНФ и BDD 
представления булевой функции характерны тем, что по ним легко получить множество наборов значе-
ний входных переменных, обращающих функцию в единицу, так как конъюнкции ОДНФ взаимно орто-
гональны и, следовательно, любой набор значений входных переменных может обратить в единицу не 
более одной конъюнкции ОДНФ; в BDD все пути от корня к некоторой терминальной вершине также 
представляют взаимно-ортогональные конъюнкции. То есть, например, ОДНФ функции обнаружения 
некоторой константной неисправности представляет множество тестов для этой неисправности, а каж-
дая конъюнкция ОДНФ представляет подмножество этого множества, и подмножества, соответствую-
щие разным конъюнкциям, не пересекаются. Кроме того, имея ОДНФ или BDD представление булевой 
функции, легко вычислить вероятность единичного значения функции на случайном входном наборе, и, 
следовательно, получение одного из этих представлений для рассмотренных функций позволяет вычис-
лить меры тестопригодности: вероятность обнаружения неисправности, управляемость и наблюдае-
мость. Данная работа является продолжением исследований, выполненных в работах [2–4]. 

 

1. Основные определения 
 

Пусть имеется комбинационная схема S с n входами и m выходами. В данной работе будем рас-
сматривать только одиночные константные неисправности.  
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Пусть константная неисправность {0,1} присутствует в полюсе v схемы; i(X), mi ,1 , – функ-

ция, реализуемая i-м выходом исправной схемы и зависящая от входных переменных множества X, 

X = {x1, ..., xn}, а )(Xi
 , {0,1}, – функция, реализуемая i-м выходом схемы, в которой присутствует 

неисправность константа  в полюсе v. 
Будем говорить, что булева функция представляет некоторое множество входных наборов тогда, 

когда она принимает значение 1 на всех наборах из этого множества и только на них. 
Будем называть функцией обнаружения неисправности , {0,1}, D(X), функцию вида 

    ),(...)()()()()()( 111 XDXDXXXXXD mmm
    (1)

)()()( XXXD iii
  , mi ,1 . (2)

Здесь )(XDi
  – функция обнаружения неисправности , {0,1}, на i-м выходе схемы.  

Функция обнаружения неисправности D(X) представляет все тестовые наборы для константной 
неисправности . 

Будем называть функцией наблюдаемости B(X) функцию вида 

    mmm BBXXXXXB  ...)()(...)()()( 1
010

1
1
1 , (3)

)()()( 01 XXXB iii  , mi ,1 . (4)

Здесь Bi – функция наблюдаемости полюса v на i-м выходе схемы.  
Функция B(X) представляет наборы входных переменных, на которых смена значения в полюсе v 

приводит к смене значения хотя бы на одном из выходов схемы. 
Функцию, реализуемую полюсом v схемы, будем называть функцией 1-управляемости, а инвер-

сию этой функции – функцией 0-управляемости. Обозначим функцию 1-управляемости через C1(X), а  
0-управляемости через C0(X); обозначим через f(X) функцию, реализуемую полюсом v схемы. Тогда  

C1(X) = f(X), )()(0 XfXC  . (5)

Получение функции обнаружения неисправности и функции наблюдаемости непосредственно по 
формулам (1)–(4) в некотором известном в настоящее время представлении при больших размерах ис-
ходной схемы S может оказаться достаточно трудоемким. Например, если получать их по структурному 
описанию схемы, то необходимо рассмотреть схему практически двойного размера относительно ис-
ходной. Исследуем возможности сокращения трудоемкости при получении представлений данных 
функций. Рассмотрим получение этих функций в виде двух представлений: ОДНФ и BDD. Напомним, 
что ОДНФ называется ДНФ, в которой конъюнкции попарно ортогональны. Графовое представление 
булевых функций в виде BDD является одним из широко используемых в настоящее время, так как поз-
воляет компактно представлять функции и эффективно выполнять операции над ними.  

Начнем рассмотрение с функции наблюдаемости, а затем рассмотрим функцию обнаружения не-
исправности, поскольку она выражается через функцию наблюдаемости. 
 

2. Функция наблюдаемости 
 

2.1. ОДНФ-представление функции наблюдаемости 
 

Сопоставим рассматриваемому полюсу схемы переменную v. Затем получим функцию i(X, v), 

mi ,1 , реализуемую i-м выходом схемы, рассматривая переменную v в качестве входной. 

i(X, v) порождает функции i(X) и )(Xi
  для неисправности константа {0, 1}.  

Для неисправности константа 1 

)1,()(1 XX ii  ; 

для неисправность константа 0 

)0,()(0 XX ii  . 
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Пусть f(X)  булева функция, реализуемая полюсом v схемы и зависящая от входных переменных 
множества X. Тогда  

))(,()( XfXX ii  . 

Заметим, что Bi(X) – это булева производная функции i(X, v) по переменной v 

(
v

vXXB i
i 




),(
)( ) [5]. 

Получим функции i(X, v), ),( vXi  и f(X) в виде ОДНФ по структурному описанию схемы. 

ОДНФ функции i(X, v) может быть представлена в виде 

vKvKKvX v
i

v
iii  ),( , (6)

здесь Ki, 
v
iK , v

iK   ДНФ, не зависящие от переменной v. Очевидно, что ДНФ Ki, 
v
iK , v

iK  являются 

ОДНФ.  
Тогда ОДНФ функции для неисправности константа 1 примет вид 

v
iiii KKXX  )1,()(1 ; 

ОДНФ функции для неисправности константа 0 примет вид 
v
iiii KKXX  )0,()(0 . 

Функция исправной схемы примет вид 

)()())(,()( XfKXfKKXfXX v
i

v
iiii  . 

Представление функции i(X, v) в виде (6) предложено в работе [6]. 

ОДНФ функции ),( vXi  может быть представлена в виде vKvKKvX v
i

v
iii  ),( . Такое 

представление функции ),( vXi  также предложено в работе [6]. iK , v
iK , v

iK   ОДНФ, не зависящие 

от переменной v. Тогда для неисправности константа 1 
v
iiii KKXX  )1,()(1 ; 

для неисправность константа 0 
v
iiii KKXX  )0,()(0 ; 

и для функции исправной схемы 

)()())(,()( XfKXfKKXfXX v
i

v
iiii  . 

Преобразуем формулу (4) для функции наблюдаемости Bi(X) полюса v на i-м выходе: 

 )()()()()()()( 010101 XXXXXXXB iiiiiii  

        v
ii

v
ii

v
ii

v
ii KKKKKKKK  (7)

.v v v vv v v v
i i i i i i i ii i i i i i i iK K K K K K K K K K K K K K K K                 

Две ДНФ ортогональны друг другу, если любая конъюнкция одной ДНФ ортогональна любой 
конъюнкции другой ДНФ. Две конъюнкции k1 и k2 ортогональны, если k1  k2 = 0. Если две конъюнк-
ции ортогональны, то некоторая переменная входит в одну из них с инверсией, а в другую  без инвер-
сии.  

Утверждение 1. 

1. ОДНФ Ki ортогональна ОДНФ v
iK  и v

iK . 

2. ОДНФ iK  ортогональна ОДНФ v
iK  и v

iK . 

Доказательство. Рассмотрим конъюнкции v
iKk   и iKk  ; конъюнкция vkk   принадлежит 

ОДНФ (6) функции i(X, v) и, следовательно, k   и k ортогональны. Поскольку k   не зависит от пере-

менной v по построению, то k  и k   ортогональные конъюнкции. Так как это верно для любых конъ-

юнкций v
iKk   и iKk  , то ОДНФ Ki и v

iK  ортогональны друг другу. Остальные выводы утвержде-

ния доказываются аналогично. 
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Утверждение 2. 

1. ОДНФ Ki ортогональна ОДНФ iK , v
iK  и v

iK . 

2. ОДНФ iK  ортогональна ОДНФ Ki, 
v
iK  и v

iK . 

Доказательство. ОДНФ i(X, v) и ),( vXi  ортогональны друг другу. Следовательно, ОДНФ Ki 

ортогональна ОДНФ iK . Рассмотрим конъюнкции v
iKk   и iKk  . Конъюнкция vkk   принадле-

жит построенной ОДНФ функции ),( vXi , следовательно, конъюнкции k   и k ортогональны друг дру-

гу. Поскольку конъюнкция k   по построению не содержит переменной v, то k   ортогональна конъюнк-

ции k . Так как это верно для любых конъюнкций iKk   и v
iKk  , то ОДНФ Ki и v

iK  ортогональны 

друг другу. Остальные положения утверждения доказываются аналогично. 
Утверждение 3. 

1. ОДНФ v
iK  и v

iK  ортогональны друг другу.  

2. ОДНФ v
iK  и v

iK  ортогональны друг другу.  

Доказательство аналогично доказательству утверждения 2. 
Принимая во внимание утверждения 13 и учитывая, что произведение ортогональных друг другу 

ДНФ равно 0, преобразуем выражение (7) и получим 
v
i

v
i

v
i

v
ii KKKKXB )( . (8)

Согласно утверждению 3 ОДНФ v
iK  и v

iK  ортогональны друг другу, ОДНФ v
iK  и v

iK  также ор-

тогональны друг другу. Следовательно, произведения v
i

v
i KK   и v

i
v
i KK   ортогональны друг другу. По-

скольку v
iK , v

iK , v
iK , v

iK  являются ОДНФ, то произведения v
i

v
i KK   и v

i
v
i KK   также являются ОДНФ.  

Итак, получив произведение ОДНФ v
iK  и v

iK , а также ОДНФ v
iK  и v

iK  из (8), получаем ОДНФ 

для функции Bi(X).  

Если предположить, что все ДНФ Ki, iK , v
iK , v

iK , v
iK , v

iK  состоят из одного и того же числа 

конъюнкций, то применение формулы (8) вместо (7) позволяет в четыре раза сократить число перемно-
жаемых конъюнкций. 

Функция наблюдаемости B(X) полюса v для схемы в целом, согласно формуле (3), имеет вид 

)(...)()()( 21 XBXBXBXB m . Поскольку полученные по формуле (8) ОДНФ Bi(X), mi ,1 , не 

обязательно ортогональны друг другу, то дизъюнкция ОДНФ Bi(X), mi ,1 , в общем случае не является 
ОДНФ. Ортогонализируем (3) следующим образом:  

 )(...)()()( 21 XBXBXBXB m  

)()(...)()(...)()()( 121211 XBXBXBXBXBXBXB mm   . 

Чтобы по этой формуле получить ОДНФ функции B(X), необходимо представить Bi(X) и )(XBi  в 

виде ОДНФ. Функция Bi(X) в виде ОДНФ уже получена. Получим функцию )(XBi  также в виде ОДНФ. 

Для этого инвертируем формулу (4) и подставим в полученное выражение ОДНФ функций )(0 Xi , 

)(1 Xi , )(0 Xi , )(1 Xi : 

 )()()()()()()( 010101 XXXXXXXB iiiiiii  

        v
ii

v
ii

v
ii

v
ii KKKKKKKK  (9)

v
i

v
i

v
ii

v
iiii

v
i

v
i

v
ii

v
iiii KKKKKKKKKKKKKKKK  . 

Пользуясь утверждением 1, сократим полученную формулу: 
v
i

v
ii

v
i

v
iii KKKKKKXB )( . (10)
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Выполнив произведение ОДНФ v
iK  и v

iK , а также v
iK  и v

iK  из (10), согласно утверждениям 13, 

получим ОДНФ функции )(XBi . 

Если предположить, что все ДНФ Ki, iK , v
iK , v

iK , v
iK , v

iK  состоят из одного и того же числа 

конъюнкций, то применение формулы (10) вместо (9) позволяет в четыре раза сократить число пере-
множаемых конъюнкций.  

Пример 1. Для иллюстрации предложенного метода получения функции наблюдаемости в виде 
ОДНФ рассмотрим схему Q (заимствована из [6]), изображенную на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема Q 
 

Сопоставим числа 5, ..., 10 выходам элементов. Пусть u5, ..., u10  внутренние переменные, соот-
ветствующие этим выходам. Рассмотрим полюс v схемы. Получим ОДНФ функции наблюдаемости для 
этого полюса. 

Получим ОДНФ функции (X,v): 

.)(

)(

))((),(

411141111

741111

47119889810

vxxvxvxvxvxvxvxvx
uxvxvxvxvx

xuvxvxuuuuuuvX





 

Получим ОДНФ K, vK , vK : 

K = , 411 xxxK v  , 1xK v  . 

Получим ОДНФ функции ),( vX : 

.)()(

)()()()(),(

4141414411

7441174419810

vxxvxxvxxvxxvxvx
uxxvxvxuxxvxuuuvX




 

Получим ОДНФ K , vK , vK

: 

K , 41xxK v  , 14141 xxxxxK v  . 

Получим ОДНФ функции наблюдаемости по формуле (8): 

4111411411 )()( xxxxxxxxxxKKKKXB vvvv  . 

 
2.2. BDD-представление функции наблюдаемости 

 

Binary Decision Diagram (BDD)  это ориентированный граф с корнем и множеством вершин W 
[7]. Множество W содержит два типа вершин: терминальные и нетерминальные. Нетерминальная вер-
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шина w имеет две дочерние вершины low(w)  W и high(w)  W. В дочернюю вершину low(w) ведет ле-
вое ребро, исходящее из вершины w, а в вершину high(w)  правое ребро. Терминальная вершина w 
имеет значение value(w){0, 1}. 

Нетерминальной вершине BDD сопоставляется некоторая переменная xi, от которой зависит бу-
лева функция, представляемая BDD. Иногда будем переменную, сопоставляемую вершине w, обозна-
чать x(w). 

BDD G с корнем w сопоставляется булева функция fw, определяемая следующим образом: 
1. Если w является терминальной вершиной, то 
а) если value(w) = 1, то fw = 1; 
б) если value(w) = 0, то fw = 0. 
2. Если w  нетерминальная вершина, которой сопоставляется переменная xi, то  

),...,(),...,(),...,( 1)(1)(1 nwhighinwlowinw xxfxxxfxxxf  . 

Будем обозначать через G(h(x)) BDD-представление функции h(X). Здесь под BDD мы будем по-
нимать reduced BDD, как они определены в [7]. 

Ориентированной цепи BDD сопоставляется конъюнкция, состоящая из переменных, соответ-
ствующих нетерминальным вершинам, через которые проходит цепь; причем если ребро в цепи являет-
ся левым ребром, исходящим из вершины w, то переменная x(w) входит в конъюнкцию с инверсией, 
иначе  без инверсии.  

Конъюнкции, сопоставленные различным ориентированным цепям BDD, ведущим из корня в од-
ну из терминальных вершин, ортогональны друг другу. В дальнейшем слово «ориентированные» будем 
опускать. 

Пусть t1, ..., ts  цепи BDD G(h(X)), ведущие из корня в терминальную вершину 1, а k(t1), ..., k(ts)  

конъюнкции, сопоставленные этим цепям; stt  ...,,1   цепи BDD G(h(X)), ведущие из корня в терми-

нальную вершину 0, и )(...,),( 1 stktk    конъюнкции, сопоставленные цепям stt  ...,,1 . Тогда из опреде-

ления BDD следует, что h(X) = k(t1)  ...  k(ts), )(...)()( 1 stktkXh  . 

Представим функцию i(X, v) в виде BDD. Выберем переменную v в качестве последней перемен-
ной, по которой будет производиться разложение при построении BDD для i(X, v). 

Извлечем из G(i(X, v)) ОДНФ i(X, v) и ),( vXi . Представим, как и ранее, ОДНФ i(X, v) в виде 

vKvKKvX v
i

v
iii  ),(  и ОДНФ ),( vXi  в виде vKvKKvX v

i
v
iii  ),( . 

Утверждение 4. ДНФ v
i

v
i KK   и v

i
v
i KK  , извлеченные из G(i(X, v)), состоят из тех и только 

тех конъюнкций, которые соответствуют цепям в G(i(X, v)), ведущим из корня графа в вершины, сопо-
ставленные переменной v.  

Если из некоторой вершины w, сопоставленной переменной v, в терминальную вершину 1 ведет 
правое ребро, то конъюнкции, соответствующие цепям, ведущим из корня в вершину w, принадлежат 

ДНФ v
iK  и v

iK . Если же из этой вершины в терминальную вершину 1 ведет левое ребро, то конъюнк-

ции принадлежат ДНФ v
iK  и v

iK . 

Утверждение 5. 

1. ДНФ v
iK  и v

iK , извлеченные из G(i(X, v)), совпадают. 

2. ДНФ v
iK  и v

iK , извлеченные из G(i(X, v)), совпадают. 

Утверждение 6. ДНФ Ki ( iK ), извлеченная из G(i(X, v)), состоит из тех и только тех конъюнк-

ций, которые соответствуют цепям в G(i(X, v)), ведущим из корня графа в терминальную вершину 1(0) 
и не проходящим через вершины, сопоставленные переменной v. 

Имея в виду утверждение 5, формулу (8) для функции Bi(X) преобразуем к виду 
v
i

v
i

v
i

v
i

v
i

v
ii KKKKKKB  . (11)
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Из формулы (10), утверждения 3 и утверждения 5 получим 

 v
i

v
ii

v
i

v
iii KKKKKKXB )(  

(12)
ii

v
i

v
ii

v
i

v
ii KKKKKKKK  . 

В формулах (11) и (12) ДНФ v
iK , v

iK , v
iK , v

iK , Ki, iK  извлечены из G(i(X, v)). 

Из утверждений 4 и 6 и формул (11) и (12) получим следующую процедуру построения BDD 
G(Bi(X)) из BDD G(i(X, v)). 

Процедура 1. Получение BDD G(Bi(X)) из BDD G(i(X, v)). 
1. Последние ребра всех цепей BDD G(i(X, v)), ведущих из корня в терминальные вершины и не 

проходящих через вершины, сопоставленные переменной v, направляются в терминальную вершину 0. 
2. Удаляются все вершины, сопоставленные переменной v вместе с исходящими из них ребрами, а 

ребра, ведущие в эти вершины, направляются в терминальную вершину 1. 
Итак, установлено, что BDD G(Bi(X)) получается простой модификацией BDD G(i(X, v)) и не 

превосходит последней по сложности. 
BDD G(B(X)) для функции B(X) строится как дизъюнкция BDD G(Bi(X)) для функций Bi(X), 

mi ,1 . 
 
                              1  
                       0         

 1  
                   4                        
                       1 
                 0                     
                           v             v 
                       0      1 1   
                                        0  
                     1              0        

    

 
                              1  
                       0         

  
                   4              1         
                         
                 0        1        
 
 
  
                    0               1        

  

 
Пример 2. Построим BDD G(B(X)) для функции наблюдаемости полюса v схемы Q (рис. 1). 
Построим BDD G((X, v)) для функции, реализуемой выходом схемы, полученной из схемы Q, в 

которой полюсу v сопоставлена входная переменная v, выполнив разложение по переменной v в по-
следнюю очередь. Полученный граф представлен на рис. 2.  

В графе на рис. 2 курсивом выделены цепи, представляющие конъюнкции из ДНФ 
vv KKXB )( . Это конъюнкции 411 xxk   и k2 = x1.  

На рис. 3 показан BDD G(B(X)), полученный из BDD G((X, v)) по процедуре 1. 
 

3. Функция обнаружения неисправности 
 

Представим функции i(X), )(Xi , mi ,1 , в следующем виде: 

   )()0,()()1,()(,)( XfXXfXXfXX iiii  
(13)

)()()()( 01 XfXXfX ii  , 

   )()0,()()1,()(,)( XfXXfXXfXX iiii  
(14)

)()()()( 01 XfXXfX ii  . 

Рассмотрим неисправность константа 1 и функцию )(1 XDi  обнаружения константной неисправ-

ности 1 на i-м выходе, mi ,1 . Подставим формулы (13) и (14) в (2), получим 

 )()()()()()()( 1111 XXXXXXXD iiiiiii  

   )()()()()( 101 XXfXXfX iii  

Рис. 2. BDD G((X, v)) Рис. 3. BDD G(B(X)), где B(X)  функция  
наблюдаемости полюса v схемы Q 
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   )()()()()( 101 XXfXXfX iii  (15)

 )()()()()()( 1010 XfXXXfXX iiii  

 0 1( ) ( ) ( ).i iX X f X     

Аналогичными преобразованиями получим формулу для неисправности константа 0:  

  )()()()()()( 1000 XfXXXXXD iiiii  . (16)

Имея ввиду формулы (15) и (16), запишем общую формулу для неисправности константа , 
{0, 1}: 

  )()()()( 10 XfXXXD iii
  , 

где )()(1 XfXf  , а )()(0 XfXf  . 

Функция обнаружения неисправности для многовыходной схемы принимает вид 

  )(...)()()( 21 XDXDXDXD m

       1 0 1 0 1 0
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).m mX X X X X X f X            

Согласно формуле (3) выражение в скобках соответствует функции наблюдаемости B(X), а со-

гласно формуле (5) )(Xf    это функция  -управляемости )(XC . 

Следовательно, 

)()()( XCXBXD   . (17)

Таким образом, функция обнаружения неисправности константа 1 есть произведение функции 
наблюдаемости и функции 0-управляемости, а функция обнаружения неисправности константа 0 есть 
произведение функции наблюдаемости и функции 1-управляемости. 

Формула (17) позволяет выделить общую часть при получении функций обнаружения неисправ-
ностей константа 1 и константа 0. 

Согласно формуле (17) ОДНФ или BDD представления функции обнаружения неисправности  
D(X) можно получить как произведение ОДНФ или BDD представлений, соответственно, функции 

наблюдаемости B(X) и функции  -управляемости )(XC . Напомним, что произведение двух ОДНФ 

есть также ОДНФ. Эффективные методы получения ОДНФ и BDD представлений для функции наблю-

даемости B(X) описаны выше. ОДНФ и BDD представления для функции )(XC  можно получить по 

структурному описанию схемы, имея ввиду, что C1(X)  это функция, реализуемая выходом подсхемы, 
соответствующей полюсу v, а C0(X) – функция, реализуемая этой подсхемой, к выходу которой добав-
лен инвертор.  

Отметим, что при решении некоторых задач можно не находить полное произведение, а ограни-

читься частичным произведением формул для функций B(X) и )(XC . Например, при поиске одного 

тестового набора.  
Формула (17) соответствует результату, полученному в работе [5], где показано, что тестовые 

наборы для константной неисправности 1(0) являются решениями системы из двух уравнений: 
f(X) = 0(1) и B(X) = 1. В работе [5] функция B(X) рассматривается как булева производная функции 
(X, v) по переменной v. Здесь мы записали формулу (17) в терминах данной работы для многовыход-
ной схемы. В работе [1] отмечается, что метод построения тестов, предложенный в работе [5], не широ-
ко используется из-за трудоемкости построения булевой производной. В данной работе предложены 
методы, позволяющие сократить трудоемкость построения функции B(X).  

 
Заключение 

 
В данной работе исследуются функции обнаружения константной неисправности, управляемости 

и наблюдаемости для полюса элемента комбинационной схемы. Разработаны эффективные методы по-
лучения функции наблюдаемости в виде ОДНФ и BDD. Предложенная формула для получения ОДНФ 
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функции наблюдаемости позволяет приблизительно в 4 раза сократить объем вычислений по сравнению 
с получением ОДНФ по исходной формуле (3). Сложность получения BDD для функции наблюдаемо-
сти предложенным в работе методом сопоставима со сложностью построения BDD для подсхемы ис-
ходной схемы, в которой рассматриваемому полюсу сопоставлена входная переменная. ОДНФ и BDD 
представления функции обнаружения константной неисправности , {1, 0},  предлагается получать 
как произведение ОДНФ и BDD соответственно функции наблюдаемости и функции  -управляемости. 
Использование этой формулы позволяет выделить общую часть при получении функций обнаружения 
неисправностей константа 1 и константа 0. При решении некоторых задач достаточно выполнить лишь 
частичное произведение формул, представляющих две функции. 

Выполненные исследования позволяют решить совместно ряд задач, связанных с константной не-
исправностью на полюсе элемента схемы. Так, например, ОДНФ и BDD функции обнаружения неис-
правности представляют множество всех тестовых наборов для данной константной неисправности. 
Построив ОДНФ или BDD рассмотренных функций легко вычислить меры тестопригодности: вероят-
ность обнаружения неисправности, управляемость и наблюдаемость. 
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Golubeva Olga I. (Tomsk State University, Russian Federation).  
Stuck-at fault detection, controllability and observability functions of the combinational circuit gate pole.  
Keywords: combinational circuit; stuck-at fault; test patterns; observability; BDD; orthogonal DNF. 
 

The stuck-at fault at the gate pole is a widely used and studied fault model for combinational and sequential circuits. In this work, 
stuck-at fault detection, controllability and observability Boolean functions corresponding to the combinational circuit gate pole are 
considered. Effective methods of their representations obtaining in the orthogonal DNF (ODNF) and the BDD are suggested. Studies 
allow us to solve together a number of tasks related to the stuck-at fault at the combinational circuit gate pole. 

Stuck-at fault detection function represents all test patterns for the single stuck-at fault at the gate pole; observability function repre-
sents all sets of input values that provide different values on at least one of the circuit output for different values on the considered pole; 
-controllability function represents sets of input values providing the value , {0, 1}, at the pole. Functions are defined on the set of 
circuit input variables. 

The ODNF and the BDD representations of Boolean function have the property that they clearly represent the set of input values 
sets on which function takes value 1: the ODNF conjunctions are orthogonal in pairs and consequently any set of input values can turn 
into a value 1 not more than one conjunction of the ODNF; in the BDD paths from the root to a terminal vertex represent conjunctions 
orthogonal in pairs as well. Besides, having the ODNF or the BDD of considered functions, it is easy to calculate testability measures: 
the fault detection probability, controllability and observability. 

The -controllability function C(X), {0, 1}, is the function performed by the output of the subcircuit corresponding to the con-
sidered pole when  = 1, and its inversion when  = 0. The ODNF and the BDD of the function C(X) can be derived directly from the 
structural description of the circuit. For the one-output combinational circuit stuck-at- fault detection function D(X) and observability 
function B(X) can be obtained according to definitions by formulas:  
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),()()( XXXD    (1)

).()()( 01 XXXB   (2)

In these formulas, (X) is the function performed by the output of the fault-free circuit, (X) is the function performed by the out-
put of the circuit with stuck-at- fault, {1, 0}, at the considered pole. Here, for reducing the text, we consider a one-output circuit, 
whereas, in the full paper, we consider a multiple-output circuit. 

To obtain some representation of functions D(X) and B(X) directly from the formulas (1) and (2), respectively, it is very time-
consuming. In this work, for the obtaining of the ODNF and the BDD of observability function B(X), the subcircuit of the initial circuit 
is considered, where the pole is considered as the subcircuit input. Let us denote as v the input variable met in correspondence to the 
pole and as (X, v)  the function corresponding to the output of such subcircuit. Obtained in this work the formula for ODNF represen-
tation construction of observability function allows to reduce approximately 4 times the computational cost when compared to its ob-
taining directly from the formula (2). For BDD representation construction of the function, first the BDD of the function (X, v) is ob-
tained, where the variable v is considered as the last variable in the function decomposition, then the BDD of observability function is 
obtained from the BDD of the function (X, v) by simple procedure proposed in this work. Thus, the complexity of the suggested proce-
dure of the BDD construction of observability function is comparable with the complexity of the BDD construction for the function 
performed by the output of the subcircuit of the initial circuit.  

     Also, we propose to obtain the ODNF and BDD representations of stuck-at- fault detection function, {1, 0}, by multiplying 
of the ODNF and BDD, correspondingly, of observability function and  -controllability function. Note that this formula corresponds 
to the known test pattern construction method based on the Boolean difference. This formula allows distinguishing common part for the 
obtaining of stuck-at fault detection function for the stuck-at-1 and the stuck-at-0 faults. For solving of some tasks, for example, such as 
search of one test pattern, may be sufficient to perform only partial multiplication of the representations of two functions. 
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