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УДК 519.21 
DOI 10.17223/19988605/31/1 

 

М.А. Бахолдина 
 

СОВМЕСТНАЯ ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ ИНТЕРВАЛОВ 
МОДУЛИРОВАННОГО ОБОБЩЕННОГО ПОЛУСИНХРОННОГО  

ПОТОКА СОБЫТИЙ ПРИ НЕПРОДЛЕВАЮЩЕМСЯ МЕРТВОМ ВРЕМЕНИ  
И УСЛОВИЯ ЕГО РЕКУРРЕНТНОСТИ 

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из матема-
тических моделей информационных потоков заявок, функционирующих в телекоммуникационных и информа-
ционно-вычислительных сетях связи, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий (DSPPs). 
Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося мертвого времени. Находится яв-
ный вид плотности вероятностей и совместной плотности вероятностей значений длительности интервалов 
между моментами наступления соседних событий наблюдаемого потока. Формулируются условия рекуррентно-
сти наблюдаемого потока событий. 
Ключевые слова: модулированный обобщенный полусинхронный поток событий; дважды стохастический по-
ток событий (DSPP); MAP (Markovian Arrival Process)-поток событий; мертвое время; плотность вероятностей 
длительности интервала; совместная плотность вероятностей длительностей интервалов; условия рекуррентно-
сти потока событий. 
 
Математические модели теории массового обслуживания находят широкое применение при опи-

сании реальных физических, технических и других объектов и систем. Стоит отметить, что условия 
функционирования реальных систем таковы, что если в отношении параметров обслуживающих 
устройств можно утверждать, что они известны и с течением времени не меняются, то в отношении ин-
тенсивностей входящих потоков этого сказать во многих случаях нельзя. Более того, интенсивности 
входящих потоков заявок обычно меняются со временем, и часто эти изменения носят случайный ха-
рактер, что приводит к рассмотрению математических моделей дважды стохастических потоков собы-
тий (DSPPs). Данные потоки можно охарактеризовать двумя случайностями: первая случайность – это 
число событий на любом рассматриваемом интервале функционирования потока; вторая случайность – 
это случайный процесс ( )t , называемый интенсивностью потока [1–5]. 

Дважды стохастические потоки событий можно разделить на два основных класса: к первому отно-
сятся потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс [2]; ко второму относятся 
потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом со-
стояний. Потоки второго класса наиболее характерны для реальных телекоммуникационных и инфор-
мационно-вычислительных сетей связи. Впервые и независимо они были введены в рассмотрение в ра-
ботах [6, 7]. В современной литературе данные потоки событий наиболее часто называют либо дважды 
стохастическими потоками, либо MAP-потоками, либо MC-потоками событий [8–13].  

В свою очередь, в зависимости от того, каким образом происходит переход из состояния в состо-
яние, MC-потоки событий можно разделить на три типа: 1) синхронные потоки – потоки с интенсивно-
стью, для которой переход из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени, явля-
ющиеся моментами наступления событий [14–16]; 2) асинхронные потоки – потоки с интенсивностью, 
для которой переход из состояния в состояние происходит в случайные моменты времени и не зависит 
от моментов наступления событий [17–19]; 3) полусинхронные потоки – потоки, у которых для одного 
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множества состояний справедливо определение первого типа, а для остальных состояний справедливо 
определение второго типа [20–22]. Подчеркнем, что синхронные, асинхронные и полусинхронные по-
токи возможно представить в виде моделей MAP-потоков событий с определенными ограничениями на 
параметры последних [23].  

Стоит отметить, что интерес к рассмотрению дважды стохастических потоков событий проявля-
ется неслучайно. Все это находит широкое применение в различных отраслях науки и техники, таких 
как теория сетей, P2P-сети и адаптивное вещание видео, системы оптической связи, статистическое мо-
делирование, финансовая математика и др. [24–29]. Как было отмечено выше, в реальных ситуациях 
параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, либо вообще неизвестны, ли-
бо, что еще более ухудшает ситуацию, изменяются со временем случайным образом. Поэтому при реа-
лизации адаптивного управления системой массового обслуживания возникают, в частности, следую-
щие задачи: 1) задача фильтрации интенсивности потока (или задача оценивания состояний потока по 
наблюдениям за моментами наступления событий) [30–33]; 2) задача оценивания параметров потока по 
наблюдениям за моментами наступления событий [34–37]. 

Отдельно стоит отметить, что одним из искажающих факторов при оценке состояний и парамет-
ров потока выступает мертвое время регистрирующих приборов. Необходимость рассмотрения случая 
мертвого времени вызвана тем, что на практике любое регистрирующее устройство затрачивает на из-
мерение и регистрацию события некоторое конечное время, в течение которого оно не способно пра-
вильно обработать следующее событие, т.е. событие, поступившее на обслуживающий прибор, порож-
дает период так называемого мертвого времени [38], в течение которого другие наступившие события 
потока недоступны наблюдению (теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое 
фиксированное время (непродлевающееся мертвое время). В частности, подобные ситуации встречают-
ся в компьютерных сетях, например, при использовании протокола случайного множественного досту-
па с обнаружением конфликта (протокол CSMA/CD). В момент регистрации (обнаружения) конфликта 
на входе некоторого узла сети по сети рассылается сигнал «заглушки»; в течение времени рассылки 
сигнала «заглушки» заявки, поступившие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и 
направляются в источник повторных вызовов. Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для об-
служивания заявок, поступающих в него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое 
время прибора, регистрирующего конфликт в узле сети. 

В данной работе рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, 
являющийся обобщением полусинхронного потока [20] и обобщенного полусинхронного потока [39] и 
относящийся к классу MAP-потоков событий. В настоящей статье, являющейся непосредственным раз-
витием работ [31–33], находятся явный вид плотности вероятностей значений длительности интервала 
между моментами наступления соседних событий потока и явный вид совместной плотности вероятно-
стей значений длительности двух соседних интервалов, учитывающие эффект непродлевающегося 
мертвого времени. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий (далее поток), 

интенсивность которого представляет собой кусочно-постоянный стационарный случайный процесс 
)(t  с двумя состояниями 1, 2: 1)(  t  либо 2)(  t  )0( 21  . Длительность пребывания про-

цесса )(t  (потока) в первом (втором) состоянии распределена по экспоненциальному закону с пара-

метром   ( ). Если процесс )(t  в момент времени t находится в первом (втором) состоянии, то на 

полуинтервале  ttt , , где t (здесь и далее) – достаточно малая величина, с вероятностью 

)( tot   (с вероятностью )( tot  ) пребывание процесса )(t  в первом (во втором) состоянии 

закончится и процесс )(t  перейдет из первого (второго) состояния во второе (первое). В течение вре-

менного интервала случайной длительности, когда it  )( , имеет место пуассоновский поток событий 

с интенсивностью i , 2,1i . Кроме того, переход из первого состояния процесса )(t  во второе воз-
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можен в момент наступления события пуассоновского потока интенсивности 1;  переход осуществля-

ется с вероятностью р (0 1);p   с вероятностью р1  процесс )(t  остается в первом состоянии (т.е. 

сначала наступает событие потока, затем происходит либо не происходит переход процесса )(t  из 

первого состояния во второе). Переход из второго состояния процесса )(t  в первое в момент наступ-

ления события пуассоновского потока интенсивности 2  невозможен. В момент окончания второго 

состояния процесса )(t  при его переходе из второго состояния в первое инициируется с вероятностью 

  )10(   дополнительное событие. В сделанных предпосылках )(t  – марковский процесс. Матри-

цы инфинитезимальных характеристик принимают вид 

 
   




2

1
0

1
D ,        

 

2

11
1

1






pp
D . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состояние с 

наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивности переходов из со-

стояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивно-

сти выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что если 

0 , то имеет место обобщенный полусинхронный поток событий [39]. 
 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности Т, в течение которого другие события потока недоступны 
наблюдению. По окончании периода мертвого времени первое наступившие событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности Т и т.д. (непродлевающееся мертвое время). Вариант возникаю-
щей ситуации представлен на рис. 1, где 1 , 2  – состояния процесса )(t ; дополнительные события, 

которые могут наступать при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое, помечены буквой 

δ; периоды мертвого времени длительности Т помечены штриховкой; ненаблюдаемые события отобра-
жены черными кружками, наблюдаемые 1t , ,...2t  – белыми. 

Заметим, что в определении модулированного обобщенного полусинхронного потока событий в 
явном виде не оговаривается, в каком состоянии процесса )(t  наступает дополнительное событие по-

α 

δ

α αβ

δ 
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тока при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое. Данное обстоятельство при последую-

щем выводе плотности вероятностей значений длительности интервала между моментами наступления 
соседних событий потока и совместной плотности вероятностей значений длительности двух соседних 
интервалов является несущественным, так как наступление дополнительного события и переход про-
цесса )(t  из второго состояния в первое происходят мгновенно. В реальных ситуациях возможны два 

варианта, связанных с наступлением события и переходом процесса )(t  из второго состояния в первое: 

1) первично наступление события во втором состоянии процесса )(t , затем его переход из второго со-

стояния в первое; 2) первичен переход процесса )(t  из второго состояния в первое, затем наступление 

события в первом состоянии. В силу этого при получении численных результатов путем имитационного 
моделирования наблюдаемого потока событий необходимо учитывать реальную ситуацию. 

Процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым (скрытый марковский процесс), а наблю-

даемыми являются только временные моменты наступления событий наблюдаемого потока 1t , ,...2t . 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования потока событий. В силу 
предпосылок последовательность моментов наступления событий 1t , ,...2t , ,...kt  образует вложенную 

цепь Маркова  )( kt , т.е. поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать с 

момента наступления события kt , ,...2,1k . Обозначим через kkk tt  1 , ,...2,1k , значение дли-

тельности k-го интервала между соседними событиями наблюдаемого потока. Так как рассматривается 
стационарный режим, то плотность вероятностей значений длительности k-го интервала есть 

)()(  TkT pp , 0 , для любого k (индекс Т подчеркивает, что плотность вероятностей зависит от 

длительности мертвого времени). В силу этого момент времени kt  без потери общности можно поло-

жить равным нулю, т.е. момент наступления события есть 0 . Пусть теперь ),( 1kk tt , ),( 21  kk tt  – два 

смежных интервала с соответствующими значениями длительностей kkk tt  1 , 121   kkk tt . Их 

расположение на временной оси, в силу стационарности потока, произвольно. Тогда можно рассмотреть 
соседние интервалы ),( 21 tt , ),( 32 tt  с соответствующими значениями длительностей 121 tt  , 

232 tt  ; 01  , 02  . При этом 01   соответствует моменту 1t  наступления события наблюдае-

мого потока; 02   соответствует моменту 2t  наступления события наблюдаемого потока. Соответ-

ствующая совместная плотность вероятностей при этом есть  ),( 21 Тp , 01  , 02  .  

Задача заключается в нахождении явного вида плотности вероятностей )(Tp , 0  и явного ви-

да совместной плотности вероятностей ),( 21 Тp , 01  , 02  , а также в установлении условий ре-

куррентности наблюдаемого потока событий.  
 

2. Вывод плотности вероятностей )(Tp  

 
Рассмотрим интервал времени ),0(   между соседними событиями в наблюдаемом потоке. Значе-

ние длительности данного интервала есть tT  , где t – значение длительности интервала между мо-
ментом окончания периода мертвого времени и следующим событием наблюдаемого потока ( 0t ). 

Пусть )(tp jk  есть условная вероятность того, что на интервале ),0( t  нет событий наблюдаемого потока 

и kt  )(  при условии, что в момент времени 0t  значение процесса )(t  есть j )0( , 2,1, kj . 

Соответствующую этой вероятности плотность вероятностей обозначим через )(~ tp jk , 2,1, kj . Введем 

в рассмотрение переходную вероятность )(Tqij  – вероятность того, что за мертвое время длительности 

Т процесс )(  перейдет из состояния i (момент времени 0 ) в состояние j (момент времени Т ), 

2,1, ji , и вероятность )|0( Ti  – условная (финальная) вероятность того, что процесс )(  в момент 

времени 0  находится в состоянии i ( 2,1i ) при условии, что в этот момент времени наступило со-
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бытие наблюдаемого потока, розыгрыш состояний произошел и наступил период мертвого времени 
длительности Т. Тогда искомую плотность вероятностей )(Tp  можно записать в виде  







  




 

2

1

2

1

2

1
.),(~)()|0(

,0,0
)(

k
jk

i j
iji

T TTpTqT

T
p    (1) 

Найдем явные выражения для )(~ Tp jk  , )(Tqij , )|0( Ti , 2,1,, kji . 

Для вероятностей )(tp jk  справедливы следующие системы дифференциальных уравнений: 

)()1()()()( 1211111 tptptp  , )()()()( 1112212 tptptp  ; 

)()()()( 2122222 tptptp  ,  )()1()()()( 2221121 tptptp  , 

с начальными условиями 1)0(11 p , 0)0(12 p ; 1)0(22 p , 0)0(21 p , решая которые, находим  

.0,)1(4)(
2

1

,)1(4)(
2

1

],)()[(
1

)(),(
)1(

)(

),()(],)()[(
1

)(

21
2

21212

2
21211

2111
12

22
12

21

12
122212

12
11

2121

2121

zzz

z

ezez
zz

tpee
zz

tp

ee
zz

tpezez
zz

tp

tztztztz

tztztztz






 






 























 (2) 

В соответствии с определением модулированного обобщенного полусинхронного потока событий 

введем вероятность )()1()()1)(1()( 11111
1 totptppeetp tt    – совместную вероятность то-

го, что без наступления событий потока процесс )(t  перешел на интервале ),0( t  из первого состояния 

в первое ( 1)0(  , 1)(  t ) и на полуинтервале ),[ ttt   наступило событие пуассоновского потока 

интенсивности 1 , при этом процесс )(t  остался в первом состоянии. Аналогичные совместные веро-

ятности для различных j и k ( 2,1, kj ) примут вид 

)()1()( 111 totptp  ,   )()(12 tottp  ,   )()( 111 totptp  ,   )()( 212 tottp  ; 

)()1()( 121 totptp  ,   )()(22 tottp  ,   )()( 121 totptp  ,   )()( 222 tottp  . 

Соответствующие плотности вероятностей выпишутся в виде 

)1()()(~
111

)1(
11 ptptp  ,    )()(~

12
)2(

11 tptp ,   ptptp 111
)1(

12 )()(~  ,   212
)2(

12 )()(~  tptp ; 

)1()()(~
121

)1(
21 ptptp  ,    )()(~

22
)2(

21 tptp ,   ptptp 121
)1(

22 )()(~  , 222
)2(

22 )()(~  tptp . 

Тогда плотности вероятностей )(~ tp jk  того, что без наступления событий наблюдаемого потока на 

интервале ),0( t  и наступления события наблюдаемого потока в момент времени t процесс )(t  перей-

дет на этом интервале из состояния j в состояние k, запишутся для различных j и k ( 2,1, kj ) как 

11 11 1 12 12 11 1 12 2

21 21 1 22 22 21 1 22 2

( ) ( ) (1 ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) (1 ) ( ) , ( ) ( ) ( ) .

p t p t p p t p t p t p p t
p t p t p p t p t p t p p t

        
        

 
 

        (3) 

Подставляя (2) в (3), получаем явный вид плотностей вероятностей )(~ tp jk , 2,1, kj . 

Для вероятностей )(ijq , T0 , справедливы следующие системы дифференциальных уравне-

ний: 

11 1 11 12 12 1 11 12

21 1 21 22 22 1 21 22

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

q p q q q p q q
q p q q q p q q
                
                 

 

с начальными условиями 1)0(11 q , 0)0(12 q ; 1)0(22 q , 0)0(21 q , решая которые, находим для Т  
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1 1

1 1

( ) ( )
11 1 2 12 2 2

( ) ( )
21 1 1 22 2 1

1
1 2

1 1

( ) , ( ) ;

( ) , ( ) ,

, .

p T p T

p T p T

q T e q T e
q T e q T e

p
p p

     

     

       
       

 
   

         

   (4) 

Перейдем к нахождению вероятностей )|0( Ti , 2,1i . Обозначим через ij  переходную вероят-

ность того, что за время, которое пройдет от момента времени 0  до момента наступления следую-
щего события наблюдаемого потока и реализации последующего розыгрыша состояний потока, процесс  

)(  перейдет из состояния i в состояние j ( 2,1, ji ). Так как моменты наступления событий наблюда-

емого потока образуют вложенную цепь Маркова, то для вероятностей )|0( Ti  справедлива следующая 

система уравнений: 

.1)|0()|0(

,)|0()|0()|0(,)|0()|0()|0(

21

22212122121111





TT

TTTTTT
      (5) 

Введем в рассмотрение вероятность ijp  – переходную вероятность того, что за время, которое 

пройдет от момента 0t  (момента окончания мертвого времени) до момента наступления следующего 
события наблюдаемого потока, процесс )(t  перейдет из состояния i в состояние j ( 2,1, ji ). При этом 

вероятности ijp  определяются в виде  

dttpp ijij 


0
)(~ ,       (6) 

где )(~ tpij  определены в (3), )(tpij  – в (2) ( 2,1, ji ). Вычисляя интегралы (6) для различных i и j 
( 2,1, ji ): 

,)()()(~

,)()()1()(~

,)()()(~

,)()()1()(~

0
222

0
211

0
2222

0
22

0
211

0
2121

0
122

0
111

0
1212

0
12

0
111

0
1111

















dttpdttppdttpp

dttpdttppdttpp

dttpdttppdttpp

dttpdttppdttpp

 

находим 

11 1 2 12 1 2 2
1 2 1 2

21 1 22 2 1 1
1 2 1 2

1 1
[ (1 )( ) ], [ ( ) ];

1 1
[ (1 ) ], [ ( ) (1 )],

p p p p
z z z z

p p p p p
z z z z

               

                 
    (7) 

где  212121zz . 

Так как процесс )(t  является марковским, то полученные переходные вероятности )(Тqij  и ijp , 

2,1, ji ,  позволяют выписать выражения для переходных вероятностей ij , 2,1, ji : 

11 11 11 12 21 12 11 12 12 22

21 21 11 22 21 22 22 22 21 12

( ) ( ) , ( ) ( ) ;

( ) ( ) , ( ) ( ) .

q T p q T p q T p q T p
q T p q T p q T p q T p

     
     

   (8) 

Подставляя в (8) сначала (4), затем (7), получаем 
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  

  

    

1

1

1

( )
11 1 2 1 2 2 2

1 2

( )
12 1 2 2 1 2 2 2

1 2

( )
21 1 1 1 2 2

1 2

22 2 1 1
1 2

1
(1 )( ) ( ) 1 ,

1
( ) ( ) 1 ,

1
(1 ) ( ) 1 ,

1
( ) (1

p T

p T

p T

p p e
z z

p p e
z z

p p p e
z z

p
z z

  

  

  

                   

                 

                   

          1( )
1 1 2 2) ( ) 1 .p Tp e              

  (9) 

Далее, подставляя (9) в (5), находим выражения для )|0( Ti , 2,1i : 

   
 

 
 

( )1
1 1 1 2 2

1 ( )1
1 1 2 1 2 2

( )1
1 2 2 1 2 2 2

2 (
1 1 2 1 2 2

(1 ) ( ) 1
(0 | ) ,

( )( ) ( ) 1

( ) ( ) 1
(0 | )

( )( ) ( ) 1

p T

p T

p T

p

p p p e
T

p p e

p p e
T

p p e

  

  

  



                  
                 

                  
               )1

,
T   

  (10) 

где 1 , 2  определены в (4). 

Подставляя в (1) сначала (3), затем (2), (4) и (10), выполняя при этом достаточно трудоемкие пре-
образования и учитывая, что Tt  , получаем 

 

( ) ( )1 2
1 2

2 1 1 2 2

2 1

0, 0 ,
( )

( ) (1 ( )) , ,

1
( ) ( ) ( ) ,

T z T z T

T
p

T z e T z e T

T z T
z z

   

  
       

         


   (11) 

 

 
 

( )1
1 1 2 2

( )1
2 2 2 2

( ) (0 | ) ,

( ) (0 | ) ,

p T

p T

T T e
T T e

  

  

      
      

     (12) 

где iz  определены в (2); i  –  в (4); )|0( Ti  – в (10), 2,1i . 

В частности, положив в (12), (11) T = 0, получаем формулу для )(p , приведенную в [40–42]. 

 
3. Вывод совместной плотности вероятностей ),( 21 Тp  

 

Пусть )1(
1 tT  , )2(

2 tT   – значения длительностей двух смежных интервалов между мо-

ментами наступления последовательных событий наблюдаемого потока, при этом 01   – момент 

наступления первого события, 02   – момент наступления второго события. В силу того что последо-

вательность моментов наступления событий наблюдаемого потока образует вложенную цепь Маркова, 
то в обозначениях раздела 2 совместная плотность вероятностей ),( 21 Tp  принимает вид 







    




   

2

1
21

2

1

2

1
21

2

1

2

1

21

21 ,,,)(~)()(~)()|0(

,0,0,0
),(

k s n
snksjk

i j
iji

T TTTpTqTpTqT

TT
p  (13) 

где )(~)(~ )1(
1 tpTp jkjk  , )(~)(~ )2(

2 tpTp snsn   определены в (3), при этом в выражениях для )(~ tpij , 

2,1, ji , необходимо произвести замену t на )1(t  и )2(t . Тогда, подставляя в (13) сначала )(~ )1(tp jk , 

)(~ )2(tpsn , определенные в (3), затем )( )1(tp jk , )( )2(tpsn , определенные в (2) для )1(tt   и )2(tt  , затем 

)(Tqij , )(Tqks , определенные в (4), и, наконец, )|0( Ti , 2,1i , определенные в (10), и выполняя до-

статочно трудоемкие преобразования, находим 
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,0,0,0),( 2121 TTpT   

   

   ,,,

)(
)(1)()()(),(

21
)(

2
)(

1
)(

2
)(

1

21

221)(
2121

22211211

1

TTezezezez
zz

pTTeppp

TzTzTzTz

Tp
TTT












  (14) 

где  212121zz  и )(T , )( kTp   определены в (11) для k , 2,1k .  

Из (14) следует, что модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, функциони-
рующий в условиях неполной наблюдаемости (наличия мертвого времени), в общем случае является 
коррелированным потоком. Положив в (14) T = 0, получаем формулу для совместной плотности веро-
ятности ),( 21 p , приведенную в [40, 41].  

Нетрудно получить вероятностные характеристики наблюдаемого потока, такие как математиче-
ское ожидание длительности интервала между соседними событиями потока, дисперсию и ковариацию:  

21

)(1)(

z
T

z
TTM 




 , 
2

21
2

2
2

1

)(1)()(1)(
2 







 















 





z
T

z
T

z
T

z
TD , 

  
3

21

2
12

221
)(

21
)(

)(
)()(1)(),cov( 1

zz
zzpTTe Tp   . 

Отдельно стоит отметить, что в рассматриваемом потоке присутствуют события трех типов: 1) со-
бытия пуассоновского потока интенсивности 1 ; 2) события пуассоновского потока интенсивности 2 ; 

3) дополнительные события. Типы событий являются неразличимыми. Введем в рассмотрение вероят-

ности )()(
1 Tq i  – стационарная вероятность того, что наступившее событие есть событие пуассоновского 

потока интенсивности 1  (событие первого типа) и процесс )(t  перешел при этом из первого состоя-

ния в i-е ( 2,1i ); )(2 Tq  – стационарная вероятность того, что наступившее событие есть событие пуас-

соновского потока интенсивности 2  (событие второго типа); )(3 Tq  – стационарная вероятность того, 

что наступившее событие есть дополнительное событие (событие третьего типа). Тогда, используя вы-
шеприведенные результаты, нетрудно получить явные выражения для введенных вероятностей: 

 
 

 
 

( )1
2 1(1)

1 1 ( )1
1 2 1 2 2

( )1
2 1(2)

1 1 ( )1
1 2 1 2 2

( )1
1 1 1

2 2

1 2

( ) 1
( ) (1 ) ,

( )

( ) 1
( ) ,

( )

(1 ) 1
( )

p T

p T

p T

p T

p T

e
q T p

z z p e

e
q T p

z z p e

p p e
q T

z z

  

  

  

  

  

          
      

          
      

           
 

 

( )1
1 2 2

( )1
1 1 1

3 ( )1
1 2 1 2 2

,
( )

(1 ) 1
( ) .

( )

p T

p T

p T

p e

p p e
q T

z z p e

  

  

  

      

           
      

 

Тогда стационарная вероятность )(1 Tq  того, что наступившее событие есть событие пуассоновского 

потока интенсивности 1 , запишется в виде 

 
 

( )1
2 1(1) (2)

1 1 1 1 ( )1
1 2 1 2 2

( ) 1
( ) ( ) ( )

( )

p T

p T

e
q T q T q T

z z p e

  

  

            
      

. 

Отметим, что )()()|0( 3
)1(

11 TqTqT  , )()()|0( 2
)2(

12 TqTqT  . 
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4. Условия рекуррентности наблюдаемого потока событий 
 

Рассмотрим частные случаи, при которых модулированный обобщенный полусинхронный поток 
событий, функционирующий в условиях мертвого времени, становится рекуррентным потоком. Ис-
пользуя выражения (11), (12) для )(T , )(1 T , )(2 T  и выражение (10) для )|0(1 T , )|0(2 T , можно 

показать, что 

     
     

    

1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

22 2 ( )1
2 1 1 1 2 1 2 2

( ) 2( )1 1
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

( ) ( ) (0) (0)
( ) 1 ( )

( ) e

2 ( )( ) e ( )( (1 ) ) e ,

p T

p T p T

p p z z
T T

z z p z z p

z z z z p z z z z p p

  

     

                    
    

             
                 

 (15) 

где )0(i  есть условная стационарная вероятность того, что процесс )(  в момент времени 0  

находится в состоянии i  ( 2,1i ) при условии, что в этот момент времени событие потока наступило 

( 1)0()0( 21  ), и определяется следующими выражениями: 

.
)(

)(
)0(,

)(

)1(
)0(

2121

221
2

2121

1
1 








p

p
p

pp
 

Предварительно отметим, что выражение в фигурных скобках формулы (15) (обозначим его 
)(Tf ), после преобразования примет вид 

   
.)()()()()(

))1(()(1)(

21121

)(
2121

)(
1

2)(
21

111

TTTfTfTf
epzzepezzTf TpTpTp


 

 

Нетрудно показать, что для любых 0T  имеем 0)(1 Tf , 0)(1  T  и 0)(2  T  и, следовательно, 

0)(2 Tf . Таким образом, для любых 0T  имеем 0)( Tf . Из (15) вытекает, что: 

1) если 021  , то совместная плотность (14) факторизуется: )()(),( 2121  TTT ppp ; 

при этом из (2) следует, что 11 z ,  22z ; из (11) следует, что 1)(  T , и тогда 
)(

1
1)( T

kT
kep  , Tk  , 2,1k , т.е. )(

1
1)( T

T ep  , T . 

2) если 0)0()0()( 211 p , то совместная плотность (14) факторизуется: 

)()(),( 2121  TTT ppp ; при этом из (2) следует, что  )1(11 ppz ; из (11) следует, что 

1)(  T , и тогда )(
1

1)( Tz
kT

kezp  , Tk  , 2,1k , т.е. )(
1

1)( Tz
T ezp  , T . 

Из (14) следует третье условие факторизации совместной плотности вероятностей ),( 21 Тp : 

0)( 22  p . Тогда )(Tp  определяется формулой (11), в которой 

pT  )|0(2 ;  Tpe
p

pp
p

pT )(

1

1

1

1
2

1)( 













 ;  1р . 

Для 1р  из третьего условия факторизации вытекает, что 0 . Тогда )(Tp  определяется фор-

мулой (11), в которой 

1)|0(2  T ;   TpeT )(
1

1
2

1
1

)( 


 . 

Поскольку последовательность моментов наступления событий наблюдаемого потока 1t , ,...2t , 

, ...kt  есть вложенная цепь Маркова, то при выполнении одного из вышеприведенных условий фактори-

зации либо их комбинаций можно показать, что факторизуется и совместная плотность вероятностей 
),...,( 1 kТp   для любого k. Последнее означает, что для данных ситуаций наблюдаемый поток событий 

является рекуррентным потоком. 
Действительно, пусть ),,...,( 11  kkTp  – совместная плотность вероятностей 11 ,,...,  kk , где 

kkk tt  1 , ,...2,1k . Для 2k  имеет место )()(),( 2121  TTT ppp . Сделаем предположение ма-

тематической индукции: )()...(),...,( 11 kTTkT ppp  . Так как моменты наступления событий 1t , 2 , ...t , 
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kt , 1kt  порождают вложенную цепь Маркова, то поток событий обладает марковским свойством в мо-

менты наступления событий. Тогда   ),...,|(),...,(),,...,( 11111 kkTkTkkT ppp  

)|(),...,( 11 kkTkT pp   , где )(/),()|( 11 kTkkTkkT ppp   . Так как для двух соседних интервалов 

),( 1kk tt , ),( 21  kk tt , ,...2,1k , местоположение которых на временной оси произвольно, справедливо 

)()(),( 11   kTkTkkT ppp , то получаем )()|( 11   kTkkT pp , что доказывает факторизацию сов-

местной плотности вероятностей ),,...,( 11  kkTp . 

Отметим, что условия факторизации для случая 0T  [40, 41] и 0T  идентичны. 
Ниже обсуждаются условия рекуррентности, при которых необходимо учитывать результаты, 

приведенные в [31–33]. 
Для первого условия факторизации апостериорная вероятность )|( 1 tw   первого состояния про-

цесса ( ),t  несмотря на то что поток рекуррентный и плотность )(Tp  экспоненциальная, зависит от 

предыстории, т.е. от моментов наступления событий ,...1t , kt  наблюдаемого потока. Таким образом, 

имеется некоторая близость наблюдаемого потока к простейшему.  Если к ограничению 021   

добавить дополнительное ограничение 0)1(1  p , то вероятность )|( 1 tw   не будет зависеть от 

предыстории, а только от ее значения в момент наступления события наблюдаемого потока kt , т.е. от 

)/()0|( 21  ktw , ,...2,1k , так что здесь имеет место наибольшая близость наблюдаемого 

потока к простейшему.  
Для второго условия факторизации апостериорная вероятность )|( 1 tw   первого состояния про-

цесса ( ),t  несмотря на то что поток рекуррентный и плотность )(Tp  экспоненциальная, также зави-

сит от предыстории, т.е. от моментов наступления событий ,...1t , kt  наблюдаемого потока. Таким обра-

зом, имеется некоторая близость наблюдаемого потока к простейшему. Для третьего условия фактори-
зации плотность )(Tp  определяется формулой (11) и не является экспоненциальной, в связи с этим 

близости наблюдаемого потока к простейшему не наблюдается.  
 

Заключение 
 

Полученные результаты делают возможным решение задачи оценивания неизвестных параметров, 
задающих модулированный обобщенный полусинхронный поток событий в условиях непродлевающе-
гося мертвого времени. Для оценки неизвестных параметров потока можно использовать метод момен-
тов и метод максимального правдоподобия.  
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In this paper, we consider the modulated semi-synchronous integrated flow of events, which is one of the mathematical models for 
an incoming streams of events in computer communication networks and which is related to the class of doubly stochastic Poisson pro-
cesses (DSPPs). The flow intensity process is a piecewise constant stationary random process )(t  with two states 1, 2 (first, second 

correspondingly). In the state 1 1)(  t  and in the state 2 2)(  t  )0( 21  . The duration of the process )(t  staying in the 

first (second) state is distributed according to the exponential law with parameter β (α). During the time interval when it  )( , a 

Poisson flow of events with intensity i , 2,1i , arrives. Also, at any moment of an event occurrence in state 1 of the process )(t ,  

the process can change its state to state 2  with the probability р )10(  p  or continue to stay in state 1 with the complementary prob-

ability p1 . I.e., after an event occurrence the process )(t  can change or not change its state from state 1 to state 2. The transition of 

the process )(t  from state 2 to state 1 at the moment of an event occurring in the second state is impossible. At the moment when the 

state changes from the second to the first state, an additional event is assumed to be initiated with probability δ )10(  .  

The registration of the flow events is considered in condition of a constant dead time (of incomplete observability). The dead time 
period of a constant duration T begins after every registered at the moment kt , 1k , event. During this period, no other events are 

observed. When the dead time period is over, the first coming event causes the next interval of dead time of duration T and so on. 
Then, we obtain explicitly the expressions for the probability density )(Tp , 0 , and joint probability density ),( 21 Тp , 

01  , 02  , of the intervals length between neighboring flow events:  
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The recurrence conditions of the observable flow of events are found.  
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ОЦЕНКА СТЕПЕНИ БЛИЗОСТИ КАТЕГОРИЙ ТЕКСТОВ  
ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ КЛАССИФИКАЦИИ ЭЛЕКТРОННЫХ ДОКУМЕНТОВ 

 
Предлагается подход к оценке близости категорий текстов при решении задач классификации электронных до-
кументов на примере их отнесения к определенной возрастной аудитории. Введены понятия эквивалентности на 
множестве текстов и меры сходства категорий текстов. Приведен пример решения задачи классификации для 
взрослой и детской аудиторий. 
Ключевые слова: извлечение информации; классификация текстов; математическое моделирование; обработка 
естественного языка. 

 

Работа посвящена вопросам автоматической классификации документов на естественном языке. 
Задача классификации неструктурированной текстовой информации актуальна в первую очередь для 
решения проблем оптимизации информационного поиска в сети Интернет и хранилищах электронных 
документов. Быстрое увеличение количества информационных ресурсов порождает необходимость 
усовершенствования механизмов классификации текстов и обусловливает потребность в разработке 
новых методов и алгоритмов для решения данного рода задач. 

При наличии обучающей выборки в существующих классификаторах, применяемых в различных 
информационных системах, используются методы машинного обучения, преимущественно основанные 
на байесовской модели и модели векторного пространства. В целях увеличения точности классифика-
ции текстов на естественном языке применяется оценка семантической близости текстов [1]. Одной из 
важных задач, решаемых при построении классификатора, является выбор классификационных призна-
ков. При этом диапазон значений признаков может состоять как из двух значений, так и из конечного 
упорядоченного или неупорядоченного множества значений или бесконечного множества количествен-
ных значений [2–3]. 

Другой актуальной задачей, которой посвящено наше исследование, является не только отнесение 
данного текста к определенной категории, но и установление взаимосвязей между категориями. 

Также рассматривается задача классификации текстов на примере их отнесения к той или иной 
возрастной категории адресатов. Возможность классифицировать тексты по возрастным группам их 
адресатов позволяет, в первую очередь, улучшать релевантность информационного поиска, а также 
усовершенствовать механизмы исключения из результатов поиска нежелательных запросов, например, 
сайтов, контент которых рассчитан на пользователя иной возрастной категории. Задача относится к 
числу слабоформализуемых за счет сложности естественного языка и многообразия его коммуникатив-
ных форм, поиск путей ее решения требует построения адекватных математических моделей процесса 
классификации. 

Обсуждается подход к оценке степени близости категорий текстов, позволяющий оценить рассто-
яние между рассматриваемыми категориями. 

В контексте решаемой задачи тексты, адресованные одной возрастной группе читателей, должны 
быть отнесены в процессе классификации к одной категории. Однако на практике задача не решается 
столь однозначно, и тексты для одной возрастной категории адресатов могут также считаться адресо-
ванными другим возрастным аудиториям в том случае, когда они условно соответствуют уровням их 
коммуникативного развития. Например, тексты, предназначенные «соседним» возрастным группам, 
часто имеют незначительные отличия, что позволяет говорить о сходстве между ними, а также дает по-
вод с определенной долей уверенности отнести текст, принадлежащий первой категории, ко второй. 
Также можно говорить о том, что текст, адресованный младшей возрастной категории, понятен и более 
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старшим читателям. Однако нельзя утверждать, что данный текст является в одинаковой степени инте-
ресным и информативным для представителей разных возрастных аудиторий, т.е. что он соответствует 
уровням коммуникативного развития обеих возрастных групп. Тогда в процессе классификации встает 
вопрос о величине различий между категориями текстов. 

Под возрастной категорией понимается та возрастная группа, для которой данный текст, во-
первых, является понятным с точки зрения различных разделов языкознания (лексики, синтаксиса и 
т.д.), во-вторых, соответствует уровню ее коммуникативного развития, является информативными и 
представляет интерес для аудитории. 

Исходя из специфики поставленной задачи, особый интерес для исследования представляют ра-
боты, авторы которых извлекают из текста данные о его авторе или адресате. В ряде статей неодно-
кратно рассматривались вопросы определения характеристик автора текста – его возраста, пола, типа 
личности и национальной принадлежности [4–6]. В [7] предлагается подход к применению методов 
распознавания адресанта текста для поиска записей террористической тематики в Интернете. В работах 
[8–10] рассматривается задача создания диалоговых систем, в контексте которой анализируются при-
знаки, характеризующие текст с точки зрения его ориентации на различных адресатов. В [11] проведена 
классификация текстов по их автору с использованием потоковых методов классификации. 

Подход к классификации поисковых запросов на основании оценки близости терминов предлага-
ется в статье [12]. В [13] вводится метрика для оценивания синтаксического сходства между сверхко-
роткими текстами. 

 
1. Постановка задачи 

 
В [3] авторами был сформулирован подход к математическому моделированию задачи классифи-

кации. Отличие данного подхода от представленных ранее состоит в том, что он позволяет причислить 
текст к ряду пересекающихся категорий, однако дает возможность учесть то, что различия в уровнях 
коммуникативного развития представителей различных возрастных категорий не позволяют однознач-
но отнести текст из категории Ki в категорию Kj, где  i j n  . 

Пусть дан текст T и множество категорий K = {K1,K2,…,Kn}. Необходимо найти подмножество 
KI – категории, которым может принадлежать текст: 

IT K , { : ~ }I i iK K T K , 

где i = j1,j2,…,jm, 1   j n  , и IT K  означает принадлежность текста T к категории KI. 

Тогда категорию Ki можно представить в виде 

{ , }K K
i j jK q w , 1, ,j L  

где qK
j – классификационный признак, wK

j – весовой коэффициент классификационного признака, L – 
общее число классификационных признаков. Таким образом, категория определяется набором постав-
ленных в соответствие классификационным признакам критических значений, а текст, в свою очередь, 
характеризуется своим признаковым описанием – набором значений классификационных признаков. 

Под весовым коэффициентом классификационного признака подразумевается некоторая числовая 
оценка значимости признака qK

j в разделении объектов на классы в сравнении с другими признаками, ко-
торая может быть определена экспериментально или на основе существующих методик оценивания весо-
вых коэффициентов значимости критериев (например, [14, 15]). Значения весовых коэффициентов при-
знака могут различаться в зависимости от особенностей множества рассматриваемых текстов (тематики, 
стиля и т.д.). Введение весовых коэффициентов позволяет выполнить масштабирование значений различ-
ных классификационных признаков [16], что дает возможность проводить вычисления попарных ковари-
аций наборов признаков, характеризующих категории, с целью определения степени их близости. 

 
2. Введение отношения эквивалентности на множестве текстов 

 
В контексте данной задачи можно говорить о некотором пороговом значении в различии между 

признаковыми описаниями двух текстов, которое позволит считать данные признаковые описания до-
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статочно близкими и условно совпадающими. Будем называть такие тексты принадлежащими к одному 
таксономическому виду [17], тогда 

i jT T .                                                                              (1) 

Отношение (1) является отношением эквивалентности, поскольку для него выполнены условия 
рефлексивности, симметричности и транзитивности. Пусть R – отношение эквивалентности на множе-
стве текстов T, где 

iT T . 

Тогда множество текстов можно разбить на непересекающиеся классы эквивалентности 

 ' ' '| |i i i iT R T T T RT   

и построить фактор-множество T|R по отношению к эквивалентности R. 
В рамках рассматриваемой задачи классы эквивалентности включают в себя тексты с совпадаю-

щими признаковыми описаниями, при этом фактор-множеством T|R является множество всех классов 
эквивалентности, из чего следует [18]: 

1) ' |i iT T R  для любого iT T ; 

2) | |i j i jT R T R T RT  для любых Ti, Tj из T; 

3) | | | |i j i jT R T R T R T R    ; 

4) |
t T

T t R


  . 

 
3. Введение меры близости текстов 

 
Тексты, попавшие в один класс эквивалентности, являются носителями одного признакового опи-

сания, которое и позволяет считать их эквивалентными. При этом число текстов, входящих в рассмат-
риваемую выборку и принадлежащих одному классу эквивалентности, служит выражением абсолютно-
го веса данного класса. Поскольку фактор-множество является набором всех возможных классов экви-
валентности при заданном отношении эквивалентности, оно включает в себя все возможные классы 
текстов, подлежащих классификации. 

В контексте решаемой задачи преобразование исходного множества текстов в фактор-множество 
является по своей сути процессом формирования содержимого классов текстов, адресованных опреде-
ленной возрастной аудитории. Фактически же, как говорилось выше, тексты, адресованные одной воз-
растной группе читателей, можно в некотором смысле считать адресованными и другим возрастным 
аудиториям. Кроме того, одна возрастная категория на практике может включать в себя тексты, отно-
сящиеся к нескольким классам эквивалентности, которые будут в контексте поставленной задачи иметь 
незначительные отличия. 

В таком случае можно говорить о некой количественной величине различий между категориями 
текстов, имеющих не совпадающие признаковые описания и относящихся к разным классам эквива-
лентности. Для описания этой ситуации необходимо задать функцию расстояния (метрику) на множе-
стве текстов [19–21], тем самым сконструировав метрическое пространство. Если значение функции 
расстояния будет меньше некоторого порогового значения, категории будут считаться достаточно близ-
кими друг другу, признаковые описания входящих в них текстов окажутся схожими. Таким образом, 
значение функции расстояния ρ(Ki,Kj) является показателем сходства между категориями Ki и Kj, при-
чем чем меньше значение этой функции, тем более схожи классы и, следовательно, 

 , 0i j i jK K K K    . 

Тогда для произвольной категории Ki справедливо неравенство 

     1 2, , ... ,i j i j i njK K K K K K      , 

при этом Knj представляет собой тексты остальных категорий, включенные в некую обучающую выбор-
ку текстов из категории Ki размером n+1. Для каждой категории Ki нумерация остальных категорий бу-
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дет индивидуальной. Те категории, значения функций расстояния для которых будут невелики, содер-
жат тексты со схожими признаковыми описаниями, которые в некоторых условиях могут рассматри-
ваться как тексты, адресованные одной возрастной аудитории. Пороговое значение, определяющее 
схожесть категорий и показывающее величину различий между ними, может быть задано двумя спосо-
бами: на основании экспертной оценки или исходя из экспериментальных данных. 

В качестве меры близости категорий может быть принято расстояние Махаланобиса, поскольку 
признаки объектов, между которыми устанавливается мера сходства, являются статистически зависи-
мыми, а числовая оценка их значимости определяется весовыми коэффициентами. Тогда расстояние 
между категориями Ki и Kj, представленными в виде векторов, характеризующих их классификацион-
ные признаки 

1 2( , ,..., )K K K
i i i iLK q q q , 

1 2( , ,..., )K K K
j j j jLK q q q , 

определяется следующим образом: 

  1
cat cat, ( ) ( )T T

i j i j i jK K K K C K K     , 

где Λcat – матрица весовых коэффициентов; Ccat – матрица ковариации, т.е. матрица, составленная из 
попарных ковариаций элементов векторов Ki и Kj. 

Попарными ковариациями значений признаков, составляющих вектора Ki и Kj, при этом являются 

 
1

1
cov , ( )( )

t t

nK K K K K K
in jn in i jn j

t
q q q q q q

n 
   , 

где 
1

1
( )

t

nK K
i in

t
q q

n 
  , 

1

1
( )

t

nK K
j jn

t
q q

n 
   – средние значения выборок, n = 1,…, L. 

 
4. Пример применения предложенного подхода 

 
Предложенный подход реализован в рамках разработки прототипа программного комплекса для 

проведения автоматической классификации текстов на русском языке на основании возрастных катего-
рий их адресатов. 

В ходе разработки и тестирования использовались тексты, включенные в «Базу данных метатек-
стовой разметки Национального корпуса русского языка (коллекция детской литературы)» [22]. База 
состоит из заведомо качественных и максимально разнообразных текстов на русском языке с известным 
жанром. 

Во время проведения эксперимента выделялись две категории: тексты, адресованные взрослым, и 
тексты, адресованные детям. Это обусловлено соответствующим делением текстов в выборке, исполь-
зуемой для эксперимента. В дальнейшем планируется увеличить число классификационных категорий. 

В ходе работы был экспериментально выделен ряд информативных признаков, характеризующих 
различия между категориями. В данном примере использованы три количественных классификацион-
ных признака: средняя длина предложений в тексте, средняя длина слова в тексте, процент многослож-
ных слов (содержащий более трех слогов). Выбор этих признаков основан на работах в области удобо-
читаемости текстов и обсуждается в [23]. 

Каждому тексту из выборки (объем выборки – 500 детских и 500 взрослых текстов) было сопо-
ставлено признаковое описание – набор значений признаков и их весовых коэффициентов. Во время 
эксперимента всем признакам были назначены равные веса. Поскольку в данном случае в выборке 
представлены тексты только двух категорий, в категории детских текстов были выделены тексты, напе-
чатанные в журналах, целевой аудиторией которых являются дети среднего школьного возраста (вы-
борка 1) и тексты авторов, пишущих для дошкольного и младшего школьного возраста (выборка 2). 
Обозначив Kadult категорию текстов для взрослых, KV1 – категорию текстов выборки 1 и KV2 – категорию 
текстов выборки 2, было предположено, что 

   adult 1 adult 2, ,V VK K K K   . 
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На графике (рис. 1) визуализированы значения признаков для текстов каждой категории, в целях 
удобства представления в каждой категории отображены по 30 текстов. 

 

 
 

Рис. 1. Взаимное расположение текстов различных категорий: а – тексты категории Kadult;  
б – тексты категории KV1; в – тексты категории KV2 

 

Основываясь на результатах, представленных в таблице, можно сделать вывод о том, что ρ(Kadult, 
KV1) < ρ(Kadult, KV2). 

 
Полученные расстояния между категориями 

 
Расстояние Значение 
ρ(Kadult, KV1) 1,7484 
ρ(Kadult, KV2) 2,1157 

 

Для оценки качества предложенного подхода использовалась процедура скользящего контроля. 
Функционал качества рассчитывался как сумма попарных внутриклассовых расстояний между текста-
ми. В ходе эксперимента значение оценки скользящего контроля не превысило 7% от значения, полу-
ченного на тестовой выборке. 

 
Заключение 

 
В работе предложен и успешно протестирован подход к оценке близости категорий текстов при 

решении задач классификации электронных документов на примере их отнесения к определенной воз-
растной аудитории. Результаты применения предложенного подхода могут быть улучшены в ходе сопо-
ставления классификационным признакам весовых коэффициентов, характеризующих их значимость. 
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The article deals with the problem of classification of texts by the example of their assignment to a particular age group of recipi-
ents. In practice, texts for one age category of recipients can also be considered as addressed to another age when they  conditionally 
correspond  to the levels of their communicative development. In this case, we can discuss the magnitude of the differences between text 
categories. 

In previous research authors have formulated an approach to mathematical modeling of the problem of classification. Suppose given 
a text T and a set of categories K = {K1,K2,…,Kn}. Need to find a subset of KI , i.e., a category, which may be associated with the text: 

~ IT K , { : ~ }I i iK K T K , 

where i = j1,j2,…,jm and 1 ≤ i ≤ n. 
So, the category Ki can be presented as 

{ , }K K
i j jK q w , 1, ,j L  

where qK
j is classification feature, wK

j is a weight coefficient of classification feature, L is a total count of classification features. 
If the feature descriptions of the two texts are identical, we call these texts belonging to the same taxonomic rank, and then we have 

i jT T . 
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This is an equivalence relation because it satisfies the conditions of reflexive, symmetric, and transitive. Consequently, many texts 
can be divided into disjoint equivalence classes and one can construct factor set by the equivalence relation. 

Texts having an equivalence class are carriers of one of the feature descriptions, which allows us to consider they are equivalent. 
Converting the original set of texts in the factor set is the process of forming the contents of the classes of texts addressed to a specific 
age audience. In fact, as mentioned above, we are talking about a certain quantifying the differences between the categories of texts with 
no matching feature descriptions and belonging to different classes of equivalence: 

 , 0i j i iK K K K    . 

Measure of proximity of categories may be defined as the Mahalanobis distance because the features of objects are statistically de-
pendent and their relevance is determined by the weight coefficient s. Then, the distance between the categories of Ki and Kj represented 
as vectors characterizing their classification features 

1 2( , ,..., )K K K
i i i iLK q q q , 

1 2( , ,..., )K K K
j j j jLK q q q , 

are defined as 

  1
cat cat, ( ) ( )T T

i j i j i jK K K K C K K     , 

where Λcat is a matrix of weight coefficients, Ccat  is a matrix of covariance, which is the matrix built by pairwise covariance of the ele-
ments in vectors Ki and Kj. 

Pairwise covariance of features values for vectors Ki and Kj is: 

 
1

1
cov , ( )( ))

t t

nK K K K K K
in jn in i jn j

t
q q q q q q

n 
   , 

where 
1

1
( )

t

nK K
i in

t
q q

n 
  , 

1

1
( )

t

nK K
j jn

t
q q

n 
   are average values in the text samples, n = 1,…,L. 

The proposed approach to the evaluation of the proximity of categories texts is implemented due to the development of the prototype 
of software system for automatic classification of texts in Russian based on age categories of recipients. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПОТОКА ПОВТОРНЫХ ОБРАЩЕНИЙ  

В СИСТЕМЕ MMPP|M|∞ C ПОВТОРНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ 
 

Рассматривается система массового обслуживания MMPP|M∞ с повторными обращениями в систему. Найдены 
аналитические выражения для первого и второго моментов числа повторных обращений в систему за время t, а 
также асимптотическая характеристическая функция. 
Ключевые слова: система массового обслуживания; марковский модулированный поток; метод асимптотиче-
ского анализа. 
 
В качестве математических моделей социально-экономических и сложных технических систем, в 

том числе телекоммуникационных систем и систем облачных вычислений, часто используют системы 
массового обслуживания (СМО) с неограниченным числом обслуживающих приборов. Исследование 
таких систем с пуассоновским входящим и произвольным временем обслуживания можно встретить в 
работах В.В. Рыкова, П.П. Бочарова, А.В. Печинкина и других авторов [1–4].  

Однако применение пуассоновского потока для расчета характеристик качества обслуживания в 
реальных системах дает большую погрешность. Доказательство адекватности применения марковского 
модулированного пуассоновского потока для описания информационных потоков в мультисервисных 
сетях связи и телекоммуникационных системах приведено в исследованиях W.E. Leland, M.S. Taqqu, 
W. Willinger, V. Paxson, C. Lindemann, M. Lohmann и др. [5, 6].  

Основными методами исследования СМО с неограниченным числом приборов, как правило, яв-
ляются метод вложенных цепей Маркова и метод дополнительной переменной. В последнее время так-
же развиваются матрично-аналитические методы [3, 7–11]. В случаях, когда не удается найти характе-
ристики системы в явном виде, применяют асимптотические методы [12–18]. 

Одной из модификаций СМО с неограниченным числом приборов являются системы массового 
обслуживания с повторными обращениями, которые применяются для описания математических моде-
лей, например, страховых или торговых компаний [19]. Кроме того, подобные системы предлагаются в 
качестве математических моделей распределительных вычислительных сетей [20].  

Для аналогичных систем с произвольным временем обслуживания в работе [19] предложен метод 
предельной декомпозиции, позволяющий свести исследование бесконечно линейной системы массово-
го обслуживания к исследованию совокупности однолинейных систем. К сожалению, данный метод не 
удается применить для исследования систем с непуассоновским входящим потоком [21]. 

Данная статья посвящена исследованию потока обращений в системе с повторным обслуживани-
ем заявок и входящим марковским модулированным потоком (ММРР). С помощью метода начальных 
моментов найдены точные выражение для основных вероятностных характеристик числа повторных 
обращений в систему. Кроме того, предложено развитие метода асимптотического анализа для исследо-
вания потока повторных обращений при условии растущего времени обслуживания заявок.  

 
1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов, на вход кото-
рой поступает марковский модулированный поток (MMPP), управляемый цепью Маркова )(tk  с конеч-

ным числом состояний, k(t) = 1, 2, …, K, заданной матрицей инфинитезимальных характеристик 

ijqQ , i, j = 1, 2, …, K, и матрицей условных интенсивностей Λ  [13]. 
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Продолжительность обслуживания заявки является случайной величиной и имеет экспоненциаль-
ное распределение с параметром µ. Поступившая заявка занимает любой из свободных приборов, за-
вершив обслуживание на котором с вероятностью 1  r покидает систему или с вероятностью r возвра-
щается для повторного обслуживания. Ставится задача исследования потока повторных обращений в 
системе MMPP|M|∞ повторным обращением. 

Обозначим i(t) – число занятых приборов в момент времени t, n(t) – число повторных заявок, об-
ратившихся за время t, k(t) – состояние управляющей цепи Маркова. 

Очевидно, что процесс {i(t), n(t)} не является марковским, так как интенсивность поступления за-
явок в рассматриваемую систему зависит от состояния управляющей цепи Маркова k(t), поэтому будем 
рассматривать трехмерную цепь Маркова {k(t), i(t), n(t)}.  

Для распределения вероятностей })(,)(,)({),,,( ntnitiktkPtnikP   можно записать систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова вида 
( , , , )

λ ( , , , ) μ ( , , , ) λ ( , 1, , ) μ(1 )(1 ) ( , 1, , )k k
P k i n t P k i n t i P k i n t P k i n t r i P k i n t

t


         


 

νμ ( , , 1, ) (ν, , , ) kirP k i n t P i n t q   , k,ν =1, 2, …, K, i,n = 1, 2, 3, … .                         (1) 

 
Введем частичные характеристические функции [23] вида 

( , , , ) ( , , , )jui jwn

i n
H k u w t e e P k i n t  . 

Учитывая, что 
( , , , )

( , , , )jui jwn

i n

H k u w t j ie e P k i n t
u





 , 

( , , , )
( , , , )jui jwn

i n

H k u w t j ne e P k i n t
w





 , 

из (1) получаем следующую систему уравнений: 
( , , , ) ( , , , )

μ ( 1 (1 ) )ju jwH k u w t H k u w tj r e re
t u

 
     

 

ν( , , , )[λ ( 1)] (ν, , , )ju
k kH k u w t e H u w t q    . 

Запишем данную систему в виде дифференциального матричного уравнения 
( , , ) ( , , )

μ( 1 (1 ) ) ( , , )[( 1) ],jw ju juu w t u w tj re r e u w t e
t u

 
      

 
H Η

Η Λ Q    (2) 

где  
( , , ) [ (1, , , ), (2, , , ),..., ( , , , )]u w t H u w t H u w t H K u w tΗ , 

1

2

λ 0 . 0

0 λ . 0

. . . .

0 0 . λK

 
 
 
 
 
 

Λ ,    

11 12 1

21 22 2

1 2

.

.

. . . .

.

K

K

K K KK

q q q
q q q

q q q

 
 
 
 
 
 

Q . 

 
2. Нахождение начальных моментов числа повторных обращений 

 
Для нахождения основных вероятностных характеристик процесса, характеризующего среднее 

число повторных обращений в исследуемую систему за время t, будем использовать дифференциально-
матричное уравнение (2).  

Сформулируем вспомогательное утверждение. 
Лемма. Среднее число занятых приборов при нестационарном режиме функционирования систе-

мы MMPP|M|∞ c повторными обслуживанием определяется выражением 
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μ(1- ){ ( )} (1 )
μ(1 )

r tM i t e
r

 


RΛE
. 

Доказательство. Продифференцируем уравнение (2) по переменной u: 
2 2

2
2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
μ(1 ) μ( 1 (1 ) ) [( 1) ] ( , , ) .ju jw ju ju juu w t u w t u w t u w tj r e j re r e e je u w t

t u u uu
    

         
   
Η Η Η Η

Λ Q Η Λ  

Полагая в данном равенстве u = w = 0 и обозначив  

1
0
0

( , , )
( )

u
w

u w t j t
u 







H

ms , 

получаем систему дифференциальных уравнений 

1
1 1

( )
μ(1– ) ( ) ( ) ,

t r t t
t


  


ms

ms ms Q RΛ   

где (0)R H  – вектор стационарного распределения вероятностей состояний цепи Маркова k(t), опреде-
ляемый системой уравнений 0RQ  и удовлетворяющий условию нормировки 1RE . 

Суммируя обе части полученной системы, получаем дифференциальное уравнение 

1
1

( )
μ(1– ) ( )

t r t
t


 


ms E

ms E RΛE, 

решая которое, имеем 
μ(1– )

1( ) (1 )
μ(1– )

r tt e
r

 
RΛE

ms E . 

Тогда среднее число занятых приборов в системе определяется выражением 

μ(1– )
1{ ( )} ( ) (1 )

μ(1– )
r tM i t t e

r
  

RΛE
ms E . 

Лемма доказана. 
Теорема 1. Математическое ожидание числа повторных обращений при нестационарном функци-

онировании системы MMPP|M|∞ c повторным обслуживанием за время наблюдений t определяется вы-
ражением 

μ(1– ){ ( )} (1 )
(1 )

r tM n t rt e
r

 


RΛE
. 

Доказательство. Продифференцируем уравнение (2) по переменной w: 
2 2

2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
μ μ( 1 (1 ) ) [( 1) ].jw jw ju juu w t u w t u w t u w tj r e j re r e e

t w u u w w
   

       
     
Η Η Η Η

Λ Q      (3) 

Полагая u = w = 0 и обозначив 

1
0
0

( , , )
( )

u
w

u w t j t
w 







H

mp , 

из (3) получаем следующую систему дифференциальных уравнений в матричном виде: 

21
1 1

( )
μ ( ) ( ) .

t j r t t
t


 


mp

ms mp Q      (4) 

Умножая обе части системы (4) на единичный вектор-столбец [1, 1, ..., 1]TE , получаем уравнение 

1
1

( )
μ ( ) 0

t r t
t


 


mp

E ms E .                                                                (5) 

Решая уравнение (5), получаем  

1 1( ) μ ( )t r t tmp E ms E , 

где μ(1– )
1( ) (1 )

μ(1– )
r tt e

r
 

RΛE
ms E  – среднее число занятых приборов в системе, полученное выше. Тогда 

первый момент числа повторных обращений в систему за время t имеет вид 
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μ(1– )
1 1{ ( )} ( ) μ ( ) (1 )

(1 )
r tM n t t r t t rt e

r
   


RΛE

mp E ms E . 

Теорема доказана. 
Нетрудно показать, что при стационарном функционировании системы среднее число повторных 

обращений определяется выражением 

{ ( )}
(1 )

M n t rt
r




RΛE
. 

Теорема 2. Смешанный момент числа занятых приборов и повторных обращений при стационар-
ном функционировании системы MMPP|M|∞ c повторным обслуживанием определяется выражением 

    μ(1 )
1 2

1
( ) ( ) 1 ( ) μ

μ(1 )
r tM i t n t e t r

r
    


mp EΛ ms E , 

где 1 1
2 {( μ(1 ) ) (2 μ(1 ) )}( μ(1 ) )r r r        ms E RΛ Q I Λ I I Q I E , 1( )

(1 )
t rt

r



RΛE

mp E   соответственно вто-

рой момент числа занятых приборов и среднее число повторных обращений за время t при стационаром 
функционировании системы. 

Доказательство. Для нахождения смешанного момента числа занятых приборов и повторных 
обращений в систему продифференцируем выражение (2) по u и по w дважды: 

3 2 2 3
2 2

2 2

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
μ μ(1 ) μ( 1 (1 ) )jw ju jw juu w t u w t u w t u w tj r e j r e j re r e

t w u u wu u w
    

       
      
H Η Η Η

 

2 2( , , ) ( , , )
[( 1) ]ju juu w t u w te je

u w w
 

   
  
Η Η

Λ Q Λ . 

Полагая u = w = 0, ведем обозначения 
2

2
22

0
0

( , , )
( )

u
w

u w t j t
w 







H

mp , 
2

22
0
0

( , , )

u
w

u w t j
u 







H

ms , 

учитывая которые, имеем 

2 212
2 12 12 1

( )
μ μ(1 ) ( ) ( ) ( )

t j r j r t t t
t


    


m

ms m m Q mp Λ .   (6) 

Умножая обе части системы (6) на единичный вектор-столбец [1, 1, ..., 1]E , получаем уравнение 

12
2 12 1

( )
μ μ(1 ) ( ) ( )

t r r t t
t


   


m

E ms E m E mp ΛE , 

где 2 1 1
2{ ( )} {( μ(1 ) ) (2 μ(1 ) )}( μ(1 ) )M i t r r r         ms E RΛ Q I Λ I I Q I E – второй момент числа занятых 

приборов при стационарном функционировании системы, который был получен в работе [22]; I  – еди-
ничная диагональная матрица. 

Решая полученное дифференциальное уравнение при начальном условии 12(0) 0m , имеем 

  μ(1 )
12 1 2

1
( ) 1 ( ) μ

μ(1 )
r tt e t r

r
   


m E mp ΛE ms E . 

Следовательно, смешанный момент числа занятых приборов и повторных обращений в систему имеет вид 

    μ(1 )
12 1 2

1
( ) ( ) ( ) 1 ( ) μ

μ(1 )
r tM i t n t t e t r

r
     


m E mp ΛE ms E . 

Теорема доказана. 
Результаты теорем 1–2 позволяют сформулировать следующую теорему, доказательство которой 

проводится аналогично. 
Теорема 3. Второй момент числа повторных обращений при стационарном функционировании 

системы MMPP|M|∞ c повторным обслуживанием определяется выражением 
2

1 12{ ( )} μ[ ( ) 2 ( ) ]M n t r t t t ms E m E . 
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3. Метод асимптотического анализа 
 

Для более полного исследования применим метод асимптотического анализа, заключающийся в 
нахождении аппроксимации характеристической функции числа занятых приборов в системе 
MMPP|M|∞ при определенных условиях. Для нашей системы мы будем рассматривать условие расту-
щего времени обслуживания [14]. 

Найдем асимптотическую характеристическую функцию числа повторных обращений в системе 
MMPP|M|∞ за время t в условии растущего времени.  

Обозначим 
μ ε , εu y , ( , , ) ( , , ,ε)u w t y w tH F .    (7) 

Перепишем (2) с учетом введенных обозначений: 

       ε ε, , ,ε( , , ,ε)
( 1 1 ) , , ,ε 1 .iw j y j yy w ty w t j re r e y w t e

t y
           

FF
F Λ Q   (8) 

Теорема 4. Сумма компонентов предельного, при 0 , значения вектор-функции F(y,w,t) реше-
ния F(y, w, t, ε) уравнения (8) имеет вид 

 ( , , ) exp κ ( 1) κjwy w t r t e jy  F E ,                                                 (9) 

где 
1

κ
1 r




RΛE . 

Доказательство. Суммируя все уравнения полученной системы (8) и выполняя предельный пе-
реход при 0  , получим уравнение в частных производных первого порядка 

 , ,( , , )
( 1) 0,iw y w ty w t jr e

t y


  
 

FF
E E    (10) 

решение которого имеет вид 

( , , ) φ
( 1)jw

jyy w t t
r e

 
  

 
F E , 

где φ( )y  – некоторая функция. 

Так как число обслуженных заявок за интервал нулевой длины с вероятностью единица равно ну-
лю, то начальное условие для определения вида функции φ( )y  имеет вид 

( , ,0) ( )y w yF E ,      (11) 

где ( )y  – асимптотическое приближение характеристической функции распределения числа занятых 

приборов в системе в условии растущего времени обслуживания заявок, вид которого был получен в 
работе [22]. 

 ( ) exp κ ,y jy   

где 
1

κ
1 r




RΛE . 

Таким образом, решение уравнения (8), удовлетворяющее начальному условию (11), 

 ( , , ) exp κ ( 1) κjwy w t r t e jy  F E , 

которое совпадает с равенством (9), что доказывает теорему. 
Полагая в (9) y = 0, имеем асимптотическое приближение характеристической функции числа за-

явок, поступивших в систему за время t для повторного обслуживания, в условии растущего времени 
обслуживания: 

 ( )( , ) { } (0, , ) (0, , ,ε) (0, , ) exp κ ( 1)jwn t jwh w t M e w t w t w t r t e     H E F E F E . (12) 

Из (12) видно, что поток обращений в рассматриваемой системе в условии растущего времени об-
служивания и наблюдений имеет распределение Пуассона. 
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4. Область применения асимптотических результатов 
 

Исследуем область применимости метода асимптотического анализа. Так как выражения для мо-
ментов первого порядка числа повторных обращений, полученные асимптотическим и аналитическим 
методами, совпадают, то используем для сравнения значения дисперсий. 

Пример 1. Рассмотрим СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов и повторным 
обслуживанием заявок, на вход которой поступает поток ММРР, заданный матрицей 

инфинитезимальных характеристик 
0,5 0,5

0,3 0,3

 
   

Q  управляющей цепи Маркова )(tk , набором 

условных интенсивностей 
1 0

0 0,6

 
  
 

Λ . Заявка, поступившая в систему, занимает любой свободный 

прибор, на котором обслуживается в течение случайного времени, распределенного согласно экспонен-
циальному закону с параметром µ = 0,1. Время наблюдения за экспериментом t = 5. Используя заданные 
параметры, имеем результат, приведенный в табл. 1. 

 
Т а б л и ц а  1 

Сравнение асимптотических и аналитических результатов при t = 5 
 

Вероятность возврата r
Дисперсия D 0,05 0,01 0,005 0,002 

Асимптотические результаты 0,1974 0,0379 0,0188 0,0075 
Аналитические результаты 0,2610 0,0402 0,0194 0,0076 
Относительная погрешность ∆ 0,2437 0,0572 0,0309 0,0132 

 

Пример 2. Рассмотрим аналогичный пример с параметрами 

0,5 0,5

0,3 0,3

 
   

Q , 
1 0

0 0,6

 
  
 

Λ , t = 25, µ = 0,1. 

Результаты приведены в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2 
Сравнение асимптотических и аналитических результатов при t = 25 

 

Вероятность возврата r
Дисперсия D 

0,01 0,005 0,002 0,001 

Асимптотические результаты 0,1894 0,0942 0,0376 0,0188 
Аналитические результаты 0,2574 0,1110 0,0402 0,0194 
Относительная погрешность ∆ 0,2642 0,1514 0,0647 0,0309 

 
Пример 3. Используем следующие значения параметров: 

0,5 0,5

0,3 0,3

 
   

Q , 
1 0

0 0,6

 
  
 

Λ , t = 50, µ = 0,1. 

Результаты приведены в табл. 3. 
 

Т а б л и ц а  3 
Сравнение асимптотических и аналитических результатов при t = 50 

 

Вероятность возврата r
Дисперсия D 

0,01 0,005 0,001 0,0005 

Асимптотические результаты 0,3789 0,1884 0,0375 0,0188 
Аналитические результаты 0,6209 0,2483 0,0399 0,0194 
Относительная погрешность ∆ 0,3898 0,2412 0,0602 0,0309 

 

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что на асимптотические результаты вли-
яет как величина периода наблюдения t, так и вероятность r возвращения заявки в систему. Полагая 



32 

приемлемой погрешность аппроксимации, равную значению 0,03, можно считать, что допустимо при-
менение асимптотических результатов при r·t < 0,025.  

 
Заключение 

 
В результате проведенного исследования построена математическая модель обслуживания заявок 

в системе MMPP|M|∞ с повторным обслуживанием, определены аналитические выражения для 
нахождения первого и второго моментов, характеризующих число повторных обращений и 
асимптотическое приближение характеристической функции потока в рассматриваемой системе, опре-
делена область применимости полученных результатов и проиллюстрирована тремя примерами. 
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In this article, the Queueing system with unlimited number of facility is considered. The Markov modulated  process, controlled by 

the Markov chain k(t) with infinitesimal generator ijqQ  , enters into the input of such system.  

Every customer comes into any of the vacant server, where he is served during a stochastic time distributed according to the expo-
nential law with the parameter µ. After service, the customer leaves the system with probability r–1, and with probability r the customer 
comes back in it for repeated service  

The problem is to study the flow of repeated requests to the system during the time t. Using the method of initial moments, analyti-
cal expressions are found for the first and the second moments of the number of repeated requests to the system during the time t. 

For more detailed research of this process, the method of asymptotic analysis is proposed in a condition of a growing service time. It 
is shown that asymptotic characteristic function of a number of repeated requests into the system during the time t has the Poisson dis-
tribution with the following parameters: 

{ ( )} κ ,a M i t r t   
2 2σ {( ( ) ) } κM i t a r t   , 

where   is defined as 

1
κ

1 r



RΛE , 

E is an unit column vector, and  the row vector R is determined by the system 
0

1


 

RQ

RE
. 

On the basis of numerical experiments, the range of applicability of the asymptotic algorithm is determined. Also, it is shown that 
there is an influence on asymptotic results both the probability of return to the system and the value of the observation period t. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ ДЛЯ ПОДБОРА  
УЧАСТКОВ-КАНДИДАТОВ ПОД ВЫРАВНИВАНИЕ ПРОФИЛЯ ПРИЁМИСТОСТИ 

 
Предложена методология использования метода главных компонент для оценки влияния геолого-
технологических факторов при проведении операций по выравниванию профиля приёмистости на нагнетатель-
ных скважинах. Приведены основные выводы на основании проведенного анализа. 
Ключевые слова: методы увеличения нефтеотдачи; выравнивание профиля приёмистости; нагнетательная 
скважина; метод главных компонент; кластеризация. 
 

Разработка нефтяных месторождений при наличии системы поддержки пластового давления ха-
рактеризуется, как правило, нарастающим темпом обводнения добываемой продукции. С целью про-
дления рентабельного срока эксплуатации месторождения широкое распространение нашли вторичные 
методы увеличения нефтеотдачи (МУН), в частности выравнивание профиля приёмистости (ВПП) на 
нагнетательных скважинах. Для этого в скважину закачивается специальный реагент для уменьшения 
проницаемости промытых зон пласта, что в свою очередь приводит к более равномерному фронту вы-
теснения нефти водой, вовлечения в разработку непромытых зон пласта, уменьшая тем самым обвод-
ненность продукции добывающих скважин. Под обводненностью продукции понимается отношение 
добываемой воды в объеме добываемого флюида из добывающей скважины. Например, обводненность 
продукции в 90% на добывающей скважине означает, что из 1 000 м3 добываемой жидкости в сутки 
только 100 м3 составляет нефть, а остальные 900 м3 – вода. На текущий момент геологические и техно-
логические критерии выбора участков под  ВПП проработаны в должном объеме и закреплены в виде 
технологических регламентов и инструкций, однако оценивание предполагаемой дополнительной до-
бычи нефти, полученной за счет снижения обводненности, остается сложной задачей. Для её решения 
используется целый спектр приёмов: от гидродинамического до математического моделирования [1–4]. 
В данной работе предложена методика, направленная на определение геолого-технологических факто-
ров, влияющих на эффективность проведения ВПП на группе месторождений, разработку групп правил 
для интеллектуального выбора участков-кандидатов под ВПП методом главных компонент с последу-
ющим оцениванием ожидаемой дополнительной добычи нефти. 

 
1. Описание алгоритма выбора кандидатов 

 
Поскольку в качестве влияющих на результат МУН геолого-технологических параметров в до-

ступной литературе указывается достаточное их число [5], то с целью выбора наиболее значимых пара-
метров для рассматриваемой группы месторождений был применен метод главных компонент. На прак-
тике метод главных компонент применяется, во-первых, для редукции данных (уменьшения общего 
числа переменных) и, во-вторых, для классификации переменных посредством факторного простран-
ства [6]. На предварительном этапе была обобщена информация о проводимых обработках в период с 
2007 по 2013 г. Далее было произведено исключение из сформированной выборки тех случаев, для ко-
торых не выполнялось условие полноты знаний обо всех геолого-технологических характеристиках ме-
сторождения (данные либо отсутствовали, либо их достоверность находилась под сомнением). В ре-
зультате был сформирован список параметров, который мог быть использован для дальнейшего инже-
нерного анализа. Характеристики, выбранные для последующего анализа методом главных компонент, 
приведены в табл. 1. 
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В период с 2007 по 2013 г. было проведено 130 мероприятий ВПП на нагнетательных скважинах. 
Обработки проводились с использованием двух технологий: сшитых полимерных систем (СПС) и 
КАРФАС. Сущность технологии СПС заключается в образовании гидрогеля в результате реакции хи-
мической сшивки макромолекул полимеров (например, раствор полиакриламида) в водном растворе 
посредством специальных сшивателей (например, ацетат хрома). Последовательной закачкой растворов 
медленно сшивающихся составов различных концентраций осуществляется их проникновение вглубь 
призабойного пласта на значительные расстояния от забоя скважины и создания в пластовых условиях 
потокоотклоняющих экранов. В результате изменения направления фильтрационных потоков в пласте в 
процесс выработки запасов вовлекаются нефтенасыщенные пропластки более низкой проницаемости и 
обводненности, ранее не охваченные заводнением [7]. Отличительными особенностями реагента        
КАРФАС является способность образования геля только за счет его взаимодействия с породой коллек-
тора, т.е. непосредственно в пласте, гомогенность закачиваемого водного раствора делает его пригод-
ным для применения на объектах, обладающих высокой степенью неоднородности, какими являются 
карбонатные пласты [8]. 

 
Т а б л и ц а  1 

Параметры для анализа методом главных компонент 
 

Наименование параметра Размерность 
Глубина залегания пласта м 
Общая толщина пласта м 
Эффективная нефтенасыщенность. Толщина м 
Коэффициент пористости пласта д. ед. 
Коэффициент нефтенасыщенности пласта д. ед. 
Плотность нефти г/см3 
Коэффициент проницаемости пласта мкм2 
Вязкость нефти мПа*с 
Пластовая температура °С 
Газовый фактор м3/т 
Объемный коэффициент нефти м3/м3 
Давление насыщения атм. 
Начальное давление атм. 
Содержание серы % 
Содержание парафинов % 
Содержание смол-асфальтенов % 

 

Участок, выбранный под обработку, помимо удовлетворения геологических и технологических 
критериев, должен давать рентабельный уровень дополнительной добычи нефти. Однако величина до-
полнительной добычи нефти, как правило, напрямую зависит от величины суммарного отбора жидко-
сти на участке. Чем выше отборы жидкости, тем большую дополнительную добычу нефти за счет сни-
жения обводненности можно получить. Таким образом, было принято решение в качестве критерия эф-
фективности мероприятия выбрать не абсолютную величину дополнительной добычи нефти на участке, 
а величину, рассчитанную следующим образом: сначала вычислялась месячная дополнительная добыча 
нефти как отношение суммарной величины дополнительной добычи нефти на участке к продолжитель-
ности эффекта. Далее вычислялся процент месячной дополнительной добычи нефти от месячных отбо-
ров нефти с участка до ВПП, и данная величина нормировалась на объём закачки реагента (в тыс. м3). 
Вычисленная таким образом характеристика обеспечивает корректную оценку потенциала обработан-
ного участка при использовании метода главных компонент. 

Обработка данных осуществлялась в программном комплексе STATISTICA 6, в качестве исследу-
емых переменных были выбраны данные из табл. 1, в качестве группирующей переменной – нормиро-
ванный процент дополнительной добычи нефти по участку. Разбиение по группам представлено в 
табл. 2.  

Обработки с эффективностью, отнесенные к группе 4, можно охарактеризовать как успешные, 
отнесенные к группе 1 – как неуспешные. 
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Т а б л и ц а  2 
Разбиение эффективности мероприятий ВПП по четырем группам 

 
Диапазон изменения нормированной дополнительной 

добычи нефти, % 
Наименование группы 

От 0 до 5 Группа 1 
От 5 до 10 Группа 2 
От 10 до 20 Группа 3 
Свыше 20 Группа 4 

 

Далее с использованием метода главных компонент была решена задача определения влияния 
геолого-технологических параметров на итоговую эффективность мероприятия ВПП по технологии 
СПС. Размер факторного пространства по критерию Кеттеля [9] был выбран равным 2. То есть каждый 
выбранный фактор является линейной комбинацией переменных, которые сильно коррелируют с ним. 
Далее была осуществлено распределение выделенных по эффективности групп на построенном фак-
торном пространстве. Построенное распределение приведено на рис. 1. Путем вычисления факторных 
нагрузок для каждой из переменных было установлено (на основании наличия сильной корреляционной 
связи), что положительная ось Factor 1 соответствует таким переменным, как коэффициент пористости 
пласта, плотность нефти, проницаемость пласта, вязкость нефти, содержание серы, содержание смол-
асфальтенов. Отрицательная ось Factor 1 соответствует таким переменным, как глубина залегания пла-
ста, пластовая температура, газовый фактор, начальное давление. Отрицательной оси Factor 2 соответ-
ствует общая толщина пласта. 

 

 
 

Рис. 1. Распределение по эффективности мероприятий ВПП на факторном пространстве 
 

Анализ данных, приведенных выше, позволяет сделать следующие выводы. Большая часть не-
успешных мероприятий группируется в правой нижней области факторного пространства, соответ-
ствующей положительной оси Factor 1 и отрицательной оси Factor 2. Наиболее успешные мероприятия 
группируются в верхней области факторного пространства, соответствующей положительной оси 
Factor 2. С целью выделения не только влияющих переменных на эффективность ВПП, но и границ их 
изменения была произведена кластеризация данных методом k-средних (k-means). Задачей кластерного 
анализа является выделение из исходной выборки данных групп так, чтобы объекты, принадлежащие 
одной и той же группе, были максимально сходными по своим параметрам, а объекты, принадлежащие 
к разным группам, – максимально различались по своим характеристикам. Особенностью процедуры 
кластеризации методом k-средних является необходимость задания количества выделяемых групп до 
начала работы алгоритма. Основываясь на практическом опыте, было принято решение выделить 
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три группы. В табл. 3 представлены диапазоны изменения переменных, а также их средние значения 
для каждой выделенной группы. Анализируя диапазоны минимальных и максимальных значений и 
средние значения для нормированной эффективности ВПП, можно выделить успешную с точки зрения 
получения дополнительной добычи группу (группа № 1) и неуспешную (группа № 2). 

Анализируя приведенные в табл. 3 данные, можно сделать следующие выводы: 
 наименее успешную группу (№ 2) характеризует глубина залегания менее 2 км; 
 наименее успешная группа (№ 2) характеризуется высоковязкими нефтями (более 25 мПа·с); 
 наиболее успешную группу (№ 1) характеризует глубина залегания в диапазоне от 2 до 2,5 км; 
 наиболее успешная группа (№ 1) характеризуется маловязкими нефтями (от 1 до 4 мПа·с); 
 наименее успешная группа (№ 2) характеризуется высокосернистыми нефтями (более 2%); 
 наименее успешная группа (№ 2) характеризуется высокосмолистыми нефтями (более 18%); 
 наиболее успешная группа (№ 1) характеризуется меньшими толщинами пласта (порядка 8 м). 

 
Т а б л и ц а  3 

Диапазоны изменения значений переменных для каждой группы 
 

Переменная Мин. Макс. Средн. Мин. Макс. Средн. Мин. Макс. Средн. 
Глубина залегания, м 2114 2583 2347 1312 1834 1479 2814 3199 3061 
Общая толщина, м 1,8 14,7 8,8 2,4 20,4 10,5 10,5 19,3 13,6 
Эф. толщина, м 1,6 9,3 5,7 2,4 19,2 8,3 6,4 14,1 9,8 
Коэф. пористости, д. ед. 0,12 0,20 0,17 0,16 0,25 0,21 0,12 0,16 0,14 
Коэф. нефтенас., д. ед. 0,86 0,92 0,91 0,84 0,96 0,91 0,86 0,88 0,87 
Плотность нефти, г/см3 0,82 0,87 0,84 0,84 0,93 0,90 0,81 0,84 0,82 
Проницаемость, мкм2 0,01 0,44 0,11 0,03 2,52 0,78 0,07 0,19 0,12 
Вязкость нефти, мПа*с 1,4 3,8 2,2 2,9 116,2 29,0 0,8 2,0 1,2 
Пл. температура, °С 49 54 51 27 50 32 64 76 72 
Газовый фактор, м3/т 29 88 54 7 53 16 43 87 61 
Объемный коэф. нефти, м3/м3 1,09 1,24 1,14 1,02 1,20 1,08 1,13 1,22 1,17 
Давление насыщения, атм. 47 94 69 36 61 50 71 97 83 
Начальное давление, атм. 206 274 251 132 200 157 311 362 337 
Содержание серы, % 0,9 1,9 1,4 1,6 4,6 3,1 0,8 1,1 0,9 
Содержание парафинов, % 3,4 6,1 4,7 3,2 6,7 5,0 4,8 5,2 5,0 
Содержание смол-асфальтенов, % 5,2 13,4 8,4 6,8 24,0 17,4 3,4 7,1 4,5 
Эффективность ВПП, %/тыс. м3 9,4 25,5 15,3 0,0 37,0 11,2 4,9 21,2 10,4 

 

Пользуясь системой правил при подборе кандидатов на проведение ВПП, приведенной выше, в 
дополнение к предусмотренным в технических регламентах критериям удалось существенно умень-
шить число неуспешных, с точки зрения получения дополнительной добычи нефти, обработок в 2014 г. 
на месторождениях, а также более корректно оценивать ожидаемую дополнительную добычу нефти 
после ВПП. 

 
Заключение 

 
Была выполнена классификация объектов воздействия МУН с помощью метода главных компо-

нент, выделены геолого-технологические факторы, оказывающие сильное влияние на итоговую допол-
нительную добычу нефти. Показано, что на участках, залегающих на глубине менее 2 км, представлен-
ных высоковязкими, высокосернистыми и высокосмолистыми нефтями, проведение ВПП по техноло-
гии СПС на группе месторождений европейской части РФ нецелесообразно с точки зрения экономиче-
ской рентабельности мероприятия. С помощью кластеризации методом k-средних выделены конкрет-
ные диапазоны значений геолого-технологических характеристик для успешных и неуспешных меро-
приятий. Применение предложенной методологии в сочетании с регламентом по подбору скважин-
кандидатов под МУН позволяет снизить процент неуспешных мероприятий, а также оценить ожидае-
мую дополнительную добычу нефти, не прибегая к трудоемкому гидродинамическому моделированию. 
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А methodology of using the method of principal components is suggested for the estimation of the influence of geologo-

technological factors within the process of selecting candidate wells for enhanced oil recovery methods, in particular for improving wa-
ter injection profile. At this point, geological and technological criteria of selecting parts of the field for improving water injection pro-
file have been properly developed and fixed as technological rules and instructions, however, the estimation of suggested additional 
production of oil produced due to water cut decrease as a result of improving water injection profile remains a complicated and, on the 
whole, a partly unsolved problem. To solve it, a whole spectrum of techniques is needed, namely, from hydrodynamic to mathematical 
modeling. Every method has its pros and cons. One of the definite advantages of hydrodynamic modeling is the validity of forecasts 
based on the fact that the hydrodynamic model is oil field history matching. Also, there are the following disadvantages: the necessity of 
the existence of an actual hydrodynamic model, the complexity of the modeling procedure, the presence of multiple additional parame-
ters, which are seldom wholly known. Mathematical modeling allows to avoid the problems inherent in hydrodynamic modeling. How-
ever, for its proper use, it is required to observe the condition of completeness of initial information. Therefore, generally, the results of 
mathematical modeling can be used as additional information in the process of making the final decision. The use of the method of prin-
cipal components allows to create a classification of oilfields and group the fields with similar geological and physical characteristics. 
Based on the grouping, the analysis of the dependence of the success of measures actions on the features of geological and physical 
characteristics of oilfields has been conducted. It is shown that on oilfields deposited at a depth less than 2 km and represented by highly 
viscous, highly sulphurous and heavy oils the undertaking of improving water injection profile based on the cross-linked polymer sys-
tems technology is impracticable from the standpoint of economic profitability of the measure. By means of k-means clustering concrete 
ranges of meanings of geologo-technological characteristics for successful and unsuccessful measures actions are singled out. Applying 
the suggested methodology in conjunction with the rules of selecting candidate wells for enhanced oil recovery methods allows to lower 
the percentage of unsuccessful measures actions as well as to evaluate the prospective additional oil production without applying cum-
bersome hydrodynamic modeling. 
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Рассматриваются вопросы построения вероятностных моделей пропорциональных интенсивностей Кокса и их 
обобщений – модели Ксая и SCE-модели в случае неизвестного базового распределения времен жизни. Разрабо-
тан алгоритм оценивания регрессионных параметров и базовой функции риска с использованием функции ча-
стичного правдоподобия, описаны критерии проверки гипотез о параметрах моделей и критерий проверки вы-
полнения предположения о пропорциональности рисков, предложенного М.С. Никулиным. Проведено исследо-
вание распределений статистик и мощности критериев отношения правдоподобия, Вальда и Никулина. 
Ключевые слова: модель пропорциональных интенсивностей; модель Ксая; SCE-модель; оценка максимально-
го правдоподобия; предположение о пропорциональности рисков; критерий отношения правдоподобия; крите-
рий Вальда; проверка адекватности. 
 

В большинстве работ, посвященных исследованиям продолжительности жизни, при построении 
моделей выживаемости учитывается зависимость вероятности наступления системного события от зна-
чений ковариат [1–3]. При этом системное событие может представлять собой изменение определенных 
биохимических показателей, смерть тяжелобольного пациента, наступление ремиссии или рецидива 
заболевания при условии получения некоторого вида лечения или другие события. В качестве ковариат, 
в свою очередь, могут выступать как внутренние свойства объектов исследования (возраст, пол или 
наличие хронических заболеваний), так и условия проведения эксперимента (вид терапии или наличие 
вспомогательных видов лечения), которые могут оказывать влияние на время наступления исследуемо-
го события. 

Одной из первых моделей зависимости вероятности наступления системного события от ковариат 
является модель пропорциональных интенсивностей Кокса [4]. Данная модель получила широкую по-
пулярность благодаря двум неоспоримым преимуществам. Во-первых, модель пропорциональных ин-
тенсивностей учитывает цензурированные наблюдения, наличие которых является типичным для задач 
анализа выживаемости. Действительно, не для всех наблюдаемых в исследовании объектов можно точ-
но определить время наступления системного события, можно лишь утверждать, что системного собы-
тия не произошло до некоторого момента времени, такие неполные наблюдения называют цензуриро-
ванными. Во-вторых, для данной модели существует простая процедура непараметрического оценива-
ния неизвестной базовой функции риска и регрессионных параметров [10]. 

Несмотря на все преимущества и насчитывающую десятилетия историю использования модели 
пропорциональных интенсивностей Кокса, вопросы о проверке предположения пропорциональности 
рисков и о корректности использования данной модели в случае непостоянного во времени отношения 
рисков наступления системного события при разных значениях ковариат остаются открытыми [5–7]. 
В [8] предложена модель Ксая, которая является обобщением модели пропорциональных интенсивно-
стей Кокса и позволяет описывать пересекающиеся при разных значениях ковариат функции выживае-
мости, т.е. непропорциональные риски наступления системного события. Кроме этого, в [1, 9] приведе-
на модель с пересечением функций выживаемости (SCE – simple cross-effect model), позволяющая опи-
сать не только пересекающиеся функции выживаемости, но и приближающиеся или отдаляющиеся друг 
от друга функции при разных значениях ковариат. Основной сложностью построения обобщенных мо-
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делей является необходимость одновременного оценивания регрессионных параметров, в том числе 
обобщающих, и неизвестного базового распределения. Более того, при построении вероятностных мо-
делей выживаемости требуется определение степени влияния ковариат на функцию выживаемости, для 
чего проверяется гипотеза о незначимости регрессионных параметров с использованием критерия от-
ношения правдоподобия или критерия Вальда. 

Таким образом, целью данной работы являются разработка алгоритма оценивания регрессионных 
параметров и базовой функции риска при построении полупараметрической модели Ксая и модели с 
пересечением функций выживаемости, исследование распределений статистик и мощности критериев 
проверки гипотезы о параметрах моделей и критерия проверки предположения о пропорциональности 
рисков. 

 
1. Описание моделей 

 
Пусть xT  – неотрицательная случайная величина, определяющая время наступления системного 

события, которое зависит от вектора ковариат  1 2, ,..., mx x x x  . Функция выживаемости определяется 

соотношением      1x x xS t P T t F t    , а кумулятивная функция риска – выражением 

      
0

ln
t

x x xt u du S t     . Результаты эксперимента могу быть представлены в следующем виде: 

     1 2
1 1 2 2, , , , , ,..., , ,n

n nt x t x t x   , 

где n  – объем выборки, ix  – значение вектора ковариат для i-го объекта, min{ , }i i it T C  – время наступ-

ления системного события iT  или момент цензурирования iC , i  – индикатор цензурирования, 

 1 ,  1,...,i i iT C i n    . 

Модель пропорциональных интенсивностей определяется следующим соотношением [4]: 

     0; expx t x t     ,                                                         (1) 

где   – m -мерный вектор параметров регрессии,  0 t – базовая кумулятивная функция риска. 

В соответствии с моделью пропорциональных интенсивностей отношение функций интенсивно-

сти при разных значениях ковариаты x  не зависит от времени: 
 
 

exp( )

( ) exp
x a

x b

at
t b










 
. 

Модель Ксая получена путем возведения базовой функции риска в степень  exp T x , позволяет 

описать непостоянное отношение функций интенсивности и имеет следующий вид: 

        exp
0; , exp .

x
x t x t


 

                                                          (2) 

Регрессионные параметры   и обобщающие регрессионные параметры γ являются m -мерными. 

При 0   данная модель является моделью пропорциональных интенсивностей, тогда как при 0   

функции интенсивности при разных значениях ковариат пересекаются [8]. Отношение интенсивностей 

      

      

exp 1
0

exp 1
0

exp( )

( )
exp

a

x a
bx b

a tt
t b t





 


 

 


  
 монотонно. 

SCE-модель, предложенная в [9], позволяет получить не только пересекающиеся функции выжи-
ваемости, но и приближающиеся и отдаляющиеся друг от друга функции при разных значениях ковари-
ат и может быть записана следующим образом: 

         exp

0; , 1 exp 1.
x

x t x t
 

                                                     (3) 
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Отношение функций интенсивности, соответствующих данной модели, 

         

         
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0
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0

ex 1 exp

1

p( )

( )
exp exp

x a

x b

a

b

ta at
t

b b t







 












   

    

 монотонно. Обозначим отношение функций интенсив-

ности ( ) ( )x a x bt t    в точке 0t   через 0c . Тогда в зависимости от значения 0c  функции выживаемости 

расходятся или приближаются друг к другу, если 0  . Если же 0  , то отношение функций интен-

сивности убывает с 0c  до 0, т.е. функции выживаемости в этом случае при разных значениях ковариаты 

пересекаются на интервале  0, . 

 
2. Оценивание параметров 

 
Для нахождения оценок неизвестных регрессионных параметров рассматриваемых моделей при-

меняется метод максимального правдоподобия [10]. Логарифм функции правдоподобия для цензуриро-
ванных справа данных в общем виде можно записать следующим образом: 

 
  

  
0

1
0

1,

, ,
ln ln

, ,
j i

in i
i n

ji
i

j t t

g x t
L

g x t

 

 
  
   
 

  
  




, (4) 

где   – вектор регрессионных параметров модели, функция    , exp Tg x x    для модели пропорцио-

нальных интенсивностей,           exp 1
0 0, , , exp

x
g x t x t

          для модели Ксая и 

            exp 1

0 0, , , exp 1 exp
x

g x t x x t
 

           для SCE-модели.  

Поскольку для модели пропорциональных интенсивностей функция  ,g x   не зависит от базовой 

функции риска, то для нахождения оценок регрессионных параметров модели необходимо просто мак-

симизировать логарифм функции правдоподобия:  ˆ arg max ln L


   . В [10] предложена непараметриче-

ская оценка базовой функции риска модели пропорциональных интенсивностей, которая может быть 
записана следующим образом: 

   0
1, 1,

ˆˆ exp
i j i

n n

i
i t t j t t

t x
   

 
    

  
  . 

В [1] предложена итеративная процедура оценивания регрессионных параметров и базовой функ-
ции риска для семейства обобщенных моделей пропорциональных интенсивностей. Для модели Ксая и 
SCE-модели с зависящими от базовой функции риска функциями   0, , ,g x t    данный алгоритм мож-

но сформулировать следующим образом. 

Чтобы оценить вектор регрессионных параметров ,
        обобщенных моделей пропорцио-

нальных интенсивностей, необходимо: 

1. Положить 0,k   задать начальное приближение 0 0 0
ˆ ˆ ˆ,

       . 

2. Оценить базовую функцию риска  0
ˆˆ ; kt  , для этого: 

а) упорядочить r различныx значений полных наблюдений ( 1i  ) по возрастанию: 

1 2 ... rw w w   , задать id  равным числу наблюдений со значением iw ; 
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б) вычислить оценку функции риска для каждого iw :  0
ˆˆ 0; 0k   , 

 
  

1
0 1

0
1,

ˆˆ ;
ˆ ˆˆ, 0; ,

j i

k n

k k
j t t

dw
g x

 

  
  

,    
  

1
0 1 0

0
1,

ˆ ˆˆ ˆ; ;
ˆ ˆˆ, ; ,

j i

i
i l i k n

i k k
j t t

dw w
g x w




 

     
  

, 2,..., 1i r  . 

3. Получить оценку  1
ˆ ˆarg max lnk kL


   . 

4. Если 1
ˆ ˆ

k k     , задать 1k k   и перейти на шаг 2, иначе – считать 1
ˆ

k  найденной оценкой 

регрессионных параметров. 
В результате проведенного методами статистического моделирования исследования оценок ре-

грессионных параметров модели пропорциональных интенсивностей, модели Ксая и SCE-модели, по-
лученных с использованием описанного алгоритма, показано, что с увеличением объема выборок 
уменьшается смещение и дисперсия получаемых оценок, тогда как при повышении степени цензуриро-
вания смещение и дисперсия оценок увеличиваются. 

 
3. Критерии проверки гипотез о параметрах 

 

В общем виде гипотеза о параметрах модели может быть записана как 0
0 :H     и проверена с 

помощью критерия отношения правдоподобия или критерия Вальда. 
Статистика критерия отношения правдоподобия имеет вид 

    0ˆ2 ln lnLR L L     (5) 

и асимптотически распределена по закону 2  с s степенями свободы, где s – количество оцениваемых 

параметров модели [13]. 

Статистика критерия Вальда для проверки гипотезы 0
0 :H     может быть записана следующим 

образом: 

     0 0ˆ ˆ ˆW I


      , (6) 

где    2 ˆln
ˆ

i j
ij

L
I

  
   
  
 

 – оценка информационной матрицы Фишера, , 1,...,i j s . Статистика (6) также 

асимптотически распределена по закону 2  с количеством степеней свободы, равным количеству оце-

ниваемых параметров. Кроме этого, критерий Вальда позволяет проверять гипотезу о каждом парамет-

ре 0
0 : , 1,...,i iH i s    , в этом случае используется статистика  

 
 

2

1

ˆ

ˆ

i
i i

ii

Wi
I 
  


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 

, (7) 

где  1 ˆ
ii

I     – диагональный элемент матрицы, обратной для матрицы  ˆI  . Статистика (7) асимпто-

тически распределена по закону 2  с одной степенью свободы [13]. 

Для получения оценки информационной  матрицы Фишера вычислим производные по парамет-
рам логарифма функции правдоподобия (3): 
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 , , 1,...,k l s . 
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В случае модели пропорциональных интенсивностей (1) выражения для вычисления первой и 

второй производных вспомогательной функции    , expg x x    имеют вид  ( , )
expk

k

g x x x 
 


 и 

 
2 ( , )

expl k
l k

g x x x x 
 

 
, соответственно, , 1,...,k l m . 

Далее обозначим для краткости через 0  функцию  0 t . Тогда для модели Ксая (2) производ-

ные функции         exp 1
0 0, , , exp

xg x x
           по параметру  : 
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по параметру γ:  
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смешанная производная по параметрам:  
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Для SCE-модели (3) производные функции          exp 1
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параметрам   и γ приведены ниже: 
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Как правило, при построении моделей зависимости функции выживаемости от ковариат возника-
ет необходимость проверки гипотезы о равенстве нулю каждого параметра модели. Если гипотеза от-
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вергается, то соответствующая данному параметру ковариата считается значимой. Важно отметить, что 
при построении обобщенных моделей значимость ковариаты может быть установлена на основании 
результатов проверки гипотезы о равенстве нулю как регрессионного параметра ,  так и обобщающего 

параметра γ, соответствующих данной ковариате. 
В результате исследования методами статистического моделирования распределений  0|G S H  ста-

тистик критериев отношения правдоподобия и критерия Вальда проверки гипотезы о параметрах модели 
пропорциональных интенсивностей и модели Ксая показано, что с увеличением объема выборок расстоя-

ние между эмпирическими распределениями статистик и соответствующим предельным 2 -рас-

пределением сокращается, распределения статистик не зависят от значений ковариат и регрессионных 
параметров. В случае проверки гипотезы о незначимости параметров   и   модели с пересечением 
функций выживаемости распределения статистики критерия Вальда оказываются далекими от пре-

дельного 2 -распределения даже при больших объемах выборок. 

Не менее важной задачей, решаемой с использованием критериев проверки гипотез о параметрах 
обобщенных моделей, является проверка гипотезы о согласии с моделью пропорциональных интенсив-
ностей Кокса. Для этого формулируется гипотеза о равенстве нулю только обобщающего параметра  . 

Для исследования распределений статистик критериев проверки гипотезы 0 : 0H    о равенстве 

нулю обобщающего параметра SCE-модели согласно модели пропорциональных интенсивностей Кокса 
с регрессионным параметром 0,5   и базовым экспоненциальным распределением моделировались 

цензурированные выборки объемом 100n   со скалярной ковариатой  0,1x  , объем моделирования 

10000N  . На рис. 1 и 2 представлены распределения статистик критерия отношения правдоподобия и 

критерия Вальда для разных степеней цензурирования, а также соответствующее предельное                  
2
1 -распределение. 

 

 
 

Рис 1. Эмпирические функции распределения статистики критерия отношения правдоподобия  
при проверке гипотезы о незначимости обобщающего параметра модели  

с пересечением функций выживаемости 
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Рис 2. Эмпирические функции распределения статистики критерия Вальда  
при проверке гипотезы о незначимости обобщающего параметра модели  

с пересечением функций выживаемости 
 

На рис. 1 видно, что в случае полных выборок (без цензурирования) распределение статистики 

критерия отношения правдоподобия  0|G S H  близко к предельному 2
1 -распределению уже при 

100n  . Однако с ростом степени цензурирования расстояние от эмпирических распределений стати-
стики данного критерия до предельного закона увеличивается. В свою очередь распределения статисти-

ки критерия Вальда значительно отклоняются от предельного 2
1 -распределения даже в случае провер-

ки гипотезы по полным выборкам. Поэтому при проверке гипотезы о параметрах SCE-модели по крите-
рию Вальда использование предельного распределения для вычисления достигнутого уровня значимо-
сти может привести к неверному выводу. Данный факт является существенным недостатком критерия 
Вальда в сравнении с критерием отношения правдоподобия.  

 
4. Критерий проверки предположения о пропорциональности рисков 

 
Существует ряд методов проверки предположения о пропорциональности рисков при построении 

модели пропорциональных интенсивностей: графические методы, критерии, основанные на остатках, 
критерии Вальда и отношения правдоподобия для проверки незначимости добавленных в модель зави-
симых от времени ковариат и критерии против определенных конкурирующих гипотез. Одним из гра-
фических методов является сравнение графиков оценки Каплана–Мейера распределения остатков Кок-
са–Снелла [14] с функцией стандартного экспоненциального распределения. Другой графический метод 
основан на сравнении наблюдаемых и ожидаемых кривых выживаемости: если они достаточно близки, 
то предположение пропорциональности рисков выполняется. Однако все графические методы основаны 
на субъективной оценке и могут быть использованы лишь для предварительной оценки адекватности 
модели. 

Применение критерия проверки гипотезы о согласии при проверке предположения пропорцио-
нальности рисков является более объективным методом, чем графические методы, описанные ранее, так 
как позволяет получить значение статистик и достигнутые уровни значимости p. В существующей ли-
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тературе рассматривается несколько критериев проверки предположения пропорциональности рисков. 
Модифицированный критерий, основанный на остатках Шонфельда, предложен в [7]. Для цензуриро-
ванных данных в [5, 6] разработаны статистики проверки гипотезы о согласии с моделью пропорцио-
нальных интенсивностей. Однако применение данных критериев согласия для проверки предположения 
о пропорциональности рисков связано с необходимостью моделирования неизвестных распределений 
статистик [11] и / или с идентификацией базового распределения [12], что требует значительных вычис-
лительных и временны́х ресурсов.  

В настоящей работе рассматривается критерий, предложенный М.С. Никулиным в [9], для про-
верки гипотезы  

     0 0
ˆ ˆ: ; expxH t x t      

о модели пропорциональных интенсивностей против конкурирующей гипотезы о модели с пересечени-
ем функций выживаемости 
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Статистика критерия проверки гипотезы 0H  против гипотезы 1H  может быть записана в векторной 

форме следующим образом: 
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При справедливости проверяемой гипотезы статистика (8) подчиняется в пределе при n   2 -рас-

пределению с числом степеней свободы m .  
На рис. 3 представлены распределения статистики (8) при объемах выборок 50, 100, 200, 300n   в 

случае проверки гипотезы      0 0
ˆ ˆ: ; expxH t x t     , компоненты вектора ковариат  1 0,1x   и 

 2 0,1,2,3x  , значения параметров 1 0,3   и 2 0, 6  . 

Как видно из рис. 3, с увеличением объема выборок расстояние между эмпирическим и предель-
ным распределением статистики (8) сокращается. Также было показано, что размерность вектора кова-
риат и, следовательно, количество оцениваемых параметров влияют не только на число степеней свобо-
ды соответствующего предельного распределения, но и на близость эмпирического распределения ста-
тистики к теоретическому – чем меньше ковариат, тем ближе смоделированное распределение стати-
стики к соответствующему предельному при том же объеме выборки. 

Сравним мощность критерия проверки предположения о пропорциональности рисков, предло-
женного М.С. Никулиным, с мощностью критериев проверки гипотез о параметрах. Действительно, ги-
потеза о незначимости обобщающих параметров 0 : 0H    модели с пересечением функций выживае-

мости является гипотезой о выполнении предположения пропорциональности рисков, так как в случае 
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0   модель (3) является моделью пропорциональных интенсивностей. Рассмотрим следующие конку-

рирующие гипотезы: 
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Рис 3. Эмпирические функции распределения статистики T  критерия проверки  
предположения о пропорциональности рисков 

 

Функции выживаемости, соответствующие гипотезам 0H , 1
1H  и 2

1H  при 0,5   для разных зна-

чений ковариаты  0,1 ,x   представлены на рис. 4–6 соответственно. 

 

 
 

Рис. 4. Функции выживаемости согласно 0H  
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Рис 5. Функции выживаемости согласно 1
1H                             Рис 6. Функции выживаемости согласно 2

1H  

 

На рис. 5 видно, что при разных значениях ковариаты функции выживаемости, соответствующие 
модели с обобщающим параметром 0,5,   пересекаются. Расстояние между функциями выживаемости 

на рис. 6 при справедливости гипотезы 2
1H  больше аналогичного расстояния на рис. 4 при справедли-

вости нулевой гипотезы о модели пропорциональных интенсивностей. В таблице представлены полу-
ченные оценки мощности рассматриваемых критериев для объемов выборок 100, 200n   при заданном 

уровне значимости 0,1  , объем моделирования 10000N  . 
 

Оценки мощности критериев 
 

Критерий 
1
1H  2

1H  

100n   200n   100n   200n   

LR  0,40 0,57 0,14 0,34 

W  0,01 0,20 0,27 0,45 

T  0,36 0,57 0,21 0,38 
 

В случае конкурирующей гипотезы 1
1H , соответствующей SCE-модели с пересекающимися функ-

циями выживаемости, наиболее мощным из рассмотренных критериев оказался критерий отношения 
правдоподобия. При объеме моделируемых выборок 100n   мощность критерия Вальда оказалась 
меньше заданного уровня значимости, при увеличенном объеме выборок 200n   критерий Вальда пока-
зал наименьшую мощность в сравнении с критерием отношения правдоподобия и критерием Никулина. 

В случае конкурирующей гипотезы 2
1H  с расходящимися функциями выживаемости критерии со стати-

стиками LR  и T  уступают по мощности критерию со статистикой W  на всех рассмотренных объемах 
выборок, при этом мощность критерия Никулина больше мощности критерия отношения правдоподо-

бия. Однако, учитывая смещенность критерия Вальда на паре конкурирующих гипотез 0H  и 1
1H , а также 

существенное отличие эмпирических распределений статистик  0|G S H  от соответствующего предель-

ного 2 -распределения, для проверки предположения пропорциональности рисков рекомендуется приме-

нять критерий отношения правдоподобия со статистикой (5) и критерий Никулина со статистикой (8). 
 

Заключение 
 

В настоящей работе сформулирован итеративный алгоритм оценивания регрессионных парамет-
ров и базовой функции риска полупараметрической модели Ксая и SCE-модели. В результате прове-
денного методами компьютерного моделирования исследования статистических свойств оценок пара-
метров моделей показано, что с увеличением объема выборок уменьшаются смещение и дисперсия по-
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лучаемых оценок, тогда как при повышении степени цензурирования смещение и дисперсия оценок 
увеличиваются. 

На основании результатов исследования распределений статистик и мощности критериев отноше-
ния правдоподобия, Вальда и Никулина целесообразно рекомендовать использование критерия отно-
шения правдоподобия и критерия Никулина для проверки гипотезы о выполнении предположения про-
порциональности интенсивностей при построении полупараметрической модели пропорциональных 
интенсивностей Кокса. Применение критерия Вальда для проверки гипотезы как о значимости влияния 
ковариат, так и о согласии с моделью Кокса, сопряжено с возможными ошибками в определении до-
стигнутого уровня значимости ввиду существенных отличий реальных распределений статистики при 
конечных объемах выборок от соответствующих предельных законов. 
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The paper deals with the construction of the Cox proportional hazards model and its generalizations. The considered generaliza-

tions of the proportional hazards model are the Hsieh model and the simple cross-effect model (SCE-model), which allow decreas-
ing, increasing or non-monotonic behavior of the ratio of hazard rate functions. The algorithm of the estimation of regression param-
eters and unknown baseline distribution for the generalized models is developed by using the partial likelihood function. The re-
search on statistical properties of estimates carried out with computer simulations, has shown that the bias and the variance of ob-
tained estimates decrease with the sample size growth. However, the bias and the variance of obtained estimates increase with the 
censoring degree growth. 
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The likelihood ratio test and the Wald test are used for testing hypothesis about parameters of considered models. In this paper, the 
expressions of elements of the matrix of the second partial derivatives by regression parameters of the Hsieh model and SCE-model 
have been obtained. In the case of testing hypothesis about parameters of proportional hazards model and the Hsieh model, the distribu-

tions  0|G S H  of likelihood ratio test statistic and the Wald statistic are independent of covariates values or regression parameters 

values. The difference between the simulated test statistic distributions and the corresponding 2 -distributions decreases with the sam-

ple size growth. The dimension of the covariate vector and the number of estimated parameters affect not only the number of degrees of 
freedom of the limiting distribution, but also the closeness of simulated test statistic distributions to the theoretical distributions: the 
smaller the dimension of the covariate vector the smaller the difference between empirical and limiting distributions for the same sample 

size. In the case of testing hypothesis of insignificance of parameters   and   of SCE-model, the statistic distributions  0|G S H  of 

the Wald test are not close to the corresponding limiting 2 -distributions even for the large sample sizes. 

Basing on the obtained results of research on statistic distributions and the power of considered tests, it is advisable to use the test 
proposed by M.S. Nikulin and likelihood ratio test for checking proportional hazard assumption against the competing hypothesis corre-
sponding to the SCE-model. The application of the Wald test can result in inaccurate computation of p-value because empirical statistic 
distributions significantly differ from corresponding limiting distributions. 
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СОВМЕСТНАЯ ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ЗНАЧЕНИЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ  
ИНТЕРВАЛОВ МЕЖДУ МОМЕНТАМИ НАСТУПЛЕНИЯ СОСЕДНИХ СОБЫТИЙ  
В МОДУЛИРОВАННОМ СИНХРОННОМ ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКОМ ПОТОКЕ 

ПРИ НЕПРОДЛЕВАЮЩЕМСЯ МЕРТВОМ ВРЕМЕНИ  
И УСЛОВИЯ РЕКУРРЕНТНОСТИ ПОТОКА 

 
Рассматривается модулированный синхронный дважды стохастический поток событий в условиях непродлева-
ющегося мертвого времени. После каждого зарегистрированного события наступает время фиксированной дли-
тельности, в течение которого другие события исходного модулированного синхронного потока недоступны 
наблюдению. По окончании длительности мертвого времени первое наступившее событие снова создает период 
мертвого времени и т.д. В работе получена формула совместной плотности вероятностей значений длительности 
интервалов между соседними событиями в модулированном синхронном потоке в условиях мертвого времени. 
Представлены условия рекуррентности рассматриваемого потока, а также его вероятностные характеристики. 
Ключевые слова: модулированный синхронный поток событий; мертвое время; совместная плотность вероят-
ностей значений длительности интервала между соседними событиями потока; условия рекуррентности потока. 

 
В настоящей статье проводится дальнейшее исследование модулированного синхронного потока 

событий, начатое в работах [1−4]. 
Математические модели систем массового обслуживания широко применяются при описании ре-

альных физических, технических и других процессов и систем. В связи с бурным развитием компью-
терной техники и информационных технологий появилась важная сфера приложений теории массового 
обслуживания – проектирование и создание информационно-вычислительных сетей, компьютерных 
сетей связи, спутниковых сетей, телекоммуникационных сетей, объединенных термином «цифровые 
сети интегрального обслуживания» (ЦСИО) [5]. 

На практике параметры, определяющие входящий поток событий, изменяются со временем, при 
этом изменения часто носят случайный характер, последнее приводит к рассмотрению дважды стоха-
стических потоков событий. По-видимому, одной из первых работ в этом направлении стала статья [6], 
в которой дважды стохастический поток определяется как поток, интенсивность которого есть случай-
ный процесс. Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: к первому классу отно-
сятся потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу отно-
сятся потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом 
состояний. Подчеркнем, что потоки второго класса впервые введены в рассмотрение практически одно-
временно в 1979 г. в [7–9]. В [7, 8] введенные потоки названы MC (Markov chain)-потоками, в [9] – MVP 
(Markov versatile processes)-потоками. С начала 90-х гг. отечественные и зарубежные авторы в своих 
работах [10–15] называют введенные в [7–9] потоки событий либо дважды стохастическими потоками 
событий, либо MAP-потоками, либо MC-потоками. В свою очередь, в зависимости от того, каким обра-
зом происходит переход из состояния в состояние, MC-потоки можно разделить на три типа: 1) син-
хронные потоки событий [16–21]; 2) асинхронные и обобщенные асинхронные потоки событий [22–27]; 
3) полусинхронные и обобщенные полусинхронные потоки событий [28–33]. В [34] введены в рассмот-
рение MAP-потоки событий первого порядка (собственно, MAP-потоки, введенные в [9]) и MAP-потоки 
событий второго порядка (суперпозиция двух синхронизированных MAP-потоков первого порядка, от-
личающихся друг от друга исходными параметрами). В [34] показано, что синхронный MC-поток явля-
ется частным случаем MAP-потока первого порядка, асинхронный и полусинхронный MC-потоки яв-
ляются частными случаями MAP-потока второго порядка. 
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В реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, 
либо вообще не известны, либо (что еще более ухудшает ситуацию) изменяются со временем. Вслед-
ствие этого возникают задачи: 1) оценки состояний потока (задача фильтрации интенсивности потока) 
по наблюдениям за моментами наступления событий [24, 27, 29, 33, 35]; 2) оценки параметров потока 
по наблюдениям за моментами наступления событий [16–22, 26, 28, 30–32].  

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий выступает 
мертвое время регистрирующих приборов [36], которое порождается зарегистрированным событием. 
Другие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны наблюдению (те-
ряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродлева-
ющееся мертвое время). В качестве примера приведем протокол CSMA/CD – протокол случайного 
множественного доступа с обнаружением конфликта, широко используемого в компьютерных сетях. 
В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети по сети рассылается 
сигнал «заглушки» («пробки»); в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступившие в 
данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных вызовов. 
Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в него после 
обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего конфликт в 
узле сети. 

В работах [1–4] введен в рассмотрение модулированный синхронный поток событий, являющийся 
обобщением синхронного потока и относящийся к классу MAP-потоков второго порядка. Синхронный 
поток событий систематически исследовался в работах [16–21, 37–41]. В настоящей статье, являющейся 
непосредственным развитием работ [1–4], приведен вывод совместной плотности вероятностей значе-
ний длительности интервалов между соседними событиями модулированного синхронного дважды 
стохастического потока, функционирующего в условиях непродлевающегося мертвого времени. При-
водятся условия рекуррентности рассматриваемого потока, а также некоторые его вероятностные ха-
рактеристики. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный синхронный поток событий (далее поток), интенсивность ко-

торого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс )(λ t  с двумя состояниями: 

0)λ(λλ,λ 2121  . Длительность пребывания процесса )(λ t  (потока) в i-м состоянии распределена по 

экспоненциальному закону с параметром 2,1,α ii . Если процесс )(λ t  в момент времени t находится в 

i-м состоянии, то на полуинтервале  ttt , , где t   достаточно малая величина, с вероятностью 

)(α toti   пребывание процесса )(λ t  в i-м состоянии закончится и процесс )(λ t с вероятностью, рав-

ной единице, перейдет из i-го состояния в j-е (i, j = 1,2, i ≠ j). В течение временного интервала случай-
ной длительности, когда it λ)(λ  , имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью 

2,1,λ ii . Кроме того, переход из первого состояния процесса )(λ t  во второе возможен в момент 

наступления события пуассоновского потока интенсивности 1λ ; переход осуществляется с вероятно-

стью p (0 < p ≤ 1); с вероятностью 1  p процесс )(λ t  остается в первом состоянии. Переход из второго 

состояния процесса )(λ t  в первое возможен также в момент наступления события пуассоновского по-

тока интенсивности 2λ ; переход осуществляется с вероятностью q (0 < q ≤ 1); с вероятностью 1  q 

процесс )(λ t  остается во втором состоянии. В сделанных предпосылках )(λ t   марковский процесс. 

После каждого зарегистрированного события наступает время фиксированной длительности T (далее 
мертвое время), в течение которого другие события потока недоступны наблюдению. Рассматривается 
непродлевающееся мертвое время, т.е. события, наступившие в течение интервала мертвого времени, не 
вызывают его продления. По окончании длительности периода мертвого времени первое наступившее 
событие вновь генерирует период мертвого времени длительности T  и т.д. Вариант возникающей ситу-
ации приведен на рис.1, где 21 λ,λ − состояния процесса )(λ t , 1 2, , ....t t  − моменты наступления наблю-
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даемых событий потока, штриховка – периоды мертвого времени длительности T , ось под номером 1 
отображает исходный модулированный поток событий, под номером 2 – схему создания мертвого вре-
мени, под номером 3 – наблюдаемые события модулированного синхронного потока. 

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Блочная матрица инфинитезимальных коэффициентов примет вид 

10
22

11

222

111

λ)1(λ

λλ)1(

)αλ(α

α)αλ(
DD

qq
pp

D 






 . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(λ t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D   интенсивности переходов из 

состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  − интенсивности 

выхода процесса )(λ t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что если 

2,1,0α  ii , то имеет место обычный синхронный поток событий [40]. 

Подчеркнем, что в постановке задачи принимается первичность наступления события, затем – пе-
реход процесса )(λ t  из состояния в состояние. Данное обстоятельство при получении аналитических 

результатов является несущественным, так как наступление события и переход процесса )(λ t  из состо-

яния в состояние происходят мгновенно. При получении же численных результатов путем имитацион-
ного моделирования необходима определенность, что первично – наступление события, затем смена 
состояния либо наоборот. 

Процесс )(λ t  и типы событий (события пуассоновских потоков с интенсивностями 1λ  либо 2λ )  

являются принципиально ненаблюдаемыми (в сделанных предпосылках )(λ t  – скрытый марковский 

процесс), а наблюдаемыми являются только моменты наступления наблюдаемых событий на временной 
оси ,..., 21 tt . Рассматривается стационарный режим функционирования потока. Последовательность 

моментов ,......,, 21 kttt  наступления событий наблюдаемого потока порождает вложенную цепь Маркова 

 )( kt , т.е. поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать с момента 

kt (момент наступления события потока), k = 1,2, … .  

Обозначим ,2,1,1   ktt kkk , – значение длительности k-го интервала между моментами 

наступления соседних событий наблюдаемого потока. Так как поток функционирует в стационарном 
режиме, то плотность вероятностей значений длительности интервала между моментами наступления 
соседних событий наблюдаемого потока ,0),()(  TkT pp для любого k. Таким образом, без потери 

общности момент наступления события kt  можно положить равным нулю, т.е. 0 . 
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Пусть ,2,1,, 1211   ktttt kkkkkk , – значения длительностей смежных k-го и k+1-го 

интервалов между соседними событиями наблюдаемого потока. В силу стационарности потока можно 
положить k = 1 и рассматривать длительности интервалов ,121 tt  ,232 tt  01  , 02  . Тогда 

01   соответствует моменту 1t  наступления события наблюдаемого потока, а 02   соответствует 

моменту 2t  наступления следующего события наблюдаемого потока. При этом соответствующая сов-

местная плотность вероятностей имеет вид 0,0),,(),( 21211   TkkT pp . 

Основной задачей работы является получение явного вида плотности вероятностей )(Tp  и явно-

го вида совместной плотности вероятностей ),( 21 Tp . В ходе исследования находятся условия рекур-

рентности наблюдаемого потока событий, а также его вероятностные характеристики. 
 

2. Вывод плотности вероятностей )(Tp  
 

Пусть τ   значение случайной величины длительности интервала между моментами наступления 
двух соседних событий наблюдаемого потока (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Интервал между соседними наблюдаемыми событиями потока 
 

Тогда плотность вероятностей )τ(Tp  значений длительности интервала между наступлениями со-

седних событий модулированного синхронного потока, функционирующего в условиях мертвого вре-
мени, запишется в виде 
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где )(~ Tp jk    условная плотность вероятностей того, что на интервале )τ,τ( T  нет событий потока и 

в момент времени τ  имеет место kλ)τ(λ   при условии, что в момент времени Tτ  значение процесса 

jT λ)τ(λ   (j, k = 1,2); )(Tqij   вероятность того, что за время Т процесс )(λ t  перешел из i-го состояния 

в j-е, i, j =1,2; )|0(π Ti   условная стационарная вероятность того, что в момент 0τ   процесс )(λ t  нахо-

дится в состоянии i, событие потока наступило и наступило мертвое время длительности T. 
Обозначим TТt  , . Введем )(tp jk   переходную вероятность того, что на интервале ),0( t  

нет событий потока и в момент времени t  имеет место kt λ)(   при условии, что в момент времени 

0t  значение процесса jλ)0(   (j, k = 1,2). Тогда для введенных вероятностей )(tp jk  имеет место 
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Решая полученную систему дифференциальных уравнений, находим 
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При этом плотности вероятностей )(~)(~ Tptp jkjk  , j, k=1,2, из формулы (1) для плотности вероятно-

стей )τ(Tp  примут вид 

11 11 1 12 2 12 11 1 12 2
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где вероятности )(tp jk  определены в (2). 

Подставляя (2) в (3), затем заменяя t  на Тτ , получаем явный вид плотностей вероятностей 
)(~ Tp jk  , j, k = 1,2: 
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Для введенных вероятностей ( ), , 1,2,ijq i j   имеет место система дифференциальных уравнений 

( T τ0 ): 
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с граничными условиями 
.0)0(,1)0(,0)0(,1)0( 21221211  qqqq  

Решая данную систему дифференциальных уравнений и в полученном решении полагая Tτ , 
находим 
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где 2,1,π ii ,  априорная стационарная вероятность того, что в произвольный момент времени поток 

находится в i-м состоянии [2]. 
Для нахождения вероятностей 2,1),|0(π iTi , из исходной формулы (1) введем ijπ   вероятность 

того, что за время, которое пройдет от момента 0τ   до наступления следующего события наблюдае-
мого потока и реализации розыгрыша состояния потока, процесс )(λ t  перейдет из состояния i в состоя-
ние j,  i, j =1,2. 

Тогда относительно введенных (0 | ), 1,2,i T i   и , , 1,2,ij i j   в силу марковости процесса )(λ t  

будет справедлива следующая система линейных уравнений: 
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выражая из которой вероятности (0 | ), 1,2,i T i   получим 
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При этом для вероятностей ijπ  в силу марковости процесса )(λ t  можно записать следующую си-

стему линейных уравнений: 
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где вероятности ( ), , 1, 2,ijq T i j   определены в (5), , , 1, 2,jkp j k    вероятность того, что в течение ин-

тервала между моментом времени 0t  и моментом наступления следующего события процесс )(λ t  

перейдет из состояния j в состояние k. Тогда 


0
)(~ duupp jkjk . 

Интегрируя полученные в (4) плотности вероятностей )(~ tp jk , j, k = 1,2, получим следующие зна-

чения переходных вероятностей 2,1,, kjp jk : 
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где 21zz  определены в (5). 

Подставляя вероятности 2,1,, kjp jk , из (8) и вероятности 2,1,),( jiTqij , из (5) в уравнения 

(7), получим выражения для вероятностей 2,1,,π jiij : 
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где 2,1,π ii , 21zz  определены в (5). 

После подстановки полученных в (9) вероятностей , , 1,2,ij i j   в формулы (6) выражения для 

2,1),|0(π iTi , запишутся в виде 
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          (10) 

где 2,1,π ii , 21zz  определены в (5). 
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Для нахождения вероятностей 2,1),(π iTi , введем ( | ), 1,2,i T i    – вероятность того, что в мо-

мент времени τ  процесс находится в i-м состоянии, T τ0 . Тогда ( | ), 1,2,i T i      – вероятность 

того, что в момент времени ττ   процесс находится в i-м состоянии, T ττ0 . Рассматривая на 
интервале )ττ,τ(   всевозможные варианты поведения процесса )τ(λ  относительно искомых вероят-

ностей 2,1),|τ(π iTi , можно записать следующую систему дифференциальных уравнений: 

),|τ(π)αλ()|τ(π)αλ()|τ('π

),|τ(π)αλ()|τ(π)αλ()|τ('π

1112222

2221111

TpTqT
TqTpT
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

 

с граничными условиями )|0(π)|τ(π TT ii   для 2,1,0τ  i . 

Решение данной системы примет вид 

,))|0(ππ(π)|τ(π

,))|0(ππ(π)|τ(π
τ)λλαα(

2222

τ)λλαα(
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eTT

eTT
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где , 1,2,i i   определены в (5). 

Подставив в последней формуле для ( | ), 1,2,i T i    вместо τ  значение Т и обозначив 

2,1),|(π iTTi , как 2,1),(π iTi , получим 

,))|0(ππ(π)(π

,))|0(ππ(π)(π
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                                           (11) 

где , 1,2,i i   определены в (5), (0 | ), 1,2,i T i   определены в (10). 

Несложно показать, что 

).()|0(π)()|0(π)(π

),()|0(π)()|0(π)(π
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2121111

TqTTqTT
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                                              (12) 

Подставляя (4), (5) и (10) в (1), учитывая (12) и проделывая достаточно трудоемкие преобразова-
ния, получаем формулу для нахождения плотности вероятностей значений длительности интервала 
между моментами наступления соседних событий в модулированном синхронном потоке при непро-
длевающемся мертвом времени )τ(Tp : 

,τ0,0)τ( TpT   

,τ,))(γ1()(γ)τ( )τ(
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21 TezTezTp TzTz
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где )),(πλ)(πλ(
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T 

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

  2,1z  определены 

в (2), )(π Ti , i = 1,2 определены в (11) .  
 

3. Вывод совместной плотности вероятностей )τ,τ( 21Tp  
 

Пусть 21 τ,τ   значения случайной величины длительности смежных интервалов  между момен-

тами наступления соседних событий наблюдаемого потока (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3. Смежные интервалы между соседними наблюдаемыми событиями потока 
 

Тогда формула для совместной плотности )τ,τ( 21Tp  запишется в виде 
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где (0 | ), 1,2,i T i   определены в (10); ( ), ( ), , , , 1,2,ij ksq T q T i j k s   определены в (5); )τ(~
1 Tp jk  , 

2( ), , , , 1,2,snp T j k s n    определены в (4) (в формулах (4) нужно заменить τ  на 1τ  либо на 2τ ). 
Используя формулу (12) и сделав замены TtTt  2211 τ,τ , несложно получить формулу для 

совместной плотности )τ,τ( 21Tp в виде 
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при этом согласно формулам (1), (12) запишем 
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Подставляя значения 2,1,),( kjTq jk , (5) в формулу (14) и проделывая достаточно трудоемкие 

преобразования, получим разность )()(),( 2121 tptpttp TTT   в виде 
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2
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где (0 | ), 1,2,i T i   определены в (10), 2,1),(π iTi , определены в (11), 1 1( ), ( ), , , 1,2,ij isp t p t i j s    опре-

делены в (4). Тогда  
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2

1
2221 ))(~)(~(

s
ss tptp  примет вид 
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Подставляя ( ), 1,2,i T i   из (11), 2,1),|0(π iTi , из (10), 2,1,,)(~
1 jitpij , из (4) в выражение в 

фигурной скобке формулы (15), затем подставляя (16) в (15), после чего осуществляя обратную замену 
TtTt  2211 τ,τ , получаем формулу для совместной  плотности )τ,τ( 21Tp : 
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где 2,1),0(π ii , определены в формуле (10) для T = 0. 

Можно показать, что произведение ))(γ1)((γ TT   имеет вид 
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     (17) 

где 2,1),0(π ii , определены в формуле (10) для T = 0. 
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Обозначим )(Tf  выражение в фигурной скобке формулы (17). После преобразования )(Tf  при-

мет вид 
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так что для любых 0T  имеем 0)( Tf . 

Тогда окончательно совместная плотность )τ,τ( 21Tp  выпишется в виде 
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                     (18) 

где )(γ T , )(γ1 T  определены в (13). 

 
4. Условия рекуррентности наблюдаемого потока событий 

 
Рассмотрим частные случаи, когда модулированный синхронный поток событий, функциониру-

ющий в условиях мертвого времени, становится рекуррентным потоком. 
1. Из формулы (17) для )τ,τ( 21Tp  следует первое условие рекуррентности наблюдаемого потока. 

Если 01  qp , то совместная плотность (17) факторизуется: )τ,τ( 21Tp )τ()τ( 21 TT pp , 
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При этом плотность вероятностей )τ(Tp  (13) примет вид 
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где 2,1z  определены в (2), 2,1,π ii  определены в (5). 

2. Из формулы (18) для произведения ))(γ1)((γ TT   следует второе условие рекуррентности 

наблюдаемого потока. Если 0)0(π)λα()0(π)λα( 22211  qp , то совместная плотность (17) факто-

ризуется: )τ,τ( 21Tp )τ()τ( 21 TT pp , TT  21 τ,τ , при этом 1)(γ T . 

Тогда плотность вероятностей )τ(Tp  (13) примет вид 

,τ0,0)τ( TpT   

,τ,)τ( )τ(
1

1 Tezp Tz
T    

где 1z  определена в (2). 

Поскольку последовательность моментов наступления событий наблюдаемого потока ,......,, 21 kttt  

порождает вложенную цепь Маркова, то при выполнении одного из вышеперечисленных условий фак-
торизации или их комбинации нетрудно доказать, используя метод математической индукции, что фак-
торизуется и совместная плотность вероятностей )τ,,τ,τ( 21 kTp   для любого k: 

)τ()τ()τ()τ,,τ,τ( 2121 kTTTkT pppp   . Таким образом, наблюдаемый поток является рекуррент-

ным потоком. 
При обсуждении условий рекуррентности необходимо использование результатов, получен-

ных в [1]. 
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Для первого условия факторизации потока 01  qp  апостериорная вероятность )0|λ( 1 ktw  

первого состояния процесса )(λ t  в момент времени kt  наступления события потока имеет вид 

,...2,1,)0|λ( 1  kqtw k . 

Таким образом, апостериорная вероятность )|λ( 1 tw  не зависит от предыстории, а определяется 

лишь своим значением в момент наступления события потока. В данной ситуации имеется некоторая 
близость рассматриваемого потока событий к простейшему потоку в том смысле, что апостериорная 
вероятность первого состояния процесса )(λ t  в моменты наступления событий потока принимает по-

стоянное значение, равное q. 
Для второго условия факторизации потока 0)0(π)λα()0(π)λα( 22211  qp  апостериорная ве-

роятность )0|λ( 1 ktw  первого состояния процесса  )(λ t  в момент времени kt запишется в виде 

 
,...2,1,

)0|λ()λ(λλ

)0|λ(λλ)1(λ
)0|λ(

1212

1212
1 




 k
tw

twqpq
tw

k

k
k . 

То есть апостериорная вероятность )|λ( 1 tw ,  наоборот, будет зависеть от предыстории, несмотря на то 

что поток рекуррентный и плотность вероятностей )τ(Tp  имеет экспоненциальное распределение 

.τ,)τ( )τ(
1

1 Tezp Tz
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5. Вероятностные характеристики и вероятности типов событий наблюдаемого потока 

 
Нетрудно получить вероятностные характеристики наблюдаемого потока, такие как математиче-

ское ожидание длительности интервала между соседними событиями, дисперсия и ковариация. 
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В рассматриваемом потоке присутствуют события двух типов: 1) события пуассоновского потока 

интенсивности 1 ; 2) события пуассоновского потока интенсивности 2 . 

Обозначим )()(
1 Tq i   стационарная вероятность того, что наступившее событие является событи-

ем пуассоновского потока интенсивности iλ , и процесс )(λ t  перешел при этом из 1-го состояние в i-е 

(i = 1,2); )()(
2 Tq i − стационарная вероятность того, что наступившее событие является событием пуассо-

новского потока интенсивности iλ  и процесс )(λ t  перешел при этом из 2-го состояние в i-е (i = 1,2). 

Тогда для введенных вероятностей можно получить следующие явные выражения: 
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где 2,1,π ii , 21zz  определены в (5). 

Тогда стационарную вероятность )(1 Tq  того, что наступившее событие есть событие пуассонов-

ского потока интенсивности 1λ , можно представить в виде 



63 

,
)1(λλ

)π(λπλα
λ)()()(

)λλαα(
2121

)λλαα(
12122

1
)2(

1
)1(

11
2121

2121

Tqp

Tqp

eqpzz
eq

TqTqTq







  

где 2,1,π ii , 21zz  определены в (5). 

Аналогично стационарную вероятность )(2 Tq  того, что наступившее событие есть событие пуас-

соновского потока интенсивности 2λ , можно представить в виде 
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где 2,1,π ii , 21zz  определены в (5). 

Отметим, что )()()|0(π )1(
2

)1(
11 TqTqT  , )()()|0(π )2(

2
)2(

12 TqTqT  . 

 
Заключение 

 
В ходе исследования получен явный вид )τ,τ( 21Tp  совместной плотности вероятностей значе-

ний длительности интервалов между моментами наступления соседних событий модулированного син-
хронного потока событий, функционирующего в условиях мертвого времени. Приведены условия ре-
куррентности потока, а также рассмотрены вероятностные характеристики наблюдаемого потока и при-
веден явный вид таких характеристик, как типы событий потока.  

Данные формулы позволяют произвести оценку параметров потока по наблюдениям за момента-
ми наступления событий потока либо методом максимального правдоподобия, либо методом моментов. 
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In the paper, the modulated synchronous twice stochastic flow of events is considered, which rate is piecewise constant random pro-

cess )(λ t  with two states: )λλ(λ,λ 2121  . The time when process )(λ t  is staying in i-state has exponential probability distribution 

function with parameter 2,1,α ii . During the time random  interval when  it λ)(λ  , there is a Poisson flow with the rate 

2,1,λ ii . A state transition of process )(λ t occurs in arrival moment of  the Poisson flow event, moreover, the passing from the first 

to the second state is realized with probability p, the pas the second to the first state is realized with probability q.  
The flow functions in conditions of dead time, which is one of the falsifying factors of state and parameter estimation of the flow.  

After each registered event there is time of fixed duration T (dead time), during which another flow events is inaccessible for observa-
tion. One considers nonextendable dead time, that is all events, which happen during dead time interval, do not arise its prolongation. 
When duration of dead time period is finished, the first happened event creates dead time period of duration T again, and etc. Note that 
for the flow, which functions in dead time conditions, events are observable if they did not get into dead time interval (events which 
cause its approach). For the flow which functions in dead time absence all events are observable. 

The derivation of the explicit form of the formula for the joint probability density function of the interval duration between adjacent 
events of the observable flow is hold. On the base of the joint probability density function as well as the probability density function is 
obtained before a probability characteristics of the flow such as expectation function, expected mean square and covariance function are 
given. 

A flow characteristic called probability of the observable event type was introduced in the research. There are two types of the con-

sidered flow events: 1) the Poisson flow events of the 1 intensity; 2) the Poisson flow events of the 2 intensity. The formulae for 

introduced probabilities are derived. 
It is proved that the modulated synchronous flow  in condition of fixed dead time is a recurrence flow because its joint probability 

density function is factored under certain conditions. 
The obtained formulae will be used in the future investigation to estimate input flow parameters using the method of moment or the 

maximum likelihood method. 
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СИНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ В МНОГОКАНАЛЬНЫХ  
СИСТЕМАХ ОБСЛУЖИВАНИЯ С ГРУППОВЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ ЗАЯВОК 
 
В работе получены эффективные условия, при которых многоканальную систему массового обслуживания 
можно аппроксимировать моделью бесконечно канальной системы, в последнее время часто используемой при 
моделировании компьютерных сетей. Эти условия основываются на предельной теореме для процесса, описы-
вающего число занятых каналов в бесконечно канальной системе, «моментном» условии Колмогорова–Ченцова 
и других теоретических результатах. 
Ключевые слова: многоканальная и бесконечно канальная системы массового обслуживания; винеровский 
процесс; число занятых каналов. 
 
В последние годы у специалистов по моделированию компьютерных сетей появился большой 

интерес к использованию систем массового обслуживания с бесконечным числом каналов (см., 
например, [1]). Этот интерес во многом обусловлен удобством расчета таких систем из-за отсутствия в 
них очереди и вытекающей отсюда возможности заявкам независимо перемещаться по системе. Однако 
реальные компьютерные сети содержат конечное число каналов, и потому необходимо обосновывать 
использование систем с бесконечным числом каналов к их моделированию.  

В настоящей работе устанавливаются условия, при которых объединение n одноканальных 
систем массового обслуживания в многоканальную приводит при n  к исчезновению очереди (в 
некотором вероятностном смысле). Эти условия основываются на предельной теореме о сходимости 
числа занятых каналов в многоканальной системе к числу занятых каналов в системе с бесконечным 
числом каналов [2] и на предельной теореме о сходимости специальным образом нормированного слу-
чайного процесса, описывающего число заявок, пришедших в систему до момента t, к некоторому пре-
дельному [3], чаще всего винеровскому, процессу. При получении результатов работы использовались 
«моментное» условие Колмогорова–Ченцова [4], оценка вероятности превышения высокого уровня 
гауссовским процессом [5] и принцип инвариантности Донскера–Прохорова [6].  

В качестве исходной одноканальной системы берется система с пуассоновским или 
детерминированным входным потоком и групповым поступлением заявок, в том числе система с 
повторным обслуживанием заявок, особенно часто встречающаяся в приложениях [7]. 

 
1. Вспомогательные утверждения 

 
Рассмотрим схему серий, в которой характеристики n-канальной системы массового 

обслуживания определяются параметром ,n  характеризующим устремляющуюся в бесконечность 

интенсивность входного потока. Обозначим ( )ne t  – количество заявок входного потока, пришедших до 

момента t  включительно, (0) = 0, ( ) = ( ),n ne Me t nm t  где ( )m t   неубывающая функция. Пусть ( )nq t   

количество занятых каналов в системе в момент ,t (0) = 0;n jq   – время обслуживания j -й заявки, 

причем , 1,j j    последовательность независимых и одинаково распределенных случайных величин с 

функцией распределения ( ) ( = 1 ),F t F F  имеющей непрерывную и ограниченную числом f  плот-

ность.  
Теорема 1. Пусть при некоторых > 0, > 0T   выполняются следующие условия: 
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1. Последовательность случайных процессов 
( ) ( )

( ) = n
n

e t nm tx t
n


 при n C   сходится на 

[0, ]T  к стандартному винеровскому процессу ( ),t  умноженному на  .  

2. Справедливо неравенство
0

( ) ( ) < 1.
T

F t dm t  Тогда 
0
sup ( ) = 0, .n

t T
P q t n n

 

   
 

  

Доказательство. В силу сделанных предположений из [2, гл. II, § 1, теорема 1] следует, что 

процесс 
( ) ( )

( ) =
max( ,1)

n
n

q t nQ tz t
n




, где 
0

( ) = ( ) ( ),
t

Q t F u dm u при n C  сходится к процессу  

0
( ) = ( ) ( ) ( ), 0 ,

е
t F t u d u K t t T         

где ( )t   центрированный гауссовский процесс, не зависящий от ( )t  с ковариационной функцией 

0
( , ) = ( ) ( ) ( ).

t
R t t u F v u F v dm v   Тогда при 0 t t u T     имеем 

 2 2 2( , ) = ( ( ) ( )) ( , ) ( , ) 2 ( , )t t u M t t u K R t t R t u t u R t t u              

2 2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) , ( )(2 1).

t t u
M F t u d u F t u v d v u C C K a T f

              
 

 

Следовательно, минимальное число ( )N r  шаров радиуса r  в метрическом пространстве ([0, ], )T  , по-

крывающих отрезок [0, ]T  (здесь ( , )t t u   – полуметрика на [0, ]T ), удовлетворяет неравенству 
2( ) max(1, ),N r TCr  и значит, построенный по относительной энтропии ln ( )N r  интеграл Дадли 

1/2

0
( ) (ln ( )) .

T
T N r dr     Тогда из [5] 

0
( ) 0, .sup

t T
P t u u

 

     
 

 

Так как 
n
n
  при n , то 

0

(1 ( ))
sup ( ) 0.

max( ,1)t T

Q v nP t
n 

 
   

 
 Из C-сходимости случайного 

процесса ( )nz t  к случайному процессу ( )t  при n  следует, что  

0 0 0

(1 ( ))
( ) = ( ) ( ) 0.sup sup sup

max( ,1)
n n n

t T t T t T

Q v nP q t n P q t n P z t
n     

                  
 

Замечание 1. Утверждение теоремы 1 означает сходимость к нулю виртуального времени 
ожидания в n -канальной системе на отрезке времени [0, ]T  и, значит, характеризует исчезновение 

очереди при объединении n  одноканальных систем, n .  
 

2. Основные результаты 
 

Пусть 1 20 t t    – пуассоновский поток точек; ( ) = max( : ), 0,iN t i t t t    пуассоновский 

процесс интенсивности > 0.a  Предположим, что 1 2, ,    – независимые и одинаково распределенные 

случайные величины с неотрицательными целочисленными значениями, 1 1 1 2= , = < ,M f D f    и 

рассмотрим обобщенный пуассоновский процесс 
( )

=1
( ) = .

N t
k

k
S t   Процесс ( )S t  описывает поступление k  

заявок в момент , 1,kt k   тогда входной поток в n -канальную систему массового обслуживания 

определяется равенством 
1

( ) = ( ),
n

n k
k

e t S t

  где 1( ), , ( )nS t S t   независимые копии случайного процесса ( )S t .  

Теорема 2. Если при некотором > 0T  выполнено условие 2 теоремы 1, то справедливо 

соотношение 
0
sup ( ) = 0, .n

t T
P q t n n

 

   
 
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Доказательство. Из первого и второго тождеств Вальда следуют равенства  

 1 2
=1 =1

( ) = , ( ) = .
n n

k k
k k

M S t af nt D S t af nt   (1) 

В силу равенств (1), независимости приращений процесса ( )S t  на непересекающихся интервалах и 

многомерной центральной предельной теоремы получаем, что конечномерные распределения процесса 

1
1

( )
( ) =

n
k

k
n

S t af nt
x t

n



 сходятся к конечномерным распределениям винеровского процесса 

( ), [0, ].t t T   

В свою очередь, в силу определения обобщенного пуассоновского процесса  
2 2

2 1 2 1(| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ) = ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) =sup n n n n
n

M x t x t x t x t D S t S t D S t S t      

2
2 2 2 1 2 2 1 1 2= ( ) ( ) ( ( )) , 0 < < < < .af t t af t t af t t t t t T      

Следовательно, при 2= 2, = 2, = 1, = ( ) ^ 2C a f    выполнено «моментное»  условие Колмогорова–

Ченцова [4]  
1

2 1 2 1 1 2(| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | ) ( ) , < < < .sup n n n n
n

M x t x t x t x t C t t t t t T       

Из [3, глава 3, теоремы 6, 7, следствие 1] приходим к C-сходимости случайного процесса ( )nx t  при 

n   к винеровскому процессу ( ), [0, ],t t T   при 2= af . Тем самым условие 1 теоремы 1 

выполнено, а значит, утверждение 2 полностью доказано.   
Замечание 2. Утверждение теоремы 2 сохранится, если определить случайным процесс ( )ne t  

равенством 1( ) = ( ).ne t e nt   

Замечание 3. Утверждение теоремы 2 сохранится, если исходный пуассоновский поток 

1 20 t t    заменить пуассоновским потоком с интенсивностью ( ) 0a t  , где ( )a t   непрерывная, 

ограниченная функция. В этом случае процесс ( )nx t  при n   C-сходится к случайному процессу 

0
( ( )), ( ) = ( ) ,

t
m t m t a d    где ( )t   стандартный винеровский процесс.  

Замечание 4. Утверждение теоремы 2 сохранится, если исходный пуассоновский поток 

1 20 t t    заменить детерминированным потоком интенсивности 1, а случайный процесс ( )ne t  

заменить на
[ ]

=1

nt
k

k
  и воспользоваться принципом инвариантности Донскера–Прохорова [6]. Тем самым, 

входной поток становится детерминированным с групповым поступлением заявок.  
 

Заключение 
 

В реальных технических приложениях большой интерес вызывают системы с повторными вызо-
вами [7]. Полученные в работе результаты могут быть распространены на один из известных классов 
таких систем. Пусть заявка поступает в многоканальную систему и после ожидания в очереди начинает 
обслуживаться на одном из приборов. По окончании обслуживания может возникнуть необходимость 
повторного обслуживания, которое может начаться на том же приборе, если в этот момент очереди нет. 
В противном случае заявка становится в очередь и дожидается освобождения одного из приборов и т.д. 
Чтобы к такой системе применить теорему 2, необходимо заменить функцию распределения времени 
обслуживания F(t) на функцию распределения суммарного времени обслуживания заявки во всех по-
вторных вызовах. Однако остается открытым вопрос для систем обслуживания с повторными вызовами, 
работающими по другим протоколам, и для многоканальных систем обслуживания в случайной среде. 
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In recent years, experts in a modelling of computer networks have shown great interest to an application of queuing systems with an 

infinite number of channels. This interest mainly is determined by a convenience of such systems calculations because of a queue 
absence and so a possibility for customers to choose channels freely. But real computer networks contain finite numbers of channels. So, 
it is necessary to establish an application of systems with infinite number of channels for their modelling.  

In this paper, we establish conditions, in which an aggregation of n oneserver systems into multiserver system for n  reduce 
to a queue disappearance. These conditions are based on limit theorems on a convergence of a number of busy channels in multiserver 
system to a number of busy channels in a system with the infinite number of channels and on a convergence of specially normed random 
process, described a number of customers arrived into a system up to a moment t to some limit the Wiener process. To obtain these re-
sults, we used the «moment» Kolmogorov-Chencov condition, an upper bound for a probability that a Gaussian process exceeds a high 
level and the Donsker-Prokhorov invariance principle.  

We take as initial a oneserver queuing system with a Poisson or deterministic input flow and group arrivals of customers including 
retrial queuing systems widely used in applications. 

In this paper, a model of n - server queuing system is considered, in which ( )ne t  is a number of customers, arrived in the system up 

to the moment t  inclusively, (0) = 0, ( ) = ( ),n ne Me t nm t  where ( )m t  is a non decreasing function, ( )nq t  is the number of busy 

servers at the moment ,t (0) = 0,n jq   is the service time of j -th customer, , 1,j j   is the sequence of independent and identically 

distributed random variables with the distribution function ( )F t  ( ( ) 1 ( )F t F t  ), which has a continuous and bounded by some 

positive number density.  

Assume that 1 20 t t    is a Poisson flow, ( ) = max( : ), 0,iN t i t t t   is a Poisson process with the intensity > 0,a  

1 2, ,  are independent and identically distributed random variables with integer and positive values, 1 1 1 2= , = <M f D f    

and 
( )

=1
( ) =

N t
k

k
S t   is the generalized Poisson process describing an arrival of k  customers at the moment , 1.kt k   Then, input 

flow into the n channel queuing system is defined by the equality 
1

( ) = ( ),
n

n k
k

e t S t

  where 1( ), , ( )nS t S t  are independent copies of 

the process ( )S t . A main result of this paper is the following statement. 

Theorem. If for some > 0T the inequality
0

( ) ( ) < 1
T

F t dm t  is hold, then 
0
sup ( ) = 0, .n

t T
P q t n n

 

    
 
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In manifold technical applications, there is a large interest to queuing systems with retrial calls. Results obtained in this paper may 
be spread onto one of some known classes of such systems. Assume that a customer arrives in a multichannel system and after a waiting 
begins to be served at some channel. After the end of this service, it is possible to appear a necessity for this customer to repeat a service 
again. This service may be realized at some free channel if it is possible. In opposite case the customer waits for a disposal of some 
channel and so on. To apply Theorem to such system it is necessary to replace the distribution function F(t) by a distribution function of 
a summary service time. But there is a problem how to analyze queuing systems with repeated services which works using another pro-
tocols and multichannel queuing systems in a random environment. 
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ПЕРСПЕКТИВЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ БД, ОТКРЫВАЮЩИЕСЯ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
СОВРЕМЕННЫХ СЕМАНТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ДАННЫХ 

 
Освещаются задачи проектирования схем БД, которые зачастую решаются проектировщиками неосознанно, что 
в дальнейшем усложняет работу и приводит к некорректным и неэффективным результатам. Новые перспекти-
вы открываются с использованием современных семантических моделей, обладающих дополнительными воз-
можностями фиксации семантики. За счет более полного описания предметной области в семантической схеме 
можно существенно автоматизировать процесс проектирования и улучшить качество получаемых схем данных. 
Ключевые слова: семантическая модель данных; OR-модель; ERM-модель; проектирование схем БД; задачи, 
перспективы. 

 
Семантические модели и методика их использования при проектировании схем БД многими неза-

служенно недооцениваются. Действительно, если рассматривать их как возможность наглядного пред-
ставления готовой схемы БД, построенной человеком напрямую в модели конкретной СУБД, то так оно 
и есть – эффект невелик. В таком случае те многочисленные проблемы проектирования, о которых пой-
дет речь в статье, преодолеваются часто неосознанно, интуитивно, без глубокого их анализа и исполь-
зования системного подхода. Многие проектировщики о них даже не подозревают. Важна уже сама по 
себе констатация этих задач проектирования. Представляют интерес также способы разрешения этих 
проблем, которые становятся возможными благодаря именно семантическим моделям. 

В настоящей работе рассматриваются задачи проектирования схем БД и способы их решения 
(возможно, автоматического) с использованием современных семантических моделей «Объект – Роль» 
(OR-модель) [1] и «Сущность – Связь – Отображение» (ERM-модель) [2]. 

 
1. Фиксация представлений и требований пользователей раздельно в удобной для них форме 

 
Начинается работа по созданию системы баз данных с анализа бизнес-процессов предметной об-

ласти (ПрО) и используемых в них данных. Этой информацией во всей полноте, как правило, не владеет 
ни один эксперт по ПрО, каждый отчетливо представляет только свои задачи. А спроектировать в ко-
нечном счете необходимо единую интегрированную БД, обеспечивающую информацией всех участни-
ков всех бизнес-процессов. Причем каждый должен пользоваться своим, удобным ее представлением. 

Следует отметить, что ошибки этапа анализа требований к будущей системе – самые дорогие из 
всех ошибок разработчиков. Их запоздалое исправление зачастую приводит к существенным объемам 
переделок на последующих этапах. Поэтому все требования, полученные от экспертов по ПрО на есте-
ственном языке, должны быть сразу же переведены в ясный, точный, формальный вид и перепроверены 
у экспертов. 

Второй аспект, который необходимо учитывать при знакомстве проектировщиков с ПрО, связан с 
«человеческим фактором». Следует «бережно» относиться к экспертам по ПрО – стараться общаться с 
ними на их языке, не утруждать их визитами, переспросами об одном и том же. А значит, надо изна-
чально максимально полно зафиксировать семантику ПрО, желательно в формальном виде. И на после-
дующих этапах использовать этот артефакт, а не обращаться к экспертам повторно. 
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Порядок выполнения работ по анализу ПрО сложился давно и достаточно традиционен. Т. Хал-
пин видит процесс формализации представлений о ПрО следующим образом: 

«Этот этап жизненного цикла информационных систем называется концептуальным проектиро-
ванием. Иногда его называют анализом, чтобы отличить от последующих этапов логического и физиче-
ского проектирования. Для больших приложений могут выделяться подпроцессы или компоненты, лег-
че поддающиеся анализу, и для них проектируются подсхемы. Впоследствии эти подсхемы интегриру-
ются в глобальную концептуальную схему всей ПрО» [1. С. 51]. «Проектировщики достигают консен-
суса в терминологии, поэтому для совпадающих понятий в подсхемах используются одни и те же тер-
мины» [Там же. С. 62]. 

Осознавая положительные стороны OR-моделирования, самого выразительного среди зарубеж-
ных аналогов нашей модели [3], упомянем о недостатках процедуры проектирования Халпина. 

1. Немногочисленность  и низкий уровень OR-форм представления моделируемого мира (объекты 
и роли) требует изначального приведения многообразных других форм человеческого восприятия к 
этим понятиям. 

2. Унификация терминологии бизнес-процессов вряд ли обрадует отдельные группы экспертов и 
пользователей. 

3. Первоначально построенные подсхемы данных бизнес-процессов служат лишь полуфабрика-
том для интегрированной схемы ПрО. Дальнейшая их судьба не обсуждается. А ведь они являются 
важным источником информации для многих последующих задач проектирования. 

Халпин, сравнивая свою модель с реляционной моделью, правильно утверждает, что «на концеп-
туальном уровне следует использовать понятия, которые близки и понятны людям» [1. С. 7]. Конечно, 
объекты и их роли понятнее кортежей и отношений. Но человеческому представлению, кроме объектов 
и ролей, свойственны понятия «взаимосвязь объектов», «характеристика», «значение характеристики». 
Вместо простой фиксации семантики ПрО в схеме проектировщик вынужден транслировать описания 
моделируемого мира, сообщенные ему экспертом, на скудный язык структур данных OR-модели. 

ERM-модель предлагает широкий набор взаимосвязанных структурных понятий (в том числе 
простых и понятных для человека). Выделение среди них базовых и производных понятий с правилами 
их взаимного преобразования [4] дает возможность проектировщику в каждом случае использовать 
наиболее подходящие структурные понятия. Система проектирования в любой момент может автома-
тически преобразовать схему к нужному понятийному базису. 

При ERM-проектировании на первом этапе создаются подсхемы данных в точном соответствии с 
требованиями пользователей подсистем и с сохранением их представлений и терминологии. Но опреде-
ляются они не по отдельности, а все вместе составляют единую ERM-схему. На последующих этапах 
эти сведения будут положены в основу решения многих задач проектирования. 

Для иллюстрации предлагаемых идей воспользуемся фрагментами схемы медицинской ПрО, опи-
санной в [5] (рис. 1). 

 

    
 

Рис. 1. Фрагменты исходной ERM-схемы медицинской ПрО 
 

На рисунке приведены два различных представления о поставленных пациентам диагнозах: пер-
вое – для бизнес-процесса постановки диагноза (наиболее информативное), второе – для процесса лече-
ния пациента в стационаре. Во втором случае знания о враче, который поставил диагноз, не требуется. 
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Обратите внимание на разницу во множествах связей между пациентами и диагнозам: на левой диа-
грамме оно тернарно, на правой – бинарно. 

 
2. Приведение подсхем к базовым понятиям и определение взаимоотношений  

между элементами разных подсхем 
 

Как уже отмечалось, все современные методики проектирования БД либо изначально предпола-
гают создание интегрированной схемы БД, либо интегрируют ранее созданные подсхемы. И в том и в 
другом случае осуществляется унификация форм представления и наименований явлений ПрО. Это 
приводит к потере семантики, локализованной в подсхемах, и ее повторному выяснению у экспертов по 
ПрО в дальнейшем в ходе создания внешних схем пользователей. ERM-модель позволяет сохранить 
представления и наименования, сложившиеся в разных группах пользователей, и указать, как они взаи-
мосвязаны между собой. 

Источниками различий в подсхемах разных пользователей являются их несовпадения во взглядах 
на те бизнес-процессы, в выполнении которых они участвуют (или не участвуют). Что касается данных 
этих бизнес-процессов, то люди зачастую по-разному решают задачи структурирования информации, 
исходя из своих знаний и интереса к ней. 

Так, во многих семантических моделях для элементов ПрО предлагается три формы данных – 
сущность, связь и значение характеристики (или их аналоги). И для каждого явления ПрО проектиров-
щик должен выбрать лишь одну из них и зафиксировать ее в интегрированной схеме хранимых данных 
(так называемая проблема триализма [6]). Второй задачей структуризации данных является задача пра-
вильного определения структуры связей – важно точно определить, сколько и какие сущности их обра-
зуют [Там же]. Помимо унификации форм данных и структуры связей при интеграции подсхем безвоз-
вратно теряются некоторые ограничения целостности, определяющие специфические бизнес-правила. 

В ERM-моделировании предлагается на этом этапе не отказываться от подсхем данных, а наряду 
с изначальными (возможно, производными) формами данных и ограничений целостности автоматиче-
ски порождать их базовые формы (классы и отображения) и на них с помощью операций и отношений 
между классами и отображениями задавать взаимосвязи между элементами различных подсхем. Для 
этого используются отношения «равенство», «включение», «непересекаемость» – для классов, и «след-
ствие», «эквивалентность», «несовместность» – для отображений. Подобные определения позволят в 
дальнейшем решать автоматически многие задачи проектирования. 

В нашем примере множества связей ПОСТАНОВКА ДИАГНОЗА и ДИАГНОЗ ПАЦИЕНТА явно 
близки по смыслу, но отличаются структурно. В ERM-схеме это можно представить на базовом, более 
выразительном уровне. При переходе на этот уровень явно вводятся реляционные отображения, опре-
деляемые множествами связей (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Диаграммы реляционных отображений ERM-схемы медицинской ПрО 
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Далее с использованием операций над отображениями определяются взаимосвязи между ними 
(рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Диаграммы взаимоотношений отображений ERM-схемы медицинской ПрО 
 

На рисунке указано, что производное отображение, являющееся проекцией базового отображения 
ВРАЧ-ПАЦИЕНТ ДИАГНОЗА на роль ПАЦИЕНТ, эквивалентно базовому отображению ПАЦИЕНТ 
ДИАГНОЗА. Это означает, что для каждого диагноза его связь с пациентом определяется одинаково 
обоими множествами связей. Второй подграф на рис. 3 говорит о том, что и множества диагнозов, по-
лученные с помощью этих множеств связей для любого пациента, совпадают. 

 
3. Определение статуса данных («хранимые – получаемые – частично получаемые») 

 
Переходя от подсхем пользователей к интегрированной схеме БД, проектировщик сталкивается с 

еще одной проблемой – какие данные хранить в БД, а какие получать из них автоматически. Халпин 
выделяет даже три статуса данных – хранимые, получаемые и частично получаемые. 

«Получаемый (derived) факт – это факт, который выводится из других фактов математическими 
вычислениями или логическим выводом. Факт, который нельзя вывести из других фактов, называется 
хранимым или утверждаемым пользователем (asserted) фактом. Для каждого получаемого факта в схеме 
данных задается правило его получения» [1. С. 33]. «Частично получаемый (semiderived) тип фактов 
определяется в том случае, когда ряд фактов этого типа можно вывести, а другие факты будут заданы 
пользователем» [Там же. С. 99]. 

В OR-методике проектирования БД решение задачи определения статуса данных – исключитель-
ная прерогатива человека. Он сам делает конкретный выбор и сам определяет правила получения дан-
ных, фиксируя свое решение в OR-схеме.  

ERM-схема к этому моменту уже содержит все взаимосвязи элементов подсхем, и есть надежда, 
что этой информации будет в большинстве случаев достаточно для автоматического решения проблемы 
«хранимые – получаемые – частично получаемые» (или, по крайней мере, «хранимые – получаемые»). 
В редких случаях система ERM-проектирования может проконсультироваться у человека. Также можно 
автоматизировать процесс определения правил вывода получаемых данных. Вся необходимая для этого 
информация уже задана в ERM-схеме. 

Что касается множеств связей диагнозов с пациентами из нашего примера, то очевидно, что из его 
тернарного варианта легко получить бинарные связи. Обратного преобразования бинарных связей в 
тернарные не существует. Таким образом, тип связей ПОСТАНОВКА ДИАГНОЗА – хранимый, а ДИ-
АГНОЗ ПАЦИЕНТА – получаемый (с помощью операции проекции). 

 
4. Интеграция хранимых элементов схемы 

 
Традиционный подход к проектированию БД (разработка подсхем и их интеграция в общую схе-

му) предлагает человеку именно на этапе интеграции решать все те задачи, о которых речь шла выше. 
Зачастую для сложных ПрО это осуществить отнюдь не просто. 

Многие методики вообще не регламентируют этот процесс, апеллируя к интуиции проектиров-
щика. Другие, более детальные, указывают основную операцию интеграции – объединение элементов 
подсхем, напоминая, что «при этом необходимо разрешить возможные конфликты именования, ликви-
дировать избыточность и неоднозначность» [5. С. 242]. 

В ERM-моделировании задача интеграции схемы на уровне базовых понятий «класс» и «отобра-
жение» решается сама собой после выделения хранимых структур и ограничений целостности. Особен-
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ностью такого моделирования является то, что наряду с этими элементами схемы (и непосредственно с 
ними связана) имеется информация о получаемых структурах, что является основанием для последую-
щей автоматической генерации внешних схем бизнес-процессов. 

 
5. Определение представлений для пользователей 

 
После получения интегрированной схемы необходимо спроектировать подсхемы отдельных поль-

зователей и групп пользователей. «Каждая внешняя схема определяет информационные структуры и 
операции над данными, которые доступны одной группе пользователей» [1. С. 31]. Поскольку эта зада-
ча предполагает создание инструментов, обеспечивающих работу непосредственно с данными, решать 
ее приходится с использованием средств СУБД и в рамках ее модели данных. 

Обычно в этот момент проектировщики вновь обращаются к экспертам с вопросом, что и в каком 
виде они хотели бы видеть в диалоге с системой БД. Эти представления и необходимо реализовать в 
СУБД. Основными инструментами разработчиков в случае реляционной СУБД являются представления 
(view) и триггеры (trigger). Первые обеспечивают необходимые преобразования данных из интегриро-
ванной логической модели во внешнюю схему при чтении информации, вторые реализуют проверки 
данных и обратное преобразование при вводе и изменении данных. Именно эти объекты БД и надлежит 
создать разработчикам системы. Окончательный вид информация для пользователей приобретет после 
разработки специализированных диалоговых и отчетных средств. 

В случае ERM-моделирования внешние подсхемы фактически совпадают с аналитическими под-
схемами. В ходе проектирования элементы этих подсхем ассоциированы с их базовыми эквивалентами 
и снабжены ссылками на хранимые структуры и ограничения целостности. 

Этой информации в ERM-схеме достаточно, чтобы полностью определить внешние схемы поль-
зователей на языке СУБД. В реляционном случае процесс генерации вышеупомянутых представлений и 
триггеров можно автоматизировать. Для получаемых и частично получаемых типов данных в представ-
лениях определяются способы их вычисления из хранимых типов данных. 

Если исходные подсхемы определены в терминах базовых понятий, для удобства восприятия их 
пользователями автоматически строятся представления для подсхем в традиционных «человеческих» 
структурных понятиях «сущность», «связь» и «значение». 

 
6. Приближение подсхемы данных к неподготовленному пользователю 

 
Большое внимание создатели и исследователи семантических моделей и методики проектирова-

ния БД уделяют донесению семантики ПрО, зафиксированной в схеме, до экспертов и пользователей 
будущей системы. В этом им видится одна из задач семантического моделирования. Помимо уяснения 
информационных возможностей схемы эксперты и пользователи могут при этом высказать свои заме-
чания и предложения по ее уточнению и приведению в соответствие с семантикой ПрО. 

Лучшему пониманию семантической схемы способствуют: 
– близкий к человеческому мировосприятию язык схемы; 
– способность представить элементы схемы в виде высказываний естественного языка (вербали-

зация схемы); 
– предъявление простых и понятных примеров данных, удовлетворяющих и противоречащих 

схеме (экземпляризация схемы). 
Вот так освещает эти вопросы Халпин: 
«Модели ПрО представляются экспертам ПрО для проверки как сами по себе, так и с использова-

нием двух дополнительных возможностей: вербализации структур данных и ограничений целостности, 
а также предъявления примеров данных, удовлетворяющих или противоречащих схеме (экземпляриза-
ции)» [1. С. 10]. «В отличие от UML и ER-модели OR-модель построена на лингвистическом базисе. 
Для того чтобы извлечь максимальную выгоду от вербализации и экземпляризации при взаимодействии 
с экспертами по ПрО, лучше использовать язык, который спроектирован специально, в том числе и для 
этого» [Там же. С. 18]. 
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«Некоторые эксперты в состоянии работать с диаграммами, другие – нет. Некоторые из них хо-
рошо понимают правила, выраженные на естественном языке, другие – нет. Но абсолютно все хорошо 
работают с конкретными примерами данных. И хотя нет особой необходимости в том, чтобы эксперты 
работали непосредственно с диаграммами, наличие возможности проиллюстрировать роль непосред-
ственно на диаграмме облегчает задачу проверки проектных решений модельера по поводу тех или 
иных бизнес-правил» [1. С. 16]. 

«Для любого типа фактов можно добавить на диаграмме таблицу фактов, заполненную примера-
ми данных для облегчения процесса проверки ограничений целостности. Каждый столбец такой табли-
цы относится к одной роли» [Там же. С. 10]. «Для двойной проверки ограничений в таблице фактов 
можно представить также контрпримеры. Конкретные примеры помогают эксперту по ПрО определить, 
справедливо ли то или иное правило, указанное в схеме данных. Этот дополнительный способ проверки 
особенно полезен в тех случаях, когда эксперты затрудняются в понимании логических терминов, таких 
как “каждый”, “по крайней мере”, “не более”, “в точности”, “тот же самый” и т.д.» [Там же. С. 11]. 

В качестве иллюстрации сказанного можно привести рис. 4, взятый из монографии Халпина [1]. 
 

 
 

Рис. 4. Экземпляризация с контрпримерами в OR-схеме 
 

Знаками «?» и «??» в OR-схеме и экземпляризации помечены соответствующие друг другу огра-
ничения уникальности роли и контрпримеры. Что касается вербализации, то предполагается, что имена 
типов сущностей (представлены прямоугольниками с закругленными углами) и предиката (представлен 
соединенными прямоугольниками ролей) составляют законченное высказывание «Person reviewed 
Paper» («Человек рецензирует Статью»). 

ERM-модель также имеет лингвистические корни. Отображения, по сути, представляют собой 
предметные функции логики, а последние являются универсальной семантической категорией есте-
ственного языка, с помощью которой можно выразить все значимые выражения языка, кроме предло-
жений и единичных имен [7]. С использованием отображений утвердительные предложения приобре-
тают функциональную форму с ярко выраженными подлежащим и сказуемым. 

Для нашего примера на рис. 1 можно привести следующие вербализующие правую подсхему вы-
сказывания: 

«Врач лечит пациента» 
«Пациент лечится у врача» 
«Пациент имеет диагноз» 
«Диагноз принадлежит пациенту» 
«Врач может лечить нескольких пациентов» 
«Врач может не лечить ни одного пациента» 
«Пациент может лечиться не более чем у одного врача» 
«Пациент может не лечиться у врачей» 
«Пациент может иметь несколько диагнозов» 
«Пациент может не иметь ни одного диагноза» 
«Диагноз должен принадлежать одному и только одному пациенту» 
Первые четыре высказывания носят чисто структурный характер и определяют информативность 

схемы – то, какую информацию БД в состоянии сохранить и вернуть пользователю. Остальные выска-
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зывания представляют собой констатацию бизнес-правил ПрО и отражают ограничения целостности, 
указанные в схеме (рис. 1). А все вместе они позволяют эксперту по ПрО оценить корректность схемы и 
ее адекватность  моделируемому миру. 

 
Заключение 

 
В последнее время, к сожалению, предаются забвению методы структурного анализа и проекти-

рования, а также поддерживающие и автоматизирующие их CASE-средства (Computer Aided Software 
Engineering – разработка программного обеспечения с помощью компьютера). Их бурное развитие в 
1990-х гг. и в начале XXI в. сулило разработчикам информационных систем светлое будущее. Но по 
каким-то причинам оно не настало. Однако ряд исследователей продолжают развивать это направление 
исследований, надеясь, что их усилия не напрасны. 

Представленная работа затрагивает проблемы, которые часто не замечают современные проекти-
ровщики БД. Но от этого их схемы данных не становятся адекватнее, эффективнее и понятнее. Исполь-
зование семантической методики, подкрепленной CASE-инструментами, в которых реализованы пред-
лагаемые в статье идеи, позволит вывести проектирование БД на качественно новый уровень. 
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Semantic models and technique of their use at DB scheme designing are wrongly underestimated by many persons. Frequently se-
mantic scheme is only an illustration of DB scheme created directly in DBMS model. In this case, those numerous problems of design-
ing, about which this article narrates, are overcome without their deep analysis and use of the system approach. The article covers these 
problems of DB scheme designing and ways of their decision (it is possible automatic) with use of the modern semantic models – «Ob-
ject – Role» (OR-model) and «Entity – Relationship – Mapping» (ERM-model). 

All modern DB scheme design techniques either initially assume creation of the integrated DB scheme, or integrate earlier created 
subschemes. Both in that and in the other case, the unification of representation forms and names of application domain (AD) phenome-
na is carried out. It leads to the loss of semantics located in subschemes, and its repeated finding-out at AD experts during creation of 
external user schemes. 

At the first ERM-designing stage data subschemes are created in exact accordance with requirements of subsystem users and with 
preservation of their representations and terminology. But they are defined not separately, and all together make the uniform ERM-
scheme. At the following stage it is suggested to not refuse these data subschemes, and along with primary data forms and integrity con-
straints automatically to generate their base forms (classes and mappings) and to set interrelations between elements of various sub-
schemes by the operations and relations between classes and mappings. In further, similar definitions will allow solving automatically 
many problems of designing. 
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Passing from user subschemes to the integrated DB scheme, the designer faces one more problem: what data should be stored in the 
DB and what data should be derived from stored data automatically. Halpin distinguishes even three statuses of data, namely,  stored, 
derived and semiderived. In OR-technique of DB designing the definition of data status is an exclusive prerogative of a person. He 
makes a concrete choice and he defines data derivation rules, fixing the decision in the OR-scheme. 

By this moment, the ERM-scheme already contains all interrelations of subscheme elements, and there is a hope that this infor-
mation will be in most cases enough for the automatic decision of a problem «stored – derived». Also, it is possible to automate process 
of the derivation rule definition. All necessary information for it also is set in the ERM-scheme. 

After obtaining of the integrated scheme, it is necessary to design subschemes for separate users and user groups. Usually, during 
this stage designers again address to experts with the question, what they would like to see in dialogue with DB system and in what 
form. These representations are also necessary for realizing in DBMS. The basic tools of developers in case of relational DBMS are 
views and triggers. 

In the case of ERM-modeling external subschemes actually coincide with analytical ones. During designing elements of these sub-
schemes are associated with their base equivalents and supplied with references to stored structures and integrity constraints. This in-
formation in the ERM-scheme is enough to completely define external user schemes in DBMS language. In the relational case, the gen-
eration process of the above mentioned views and triggers can be automated. For derived and semiderived data types rules of their cal-
culation from stored data types are defined in views. 

Founders and researchers of semantic data models and DB designing technique give also the much attention to the bringing of AD 
semantics, fixed in schemes, to experts and users of the future system. 

There are features promoted the best understanding of the semantic scheme: 
- similar to human perception language of the scheme; 
- ability to present elements of the scheme as statements of a natural language (verbalization); 
- presentation of simple and clear data examples, satisfying and contradicting to the scheme (fact population). 
Use of the semantic technique supported by CASE-tools in which ideas offered in this article are realized, will allow to lead DB de-

signing to qualitatively new and higher level. 
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С развитием информационных технологий вопрос качества программного обеспечения становит-

ся все более острым. Проектируемые системы становятся все больше и сложнее, что затрудняет как до-
бавление нового функционала, так и поиск и исправление различных ошибок. Автоматизация процесса 
поиска аномалий, антипаттернов и недостатков способствует улучшению качества разрабатываемого 
программного обеспечения (ПО), существенному уменьшению времени и стоимости работ. Кроме того, 
анализ разрабатываемого ПО на наличие различных шаблонов проектирования, отсутствие ошибок поз-
воляет более объективно оценить квалификацию разработчика. 

В данной статье проводится обзор литературы, посвященной проблеме обнаружения различных 
артефактов (паттернов, недостатков, ошибок, антипаттернов и др.) в исходном коде ПО, документации 
и других источниках информации. Осуществляется систематизация найденных подходов по ряду при-
знаков. 

Первый раздел посвящен перечню объектов для анализа. Во втором разделе рассмотрены различ-
ные источники информации для анализа. Третий раздел содержит перечень наиболее популярных мето-
дов обнаружения артефактов. В четвертом разделе проведен обзор существующих реализаций рассмот-
ренных подходов. 

 
1. Объекты анализа 

 
Подходы, предлагаемые для поиска артефактов, можно классифицировать по целому ряду при-

знаков. Начать рассмотрение следует с классификации по объектам анализа. В качестве цели для поиска 
могут выступать следующие артефакты: 

1. Паттерны проектирования – архитектурные решения, представляющие собой решение некото-
рой часто возникающей проблемы проектирования в типичном контексте. Например, реализация пат-
терна Декоратор (Decorator) [1] позволяет посредством оборачивания динамически изменять функцио-
нал объекта без порождения громоздкого набора подклассов.  

Среди авторов, исследования которых посвящены анализу кода и / или документации, поиск пат-
тернов проектирования является наиболее популярной темой [2–17].  

Обнаружение паттернов в исходном коде является важной частью обратного проектирования. Ав-
томатизация данного процесса позволяет существенно увеличить качество собранной информации и 
уменьшить затраты, как временные, так и материальные. 

Авторы статьи [3] предложили подход как для поиска реализаций паттернов, так и для их провер-
ки на соответствие стандартному представлению [1]. 
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2. Антипаттерны, нарушения принципов проектирования, недостатки кода. 
Антипаттерны – неудачные архитектурные решения часто возникающих проблем проектирова-

ния. В качестве примера можно упомянуть Божественный объект (God object, Blob) [18]. Создание объ-
екта с очень широким функционалом противоречит принципу ООП «разделяй и властвуй» [19].  

Поиску данных артефактов посвящены исследования [20–27]. Первый подход [26] по этой тема-
тике подразумевал ручной поиск недостатков в UML-диаграммах [28], в более современных исследова-
ниях используется автоматизированный поиск. 

Обнаружение антипаттернов и других недостатков проектирования позволяет повысить качество 
разрабатываемых приложений. Кроме того, антипаттерны могут быть причиной ошибок, которые не 
поддаются обнаружению с помощью классических методов тестирования. 

3. Микропаттерны. 
Поиск паттернов проектирования в автоматическом режиме является нетривиальной задачей в 

силу своей сложности и нечеткой формализации условий, идентифицирующих их. Это может приво-
дить к ошибочным результатам при попытках распознавания. 

С другой стороны, если опуститься на более низкий семантический уровень, который приближен 
к конкретной реализации (технологии), то паттерны могут быть описаны в четких терминах данной 
технологии. Подобного рода паттерны были названы отслеживаемыми (англ. traceable patterns) [29]. 
Данные паттерны могут покрывать различные по величине модули, начиная с фрагментов кода, закан-
чивая пакетами (в контексте модулей Java). Отслеживаемые паттерны, ограничивающиеся рамками од-
ного класса / интерфейса, были именованы в [29] как микропаттерны. 

Авторами статьи [29] был выдвинут набор микропаттернов, которые можно описать простыми 
средствами, предлагаемыми языком программирования Java. Данный набор представляет собой основ-
ные способы проектирования отдельных классов, которые используются разработчиками. В качестве 
примера можно привести паттерн Запись (англ. Record) – класс, в котором все поля имеют модификатор 
доступа public и не имеют ни одного объявленного метода. 

Это, в свою очередь, даёт фундамент для определения более сложных конструкций, область кото-
рых выходит за рамки конкретного класса. 

 
2. Исходные данные для анализа 

 
Вторым основанием для классификации подходов для обнаружения артефактов является источ-

ник данных для проведения анализа. В литературе выделяют три типа анализа: 
1. Статический анализ – анализ исходного кода и документации. 
Статический анализ можно разделить на ряд этапов: на первом этапе осуществляются семантиче-

ский разбор источника и генерация некоторого внутреннего представления классов и отношений между 
классами. Затем данное представление анализируется (методы анализа представлены в разделе 3) на 
наличие искомых артефактов. На финальном этапе результаты анализа передаются пользователю. 

Большинство исследований, посвященных DPD (Design Pattern Detection – обнаружение паттер-
нов проектирования), основано на статическом анализе. Методики анализа исходного кода приложения 
описаны в литературных источниках [2, 4, 6–12, 14, 16, 17, 20–25, 27, 29]. В качестве языка программи-
рования для написания исходного кода наиболее популярными являются Java и C++. Канадскими ис-
следователями был изучен вопрос распознавания паттернов в системах на языке Эйфель в статье [17]. 
Для тестирования реализаций большинство исследователей использовали известные библиотеки с от-
крытым исходным кодом на соответствующем языке. 

Главным недостатком данного подхода является ориентированность на определенный язык про-
граммирования. Исходный код приложений, написанный на других популярных языках программиро-
вания (С#, Objective C, PHP и др.), не может быть проанализирован с помощью инструментов, предна-
значенных для анализа исходного кода на языке Java. 

Положительной стороной данного подхода является возможность проведения анализа на любом 
этапе разработки программного обеспечения, подразумевающем наличие исходного кода. 
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Некоторые подходы подразумевают использование UML-диаграмм [28] в качестве документации 
для анализа. Примеры методик анализа диаграмм описаны в источниках [3, 13, 15, 26]. Анализ диа-
грамм UML позволяет устранить ориентированность на определенный язык, однако необходимо под-
держивать диаграммы в актуальном состоянии и отображать на них максимально возможное количе-
ство информации. Кроме того, необходимо учитывать формат хранения данных, использующийся в 
case-инструментах для создания UML-диаграмм. 

2. Динамический анализ – анализ приложения во время выполнения. 
В отличие от статического анализа, динамический подразумевает анализ поведения приложения в 

процессе работы. Происходит сбор информации о сообщениях, посылаемых между объектами, с учетом 
времени. На основе этих данных строится внутреннее представление, в котором осуществляется поиск 
артефактов по поведенческим признакам. 

Достоинством динамического анализа является способность распознавать артефакты, одинаковые 
статически, но разные по поведению. Пример динамического анализа описан в работе [5]. 

3. Комбинированный анализ – комбинация статического и динамического анализа. 
Данному виду анализа посвящены исследования [5]. Статический анализ исходного кода приме-

няется для выявления «кандидатов», динамический анализ – для проверки «кандидатов» на соответ-
ствие тому или иному паттерну проектирования. Данный подход более точен, однако объединяет до-
стоинства и недостатки двух вышеописанных подходов. 

 
3. Методы обнаружения артефактов 

 

В исследуемых подходах предлагаются следующие стратегии обнаружения: 
1. Метрики программного обеспечения. 
Метрикой ПО называют меру, позволяющую получить численное значение некоторого свойства 

ПО. В качестве примера рассмотрим метрику, используемую авторами статьи [23], для обнаружения 
антипаттерна Божественный класс (God object) – взвешенное число методов (Weighted Method Count). 
Формула данной метрики  

 
1

n
i

i
WMC c


  , (1) 

где ic   цикломатическое число Маккейба (2). Для каждого метода строится ориентированный граф, 

при этом вершины графа соответствуют участкам кода с последовательными вычислениями без опера-
торов ветвления и цикла, дуги соответствуют ветвям выполнения программы. Каждая вершина должна 
быть достижима из начальной, конечная вершина достижима из любой другой вершины. 

 2i i i ic e n p     (2) 

где ei  количество дуг графа, построенного для i-го метода, ni  количество вершин такого графа, pi – 
число компонент связности такого графа. 

Принадлежность класса к антипаттерну Божественный объект авторы [23] определяют по следу-
ющему правилу: 
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где ATFD(C)  число классов, атрибуты которого запрашиваются в методах класса C, TCC(C) – относи-
тельное число непосредственно связанных методов класса С. (WMC(C), TopValues(25%)) означает, что 
значение WMC(C) должно входить в 25% наибольших значений WMC среди всех классов множества S. 
HigherThan(1) означает, что ATFD(C) должен быть больше или равен 1. (TCC(C), BottomValues(25%)) 
означает, что значение TCC(C) должно входить в 25% наименьших значений TCC среди всех классов 
множества S. 

Инструмент для анализа MARPLE [2] также использует метрики при анализе исходного кода и 
выявлении паттернов. 
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2. Графы. 
В тематике DPD графы чаще всего используются для представления связей между классами, объ-

ектами классов. В некоторых исследованиях [11, 24] используется абстрактный синтаксический граф 
(Abstract Syntax Graph – ASG [30]) как способ представления информации о системе. 

2.1 Мера схожести. 
Примером использования графов в обнаружении артефактов является подход, предложенный гре-

ческими исследователями Николасом Цанталисом и др. [16]. В данном подходе для обнаружения пат-
тернов проектирования используется мера схожести между графами. В качестве узлов графа выступают 
классы, в качестве ребер – отношения между классами (ассоциации, генерализации и др.). Для вычис-
ления схожести между графами используется следующий метод: графы, соответствующие искомому 
паттерну (GA с nA вершин) и рассматриваемому подмножеству классов (GB с nB вершин), представлены в 
виде матриц смежности. Данные матрицы обрабатываются с помощью специального итеративного ал-
горитма: Z0 матрица nB×nA, заполненная единицами; на каждой итерации значение вычисляется по фор-
муле (3) до тех пор, пока результат не сойдется.  
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где A, B – матрицы смежности графов GA и GB соответственно.  
Результат работы алгоритма – матрица S, равная последнему значению Zk. Элемент sij описывает 

схожесть вершины j из GA с вершиной i из GB. Затем все матрицы S, полученные для каждого типа от-
ношений, суммируются, результат нормируется. Схожесть искомого паттерна и рассматриваемого под-
множества классов определяется экспертной оценкой на основе полученных данных. 

Обнаружение подобия между графами позволяет находить паттерны, отличающиеся от их стандарт-
ного представления [1]. Кроме того, авторы заявляют, что их подход обнаруживает иерархии паттернов. 

2.2. Максимальный изоморфный подграф, дерево решений. 
Нахождение подобия между графами может быть сведено к задаче нахождения максимального 

изоморфного подграфа. Сложность поиска повышается в силу перебора всех возможных изоморфиче-
ских перестановок для каждого подграфа. В качестве оптимизации авторы статьи [13] используют дере-
во принятия решений, проход по которому может породить любую возможную перестановку подграфа. 
Далее вместо полного набора изоморфных перестановок подграфов необходимо использовать соответ-
ствующее каждому подграфу дерево решений. Таким образом, для того чтобы определить сходство 
паттерн-графа и некоторого подграфа системы-графа, необходимо пройтись по соответствующему де-
реву решений и получить ответ о возможности порождения данным деревом перестановки подграфа, 
равного паттерн-графу. 

2.3. Максимальный изоморфный подграф, генетический алгоритм.  
Использование графов и генетического алгоритма для обнаружения паттернов предложили индий-

ские исследователи Р. Синх Рао и М. Гупта [15]. В качестве источника данных они используют UML-
диаграммы классов, которые преобразуются в графы по специальным правилам: вводятся дополнительные 
отношения наследования и агрегации по принципу транзитивности; строится граф, вершины которого соот-
ветствуют классам, ребра – отношениям между классами. Для каждой вершины определяется вектор 
t = (t1,t2,t3,t4), строящийся по правилам: t1=1, если соответствующий класс связан ассоциацией с другим 
классом, иначе 0; t2=1, если соответствующий класс связан агрегацией с другим классом. Значение t3 опре-
деляется наличием отношения наследования, t4 – зависимостью. Аналогичные вектора e = (e1,e2,e3,e4) вво-
дятся для ребер графа (значения зависят от типа отношения, представленного данным ребром). Хромосома 
для генетического алгоритма – матрица С размерности n×m, где n – число вершин графа, соответствующего 
паттерну, m – число вершин графа, соответствующего рассматриваемому подмножеству классов. Хромосо-
мы для первой итерации строятся случайным образом. Функция приспособленности имеет вид 
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Скрещивание происходит путем соединения двух матриц (некоторых столбцов и строк). Мутация 
заключается в случайной перестановке элементов матрицы из одной строки в другую. Отбор осуществ-
ляется по минимальным значениям функции приспособленности. Результатом работы генетического 
алгоритма является матрица C – матрица соответствия вершины i графа-паттерна и j – графа-
подсистемы. 

Данный подход предложен впервые, рабочий прототип находится в разработке, поэтому пока нет 
никаких данных о результатах тестирования. 

3. Визуальный анализ. 
В качестве полуавтоматического метода обнаружения артефактов в статье [21] был предложен 

подход, в котором большое количество табличных данных наглядно представляются через визуальные 
атрибуты геометрического объекта (цвет, высота, поворот прямоугольного столбика и т.д.). Над данны-
ми геометрическими объектами могут проводиться различные операции (фильтрация, группировка и 
т.д.) для облегчения принятия окончательного решения экспертами. 

4. Байесовская сеть доверия. 
Авторы статьи [22] используют байесовскую сеть для обнаружения антипаттернов. Задача поиска 

сводится к задаче классификации с двумя возможными исходами: антипаттерн и неантипаттерн. В ка-
честве входных данных используются вектора значений ряда метрик (число объявленных методов, чис-
ло атрибутов и др.). Для формирования сети, соответствующей искомому антипаттерну, авторы исполь-
зуют методику Goal Question Metric [31]. Методика подразумевает разделение шагов на три уровня: 
концептуальный (цели), операционный (вопросы), уровень качества (метрики). На концептуальном 
уровне необходимо определить объект поиска. Операционный уровень вводит ряд вопросов, использу-
ющихся для определения объекта поиска, например симптомы антипаттернов. Уровень качества подра-
зумевает ответы на вопросы в измеряемом виде, например метрики для измерения свойств программно-
го обеспечения. На основании данной информации строится сеть доверия, причем входные вершины 
соответствуют вопросам операционного уровня, выходная вершина содержит вероятность того, что 
класс является антипаттерном. 

5. Java-аннотации. 
В статье [14] для обнаружения паттернов проектирования предложено использовать Java-

аннотации. По мнению авторов, такие аннотации, как @abstract, @instantiation и другие, могут указы-
вать на реализации паттернов Одиночка, Адаптер и др. Для обнаружения возможных кандидатов в вы-
шеупомянутой статье также применяются регулярные выражения и SQL-запросы. 

6. Предикаты. 
Применение предикатов для принятия решения о наличии паттерна рассмотрено в источниках [4, 

6, 8, 9]. Принадлежность к определенному паттерну определяется посредством комплексной формулы 
логики предикатов. Исследуемые входные данные (какого-либо типа, например исходный код, структу-
ра диаграммы классов UML и т.д.) представляются как набор термов, подставляемых в целевую форму-
лу. На выходе вполне естественный ответ о принадлежности исходного набора термов области истин-
ности целевого предиката. Подход удобен с точки зрения анализа и реализации своей четкой формали-
зацией требований, однако этот же аспект создает существенные проблемы на этапе формирования этих 
требований. К примеру, в статье [8] для решения подобных проблем искомые паттерны и анализируе-
мый исходный код преобразуются в конструкции на языке OWL (Web Ontology Language [32]). 

7. Операции с битовыми массивами. 
Необычный способ поиска паттернов в исходном коде предложили исследователи из Монреаля 

[10]. Они используют итеративный алгоритм, который с помощью побитовых логических операций над 
векторами обнаруживает реализацию паттерна в приложении. Для исходного кода создается UML-
подобное графическое представление, на основе которого строится ориентированный граф (вершины – 
классы, ребра – отношения между классами). Полученный граф автоматически достраивается до эйле-
рова графа, строится минимальный эйлеров цикл. На основе эйлерова цикла формируется строчное 
представление исходной системы, которое преобразуется в набор битовых векторов. Аналогичные опе-
рации проводятся для искомых паттернов. Логические операции над набором векторов системы и набо-
ром векторов искомого паттерна позволяют обнаружить реализацию паттерна в системе. 
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8. Разбор текстового представления визуального языка 
Метод, описанный в статье [7], делится на два этапа. Первый этап заключается в следующем: для 

исходного кода строится представление на специальном визуальном языке, отражающем отношения 
между классами. Это представление преобразуется в строковое выражение. Паттерн задается опреде-
ленной грамматикой, которая определяет некоторое допустимое подмножество возможных порождае-
мых выражений. Проверяется принадлежность текущего выражения данному подмножеству на основе 
LR-анализа. Принадлежность говорит о возможном существовании паттерна в рассматриваемой подси-
стеме. Пример грамматики для паттерна Адаптер (Adapter) приведен ниже: 

a) AdapterPattern  1_2 INHERITANCE 1_1 Adapter 1_1 ASSOCIATION 2_1 Adaptee 
b) Target   CLASS  
∆:{Target1 = CLASS1} 
c) Adapter   CLASS  
∆:{Adapter1 = CLASS1} 
d) Adaptee CLASS  
∆:{Adaptee1 = CLASS1}  
Правила порождения b – d определяют нетерминальные Target, Adapter, Adaptee как терминаль-

ный символ CLASS, правило a определяет паттерн Адаптер как нетерминальный Target, связанный 
терминальным символом INHERITANCE с нетерминальным Adapter, который, в свою очередь, связан 
терминальным ASSOCIATION с нетерминальным Adaptee.  

На втором этапе осуществляется проверка участков исходного кода – кандидатов, обнаруженных 
на первом этапе. Данный подход, как утверждают авторы, зарекомендовал себя для обнаружения струк-
турных паттернов. 

Помимо вышеперечисленных, исследователями предложены различные методы ручного поиска 
артефактов [26].  

 
4. Существующие реализации 

 
На основе некоторых из описанных подходов [2–8, 11, 12, 14, 17, 22, 23, 25, 27] авторами были 

разработаны соответствующие реализации. Большинство из них являются плагинами для IDE Eclipse и 
осуществляют анализ исходного кода на языке Java. Для тестирования таких плагинов использовались 
открытые исходные коды популярных фреймворков (JHotDraw и др.). Таким образом, сравнение каче-
ства и скорости обнаружения артефактов возможно только для нескольких реализаций. 

Автор инструмента для обнаружения паттернов PDE [5] в своей диссертации провел сравнение 
инструмента с такими аналогами, как FUJABA [11] и PINOT [12]. Помимо того факта, что аналоги не 
поддерживают часть паттернов GoF [1], они продемонстрировали худшие результаты при распознава-
нии таких паттернов, как Прототип (Prototype), Компоновщик (Composite) и Состояние (State) [1]. 

Инструмент DRT [14] в сравнении с PINOT [12] выдал практически одинаковые результаты, вы-
игрывая в определении Фабричного метода и проигрывая для паттерна Посетитель. Сравнение с FU-
JABA [11] продемонстрировало полное превосходство DRT [14]. 

Подходы для обнаружения антипаттернов также имеют несколько реализаций. Разработчики ин-
струмента BDTEX [22] утверждают, что их приложение обнаруживает реализации антипаттерна Блоб 
(Blob, God object) [18] лучше, чем инструмент Detex [25].  

Помимо плагинов для анализа исходного кода, в сети Интернет доступна реализация подхода для 
рефакторинга паттернов проектирования в UML-диаграммах [3]. Данная реализация встроена в инстру-
мент для создания UML-диаграмм ArgoUML. 

Проблема тестирования и сравнения различных реализаций DPD-подходов стала настолько 
острой, что итальянскими исследователями [33] было создано веб-приложение для сравнительного ана-
лиза инструментов обнаружения паттернов. На данный момент в нем содержится девять Java-
фреймворков как источников данных для поиска и четыре инструмента анализа для сравнения.  
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Заключение 
 

Анализ литературы показал, что тематика DPD достаточно популярна. Написано большое количе-
ство печатных работ, предложена масса подходов для поиска не только паттернов, но и различных не-
достатков. Разработано несколько рабочих решений, позволяющих проводить анализ исходного кода. 
Также существует решение для анализа UML-диаграмм. 

Предложенные исследователями методики имеют как достоинства, так и недостатки. Основным 
недостатком большинства предложенных подходов является зависимость от конкретного языка про-
граммирования. Необходимо проводить работу в области анализа UML-диаграмм и других независи-
мых от языка реализации источников информации. 
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In this paper, the review of the literature dedicated to the detection of the different artifacts (patterns, defects, errors, antipatterns and 

etc.) in software source code, documentation and other information sources is given.  The systematization of the approaches on several 
grounds is achieved.  

In the study approaches the following artifacts can  be used  as the purpose for the search: 
1. Design patterns.  
Patterns detection in the source code is important part of the reverse design. The automation of this process makes it possible to sig-

nificantly increase the quality of the collected information and to decrease both time and material costs. 
2. Antipatterns, design principle violations, code defects. 
Antipatterns and other design defects detection makes it possible to increase the quality of developed applications.  
3. Micro pattern is traceable patterns, which are limited by the one class/interface. Their detection creates foundation for determin-

ing  more complex constructions. 
 Secondly, the classification of approaches is based on the data source for conducting the analysis. There are 3 types of the analysis 

in the literature: 
1. The static analysis is the analysis of the source code and documentation. 
Programming languages Java and C++ are the most popular for source code writing. Also, some researchers use UML-diagrams as 

documentation for analysis. 
2. The dynamic analysis is that of application in runtime. Java-bytecode is used as the source data.  
3. The combined analysis is combination of static and dynamic analysis. The static analysis of the source code is used for the detec-

tion of “candidates”, dynamic analysis is used for checking “candidates” if they correspond to one or another design pattern. 
The following detection strategies are proposed in the  study approaches: 
1. Metrics. 
2. Graphs. 
3. Visual analysis. 
4. Bayesian Belief Networks.  
5. Java-annotations. 
6. Predicates. 
7. Bit arrays operations. 
8. Analysis of textual representation of visual language. 
Besides those enumerated above, researchers proposed the different methods of the manual detection of artifacts.  
The corresponding realizations were developed by authors on the base of several described approaches. The most of them are IDE 

Eclipse plugins and analyses Java source code. Open source code of popular frameworks  (JHotDraw and etc.) is used for testing such 
plugins. 

Approaches for antipatterns detection so have several realizations.  
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Besides plugins for source code analysis, the approach realization for design patterns refactoring in UML-diagrams is accessible in 
the Internet.  

The analysis of literature showed that the DPD issue is sufficiently popular. The procedures proposed by researchers have both ad-
vantages and disadvantages. The main disadvantage in the majority of the approaches proposed is dependence on the concrete pro-
gramming language. It is necessary to perform work in the domain of the analysis of UML- diagrams and others language information 
sources, which are independent of the realization. 
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