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В большинстве работ, посвященных исследованиям продолжительности жизни, при построении 
моделей выживаемости учитывается зависимость вероятности наступления системного события от зна-
чений ковариат [1–3]. При этом системное событие может представлять собой изменение определенных 
биохимических показателей, смерть тяжелобольного пациента, наступление ремиссии или рецидива 
заболевания при условии получения некоторого вида лечения или другие события. В качестве ковариат, 
в свою очередь, могут выступать как внутренние свойства объектов исследования (возраст, пол или 
наличие хронических заболеваний), так и условия проведения эксперимента (вид терапии или наличие 
вспомогательных видов лечения), которые могут оказывать влияние на время наступления исследуемо-
го события. 

Одной из первых моделей зависимости вероятности наступления системного события от ковариат 
является модель пропорциональных интенсивностей Кокса [4]. Данная модель получила широкую по-
пулярность благодаря двум неоспоримым преимуществам. Во-первых, модель пропорциональных ин-
тенсивностей учитывает цензурированные наблюдения, наличие которых является типичным для задач 
анализа выживаемости. Действительно, не для всех наблюдаемых в исследовании объектов можно точ-
но определить время наступления системного события, можно лишь утверждать, что системного собы-
тия не произошло до некоторого момента времени, такие неполные наблюдения называют цензуриро-
ванными. Во-вторых, для данной модели существует простая процедура непараметрического оценива-
ния неизвестной базовой функции риска и регрессионных параметров [10]. 

Несмотря на все преимущества и насчитывающую десятилетия историю использования модели 
пропорциональных интенсивностей Кокса, вопросы о проверке предположения пропорциональности 
рисков и о корректности использования данной модели в случае непостоянного во времени отношения 
рисков наступления системного события при разных значениях ковариат остаются открытыми [5–7]. 
В [8] предложена модель Ксая, которая является обобщением модели пропорциональных интенсивно-
стей Кокса и позволяет описывать пересекающиеся при разных значениях ковариат функции выживае-
мости, т.е. непропорциональные риски наступления системного события. Кроме этого, в [1, 9] приведе-
на модель с пересечением функций выживаемости (SCE – simple cross-effect model), позволяющая опи-
сать не только пересекающиеся функции выживаемости, но и приближающиеся или отдаляющиеся друг 
от друга функции при разных значениях ковариат. Основной сложностью построения обобщенных мо-
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делей является необходимость одновременного оценивания регрессионных параметров, в том числе 
обобщающих, и неизвестного базового распределения. Более того, при построении вероятностных мо-
делей выживаемости требуется определение степени влияния ковариат на функцию выживаемости, для 
чего проверяется гипотеза о незначимости регрессионных параметров с использованием критерия от-
ношения правдоподобия или критерия Вальда. 

Таким образом, целью данной работы являются разработка алгоритма оценивания регрессионных 
параметров и базовой функции риска при построении полупараметрической модели Ксая и модели с 
пересечением функций выживаемости, исследование распределений статистик и мощности критериев 
проверки гипотезы о параметрах моделей и критерия проверки предположения о пропорциональности 
рисков. 

 
1. Описание моделей 

 
Пусть xT  – неотрицательная случайная величина, определяющая время наступления системного 

события, которое зависит от вектора ковариат  1 2, ,..., mx x x x  . Функция выживаемости определяется 

соотношением      1x x xS t P T t F t    , а кумулятивная функция риска – выражением 

      
0

ln
t

x x xt u du S t     . Результаты эксперимента могу быть представлены в следующем виде: 

     1 2
1 1 2 2, , , , , ,..., , ,n

n nt x t x t x   , 

где n  – объем выборки, ix  – значение вектора ковариат для i-го объекта, min{ , }i i it T C  – время наступ-

ления системного события iT  или момент цензурирования iC , i  – индикатор цензурирования, 

 1 ,  1,...,i i iT C i n    . 

Модель пропорциональных интенсивностей определяется следующим соотношением [4]: 

     0; expx t x t     ,                                                         (1) 

где   – m -мерный вектор параметров регрессии,  0 t – базовая кумулятивная функция риска. 

В соответствии с моделью пропорциональных интенсивностей отношение функций интенсивно-

сти при разных значениях ковариаты x  не зависит от времени: 
 
 

exp( )

( ) exp
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x b
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

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

 
. 

Модель Ксая получена путем возведения базовой функции риска в степень  exp T x , позволяет 

описать непостоянное отношение функций интенсивности и имеет следующий вид: 

        exp
0; , exp .

x
x t x t


 

                                                          (2) 

Регрессионные параметры   и обобщающие регрессионные параметры γ являются m -мерными. 

При 0   данная модель является моделью пропорциональных интенсивностей, тогда как при 0   

функции интенсивности при разных значениях ковариат пересекаются [8]. Отношение интенсивностей 
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 монотонно. 

SCE-модель, предложенная в [9], позволяет получить не только пересекающиеся функции выжи-
ваемости, но и приближающиеся и отдаляющиеся друг от друга функции при разных значениях ковари-
ат и может быть записана следующим образом: 

         exp

0; , 1 exp 1.
x

x t x t
 

                                                     (3) 
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Отношение функций интенсивности, соответствующих данной модели, 
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 монотонно. Обозначим отношение функций интенсив-

ности ( ) ( )x a x bt t    в точке 0t   через 0c . Тогда в зависимости от значения 0c  функции выживаемости 

расходятся или приближаются друг к другу, если 0  . Если же 0  , то отношение функций интен-

сивности убывает с 0c  до 0, т.е. функции выживаемости в этом случае при разных значениях ковариаты 

пересекаются на интервале  0, . 

 
2. Оценивание параметров 

 
Для нахождения оценок неизвестных регрессионных параметров рассматриваемых моделей при-

меняется метод максимального правдоподобия [10]. Логарифм функции правдоподобия для цензуриро-
ванных справа данных в общем виде можно записать следующим образом: 

 
  

  
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1
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1,

, ,
ln ln

, ,
j i

in i
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L

g x t

 

 
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   
 

  
  




, (4) 

где   – вектор регрессионных параметров модели, функция    , exp Tg x x    для модели пропорцио-

нальных интенсивностей,           exp 1
0 0, , , exp

x
g x t x t

          для модели Ксая и 

            exp 1

0 0, , , exp 1 exp
x

g x t x x t
 

           для SCE-модели.  

Поскольку для модели пропорциональных интенсивностей функция  ,g x   не зависит от базовой 

функции риска, то для нахождения оценок регрессионных параметров модели необходимо просто мак-

симизировать логарифм функции правдоподобия:  ˆ arg max ln L


   . В [10] предложена непараметриче-

ская оценка базовой функции риска модели пропорциональных интенсивностей, которая может быть 
записана следующим образом: 

   0
1, 1,

ˆˆ exp
i j i

n n

i
i t t j t t

t x
   

 
    

  
  . 

В [1] предложена итеративная процедура оценивания регрессионных параметров и базовой функ-
ции риска для семейства обобщенных моделей пропорциональных интенсивностей. Для модели Ксая и 
SCE-модели с зависящими от базовой функции риска функциями   0, , ,g x t    данный алгоритм мож-

но сформулировать следующим образом. 

Чтобы оценить вектор регрессионных параметров ,
        обобщенных моделей пропорцио-

нальных интенсивностей, необходимо: 

1. Положить 0,k   задать начальное приближение 0 0 0
ˆ ˆ ˆ,

       . 

2. Оценить базовую функцию риска  0
ˆˆ ; kt  , для этого: 

а) упорядочить r различныx значений полных наблюдений ( 1i  ) по возрастанию: 

1 2 ... rw w w   , задать id  равным числу наблюдений со значением iw ; 
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б) вычислить оценку функции риска для каждого iw :  0
ˆˆ 0; 0k   , 
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1
0 1
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, 2,..., 1i r  . 

3. Получить оценку  1
ˆ ˆarg max lnk kL


   . 

4. Если 1
ˆ ˆ

k k     , задать 1k k   и перейти на шаг 2, иначе – считать 1
ˆ

k  найденной оценкой 

регрессионных параметров. 
В результате проведенного методами статистического моделирования исследования оценок ре-

грессионных параметров модели пропорциональных интенсивностей, модели Ксая и SCE-модели, по-
лученных с использованием описанного алгоритма, показано, что с увеличением объема выборок 
уменьшается смещение и дисперсия получаемых оценок, тогда как при повышении степени цензуриро-
вания смещение и дисперсия оценок увеличиваются. 

 
3. Критерии проверки гипотез о параметрах 

 

В общем виде гипотеза о параметрах модели может быть записана как 0
0 :H     и проверена с 

помощью критерия отношения правдоподобия или критерия Вальда. 
Статистика критерия отношения правдоподобия имеет вид 

    0ˆ2 ln lnLR L L     (5) 

и асимптотически распределена по закону 2  с s степенями свободы, где s – количество оцениваемых 

параметров модели [13]. 

Статистика критерия Вальда для проверки гипотезы 0
0 :H     может быть записана следующим 

образом: 

     0 0ˆ ˆ ˆW I


      , (6) 

где    2 ˆln
ˆ

i j
ij

L
I

  
   
  
 

 – оценка информационной матрицы Фишера, , 1,...,i j s . Статистика (6) также 

асимптотически распределена по закону 2  с количеством степеней свободы, равным количеству оце-

ниваемых параметров. Кроме этого, критерий Вальда позволяет проверять гипотезу о каждом парамет-

ре 0
0 : , 1,...,i iH i s    , в этом случае используется статистика  
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где  1 ˆ
ii

I     – диагональный элемент матрицы, обратной для матрицы  ˆI  . Статистика (7) асимпто-

тически распределена по закону 2  с одной степенью свободы [13]. 

Для получения оценки информационной  матрицы Фишера вычислим производные по парамет-
рам логарифма функции правдоподобия (3): 
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 , , 1,...,k l s . 
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В случае модели пропорциональных интенсивностей (1) выражения для вычисления первой и 

второй производных вспомогательной функции    , expg x x    имеют вид  ( , )
expk

k

g x x x 
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 и 

 
2 ( , )
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l k

g x x x x 
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, соответственно, , 1,...,k l m . 

Далее обозначим для краткости через 0  функцию  0 t . Тогда для модели Ксая (2) производ-

ные функции         exp 1
0 0, , , exp

xg x x
           по параметру  : 
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по параметру γ:  

           exp 10
0 0

, , ,
exp 1 exp ln

x
k

k

g x
x x x

      
       


, 

             
2

exp 10 2 2
0 0 0

, , ,
exp 1 3exp ln exp ln

x
l k

l k

g x
x x x x x

       
          

 
, 

смешанная производная по параметрам:  
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Для SCE-модели (3) производные функции          exp 1
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параметрам   и γ приведены ниже: 

            exp 2
0

0 0

, , ,
exp 1 exp 1 exp

x

k
k

g x
x x x x

 
    

        


, 

                
         

2 exp 3
0

0 0 0

0 0 0

, , ,
exp 1 exp 1 exp 1 exp

exp 2 exp 3exp 2exp ,

xTT
l k

l k

T

g x
x x x x x x

x x x x

 


 

                     

             

 

              
        

exp 2
0

0 0

0 0

, , ,
exp 1 exp exp 1 exp

exp exp ln 1 exp ,

x
T

k
k

g x
x x x x x

x x x

 
  

 

               

          

 

                 
        

           

2 exp 3
0

0 0

0 0

T T
0 0 0

, , ,
exp 1 exp exp 1 1 exp exp

exp exp ln 1 exp

1 exp ln 1 exp exp 1 ,

x

l k
l k

g x
x x x x x x x

x x x

x x x

 
   

 



                  

         

                

 

              

           

2 exp 3
0

0 0 0

0 0 0

, , ,
exp 1 exp 1 exp exp

2exp exp exp ln 1 exp , , 1,..., .

x

l k
l k

g x
x x x x x x

x x x x k l m

   

  

                 

               

 

Как правило, при построении моделей зависимости функции выживаемости от ковариат возника-
ет необходимость проверки гипотезы о равенстве нулю каждого параметра модели. Если гипотеза от-
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вергается, то соответствующая данному параметру ковариата считается значимой. Важно отметить, что 
при построении обобщенных моделей значимость ковариаты может быть установлена на основании 
результатов проверки гипотезы о равенстве нулю как регрессионного параметра ,  так и обобщающего 

параметра γ, соответствующих данной ковариате. 
В результате исследования методами статистического моделирования распределений  0|G S H  ста-

тистик критериев отношения правдоподобия и критерия Вальда проверки гипотезы о параметрах модели 
пропорциональных интенсивностей и модели Ксая показано, что с увеличением объема выборок расстоя-

ние между эмпирическими распределениями статистик и соответствующим предельным 2 -рас-

пределением сокращается, распределения статистик не зависят от значений ковариат и регрессионных 
параметров. В случае проверки гипотезы о незначимости параметров   и   модели с пересечением 
функций выживаемости распределения статистики критерия Вальда оказываются далекими от пре-

дельного 2 -распределения даже при больших объемах выборок. 

Не менее важной задачей, решаемой с использованием критериев проверки гипотез о параметрах 
обобщенных моделей, является проверка гипотезы о согласии с моделью пропорциональных интенсив-
ностей Кокса. Для этого формулируется гипотеза о равенстве нулю только обобщающего параметра  . 

Для исследования распределений статистик критериев проверки гипотезы 0 : 0H    о равенстве 

нулю обобщающего параметра SCE-модели согласно модели пропорциональных интенсивностей Кокса 
с регрессионным параметром 0,5   и базовым экспоненциальным распределением моделировались 

цензурированные выборки объемом 100n   со скалярной ковариатой  0,1x  , объем моделирования 

10000N  . На рис. 1 и 2 представлены распределения статистик критерия отношения правдоподобия и 

критерия Вальда для разных степеней цензурирования, а также соответствующее предельное                  
2
1 -распределение. 

 

 
 

Рис 1. Эмпирические функции распределения статистики критерия отношения правдоподобия  
при проверке гипотезы о незначимости обобщающего параметра модели  

с пересечением функций выживаемости 
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Рис 2. Эмпирические функции распределения статистики критерия Вальда  
при проверке гипотезы о незначимости обобщающего параметра модели  

с пересечением функций выживаемости 
 

На рис. 1 видно, что в случае полных выборок (без цензурирования) распределение статистики 

критерия отношения правдоподобия  0|G S H  близко к предельному 2
1 -распределению уже при 

100n  . Однако с ростом степени цензурирования расстояние от эмпирических распределений стати-
стики данного критерия до предельного закона увеличивается. В свою очередь распределения статисти-

ки критерия Вальда значительно отклоняются от предельного 2
1 -распределения даже в случае провер-

ки гипотезы по полным выборкам. Поэтому при проверке гипотезы о параметрах SCE-модели по крите-
рию Вальда использование предельного распределения для вычисления достигнутого уровня значимо-
сти может привести к неверному выводу. Данный факт является существенным недостатком критерия 
Вальда в сравнении с критерием отношения правдоподобия.  

 
4. Критерий проверки предположения о пропорциональности рисков 

 
Существует ряд методов проверки предположения о пропорциональности рисков при построении 

модели пропорциональных интенсивностей: графические методы, критерии, основанные на остатках, 
критерии Вальда и отношения правдоподобия для проверки незначимости добавленных в модель зави-
симых от времени ковариат и критерии против определенных конкурирующих гипотез. Одним из гра-
фических методов является сравнение графиков оценки Каплана–Мейера распределения остатков Кок-
са–Снелла [14] с функцией стандартного экспоненциального распределения. Другой графический метод 
основан на сравнении наблюдаемых и ожидаемых кривых выживаемости: если они достаточно близки, 
то предположение пропорциональности рисков выполняется. Однако все графические методы основаны 
на субъективной оценке и могут быть использованы лишь для предварительной оценки адекватности 
модели. 

Применение критерия проверки гипотезы о согласии при проверке предположения пропорцио-
нальности рисков является более объективным методом, чем графические методы, описанные ранее, так 
как позволяет получить значение статистик и достигнутые уровни значимости p. В существующей ли-
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тературе рассматривается несколько критериев проверки предположения пропорциональности рисков. 
Модифицированный критерий, основанный на остатках Шонфельда, предложен в [7]. Для цензуриро-
ванных данных в [5, 6] разработаны статистики проверки гипотезы о согласии с моделью пропорцио-
нальных интенсивностей. Однако применение данных критериев согласия для проверки предположения 
о пропорциональности рисков связано с необходимостью моделирования неизвестных распределений 
статистик [11] и / или с идентификацией базового распределения [12], что требует значительных вычис-
лительных и временны́х ресурсов.  

В настоящей работе рассматривается критерий, предложенный М.С. Никулиным в [9], для про-
верки гипотезы  

     0 0
ˆ ˆ: ; expxH t x t      

о модели пропорциональных интенсивностей против конкурирующей гипотезы о модели с пересечени-
ем функций выживаемости 
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Статистика критерия проверки гипотезы 0H  против гипотезы 1H  может быть записана в векторной 

форме следующим образом: 
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При справедливости проверяемой гипотезы статистика (8) подчиняется в пределе при n   2 -рас-

пределению с числом степеней свободы m .  
На рис. 3 представлены распределения статистики (8) при объемах выборок 50, 100, 200, 300n   в 

случае проверки гипотезы      0 0
ˆ ˆ: ; expxH t x t     , компоненты вектора ковариат  1 0,1x   и 

 2 0,1,2,3x  , значения параметров 1 0,3   и 2 0, 6  . 

Как видно из рис. 3, с увеличением объема выборок расстояние между эмпирическим и предель-
ным распределением статистики (8) сокращается. Также было показано, что размерность вектора кова-
риат и, следовательно, количество оцениваемых параметров влияют не только на число степеней свобо-
ды соответствующего предельного распределения, но и на близость эмпирического распределения ста-
тистики к теоретическому – чем меньше ковариат, тем ближе смоделированное распределение стати-
стики к соответствующему предельному при том же объеме выборки. 

Сравним мощность критерия проверки предположения о пропорциональности рисков, предло-
женного М.С. Никулиным, с мощностью критериев проверки гипотез о параметрах. Действительно, ги-
потеза о незначимости обобщающих параметров 0 : 0H    модели с пересечением функций выживае-

мости является гипотезой о выполнении предположения пропорциональности рисков, так как в случае 
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0   модель (3) является моделью пропорциональных интенсивностей. Рассмотрим следующие конку-

рирующие гипотезы: 

1)         ˆex
1

p

01
ˆ ˆˆ ˆ: ; , 1 exp ( ) 1, 0,5

x

xH t x t





            ; 

2)         ˆexp
2
1 0

ˆ ˆˆ ˆ: ; , 1 exp ( ) 1, 0,5
x

xH t x t





             . 

 

 
 

Рис 3. Эмпирические функции распределения статистики T  критерия проверки  
предположения о пропорциональности рисков 

 

Функции выживаемости, соответствующие гипотезам 0H , 1
1H  и 2

1H  при 0,5   для разных зна-

чений ковариаты  0,1 ,x   представлены на рис. 4–6 соответственно. 

 

 
 

Рис. 4. Функции выживаемости согласно 0H  
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Рис 5. Функции выживаемости согласно 1
1H                             Рис 6. Функции выживаемости согласно 2

1H  

 

На рис. 5 видно, что при разных значениях ковариаты функции выживаемости, соответствующие 
модели с обобщающим параметром 0,5,   пересекаются. Расстояние между функциями выживаемости 

на рис. 6 при справедливости гипотезы 2
1H  больше аналогичного расстояния на рис. 4 при справедли-

вости нулевой гипотезы о модели пропорциональных интенсивностей. В таблице представлены полу-
ченные оценки мощности рассматриваемых критериев для объемов выборок 100, 200n   при заданном 

уровне значимости 0,1  , объем моделирования 10000N  . 
 

Оценки мощности критериев 
 

Критерий 
1
1H  2

1H  

100n   200n   100n   200n   

LR  0,40 0,57 0,14 0,34 

W  0,01 0,20 0,27 0,45 

T  0,36 0,57 0,21 0,38 
 

В случае конкурирующей гипотезы 1
1H , соответствующей SCE-модели с пересекающимися функ-

циями выживаемости, наиболее мощным из рассмотренных критериев оказался критерий отношения 
правдоподобия. При объеме моделируемых выборок 100n   мощность критерия Вальда оказалась 
меньше заданного уровня значимости, при увеличенном объеме выборок 200n   критерий Вальда пока-
зал наименьшую мощность в сравнении с критерием отношения правдоподобия и критерием Никулина. 

В случае конкурирующей гипотезы 2
1H  с расходящимися функциями выживаемости критерии со стати-

стиками LR  и T  уступают по мощности критерию со статистикой W  на всех рассмотренных объемах 
выборок, при этом мощность критерия Никулина больше мощности критерия отношения правдоподо-

бия. Однако, учитывая смещенность критерия Вальда на паре конкурирующих гипотез 0H  и 1
1H , а также 

существенное отличие эмпирических распределений статистик  0|G S H  от соответствующего предель-

ного 2 -распределения, для проверки предположения пропорциональности рисков рекомендуется приме-

нять критерий отношения правдоподобия со статистикой (5) и критерий Никулина со статистикой (8). 
 

Заключение 
 

В настоящей работе сформулирован итеративный алгоритм оценивания регрессионных парамет-
ров и базовой функции риска полупараметрической модели Ксая и SCE-модели. В результате прове-
денного методами компьютерного моделирования исследования статистических свойств оценок пара-
метров моделей показано, что с увеличением объема выборок уменьшаются смещение и дисперсия по-
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лучаемых оценок, тогда как при повышении степени цензурирования смещение и дисперсия оценок 
увеличиваются. 

На основании результатов исследования распределений статистик и мощности критериев отноше-
ния правдоподобия, Вальда и Никулина целесообразно рекомендовать использование критерия отно-
шения правдоподобия и критерия Никулина для проверки гипотезы о выполнении предположения про-
порциональности интенсивностей при построении полупараметрической модели пропорциональных 
интенсивностей Кокса. Применение критерия Вальда для проверки гипотезы как о значимости влияния 
ковариат, так и о согласии с моделью Кокса, сопряжено с возможными ошибками в определении до-
стигнутого уровня значимости ввиду существенных отличий реальных распределений статистики при 
конечных объемах выборок от соответствующих предельных законов. 
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The paper deals with the construction of the Cox proportional hazards model and its generalizations. The considered generaliza-

tions of the proportional hazards model are the Hsieh model and the simple cross-effect model (SCE-model), which allow decreas-
ing, increasing or non-monotonic behavior of the ratio of hazard rate functions. The algorithm of the estimation of regression param-
eters and unknown baseline distribution for the generalized models is developed by using the partial likelihood function. The re-
search on statistical properties of estimates carried out with computer simulations, has shown that the bias and the variance of ob-
tained estimates decrease with the sample size growth. However, the bias and the variance of obtained estimates increase with the 
censoring degree growth. 
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The likelihood ratio test and the Wald test are used for testing hypothesis about parameters of considered models. In this paper, the 
expressions of elements of the matrix of the second partial derivatives by regression parameters of the Hsieh model and SCE-model 
have been obtained. In the case of testing hypothesis about parameters of proportional hazards model and the Hsieh model, the distribu-

tions  0|G S H  of likelihood ratio test statistic and the Wald statistic are independent of covariates values or regression parameters 

values. The difference between the simulated test statistic distributions and the corresponding 2 -distributions decreases with the sam-

ple size growth. The dimension of the covariate vector and the number of estimated parameters affect not only the number of degrees of 
freedom of the limiting distribution, but also the closeness of simulated test statistic distributions to the theoretical distributions: the 
smaller the dimension of the covariate vector the smaller the difference between empirical and limiting distributions for the same sample 

size. In the case of testing hypothesis of insignificance of parameters   and   of SCE-model, the statistic distributions  0|G S H  of 

the Wald test are not close to the corresponding limiting 2 -distributions even for the large sample sizes. 

Basing on the obtained results of research on statistic distributions and the power of considered tests, it is advisable to use the test 
proposed by M.S. Nikulin and likelihood ratio test for checking proportional hazard assumption against the competing hypothesis corre-
sponding to the SCE-model. The application of the Wald test can result in inaccurate computation of p-value because empirical statistic 
distributions significantly differ from corresponding limiting distributions. 
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