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Рассматривается задача оценивания коэффициентов тригонометрического
сигнала c дискретным временем по наблюдениям с аддитивным шумом,
описываемым стационарным процессом авторегрессии с неизвестными па-
раметрами и распределением. Предлагается одноэтапная последовательная
процедура, позволяющая оценить среднеквадратическую точность оценок
при любых значениях мешающих параметров шума. Получена асимптотиче-
ская формула для средней длительности процедуры.
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В последние годы разработаны различные эффективные методы оценивания
параметров сигналов с дискретным и непрерывным временем на фоне аддитив-
ных помех при различных уровнях априорной информации относительно типа
сигналов и вида помех [1−3].

В случае дискретного времени проблема выделения сигналов наиболее полно
изучена для случая помех, являющихся последовательностью независимых случай-
ных величин. Менее изучена проблема оценивания параметров сигналов при шумах
с неизвестными спектральными свойствами. Наличие дополнительных неизвестных
(мешающих) параметров шума существенно усложняет задачу вычисления точно-
сти оценок параметров сигнала (см., например, [4]). В работе [5] построена после-
довательная процедура оценивания периодического сигнала на фоне авторегресси-
онных помех с неизвестными параметрами, обладающая хорошими асимптотиче-
скими свойствами и гарантирующая оценивание параметров сигнала с любой за-
данной среднеквадратической точностью. Эта процедура, однако, может оказаться
достаточно сложной для практической реализации в случае многих неизвестных
параметров, поскольку она требует построения системы из случайного числа оце-
нок методом наименьших квадратов (МНК), путем сглаживания которых находится
последовательная оценка.

В данной работе предлагается одноэтапная последовательная процедура оце-
нивания параметров периодического сигнала при авторегрессионном шуме с не-
известными параметрами, которая дает возможность контролировать среднеквад-
ратическую точность оценок.

Постановка задачи. Построение последовательной процедуры
Рассмотрим задачу оценивания параметров 1 2 1 2, , , , 1,..., ,j j j rμ μ β β =  триго-

нометрического сигнала
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=
= μ + − μ + β ω +β ω∑ (1)
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по наблюдениям n n nx S= + ξ , (2)

где nξ  – шум, являющийся устойчивым процессом авторегрессии р -го порядка:

1 1 ...n n p n p n− −ξ = λ ξ + + λ ξ + ε . (3)

Здесь { }nε  – последовательность независимых одинаково распределенных слу-

чайных величин, 2 2
10, ; ,...,n n pE Eε = ε = σ λ λ  – неизвестные параметры, такие, что

все корни характеристического полинома 1( ) ...p p
pP z z z −= − λ − −λ лежат внутри

единичного круга комплексной плоскости. Относительно известных параметров
jω  предположим, что 0 ,j i j< ω < π ω ≠ ω  при i j≠ .
Известно, [1, с. 113] что тригонометрическим полиномом (1) может быть опи-

сан любой периодический сигнал с целочисленным периодом T , при этом
1

2
Tr −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 2
j

j
T
π

ω = , [ ]а  обозначает целую часть числа a .

С учетом (1) и (3), наблюдаемый процесс (2) удовлетворяет уравнению

( )1 2 1 2
1 1

( 1) cos sin , 1
pr

n
n j j j j k n k n

j k
x m m n n x n p−

= =
= + − + γ ω + γ ω + λ + ε ≥ +∑ ∑ .  (4)

Здесь 1 2, , jlm m γ  и kλ  – неизвестные параметры, связанные с параметрами сигна-
ла равенствами

1 1 2 2
1 1

1 , 1 ( 1) ,
p p

l
l l

l l
m m

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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∑ ∑
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p p
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l l

l l
= =

⎛ ⎞
γ = β − λ ω +β λ ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ , (5)

2 1 2
1 1

1 sin 1 cos
p p

j j l j j l j
l l

l l
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
γ = −β − λ ω +β − λ ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ .

Используя обозначения

1

1
1 2 2

( )
, ,

( )

n
n

n n n
n

n p r

x n
Y XX x n−

− + +

⎛ ⎞ ϕ⎛ ⎞Φ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠

, (6)

1 2( ) 1, ( ) ( 1) ,nn nϕ = ϕ = − 2( ) cosk kn n−ϕ = ω  при 3 2k r≤ ≤ + ,

2( ) sink k rn − −ϕ = ω  при 3 2 2r k r+ ≤ ≤ + ,
запишем это уравнение в векторной форме:

' , 1,n n nX Y n p= α + ε ≥ +  где 
1

n
n

n
Y X −

Φ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, α∈Λ , (7)

где ( )1 2 11 12 1 2, , , ,..., ,r rm m ′α = γ γ γ γ  – вектор оцениваемых параметров; Λ  – мно-
жество всех допустимых значений вектора, учитывающее требования на парамет-
ры 1,..., рλ λ  в (3), штрих обозначает транспонирование.
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Оценка по МНК вектора параметров α по наблюдениям процесса (7) имеет
вид

1

1
( )

n

n k k
k

n M Y x−

=
α = ∑ , (8)

где '

1

n

n k k
k

M Y Y
=

= ∑  – выборочная информационная матрица Фишера размера

, 2 2l l l r p× = + + . Будем предполагать, что минимальное собственное значение
( )1 nMλ  матрицы M  удовлетворяет с вероятностью единица условию
( )1 nMλ →∞  при n →∞ .

Как следует из (7), обратная матрица 1
nM −  в (8) является случайной. Это соз-

дает трудности при анализе среднеквадратической точности оценки вектора па-
раметров α . Чтобы обойти эти трудности, предлагается использовать последова-
тельную оценку МНК со специальным правилом прекращения наблюдений. Вы-
бор такого правила можно осуществить, используя оценку уклонения оценки
МНК в модели типа (7), полученную в [6]. Для процесса (7) эта оценка имеет вид

 2 22( ) n nn M m−α −α ≤ ⋅ , где 
1

n

n k k
k

m Y
=

= ε∑ . (9)

Поскольку в силу условия на матрицу M  множитель ( )2 4

1

l

n j n
j

M M− −

=
= λ∑  в

правой части (9) монотонно стремится к нулю с ростом объема выборки n , это
можно использовать для выбора момента остановки ( )hτ  последовательной про-
цедуры.

Для любого положительного h
1

2 2 1( ) inf 1: nh n M
h

−⎧ ⎫⎪ ⎪τ = τ = ≥ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. (10)

Последовательную оценку МНК *( )hα параметра α  определим равенством
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1
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h M Y x
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−
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= +
α = β∑ ,  (11)
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1 '
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1

1, если ( ),,
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h
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k hM Y Y
h k h

τ
−
τ

= +

< τ
= β β =

ν = τ∑

а корректирующий множитель ( ),hν  находится из равенства
1

2( ) 1 2
' '

( ) ( )
1

1( )
h

k k h h
k

Y Y h Y Y
h

−τ −

τ τ
=

⎛ ⎞
+ ν =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . (12)

В силу монотонности последовательности матриц ( ) 1n nM ≥  имеем 0 ( ) 1h< ν ≤ .
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Теоретические свойства последовательной процедуры

При изучении свойств последовательного плана (10), (11) в зависимости от
выбора порога h  будем предполагать, что вектор неизвестных параметров α  в
уравнении (7) принадлежит некоторому известному компакту K из параметриче-
ского множества Λ .

Результаты анализа последовательного плана (10), (11), относящиеся к средней
длительности последовательной процедуры и качеству последовательных оценок
неизвестных параметров, сформулируем в виде теорем.

Теорема 1. Пусть ( ) 1n n≥ε  – последовательность н.о.р. случайных величин,
2 2 80, , ,n n nE E Eε = ε = σ ε < ∞  Λ  – множество допустимых значений вектора пара-

метров α . Тогда для любого компакта K ⊂ Λ
1

2 2
( )lim sup 0

h K

hE F
h

−
α→∞ α∈

τ
− = ,

где предельная матрица F определена в (15).
Теорема 2. Для любого компактного множества K ⊂ Λ  среднеквадратическая

точность последовательной оценки удовлетворяет неравенству

( ) ( )
2*sup ( ) 1 (1)K

K

b
Е h o

hα
α∈

α −α ≤ + , (13)

где sup ( ),K
K

b
α∈

= ϕ α  
1

2 2( ) ( )Q F −ϕ α = α , где (1) 0o →  при h →∞ , функция ( )Q α

определена в (43).
Доказательства теорем 1, 2 приводятся в Приложении.
Замечание 1. Теорема 2 позволяет контролировать среднеквадратическую

точность последовательной оценки с помощью выбора порога h , с учетом того,
что величина Kb  может быть вычислена априори. При этом средняя длительность
процедуры, согласно теореме 1, растет линейно с ростом h .

Замечание 2. В простейшем случае при оценивании сигнала
cosnS n= θ

по наблюдениям n n nx S= + ξ ,

где nξ  – шум, являющийся устойчивым процессом авторегрессии первого порядка,

1n n n−ξ = λξ + ε ,
предельная матрица F , определенная в (15), будет иметь вид

2

2

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

10 0 0
2 2

10 0 0 0
2

10 0 0
2 21

F

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ θ

+⎜ ⎟
⎝ ⎠− λ

.
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Зададим компакт K  равенством
{ }( , ), 0.2 0.7, 0.6 0.6K = θ λ ≤ θ ≤ − ≤ λ ≤ .

В этом случае 
1

2 2sup ( ) 61.964K
K

b Q F −= α ⋅ = .

Заключение

В работе построена последовательная процедура оценивания параметров три-
гонометрического сигнала, наблюдаемого на фоне авторегрессионного шума. Ис-
пользуется специальное правило прекращения наблюдений, определяемое по вы-
борочной информационной матрице Фишера, которое позволяет контролировать
заданную среднеквадратическую точность оценок неизвестных параметров.

Результаты работы могут быть использованы в задачах автоматического
управления и идентификации.

П РИЛОЖЕНИ Е

1. Доказательство теоремы 1.
Доказательство теоремы 1 основывается на предельных свойствах выборочной

информационной матрицы Фишера NM , построенной по N  наблюдениям про-
цесса (7). В работе [5] установлено, что последовательность векторов { }nY , опре-
деленная в (7) при λ∈Λ , с вероятностью единица удовлетворяет предельному
соотношению

'

1

1lim
N

n nN n p
Y Y F

N→∞ = +
=∑ , (14)

где F  – положительно определенная матрица, имеющая вид

0 1
' '
1 0 0

,
M M

F
M F DM D

=
+

 в которой 0
1 1diag 1,1; ,...,
2 2

M ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (15)

1 2

2 1

1 0
0

0 ( 1)
( ) ( )0
( ) ( )

k

kV
V k V k
V k V k

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, (16)

причем ( )1 1( ) diag cos ,..., cos rV k k k= ω ω , ( )2 1( ) diag sin ,...,sin rV k k k= ω ω ,

1 2 11 12 1 2
1

1

......
, 0 ... ... ... ... ... 0 ,

... 0 0 ... ... ... ... ... 0

r r
p

p

m m
A

I −

γ γ γ γ⎛ ⎞λ λ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= Γ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (17)

' '
1 0

0
( ), (1) ,k

k
D A V k M M V D

≥
= Γ =∑  '

0
1

1lim
N

n nn n p
F

N→∞ = +
= ζ ζ∑  п.н.,

1 , 0,n n n pA −ζ = ζ + η ζ =  ( ),0,...,0 'n nη = ε .

Заметим, что матрица nM , удовлетворяющая (14), обладает требуемым свойством
( )min nMλ →∞  при n →∞ .



О последовательном оценивании периодического сигнала на фоне авторегрессионного шума 23

Кроме свойства (14) нам требуется оценить скорость сходимости матрицы
NM

N
 к предельному значению F .

Лемма 1. Пусть ( ) 1n n≥ε  в (3) последовательность н.о.р. случайных величин с
2 20, ,n nE Eε = ε = σ 8

nEε < ∞ . Тогда
4

2sup N

K

M LE F
N Nα

α∈
− ≤ . (18)

Доказательство леммы 1 достаточно громоздко и приводится после доказательст-
ва теоремы 1.

Используя лемму 1 и схему доказательства теоремы 3.1 из [6], можно показать,

что ( )lim sup
h K

hE
hα→+∞ α∈

τ
< +∞ .

Далее имеем оценку

 

1
2 21 1

( )2 22 2( )
( )

hMhE F E F
h h

−
τ− −

α α

⎛ ⎞τ
− = − ≤⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠

 (19)

 
1

( ) ( )2 2( )
( ) ( )

h hM MhE F F P F
h h h

τ τ−
α θ

⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎛ ⎞τ
≤ ∆ + χ − ≥ η + − ≥ η⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦ ⎝ ⎠

.

Здесь ∆  – некоторая положительная постоянная.
Для анализа асимптотического поведения правой части этого неравенства бу-

дет использоваться следующий результат из работы [6].
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для любого компакта

K ⊂ Λ  и произвольного η  верно неравенство

( )lim sup 0
( )

h

h K

M
P F

h
τ

θ
→∞ θ∈

⎛ ⎞
− ≥ η =⎜ ⎟τ⎝ ⎠

.  (20)

Используя эту оценку, можно показать, что аналогичное предельное соотношение
выполняется и для второго слагаемого в правой части (19). Теорема 1 доказана.

2. Доказательство леммы 1. Учитывая (7), запишем процесс (5) в векторной
форме

1 , 1n n n nX AX n p−= + ΓΦ +η ≥ + ,  (21)

где A , Γ  и nη  определены в (17).

1pI −  – единичная матрица порядка 1p − .

Отсюда
, ,n p

n p n nX A X W n p−= + ζ + ≥ (22)

где 
1

1
0

, 0,
n p

j
n n n p n n j

j
A W A

− −

− −
=

ζ = ζ + η ζ = = ΓΦ∑ .
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Тогда выборочная информационная матрица Фишера будет иметь вид

' '
1

1 1'

' '1
1 1 1

1 1

1 1
1

1 1

N N

n n n nN
n p n pN

n n N N
n p

n n n n
n p n p

X
N NM

Y Y
N N

X X X
N N

−
= + = +

= +
− − −

= + = +

⎛ ⎞
Φ Φ Φ⎜ ⎟

⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
∑

∑ ∑
. (23)

Отсюда, выделив компакт K  из параметрической области Λ  с помощью элемен-
тарного неравенства, получаем

4
4 4 43sup 4 sup 2 sup ,N

N N N
K K K

M
E F A E B E C

Nα α α
α∈ α∈ α∈

⎛ ⎞− ≤ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (24)

где ( )' '
0 1 1 0 0

1 1

1 1, '
N N

N n n N n n
n p n p

A M B X X F DM D
N N − −

= + = +
= Φ Φ − = − +∑ ∑ ,  (25)

' '
1 1

1

1 N

N n n
n p

C X M
N −

= +
= Φ −∑ .

Покажем, что для NA , NB  и NC  выполняются неравенства

4 1
4N

L
A

N
≤ ; (26)

4 2
2sup N

K

L
E B

Nα
α∈

≤ ;  (27)

4 3
2sup N

K

L
E C

Nα
α∈

≤ ,  (28)

где , 1, 2,3,iL i =  – некоторые положительные постоянные.
Неравенство (26) можно легко проверить, учитывая периодичность компонент

вектора Φ  в (7) и определение 0M  в (11).
Подставляя NX  в NC , с помощью элементарного неравенства получим

( )4 3sup 4 supN N N N
K K

E C E G E H E Qα α α α
α∈ α∈

≤ + + , (29)

где 
41

'
1

1 N
m p

N p m
m p

G A X
N

−
−

+
=

= Φ∑ ,

 
41

'
1

1 N

N m m
m p

H
N

−

+
=

= ζ Φ∑ ,

41
' '

1 1
1 N

N m m
m p

Q W M
N

−

+
=

= Φ −∑ , 1 0 '(1) 'M M V D= .
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Учитывая оценку 
1 1

, 0 1m m

m m
A Cq q

∞ ∞

= =
≤ < <∑ ∑ , и ограниченность нормы вектора

1m+Φ , имеем
'1 144 ' 1

14 4 4sup
N N

m p m p
N p m

K m p m p

CC LG E X A q
N N N

− −
− −

α +
α∈ = =

≤ ⋅ ⋅ Φ ≤ ≤∑ ∑ .  (30)

Меняя порядок суммирования и используя неравенство Бургхольдера для 4p = ,
для математического ожидания NH  получим

4 42 1
' 4 1

1 2 2
0 1

(2 2)1sup
(1 )

N p N p
j

N l p j l p
K j l j

C r B C
E H E A

N q N N

− − − −

α α + − + +
α∈ = = +

+
= η Φ ≤ ≤

−
∑ ∑ .  (31)

Записав nW  в виде

n n nW D= Φ + ∆ , (32)

где 
0

( ), ( )k k
n n

k k n p
D A V k A V k

≥ ≥ −
= Γ ∆ = − Γ Φ∑ ∑ , и учитывая, что 1(1)m mV +Φ = ⋅Φ ,

оценим NQ :
4 41 1

' ' '
1 1 1

1 1(1)
N N

N m m m m
m p m p

Q C DV M
N N

− −

+ +
= =

≤ Φ Φ − + ∆ Φ ≤∑ ∑  (33)

4 44 1
' ' 1

0 4
1

1 1(1) ( )
N N

k
m m m m

m p k m m p

C
C DV M A V k

N N N

−

= + ≥ =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ Φ Φ − + Γ Φ Φ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ .

Подставляя (30), (31), (33) в (29), приходим к (28). Учитывая (22), для ,NB  полу-
чим следующее неравенство:

6
4

1
sup sup ( ),N i

K Ki
E B С E I Nα α

α∈ α∈=
≤ ∑   (34)

где

( )
4

'1 ' 1
1

1

1( )
N

n p n p
p p

n p
I N A X X A

N
− − − −

= +
= ∑ , 

4
'

2
1( ) 2

N

n n
n p

I N W
N =

= ζ∑ ,

( )
4

'' 1
3

1( ) 2
N

n p
n p

n p
I N X A

N
− −

=
= ζ∑ , 

4
'

4
1( ) 2

N
n p

p n
n p

I N A X W
N

−

=
= ∑ ,

4
'

5 0
1

1( )
N

n n
n p

I N W W DM D
N = +

= −∑ , 
4

'
6 0

1( )
N

n n
n p

I N F
N =

= ζ ζ −∑ .
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Оценим слагаемые правой части этого неравенства. Первое слагаемое допускает
оценку

8
8 18

1 4 4
1

sup ( )
N

pN
p

K n p

C E XCE I N E X q
N N

α
α α

α∈ = +
≤ ≤∑ . (35)

Записав nζ  в виде
1

0
,

n p
m

n n m
m

A
− −

−
=

ζ = η∑ (36)

изменив порядок суммирования, с помощью неравенств Коши и Бургхольдера [7]
для второго слагаемого получим неравенство

( )24 1
2 44 3 2

0
sup ( )

(1 )

N p
m

K m

CCE I N q B N p
N q N

−

α
α∈ =

≤ − <
−

∑ .  (37)

Используя аналогичные рассуждения, для 3 ( )I N  имеем оценку
4

2
3 2sup ( ) p

K

C E X
E I N

N
α

α
α∈

≤ .  (38)

Поскольку норма вектора nW  ограничена, четвертое слагаемое удовлетворяет не-
равенству

4

4 4sup ( ) p

K

CE X
E I N

N
α

α
α∈

≤ . (39)

Учитывая (22) и (32), для 5I  получаем

4 4
8' ' ' '

5 0 4 4
1 1 1( ) 2

N

n n m n m
n p

CI N C D M D D
N N N N=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ Φ Φ − + ∆ Φ + ∆ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ .  (40)

Как показано в [6], скорость сходимости последнего слагаемого 6 ( )I N  в (34) до-
пускает оценку

4
'

6 0 2
1sup ( ) sup

N

n n
K K n p

LE I N E F
N Nα α

α∈ α∈ =
= ζ ζ − ≤∑ , (41)

где L  – некоторая положительная постоянная, 0F  определено в (17).
Используя оценки (35), (37) – (41) в (31), получаем утверждение леммы 1.
3. Доказательство теоремы 2. Оценка ( )h∗α , определенная в (12), удовлетво-

ряет для любого 0h > неравенству

2 ( )
2( ) hE trM

E h
h

α τ∗
α α −α ≤ . (42)

Для проверки этого неравенства достаточно применить оценку (9) для уклоне-
ния оценки ( )h∗α  и заменить n  на момент остановки ( )hτ , определенный в (10).
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Далее нам потребуется следующее утверждение.
Лемма 3. Пусть ( ) 1n n≥ε  – н.о.р. случайные величины, 2 20,n nE Eε = ε = σ < +∞ .

Тогда для любого 0h >

tr ( )E M Q E m E Uα τ α α≤ α τ + τ + , (43)

гдe ( )2 2
0( ) tr 2 2 2 2

1
cQ F r r D

q
⎛ ⎞α = + + + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

,

( )( )2 2
1
cm r D

q
σ

= + + Γ
−

, ( )( )2 2 2
1 p

cU r D E X
q α= + +

−
.

Доказательство. Поскольку

( )' '
1 1

1 1
tr tr tr ,

N N

N n n n n
h p h p

M X X− −
= + = +

= Φ Φ +∑ ∑  (44)

то учитывая (22), получим
6

1
tr ( 1)(2 2) , гдеN k

k
M N p r I

=
≤ − − + +∑ (45)

1 ' 1 ' ' 1 '
1 2 1

1 1

1 ' '
3 1 4 1 1

1 1

' '
5 1 1 6 1 1

1 1

tr ( ) , 2 tr ( ) ,

2 tr , tr ,

tr , 2 tr .

N N
n p n p n p

p p n p
n p n p

N N
n p

p n n n
n p n p

N N

n n n n
n p n p

I A X X A I X A

I A X W I W W

I I W
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= + = +

− −
− − −

= + = +

− − − −
= + = +

= = ζ

= =

= ζ ζ = ζ

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

Оценим математическое ожидание , 1,6kI k = . Учитывая, что 
1 1

,k k

k k
A cq

∞ ∞

= =
≤∑ ∑ где

0 1q< < , получим
2( 1)

1 21

p

p
cqE I E X

q

+

α α≤ ⋅
−

. (46)

Учитывая, что
1

0

n p
m

n n m
m

A
− −

−
=

ζ = η∑ , (47)

имеем
1 2

' ' 1
2 2

0 1
( )

(1 )

N p N p
m l

l p m p p
m l m

cEI A X A E X
q

− − −
−

+ − α
= = +

σ
≤ ⋅ η ≤

−
∑ ∑ . (48)

Используя (32), для математического ожидания 3I  получим неравенство

( )3 1
1 n p

cE I D E X
qα α≤ ⋅ Φ +

−
. (49)
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Подставляя (32) в выражение для 4I , имеем

( )
2( )

2
4 2

1
( 1) (2 2) (2 2) ( )

1
( 1) ( ),

n p
k

k

qI N p r D c r tr A V k
q

N p L r

−

≥

⎡ ⎤≤ − − + ⋅ + ⋅ + + Γ =⎣ ⎦ −
= − − ⋅

∑
(50)

где ( )L r  – некоторая положительная постоянная.
По лемме 3.1 из [6] математическое ожидание 5I  при замене N  на ( )hτ  удов-

летворяет неравенству

( ) ( )' '
5 0

0
tr tr

jj
p p

j
I F E A E Aα α

≥
≤ τ + ζ ζ∑ . (51)

Подставляя (22) в выражение для 6I  и учитывая (29), получим 6 1 22 2I J J= + , где

' '
1

1
tr ,

N p

k k
k p

J D
−

= +
= ζ Φ∑ '

2
1

tr
N p

k k k
k p

J
−

= +
= − ζ Φ ∆∑ . Замечая, что ( )n k nV k−Φ = Φ , и ис-

пользуя (42), имеем
22 1 2 2

1
1

0 1 1 1
( )

N p N p N pr
l

m m m m j
l m p j m p

J A V l D L
− − − −+

−

= = + = = +

⎛ ⎞
≤ ⋅ ⋅ ⋅ η Φ ≤ ⋅ ε Φ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ , (52)

где 
1( )

1

c V l D
L

q

− ⋅
=

−
.

Так как k∆  – остаток сходящегося ряда, то 2J  допускает аналогичную оценку.
Заменяя N  на ( )hτ , переходя к усечённым моментам и используя лемму Фату

для математического ожидания 6I , получим

 6 ( )E I L E hα α≤ σ τ . (53)
Подставляя (46), (48) – (51), (53) в (45), получаем утверждение леммы.

Лемма 3 доказана.
Используя лемму 3 в (42) и применяя теорему 1, приходим к утверждению

теоремы 2.
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Emelyanova T.V., Konev V.V. ON SEQUENTIAL ESTIMATION OF A PERIODIC SIGNAL
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We consider the problem of estimating coefficients of a trigonometric signal in a discrete time
from observations with an additive noise described by a stationary autoregressive process with
unknown parameters and unknown distribution. A one-step sequential procedure to estimate sig-
nal coefficients is proposed, which provides a given root-mean-square accuracy of estimates for
any values of the nuisance parameters. An asymptotic formula for the mean duration of the proce-
dure is constructed.
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