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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ
ВОЗМУЩЕННОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ,

КОГДА ПРЕДЕЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ИМЕЕТ ОСОБЫЕ ТОЧКИ

Доказана возможность применения метода пограничных функций для
построения равномерного асимптотического разложения решения задачи
Дирихле для бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения, когда
предельное уравнение является дифференциальным уравнением первого по-
рядка с особыми точками, причем в этих точках условие теоремы А.Н. Ти-
хонова не выполняется. Получена оценка остаточного члена, т.е. обосновано
формальное асимптотическое разложение решения исследуемой задачи.

Ключевые слова: асимптотика, решение, бисингулярное возмущение, урав-
нение эллиптического типа, особая точка, задача Дирихле, обобщенный
метод пограничных функций, пограничные функции, малый параметр.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Дирихле для бисингулярно возмущенного эллиптического
дифференциального уравнения

ε∆u – (1–x2) uy = f (x,y), (x,y)∈D = {(x,y)| y > x2–1, y < 0};  (1)
u|Г = ψ(x,y), Г = ∂D,  (2)

где 
2 2

2 2x y
∂ ∂

∆ = +
∂ ∂

 – оператор Лапласа, u = u(x,y,ε), ψ(x,y), f (x,y) ∈ C(∞,∞)(D),

0 < ε << 1 – малый параметр, Г = ∂D – граница области D.
Сначала покажем бисингулярность задачи (1), (2). Первая сингулярность – ре-

шение предельного уравнения
–(1–x2) uy = f (x,y)

не может удовлетворять граничному условию (2). Чтобы показать вторую особен-
ность (сингулярность), рассмотрим структуру внешнего разложения решения за-
дачи (1), (2), которое ищем в виде

( )
0

,k
k

k
V v x y

∞

=
= ε∑ � , при ε→0.  (3)

Подставляя (3) в (1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,
получим рекуррентную систему дифференциальных уравнений:

–(1 – х2) ( )0 ,v x y
y

∂
∂

�
 = f (х,у),

(1 – х2) ( ),kv x y
y

∂
∂

�
 = ∆ 1kv −� (х,у), k∈N.
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Отсюда определяем ( ),kv x y� :

( ) ( ) ( )
2

2
0 2

1

1, , , 1
1

y

x

v x y f x s ds x x
x −

= − +ψ −
− ∫� ,

( ) ( )
2

12
1

1, ,
1

y

k k
x

v x y v x s ds
x −

−

= ∆
− ∫� � , k∈N.

Заметим, что ( ) ( )( )( , ), \ 1,0kv x y C D∞ ∞∈ ±� , т.е. в точках (1,0) и (–1,0) все эти
функции ( ),kv x y�  имеют нарастающую особенность вида

( ),kv x y�  = О(1/(1–х2)1+3k), k = 0,1,2,... .

(Термин нарастающая особенность означает, что с увеличением номера k рас-
тет и особенность (порядок полюсов) функции ( ),kv x y� .)

Внешнее решение имеет вид

( )
( )

( )
( )

( )
( )12 32 2 2

1 , , ... , ...
1 1 1

m

mf x y F x y F x yV
x x x

⎛ ⎞ε ε⎛ ⎞− + + + +⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟− − −⎝ ⎝ ⎠ ⎠
, при ε→0,

где ( ) ( )( , ),kF x y C D∞ ∞∈ , k∈N.
Поэтому задача (1), (2) является бисингулярной – коэффициенты ее внешнего

разложения имеют нарастающие особенности в точках (1,0) и (–1,0). В окрестно-
сти этих точек ряд (3) не только не приближает решение u(х,у,ε), но даже теряет
асимптотический характер [1].

Построение формального асимптотического разложения

Для построения формального асимптотического разложения (ФАР) решения
задачи (1), (2) применяем модифицированный метод погранфункций [2, 3]. Этим
же методом в работах [4, 5] исследованы бисингулярно возмущенные эллиптиче-
ские уравнения, в которых предельное уравнение не является дифференциальным
уравнением.

Решение задачи (1), (2) будем искать в виде

u(х,у,ε) = V(х,у,ε) + П(х,τ,ε) + W(η,y,μ) + Q(ζ,y,μ), (4)

где ( ) ( )
0

, , ,k
k

k
V x y v x y

∞

=
ε = ε∑

– регулярное внешнее решение;

( ) ( )
0

, , ,k
k

k
x x

∞

=
Π τ ε = ε π τ∑

– классическая пограничная функция;

( ) ( )
1

, , ,k
k

k
W y w y

∞

=−
η μ = μ η∑ , ( ) ( )

1
, , ,k

k
k

Q y q y
∞

=−
ζ μ = μ ζ∑

– обобщенные пограничные функции; τ = y/ε, η = (1–x)/μ, ζ = (1+x)/μ, ε = μ3.
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Учитывая граничное условие (2), имеем

( ) ( )2
2

1
, , , 1

y x
V x y x x

= −
ε = ψ − ;          (5)

П(х,τ,ε)|τ=0 = ψ(x,0)–V(х,0,ε), П(х,τ,ε)→0, при τ→–∞;  (6)
W(0,0,μ) = 0, W(η,у,μ) →0, при η→+∞;                         (7)
Q(0,0,μ) = 0, Q(ζ,у,μ) →0, при ζ→+∞.                      (8)

Подставляя (4) в (1), получим

( ) ( ) ( )1 2

0 0

,
, 1k k k

k
k k

v x y
v x y x
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+

= =

∂
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( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

2 2 2
0 0

2 2
1 2

2 2
1

2 2
1 2

2 2
1

, , ,
1

, , ,
2

, , ,
2

k kk k k
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x

x
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q y q y q y

y y

∞ ∞
+

= =
∞

+

=−
∞

+

=−

⎛ ⎞∂ π τ ∂ π τ ∂π τ
+ ε + − − ε +⎜ ⎟⎜ ⎟ ε∂τ∂ ε ∂τ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ η ∂ η ∂ η
+ μ −η −μη +μ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂η ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ζ ∂ ζ ∂ ζ
+ μ − ζ −μζ +μ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ζ ∂⎝ ⎠

∑ ∑

∑

∑

( ) ( ) ( )3

0 0
, , ,k k

k k
k k

f x y h x y h x y
∞ ∞

= =
= − ε + μ∑ ∑ . (9)

По идее метода, мы в правую часть последнего равенства ввели новую, пока

неизвестную функцию ( )
0

,k
k

k
h x y

∞

=
ε∑ , функции hk(x,y) конкретизируются ниже.

Регулярное внешнее решение

Из (5) и (9) для функции vk(x,y) имеем

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1

1

2 0
0

,
, 1 ,

,
1 , , ,

k k
k k

k

v x y
v x y x h x y

y
v x y

x f x y h x y
y

∞

−
=

∂⎛ ⎞ε ∆ − − + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂

− − = −
∂

∑

( ) ( ) ( )2 2
2

0 1 1
, , 1 , , 0ky x y x

v x y x x v x y
= − = −

= ψ − = , k∈N.

Отсюда получим

( ) ( ) ( ) ( )2 0
0

,
1 , ,

v x y
x f x y h x y

y
∂

− − = −
∂

, ( ) ( )2
2

0 1
, , 1

y x
v x y x x

= −
= ψ − ; (10)

( ) ( ) ( ) ( )2
1

,
1 , ,k

k k
v x y

x v x y h x y
y −

∂
− = ∆ +

∂
, ( ) 2 1

, 0k y x
v x y

= −
= , k∈N. (11)

Решения задач (10), (11) имеют соответственно вид

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
2

2
0 02

1

1, , , , 1
1

y

x

v x y f x s h x s ds x x
x −

= − − +ψ −
− ∫ ,
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( )
( )

( ) ( )( )
2

12
1

1, , ,
1

y

k k k
x

v x y v x s h x s ds
x −

−

= − ∆ +
− ∫ .

Пусть gk(x, y) = –∆vk–1(x,y),

тогда ( ) ( )( , ),kv x y C D∞ ∞∈ , k = 0,1,…,

при h0(x,y) = (f (1,y)(1+x)+f (–1,y)(1–x))/2,
hk(x,y) = (gk(1,y)(1+x)+ gk(–1,y)(1–x))/2, k∈N.

Таким образом, мы построили регулярное внешнее решение:

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

2

2
2

1

1, 1 1, 11, , , 1 ,
21

y

x

f s x f s x
V x y x x f x s ds

x −

⎧ + + − −⎪ ⎛ ⎞ε = ψ − + − +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎪⎩

∫

( ) ( )( ) ( )( )
21 1

1, 1 1, 1
,

2

y
k k k

k
k x

g s x g s x
g x s ds

∞

= −

⎛ ⎞⎫+ + − − ⎪⎛ ⎞⎜ ⎟+ ε − ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎝ ⎠⎭
∑ ∫ .

Классическая пограничная функция

Из (6) и (9) для функции πk(x,τ) имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 20 0 1 1

2 2
, , , ,

1 1
x x x x

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ π τ ∂π τ ∂ π τ ∂π τ

− − + ε − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂τ ∂τ∂τ ∂τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

2 2
2

, , ,
1 0k k k k

k

x x x
x

x

∞
−

=

⎛ ⎞∂ π τ ∂π τ ∂ π τ
ε − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂τ∂τ ∂⎝ ⎠

∑ ,

π0(x,0) = ψ(x,0)–v0(х,0), πk(x,0) = –vk(х,0), k∈N;
πk(x,τ) → 0  при τ → –∞,  k = 0,1,2,… .

Отсюда ( ) ( ) ( )2
20 0

0 2
, ,

1
x x

l x
∂ π τ ∂π τ

π ≡ − −
∂τ∂τ

 = 0,

π0(x,0) = ψ(x,0)–v0(х,0), π0(x,τ)→0, при τ→–∞; (12)
lπ1 = 0, π1(x,0) = –v1(х,0), π1(x,τ)→0, при τ→–∞; (13)

( )2
2

2
,k

k
x

l
x
−∂ π τ

π = −
∂

, πk(x,0) = –vk(х,0), πk(x,τ)→0, при τ→–∞, k>1. (14)

Задачи (12) – (14) имеют единственные решения, представимые соответствен-
но в виде

( ) ( ) ( )( ) ( )21
0 0, ,0 ,0

x
x x v x e

− τ
π τ = ψ − ,

( ) ( ) ( )21
1 1, ,0

x
x v x e

− τ
π τ = − ,

( ) ( ) ( ) ( )( )
21

, ,0 ,
x

k k kx e v x P x
− τ

π τ = − + τ τ ,

k >1, Рk(х,τ)– ограниченная, гладкая функция.
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Обобщенные пограничные функции

Функцию ( )
0

,k
k

k
h x y

∞

=
ε∑ представим в виде

( ) ( ) ( )3 3
1 2

0 0 0
, , ,k k k

k k k
k k k

h x y h x y h x y
∞ ∞ ∞

= = =
ε = μ + μ∑ ∑ ∑ ,

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

1 1, 1, 1, 1, 1,
2 2

k
k k k

k

x xh x y f y f y g y g y
∞

=

− −⎛ ⎞= − + ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1 1, 1, 1, 1, 1,
2 2

k
k k k

k

x xh x y f y f y g y g y
∞

=

+ +⎛ ⎞= − − − + ε − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ .

Из (7) и (9) для функции wk(η,у) имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 3
12 2

1 0

, , ,
2 1 ,k kk k k

k
k k

w y w y w y
h y

y y

∞ ∞
+

=− =

⎛ ⎞∂ η ∂ η ∂ η
μ −η −μη +μ = μ −μη⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂η ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ,

wk(0,0) = 0, wk(η,у) →0, при η→+∞.
Отсюда получим

( ) ( ) ( )
2

1 1
1 2

, ,
2 1,

w y w y
Lw f y

y
− −

−
∂ η ∂ η

≡ − η =
∂∂η

,

w–1(0,0) = 0, w–1(η,у) →0, при η→+∞; (15)

( )2
1

0 2
,

2
w y

Lw −∂ ηη
= −

∂η
,

w0(0,0) = 0, w0(η,у) →0, при η→+∞; (16)

( ) ( )2
2 0 1

1 2
, ,w y w y

Lw
y y

−∂ η ∂ η
= −η −

∂ ∂
,

w1(0,0) = 0, w1(η,у) →0, при η→+∞; (17)

( ) ( ) ( )
2

2 3 2 3 3
3 1 2

, ,
1,k k

k k
w y w y

Lw g y
y y

− −
−

∂ η ∂ η
= −η − +

∂ ∂
,

w3k–1(0,0) = 0, w3k–1(η,у) →0, при η→+∞, k∈N; (18)

( ) ( ) ( )2
3 1 3 2

3 2
, ,

2 1,
2

k k
k k

w y w y
Lw g y

y y
− −∂ η ∂ ηη ⎛ ⎞= − η + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,

w3k(0,0) = 0, w3k(η,у) →0, при η→+∞, k∈N; (19)

( ) ( )2
2 3 3 1

3 1 2
, ,k k

k
w y w y

Lw
y y

−
+

∂ η ∂ η
= −η −

∂ ∂
,

w3k+1(0,0) = 0, w3k+1(η,у) →0, при η→+∞, k∈N. (20)

Все эти задачи имеют единственные решения, удовлетворяющие заданным
граничным условиям. Задачи такого типа встречаются в задачах диффузионного
пограничного слоя [6].
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Действительно, задачу

( ) ( ) ( )
2

2
, ,

2 ,
w y w y

y
y

∂ η ∂ η
− η = Φ η

∂∂η
,

w(0,0) = 0, w(η,у) →0, при η→+∞
с помощью преобразования t = 9y/8, z = η3/2 можно привести к уравнению

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3 2

, , ,1 4 ,
3 9

w z t w z t w z t
z t

t z zz z

∂ ∂ ∂
= + − Φ

∂ ∂∂
,

w(0,0) = 0, w(z,t) →0, при z→+∞,
которое имеет решение [6]

( ) ( ) ( )

( )

2 2
1/3

4
1/3

0 0

2, ,
9 2

zt
tz zw z t e I d d

t t

+ξ∞ −
−τ ⎛ ⎞ξ

= − Φ ξ τ ξ τ⎜ ⎟− τ − τ⎝ ⎠
∫ ∫ ,

где I1/3(s) – модифицированная функция Бесселя.
Асимптотическое поведение решения задач (15) – (20) при η → +∞, можно оп-

ределить с помощью ряда:

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2, ... ...n

n
a y a y a y

w y− η = + + + +
η η η

(21)

Подставляя (21) в (15), имеем
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 2

2 1 ' '
... } 2 { ... 1,n n

n n
a y n n a y a y a y

f y
+

+⎧ ⎫
+ + − η + + =⎨ ⎬

ηη η η⎩ ⎭
.

Отсюда

( ) ( ) ( ) ( )1 4 3 1
1 4 3 1, ... ...n

n
a y a y a y

w y +
− +

η = + + + +
η η η

,

где ( ) ( )1' 1, / 2a y f y= − , ( ) ( )( ) ( )3 1 3 2' 3 2 3 1n na y n n a y+ −= − − ,

 a3n–1(y) ≡ a3n(y) ≡ 0, n∈N.
Для решения задач (16) – (20) получим

( ) ( ) ( )0 1 3 13 2
1 1 1, , , , , ,kw y O w y O w y O−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞η = η = η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ηη η ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )3 3 13 2
1 1, , ,k kw y O w y O+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
η = η =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

η η⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, k∈N.

Следовательно, справедливо
∀k, wk(η, у)→0 при η→+∞;

wk(η, у)∈С∞( D ), k = –1,0,1,….

Аналогично, из (8) и (9) для функции qk(ζ,у) получим

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 3
22 2

1 0

, , ,
2 1 ,k kk k k

k
k k

q y q y q y
h y

y y

∞ ∞
+

=− =

⎛ ⎞∂ ζ ∂ ζ ∂ ζ
μ − ζ −μζ +μ = μ −μζ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ζ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ,

qk(0,0) = 0, qk(ζ,у) →0 при ζ→+∞.
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Отсюда имеем
( ) ( ) ( )

2
1 1

1 2
, ,

2 1,
q y q y

Pq f y
y

− −
−

∂ ζ ∂ ζ
≡ − ζ = −

∂∂ζ
,

 q–1(0,0) = 0, q–1(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( )2
1

0 2
,

2
q y

Pq −∂ ζζ
= −

∂ζ
, q0(0,0) = 0, q0(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( ) ( )2
2 0 1

1 2
, ,q y q y

Pq
y y

−∂ ζ ∂ ζ
= −ζ −

∂ ∂
, q1(0,0) = 0, q1(ζ,у) →0, при ζ→+∞;

( ) ( ) ( )
2

2 3 2 3 3
3 1 2

, ,
1,k k

k k
q y q y

Pq g y
y y

− −
−

∂ ζ ∂ ζ
= −ζ − + −

∂ ∂
,

 q3k–1(0,0) = 0, q3k–1(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N;

( ) ( ) ( )2
3 1 3 2

3 2
, ,

2 1,
2

k k
k k

q y q y
Pq g y

y y
− −∂ ζ ∂ ζζ ⎛ ⎞= − ζ + − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,

 q3k(0,0) = 0, q3k(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N;

( ) ( )2
2 3 3 1

3 1 2
, ,k k

k
q y q y

Pq
y y

−
+

∂ ζ ∂ ζ
= −ζ −

∂ ∂
,

q3k+1(0,y) = 0, q3k+1(ζ,у) →0, при ζ→+∞, k∈N.
Асимптотическое поведение решения этих задач при ζ→+∞ имеет вид

( ) ( ) ( )3 1 3 3 13 2
1 1 1, , , , ,k k kq y O q y O q y O− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ζ = ζ = ζ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ζ ζ ζ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, k = 0,1,2,….

Обоснование ФАР решения задачи (1), (2)

Пусть R(х,у,ε) = u(х,у,ε)–un(х,у,ε),

где un(х,у,ε) = ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

0 0 1 1
, , , ,

n n n n
k k k k

k k k k
k k k k

v x y x w y q y
= = =− =−
ε + ε π τ + μ η + μ ζ∑ ∑ ∑ ∑ ,

R(х,у,ε) – остаточный член.
Тогда для R(х,у,ε) получим задачу:

ε∆R–(1–х2)Ry = О(εn+2/3), R|Г = О(εn+1).
Из принципа максимума следует, что

R = O(εn+1/3).
Нами доказана
Теорема. Если f (x,y)∈C(∞,∞)( D ), f (±1,y)≠0, тогда для решения задачи (1), (2)

справедливо равномерное асимптотическое разложение

u(х,у,ε) = ( ) /3 /3
3 3

0 0 1 1

1 1, , , ,k k k k
k k k k

k k k k

y x xv x y x w y q y
∞ ∞ ∞ ∞

= = =− =−

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ε + ε π + ε + ε⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ε ε
∑ ∑ ∑ ∑

при ε→0.
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Заключение
Построено равномерное асимптотическое разложение решения задачи Дирих-

ле для бисингулярно возмущенного эллиптического уравнения с граничными
особыми точками, когда соответствующее невозмущенное уравнение имеет про-
стые точки поворота на границе области. Главный член асимптотики решения
имеет отрицательную дробную степень по малому параметру. Построенная рав-
номерная асимптотика решения поставленной задачи не улучшаемая.
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Tursunov D.A., Erkebaev U.Z. ASYMPTOTIC EXPANSION OF THE SOLUTION OF A PER-
TURBED ELLIPTIC EQUATION WHEN THE LIMIT EQUATION HAS SINGULAR POINTS
DOI 10.17223/19988621/35/4

The classical method of boundary functions is used to construct asymptotic expansions of so-
lutions of perturbed Prandtl–Tikhonov type equation in the case of the exponential asymptotic
stability of solutions of the equation in the fast variable, i.e. when the condition of A.N. Tikho-
nov’s theorem is satisfied. When this condition is not satisfied, the boundary functions method
cannot be applied directly. For this reason, in such cases, many researchers previously used the
Van Dyke matching principle. But the disadvantage of the method of matching is that the formal
asymptotic expansion of the solution constructed by matching cannot be justified is all cases. We
have proved the possibility of applying the method of boundary functions for constructing a uni-
form asymptotic expansion of the solution of the Dirichlet problem for the bisingular perturbed
elliptic equation when the limit equation is the first order differential equation with singular
points, and the condition of A.N. Tikhonov's theorem is not satisfied at these points. An estimate
of the remainder term has been obtained, i.e., the formal asymptotic expansion solution of the
problem has been justified. The uniform asymptotic expansion of the solution of the problem we
have constructed consists of four solutions: the regular (smooth) external solution, the classical
boundary layer solution, and two generalized boundary layer solution. The regular external part of
the solution satisfies the boundary condition, and this solution has no singularities, i.e. is an eve-
rywhere smooth function. The classical boundary layer solution satisfies the second part of the
boundary condition, and tends exponentially to zero outside the border inside the area. The gener-
alized boundary functions satisfy the boundary condition at the singular points, and have the
power damping property outside the singular points inside the region.

Keywords: asymptotic, solution, bisingular perturbed, elliptic type equation, singular point, Dirichlet
problem, generalized method of boundary functions, boundary function, small parameter.



34 Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев

TURSUNOV Dilmurat A. (Doctor of Physics and Mathematics,
Ural State Pedagogical University, Yekaterinburg, Russian Federation)
E-mail: d_osh@rambler.ru

ERKEBAEV Ulukbek Zairbekovich (Osh State University, Osh, Kyrgyzstan)
E-mail: uluk3188@mail.ru

REFERENCES

 1. Il'in A.M. Soglasovanie asimptoticheskikh razlozheniy kraevykh zadach. Moskow, Nauka
Publ., 1989. 334 p. (in Russian)

 2. Alymkulov K. Analog of method of boundary layer function for the solution of the Lighthill’s
model equation with the regular singular point. American Journal Math. & Statistics, 2013,
vol. 3, no. 1, pp. 53−61.

 3. Alymkulov K., Asylbekov T.D., Dolbeeva S.F. Obobshchenie metoda pogranfunktsiy dlya re-
sheniya kraevoy zadachi dlya bisingulyarno vozmushchennogo differentsial'nogo uravneniya
vtorogo poryadka. Matematicheskie zametki, 2013, vol. 94, no. 4, pp. 484−487. (in Russian)

 4. Tursunov D.A. Asimptoticheskoe razlozhenie resheniya bisingulyarno vozmushchennogo el-
lipticheskogo uravneniya. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i
mekhanika, 2013, no. 6(26), pp. 37–44. (in Russian)

 5. Tursunov D.A. Asimptotika resheniya bisingulyarno vozmushchennogo ellipticheskogo urav-
neniya. Cluchay osoboy tochki na granitse. Izvestiya Tomskogo politekhnicheskogo univer-
siteta, 2014, vol. 324, no. 2, pp. 31−35. (in Russian)

 6. Polyanin A.D. Spravochnik po lineynym uravneniyam matematicheskoy fiziki. Moskow, Fiz-
matlit Publ., 2001. 576 p. (in Russian)



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS ()
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




