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ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ ВОЛНОВОГО ПАКЕТА, ОБРАЗОВАННОГО
ДВУМЯ СВОБОДНЫМИ ИДЕНТИЧНЫМИ ЧАСТИЦАМИ
С РАЗНЫМИ НЕРЕЛЯТИВИСТСКИМИ СКОРОСТЯМИ

Доказаны две теоремы, связывающие групповую скорость волнового пакета,
образованного двумя свободными идентичными частицами с разными нере-
лятивистскими скоростями, с параметрами гармоник.
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В ряде задач исследуются квантовые системы, состоящие из двух частиц [1–3].
При этом преимущественно рассматриваются частицы, связанные взаимодейст-
вием в большей [1, 2] или меньшей [3] степени. Потенциал взаимодействия су-
щественно влияет на вид волновой функции и в любом случае обусловливает
непрерывный спектр ее гармоник. Установление квазиимпульса двухчастичной
системы [1] и интерпретация волновой функции как ядра интегрального опера-
тора (Гильберта – Шмидта) [3] предполагают определение групповых скоростей
волновых пакетов, что не представляет затруднений в силу непрерывности их
спектров.

При движении частиц (не связанных взаимодействием) с неравными фиксиро-
ванными скоростями частоты волн де Бройля образуют дискретный спектр, в свя-
зи с чем для определения групповой скорости волнового пакета формула

g
d
dk
ω

=v (1)

[4] не подходит, поскольку предполагает, по крайней мере, кусочно-непрерывную
зависимость ω(k). Здесь ω – циклическая частота, k – волновое число.

Задача, таким образом, заключается в отыскании формулы групповой скорости
для дискретных значений ω и k. Результаты решения этой задачи могут быть при-
менены к классу частиц, не связанных полевыми взаимодействиями, в том числе
нейтронам, которые в результате некоторых ядерных реакций образуют двухчас-
тичные квантовые системы, например

235 1 139 95 1
92 0 54 38 0U+ Xe Sr 2n n→ + + .

Пусть две частицы образуют квантовую систему в пространстве 3\ , имеют
одинаковые массы m и движутся с фиксированными нерелятивистскими скоро-
стями v1 и v2. В начальный момент координаты частиц совпадают. Соответствую-
щий им волновой пакет имеет вид

( ) ( ) ( )1 1 2 2, i t k x i t k xx t Ce Ce− ω − − ω −Ψ = + , (2)

где C определяется из условий нормировки волновой функции.



70 И.П. Попов

При этом
2

2
m

ω =
=
v , (3)

mk =
=
v , (4)

kϕ
ω

=v , (5)

где ħ – постоянная Планка, vϕ – фазовая скорость [4, 5].
Для названных условий имеют место две теоремы, первую из которых предва-

ряет следующая
Лемма. Справедлива формула
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2
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Доказательство.
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Лемма доказана.
Теорема 1. Групповая скорость волнового пакета (2) определяется выра-

жением

2 1

2 1
g k k

ω −ω
=

−
v . (6)

Доказательство. В соответствии с леммой выражение (2) приводится к виду

( )
( ) ( )[ ]1 2 1 22 1 2 1 2, 2 cos

2 2

i t k k xk k
x t C t x e
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.

Модуль волновой функции

2 1 2 12 cos
2 2

k k
C t x

ω −ω −⎛ ⎞Ψ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Групповая скорость – это скорость перемещения максимума модуля [4], кото-
рый достигается при условии

2 1 2 1 0
2 2

k k
t x

ω −ω −
− = .
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За время t максимум модуля перемещается на расстояние x [6]. Таким образом,
его скорость, или групповая скорость,

2 1

2 1
g

x
t k k

ω −ω
= =

−
v .

Теорема доказана.
Замечание. (6) можно представить в виде

g k
∆ω

=
∆

v .

Таким образом (1) является предельным случаем (6).
Теорема 2. Групповая скорость волнового пакета (2) равна сумме фазовых

скоростей его гармоник
1 2

1 2
1 2

g k kϕ ϕ
ω ω

= + = +v v v .

Доказательство. Очевидно тождество
2 2
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В соответствии с (3) и (4) оно приводится к виду
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, (7)
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Или с учетом (5) и (6)
vg = vϕ1 + vϕ2.

Теорема доказана.
В [7–9] показано, что

2m
ω =

=
v . (8)

При этом вместо (7) следует записать

1 2
2 2 2 2

1 22 2k k
ω ω

=
= =
= =

.

Дальнейшие рассуждения не изменяются и теорема 2 справедлива также при
условии (8).
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