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Д.В. Березин, Л.А. Нежельская 

 
ОПТИМАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ СОСТОЯНИЙ МОДУЛИРОВАННОГО  
MAP-ПОТОКА СОБЫТИЙ ПРИ ЕГО НЕПОЛНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ 

 
Выведены явные выражения для апостериорных вероятностей состояний модулированного MAP-потока собы-
тий, учитывающие эффект непродлевающегося мертвого времени. Разработан алгоритм оптимального оценива-
ния состояний модулированного MAP-потока событий. Проведены статистические эксперименты для установ-
ления качества оценивания, получены и проанализированы численные результаты.  
Ключевые слова: модулированный MAP-поток событий; оптимальное оценивание состояний; метод максиму-
ма апостериорной вероятности; непродлевающееся мертвое время. 

 
Интенсивное развитие компьютерной техники и информационных технологий послужило стиму-

лом к созданию важной сферы приложений теории массового обслуживания  проектирования и созда-
ния информационно-вычислительных сетей, компьютерных сетей связи, спутниковых сетей, телеком-
муникационных сетей и т.п. Интенсивность входящих потоков событий в системах и сетях массового 
обслуживания меняется со временем, как правило, случайно, что приводит к рассмотрению математи-
ческих моделей дважды стохастических потоков событий. Дважды стохастические потоки можно раз-
делить на два класса: к первому классу относятся потоки, интенсивность которых есть непрерывный 
случайный процесс [1]; ко второму классу относятся потоки с интенсивностью, представляющей собой 
кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [2–5]. Отметим, что MAP-
потоки событий относятся ко второму классу дважды стохастических потоков и наиболее характерны 
для реальных телекоммуникационных сетей [6].  

При исследовании потоков событий можно выделить два класса задач: 1) оценивание состояний 
потока событий [7–9]; 2) оценивание параметров потока [10–15]. 

В настоящей статье приведены аналитические и численные результаты оптимального оценивания 
состояний модулированного MAP-потока. Предлагается алгоритм оптимального оценивания состояний, 
когда решение о состоянии потока выносится по критерию максимума апостериорной вероятности, 
представляющей наиболее полную характеристику состояния потока, которую можно получить, распо-
лагая только выборкой наблюдений. Сам критерий минимизирует полную вероятность ошибки вынесе-
ния решения. Для получения численных результатов оценивания была построена имитационная модель 
потока, с помощью которой проведен ряд статистических экспериментов. 

 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается модулированный MAP-поток событий с интенсивностью, представляющей со-
бой кусочно-постоянный стационарный случайный процесс (t) с двумя состояниями: (t)  1 и 
(t)2 (1 > 1  0). Длительность пребывания процесса (t) в i-м состоянии, i  1,2, определяется дву-
мя случайными величинами: первая случайная величина распределена по экспоненциальному закону 

Fi
(1)  1  tie  , i  1,2; в момент окончания i-го состояния процесс (t) переходит с вероятностью еди-

ница из i-го состояния в j-е, i, j  1,2 (i  j); вторая случайная величина распределена по экспоненциаль-
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ному закону Fi
(2)  1  tie  , i  1,2; в момент окончания i-го состояния процесс (t) переходит с вероят-

ностью P1 (j | i) в j-е состояние (i  j) с наступлением события, либо с вероятностью P0 (j | i) перехо-
дит в j-е состояние (i  j) без наступления события, либо с вероятностью P1 (i | i) остается в i-м состоя-
нии с наступлением события (P1 (j | i) + P0 (j | i) + P1 (i | i)  1, i, j  1,2, i  j). 

Первая и вторая случайные величины являются независимыми друг от друга. В сделанных пред-
положениях (t)  марковский процесс. 

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик процесса  t  при этом примет вид 

   
   

   
    10

22122112

12111111

2221022

1201111 |
||
||

|
| DDPP

PP
P

PD 



 . 

Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса (t) из состояния в состояние с 
наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0  интенсивности переходов из состоя-
ния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы D0  интенсивности выхо-
да процесса (t) из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что если 
P0 (2 | 1)  P0 (1 | 2)  0, то имеет место модулированный синхронный поток событий [16]. 

После каждого зарегистрированного в момент времени tk события наступает время фиксирован-
ной длительности Tdead (мертвое время), в течение которого другие события исходного модулированно-
го MAP-потока недоступны наблюдению. По окончании мертвого времени первое наступившее собы-
тие снова создает период мертвого времени длительности Tdead и т.д. Пример возникающей ситуации 
приведен на рис. 1, где 1 и 2  состояния процесса (t), t1,t2…  моменты наступления событий в 
наблюдаемом потоке; пунктиром обозначены длительности мертвого времени; черными кружками обо-
значены события модулированного MAP-потока, недоступные наблюдению. 

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Так как процесс (t) принципиально ненаблюдаем (скрытый марковский процесс), а наблюдаемыми 
являются только временные моменты наступления событий потока t1,t2…, то необходимо по этим 
наблюдениям оценить состояние процесса (t) (или модулированного MAP-потока) в момент окончания 
наблюдения. 

Рассматривается стационарный режим функционирования потока событий, поэтому переходными 
процессами на интервале наблюдения (t0, t), где t0  момент начала наблюдений, t  момент вынесения 
решения о состоянии процесса (t), пренебрегаем. Тогда без потери общности можно положить t0  0. 
Для вынесения решения о состоянии процесса (t) в момент времени t необходимо определить апосте-

1 

Процесс (t) 

P1(1|1) 

P1(2|2) 

2 

P 0
(

2|
1)

 

P1(2|2) 

P1(1|1) 
P 1

(
2|

1)
 

t 

t 

P 1
(

1|
2)

 

1 

2 

t 

t2 t1 t3 t4 
t 

Tdead 

Модулированный МАР-поток событий 

Схема создания мертвого времени 

Наблюдаемый поток событий 
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риорные вероятности w(i| t)  w(i| t1,…,tm,t), i  1,2, того, что в момент времени t значение процесса 
(t)  i (m  количество наблюденных событий за время t), при этом w(1| t) + w(2| t)  1. Решение о 
состоянии процесса (t) выносится путем сравнения вероятностей: если w(i| t)  w(j| t), i, j  1,2, i  j, 
то оценка состояния ̂ (t)  i, иначе ̂ (t)  j. 

 
2. Алгоритм оптимального оценивания состояний модулированного MAP-потока событий 

 
Рассмотрим интервал (tk, tk+1), k  1,2,…, между соседними событиями рассматриваемого потока. 

Момент вынесения решения t будет принадлежать этому интервалу. При этом для начального интерва-
ла (t0, t1) момент t будет лежать между моментом начала наблюдения t0 и моментом наступления перво-
го события потока. Значение длительности интервала (tk, tk+1) есть τk  tk+1  tk, k  1,2,… . С другой сто-
роны, так как наблюдаемое в момент tk событие порождает период мертвого времени длительности T, то 
τk  T + ηk, где ηk – значение длительности интервала между моментом окончания периода мертвого 
времени tk + Tdead и моментом tk+1, т.е. интервал (tk, tk+1) разбивается на два смежных: первый полуинтер-
вал (tk, tk + Tdead], второй – интервал (tk + Tdead, tk+1). Подчеркнем, что условия нахождения апостериорной 
вероятности w(1| t) на полуинтервале (tk, tk + Tdead] и интервале (tk + Tdead, tk+1) принципиально разные. 
Кроме того, для нахождения вероятности w(1|t) необходимо точно знать значение Tdead либо, по край-
ней мере, предварительно осуществить оценку Tdead. В противном случае отсутствие такой информации 
делает попытку строгого нахождения вероятности w(1| t) невозможной. Здесь предполагается, что зна-
чение Tdead известно точно. 

 
2.1. Выражения для апостериорной вероятности при отсутствии мертвого времени 

 
Рассмотрим ситуацию, когда T  0, т.е. мертвое время отсутствует. Для вывода формул апостери-

орной вероятности w(1| t) воспользуемся t-методом. 
Лемма 1. На временных интервалах (t0, t1) и (tk, tk+1), k  1,2,…, апостериорная вероятность w(1| t) 

удовлетворяет дифференциальному уравнению 

         twPPtw |||| 1
2

21021201211  

       21022121022121 |||2  PtwP ; (1) 

10 ttt  , 1 kk ttt , ,2,1k  . 

Лемма 2. Апостериорная вероятность w(1| t) в момент tk, k  1,2,…, наступления события моду-
лированного MAP-потока определяется формулой пересчета 

           
         0||||1

0||||
0|

121021201212102

1211211112112
1 




k

k
k twPPP

twPPPtw . (2) 

Замечание. В точке tk вероятность w(1| t) претерпевает разрыв (имеет место конечный скачок). 
Вероятность w(1| tk + 0) зависит от значения w(1| tk  0), где w(1| tk  0)  значение вероятности w(1| t) 
в момент времени tk, когда w(1| t), определяемая в (1), изменяется на интервале (tk1, tk), соседнем с ин-
тервалом (tk, tk+1), k  2,3,… . Таким образом, в значении w(1| tk + 0) «сосредоточена» вся предыстория 
наблюдений за модулированным MAP-потоком, начиная от момента t0  0 до момента tk. В качестве 
начального значения w(1| t0 + 0)  w(1| t0  0) на полуинтервале [t0, t1) выбирается априорная финаль-
ная вероятность первого состояния процесса (t) [7]: 

 
  

     2212111121

22122
1 |1|1

|1





PP

P
, (3) 

которая является решением дифференциального уравнения 
             2212201221211112101 |1||1|1|  PttPPtt  

при t  . 
Леммы 1, 2 позволяют сформулировать следующую теорему. 
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Теорема. Поведение апостериорной вероятности w(1| t) на временных интервалах (t0, t1) и 
(tk, tk+1), k  1,2,…, определяется явными формулами 

           

       k

k

ttwwA
kk

ttwwA
kk

etwwtww
etwwwtwwwtw 







12

12

0|0|

0|0|
|

1112

112121
1 , (4) 

A
ACBBw

2

42

1


 , 
A

ACBBw
2

42

2


 , 

    0|| 2102120121  PPA ,  21022121 |2  PB , 

 21022 | PC ; 

для А  0  

       

B
CetwBCtw

kttB
k 

|
| 1

1 , (5) 

t0< t < t1, tk< t < tk+1, k  1,2,…; w(1| tk + 0) определена формулой (2). 
 

2.2. Выражение для апостериорной вероятности  
в условиях непродлевающегося мертвого времени 

 
Возвратимся к ситуации, когда длительность мертвого времени Tdead  0 (рис. 1). Тогда вычисле-

ние вероятности w(1| t) по формуле (4) справедливо на интервале (tk + Tdead, tk+1). При этом начальное 
условие для w(1| t) привязывается к моменту времени tk + Tdead, т.е. в формуле (4) нужно заменить 
w(1| tk + 0) на w(1| tk + Tdead) и tk + Tdead ≤ t < tk+1, k  1,2,… . Формула (2) остается без изменения, так как 
предназначена для вычисления w(1| t) в момент tk наступления события, которое порождает мертвое 
время. Рассмотрим полуинтервал (tk, tk + Tdead], k  1,2,… . На этом полуинтервале событие имеет место 
в граничной точке tk, на самом полуинтервале события отсутствуют. 

Утверждение. Поведение апостериорной вероятности w(1| t) на временных полуинтервалах 
(tk, tk + Tdead], k  1,2,…, определяется явной формулой 

        ,0|| 1111
kttB

k etwtw   (6) 

  ,|2 21022121  PB  

tk< t ≤ tk + Tdead, k  1,2,…; w(1| tk + 0) определена формулой (2); 1 определена в (3). 
Полученные формулы позволяют сформулировать алгоритм расчета вероятности w(1| t) и алго-

ритм принятия решения о состоянии процесса λ(t) в любой момент времени t (алгоритм оптимального 
оценивания состояний модулированного MAP-потока): 

1) вычисляется априорная вероятность 1 нахождения процесса в состоянии 1 в момент начала 
наблюдения t0 по формуле (3); 

2) на промежутке (t0, t1) по формуле (4) или (5) в зависимости от значения коэффициента А вы-
числяется апостериорная вероятность w(1| t), где в качестве w(1| t0 + 0), t0 − момент наступления собы-
тия, используется значение 1; 

3) в момент наступления события tk апостериорная вероятность w(1| tk + 0) рассчитывается по 
формуле (2). Здесь в качестве w(1| tk  0) используется значение, вычисленное по формуле (4) или (5) в 
момент времени tk, k  1,2,…; 

4) на промежутке (tk, tk + Tdead] апостериорная вероятность w(1| t) вычисляется по формуле (6), где 
w(1| tk + 0) − значение, вычисленное на предыдущем шаге алгоритма по формуле (2); 

5) на интервале (tk + Tdead, tk+1), k  1,2,…, значение w(1| t) рассчитывается по формуле (4) или (5), 
где в качестве w(1| tk + 0) используется значение w(1| tk + Tdead), вычисленное на шаге 4. Далее осу-
ществляется переход на шаг 3. Шаги 3–5 повторяются до момента t окончания наблюдения за потоком. 

Параллельно по ходу вычисления w(1| t) в любой момент времени выносится решение о состоя-

нии процесса λ(t): если w(1| t)  w(2| t), то оценка состояния ̂ (t)  1, иначе ̂ (t)  2. 
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3. Результаты численных расчетов 
 

Для получения численных результатов была построена имитационная модель модулированного 
MAP-потока событий с двумя состояниями и проведен статистический эксперимент. На первом этапе 
работы программы строится реализация потока. На втором этапе на основании полученной выборки 
t1,t2…,tn моментов наступления событий в наблюдаемом потоке происходит оценивание состояний по-
тока методом максимума апостериорной вероятности. На рис. 2 изображена реализация потока для 
1  4, 2  1, T  5, Tdead  1, 1  0,1, 2  0,1, P1 (1 | 1)  0,6, P1 (2 | 1)  0,3, P0 (2 | 1)  0,1, 
P1 (2 | 2)  0,4, P1 (1 | 2)  0,4, P0 (1 | 2)  0,2. 

 

 
 

Рис. 2. Реализация модулированного МАР-потока событий 
 

На рис. 3 приведено поведение апостериорной вероятности w(1| t) для тех же значений параметров. 
 

 
 

Рис. 3. Поведение апостериорной вероятности w(1| t) 
 

На рис. 4 изображено поведение оценки ̂ (t) процесса λ(t). Тонкая прямая линия проведена на тех 

временных участках, где поведение λ(t) и ̂ (t) не совпадает. 
 

 
 

Рис. 4. Поведение ̂ (t) 
 

Чтобы установить частоту ошибочных решений о состоянии процесса λ(t), были проведены ста-
тистические эксперименты, состоящие из следующих этапов: 

1) для определенного набора параметров осуществляется моделирование потока (i-й опыт); 
2) по формулам (2)–(6) рассчитывается апостериорная вероятность w(1| t) и по методу максимума 

апостериорной вероятности выносится решение о значении процесса λ(t) в любой момент времени t; 
3) определяется значение di  суммарная протяженность интервалов времени, на которых поведе-

ние λ(t) и ̂ (t) не совпадает; 

4) вычисляется доля ошибочных решений 
T
dp i

i ˆ , где T  время моделирования; 

5) шаги 1–4 повторяются N раз. 
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Результатом описанного алгоритма является выборка 1p̂ ,…, Np̂  долей ошибочных решений в N 

испытаниях, на основании которой вычисляется выборочное среднее ош1

1 ˆˆ ˆN
ii

p p P
N




   − оценка полной 

вероятности ошибки принятия решения Pош, и выборочная дисперсия   





N

i
i pp

N
S

1

22 ˆˆ
1

1
. 

В первом эксперименте устанавливается зависимость оценки ошP̂  от значения параметра 1. Зна-

чения остальных параметров приведены в табл. 1. Результаты приведены в табл. 2.  
 

Т а б л и ц а  1  
Данные для первого эксперимента 

 

T  100 1  10 1  0; 0,1;…; 1 P1 (1 | 1)  0,2 P1 (2 | 1)  0,7 P0 (2 | 1)  0,1 
Tdead  1 2  1 2  1 P1 (2 | 2)  0,8 P1 (1 | 2)  0,1 P0 (1 | 2)  0,1 

 
Т а б л и ц а  2  

Результаты первого эксперимента 
 

1 0 0,1 0, 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

ошP̂  0,025 0,037 0,049 0,059 0,071 0,079 0,090 0,094 0,104 0,112 0,121 

S 2  10–4 0,63 0,72 0,81 0,93 0,89 1,37 1,26 1,51 1,83 1,92 2,04 
 

Как видно, оценка ошP̂  возрастает по мере роста 1. Это объясняется тем, что с ростом 1 перехо-

ды из первого состояния во второе происходят чаще, следовательно, событий в первом состоянии про-
цесса λ(t) наступает меньше (в вероятностном смысле) и, как следствие, событий в наблюдаемом потоке 
наступает меньше. Тем самым уменьшается количество информации, так как алгоритм в качестве ис-
ходных данных располагает только выборкой моментов наступления событий. Таким образом, частота 
принятия ошибочных решений о состоянии потока увеличивается. 

Во втором эксперименте устанавливается зависимость оценки ошP̂  от значения параметра 2. 

Значения остальных параметров приведены в табл. 3. Результаты второго эксперимента продемонстри-
рованы в табл. 4. 

 

Т а б л и ц а  3  
Данные для второго эксперимента 

 

T  100 1  10 1  1 P1 (1 | 1)  0,2 P1 (2 | 1)  0,7 P0 (2 | 1)  0,1 
Tdead  1 2  1 2  ; 0,1;…; 1 P1 (2 | 2)  0,8 P1 (1 | 2)  0,1 P0 (1 | 2)  0,1 

 

Т а б л и ц а  4  
Результаты второго эксперимента 

 

2 0 0,1 0, 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

ошP̂  0,028 0,070 0,093 0,098 0,106 0,108 0,110 0,113 0,116 0,117 0,120 

S 2  10–4 0,96 1,54 2,26 2,20 2,28 1,92 1,96 2,11 1,78 2,34 1,90 
 

Как и в первом эксперименте, оценка ошP̂  возрастает с ростом 2. На рис. 5 изображено поведе-

ние оценки ошP̂  при изменении параметров 1 и 2.  

Заметим, что ошP̂ (2) > ошP̂ (1) при равных значениях 1 и 2. Это объясняется набором вероят-

ностей, определяющих поток, в частности значениями P1 (2 | 1)  0,7 и P1 (2 | 2)  0,8. Последние за-
даны таким образом, что процесс λ(t) во втором состоянии проводит больше времени. Поскольку 
1  10, а 2  1 (1 >> 2), то алгоритм с большой апостериорной вероятностью w(1| tk + 0) выносит ре-
шение о том, что событие наступило в первом состоянии процесса λ(t), там самым совершая ошибку 
при оценке состояния. 
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Рис. 5. Зависимость оценки ошP̂  от параметров i, i = 1,2.  

1 – поведение ошP̂ (1); 2 – поведение о̂шP (2) 

 

В третьем эксперименте исследуется зависимость оценки ошP̂  от отношения 
2

1


 . В табл. 5 при-

ведены исходные данные эксперимента, результаты эксперимента продемонстрированы в табл. 6. 
 

Т а б л и ц а  5  
Данные для третьего эксперимента 

 

T  100 1  10 1  0,5 P1 (1 | 1)  0,2 P1 (2 | 1)  0,7 P0 (2 | 1)  0,1 

Tdead  1 200;;4
2

1 


 2  0,5 P1 (2 | 2)  0,8 P1 (1 | 2)  0,1 P0 (1 | 2)  0,1 

 
Т а б л и ц а  6  

Результаты третьего эксперимента 
 

2

1



 4 5 10 20 50 100 200 

о̂шP  0,108 0,097 0,076 0,068 0,061 0,057 0,057 

S 2  10-4 1,94 1,51 1,27 1,73 1,66 1,47 1,16 
 

Результаты показывают, что оценивание тем лучше, чем больше отношение 
2

1


 . В этом случае 

состояния процесса λ(t) становятся различимы лучше и частота принятия ошибочных решений значи-
тельно уменьшается. 

В четвертом эксперименте устанавливается зависимость оценки ошP̂  от длительности мертвого вре-

мени Tdead. Данные для эксперимента приведены в табл. 7. Результаты продемонстрированы в табл. 8. 
 

Т а б л и ц а  7  
Данные для четвертого эксперимента 

 

T  100 1  5 1  0,2 P1 (1 | 1)  0,6 P1 (2 | 1)  0,3 P0 (2 | 1)  0,1 
Tdead  0; 1;…; 6 2  1 2  0,2 P1 (2 | 2)  0,1 P1 (1 | 2)  0,7 P0 (1 | 2)  0,2 

 
Т а б л и ц а  8  

Результаты четвертого эксперимента 
 

Tdead 0 1 2 3 4 5 6 

ошP̂  0,232 0,260 0,276 0,280 0,284 0,288 0,291 

S 2  10–3 0,49 1,01 0,97 1,33 1,34 1,22 1,45 

О
це

нк
а 
Р о

ш
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Результаты свидетельствуют о том, что оценка ошP̂  растет с увеличением значения Tdead, так как 

событий в наблюдаемом потоке наступает меньше, в результате чего уменьшается количество инфор-
мации для алгоритма принятия решения о значении процесса λ(t). 

 

Заключение 
 

В данной статье предложен алгоритм оптимального оценивания состояний модулированного MAP-
потока при наличии непродлевающегося мертвого времени, приведены численные результаты ряда экспе-

риментов по выявлению зависимости оценки ошP̂  от изменения различных параметров потока. Результаты 

экспериментов показывают, что оценка ошP̂  возрастает с увеличением параметров 1 и 2, а с увеличени-

ем отношения 1 к 2 оценивание состояний процесса λ(t) происходит значительно лучше. 
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This paper considers the modulated MAP, which rate is a piecewise constant random process (t) with two states: (t)  1 and 
(t)2 (1 > 1  0). The time when the process (t) remains at the i-th state, i = 1,2, depends on two random values: 1) the first ran-

dom value has the exponential distribution function Fi
(1)  1  tie  , i  1,2; when the i-th state ends, the process (t) transits with the 

probability equal to one from the i-th state to the j-th state, i, j  1,2 (i  j); 2) the second random value has the exponential distribution 

function Fi
(2)  1  tie  , i  1,2; when the i-th state ends, the process (t) transits with the probability P1 (j | i) from the i-th state to 

the j-th state (i  j) and a flow event occurs or (t) transits with the probability P0 (j | i) from the i-th state to the j-th state (i  j) but an 
event does not occur, or the process (t) transits with the probability P1 (i | i) from the i-th state to the i-th state and a flow event oc-
curs. Here P1 (j | i) + P0 (j | i) + P1 (i | i)  1, i, j  1,2, i  j. The block transition rate matrix for the process (t) is as follows: 

   
   

   
    10

22122112

12111111

2221022

1201111 |
||
||

|
| DDPP

PP
P

PD 



 . 

An event generates the period of time called the dead time, during which the flow cannot be observed. After this period ends, a new 
event also generates the dead time. Having only a sample (t1,…, tn) of events moments, we need to estimate the flow states. 

The optimal states estimation algorithm is as following: 
1) at the initial moment t0 a priori probability 1 that (t) is in 1 is calculated using the formula 

  
     2212111121

22122
1 |1|1

|1





PP

P
; 

2) in the interval (t0, t1) a posteriori probability w(1| t) is calculated using the formula 

          

       012

012

0|0|

0|0|
|

011012

01120121
1 ttwwA

ttwwA

etwwtww
etwwwtwwwtw 






 ,   101 0|  tw ; 

3) at event occurring moment tk a posteriori probability w(1| tk + 0) is calculated using the formula 

          
         0||||1

0||||
0|

121021201212102

1211211112112
1 




k

k
k twPPP

twPPPtw , 

where instead of w(1| tk  0) the value calculated on the formula 

          

       k

k

ttwwA
kk

ttwwA
kk

etwwtww
etwwwtwwwtw









12

12

0|0|

0|0|
|

1112

112121
1  

at tk, k  1,2,…, is used; 
4) in the interval (tk, tk + Tdead] the probability w(1| t) can be found as  

      kttB
k etwtw  1111 0|| ; 

5) in the interval (tk + Tdead, tk+1), k  1,2,…, the value w(1| t) can be calculated by formula used on the step 3, where instead of 
w(1| tk + 0) the value w(1| tk + Tdead) calculated on the step 4 is used. Then go to the step 3. The steps 3-5 are reiterated during observ-
ing time. 

Simultaneously with probability calculation we estimate the flow states: if w(1| t)  w(2| t) than ̂ (t)  1, otherwise ̂ (t)  2. 

The results show that the bigger i, i=1,2, the higher estimation error, and that the bigger quotient 1/2, the better estimation. 
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УПРАВЛЕНИЕ С ПРОГНОЗИРОВАНИЕМ НЕЛИНЕЙНЫМИ  
СТОХАСТИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ  

С МАРКОВСКИМИ СКАЧКАМИ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ 
 
Рассматривается задача управления с прогнозированием по квадратичному критерию для нелинейных дискрет-
ных систем со скачкообразно меняющимися параметрами. Синтезированы стратегии управления при наличии 
явных ограничений на управляющие воздействия. Алгоритм синтеза прогнозирующей стратегии сводится к ре-
шению последовательности задач квадратичного программирования. 
Ключевые слова: нелинейные стохастические системы; прогнозирующее управление; марковские скачки; 
ограничения. 
 

Моделями с марковскими скачкообразными параметрами описывается широкий класс реальных 
систем [1]. В этих моделях предполагается, что смена структуры системы осуществляется в соответ-
ствии с эволюцией марковской цепи с конечным пространством состояний. Решению различных задач 
управления и оценивания для таких систем посвящено значительное количество работ [2–10]. 

Эффективным подходом к синтезу систем управления с ограничениями, получившим широкое 
признание и применение в практике управления сложными технологическими процессами, является 
метод управления с прогнозирующей моделью (управление со скользящим горизонтом) [11]. Примене-
нию данного метода к управлению дискретными системами с марковскими скачками посвящены рабо-
ты [3, 5]. В работе [3] рассматривается задача управления по квадратичному критерию линейными дис-
кретными системами при «жестких» ограничениях на управляющие переменные. 

Применению метода управления с прогнозирующей моделью к управлению нелинейными стоха-
стическими системами посвящены работы [12–16]. В работах [12, 13] рассматривается задача управле-
ния на скользящем горизонте для нелинейных стохастических систем без учета ограничений. В работе 
[14] рассматривается задача прогнозирующего управления нелинейными системами, возмущенными 
белыми шумами, при наличии явных ограничений на управляющие переменные. 

В настоящей работе рассматривается задача синтеза стратегий управления с прогнозированием 
для дискретных нелинейных систем с марковскими скачками. Получены уравнения синтеза оптималь-
ных стратегий управления с учетом «жестких» ограничений на управляющие переменные. 

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть объект управления описывается уравнением 

( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k k          (1) 

где x(k) – n-мерный вектор состояния, u(k) – nu-мерный вектор управления, w(k) – вектор белых шумов 
размерности nw с нулевым средним и единичной матрицей ковариации, α(k) (k = 0,1,2,..,ν) – однородная 
дискретная марковская цепь с конечным множеством состояний {1,2,…,ν}, известной матрицей пере-
ходных вероятностей 

,i jP P      , 1,2,...,i j  ,  , ( 1)  ( )  j ij iP P k k        , ,
1

1j i
j

P



 , 

и известным начальным распределением 

 (0)  ip P i     1,2,...,i   , 
1

1i
i

p



 . 
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Предполагается, что состояние марковской цепи в момент времени k доступно наблюдению. По-
следовательности w(k) и α(k) независимы. Характер нелинейной зависимости в функции f таков, что 

 ( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ) 0jM f x k u k w k k x k k      (2) 

для любых x(k) и 

   0( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( ), ( 1) ( ), ( ) [ ( ), ]jM f x k u k w k k f x k u k w k k x k k T k k          

 T T

1
( ) ( ) ( ) [ ( ), ] ( ) ,

r i i i

i
T x k W x k u k M k k u k


    (3) 

где r = n(n+1)/2, ,iT  iW и  Ti iiM N N ( 1, )i r ,  T0 0 0T D D  – неотрицательно определенные сим-

метричные матрицы. 
На управляющие воздействия наложены ограничения вида 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k   (4) 

где S(k) – матрица соответствующей размерности. 
Необходимо определить закон управления системой (1) при ограничениях (4) из условия мини-

мума критерия со скользящим горизонтом управления: 

T T
1 2

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( 1 ) ( , 1) ( 1 ) ( ), ( ) ,

p
j

i
J k p k M x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k k



           


 (5) 

где M{…/…} – оператор условного математического ожидания; p – горизонт прогноза; k – текущий мо-
мент времени; 21 , 0,( ) ( ), 0R k i R k i  – весовые матрицы соответствующих размерностей. 

 
2. Синтез стратегий прогнозирующего управления 

 
Для решения сформулированной задачи используем методологию управления с прогнозирующей 

моделью. Данный подход позволяет получить стратегии управления с обратной связью с учетом явных 
ограничений на управляющие воздействия. 

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему правилу. На каждом 
шаге k минимизируем функционал (3) по последовательности прогнозирующих управлений u(k/k),..., 
u(k+p–1/k), зависящих от состояния системы в момент времени k. В качестве управления в момент вре-
мени k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как функцию состояний x(k) и α(k) = αj, 
т.е. управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(k + 1) на следующем шаге, процедура 
повторяется для следующего момента k + 1 и т.д. 

Цепь Маркова с дискретным временем допускает следующее представление в пространстве со-
стояний [9]: 

( 1) ( ) ( 1),k P k k        (6) 

где θ(k)=[δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, δ(α(k),j) – функция Кронекера ( 1, )j   ; ( 1)k   – мартингал-разность с 

характеристиками 

 ( 1) ( ) 0,M k k     (7) 

     T T( 1) ( 1) ( 1) ( ) diag ( ) diag ( ) .C k M k k k P k P k P            (8) 

С учетом (6) систему(1) можно представить в следующем виде: 
( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( 1)),x k Ax k B k k u k f x k u k w k k          (9) 

где 

1
[ ( ), ] ( ) ( ),i

i
i

B k k k B k



    (10) 

здесь θi(k)  (i = 1,2,…,ν) – компоненты вектора θ(k), {Bi(k)} – множество значений матрицы B[θ(k),k]. 
Выражения (2) и (3) можно представить в виде 
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 ( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ) 0M f x k u k w k k x k k    , 

  T 0( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( ), ( 1) ( ), ( ) [ ( ), ]M f x k u k w k k f x k u k w k k x k k T k k         

 T T

1
( ) ( ) ( ) [ ( ), ] ( )

r i i i

i
T x k W x k u k M k k u k


   , 

где, с учетом (6)–(8), 

   
T T

0 0 T T T 0 0 T T 0

1 1 1 1
[ ( ), ] ( ) [ ( ) ][ ( )] ( ) ( ) [ ( 1) ] ( )s s n n s n s n

s n s n
T k k D k k P E E P k D k D k E PC k P E D k

   

   
         , 

   
T T

T T T T T

1 1 1 1
[ ( ), ] ( ) [ ( ) ][ ( )] ( ) ( ) [ ( 1) ] ( )j j j j j

s s n n s n s n
s n s n

M k k N k k P E E P k N k N k E PC k P E N k
   

   
         , 

здесь   0( ) , ( )j
i iD k N k  1, , 1,j r i   – множество значений матриц D0(k) и N j(k) соответственно; 

Ei = [0,…,0,1,0,…,0]. 
Пусть H(k) и G(k) – блочные матрицы вида 

00 01 0, 1

10 11 1, 1

1,0 1,1 1, 1

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
( ) ,

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

p

p

p p p p

H k H k H k
H k H k H k

H k

H k H k H k





   

 
 
 
 
 
  

 (11) 

0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ,pG k G k G k G k                                                 
(12) 

блоки которых равны 

   T T( ) T 1 T 1 ( )
, 2

1 1
( ) ( , ) ( 1) [ ( ) ] ( 1)[ ( )] ( 1)s t t n

s nt t
s n

H k R k t B k t k P E Q p t E P k B k t
   

 

            
 (13) 

   T T( ) T ( )( 1) [ ( 1) ] ( 1) ( 1)
p s l p t l p t n

n s
l p t

B k t E P C k p l P E Q p t B k t   

 
            

    T T1 T 1

1
( ) [ ( ) ] ( 1)[ ( )] ( )

r j T t t j j
s s n n

j
N k t tr k P E Q p t E P k T N k t 


         

    T T T

1
( ) [ ( 1) ] ( 1) ( )

p r j l p t l p t j j
s n s n

l p t j
N k t tr E P C k p l P E Q p t T N k t   

  


         


, 

   T T( ) T 1 T 1 ( )
,

1 1
( ) ( 1) [ ( ) ] ( 1) [ ( )] ( 1)s t t f f n

s nt f
s n

H k B k t k P E Q p t A E P k B k f
    

 

           
 (14) 

   T T( ) T ( )( 1) [ ( 1) ] ( 1) ( 1)
p s l p f l p t t f n

n s
l p f

B k t E P C k p l P E Q p t A B k f    

 
          , t f , 

T
, ,( ) ( ), ,t f f tH k H k t f   (15) 

 T1 1 ( )

1
( ) ( 1) ( ) ( 1),t t s

st
s

G k A Q p t E P k B k t
 


          (16) 

где 

 T
1

1
( ) ( 1) ( 1) ( , )

r j j

j
Q i A Q i A tr Q i T W R k p i


      , 

1(0) ( , )Q R k p , 

   1 T( ) diag ( ) diag ( )i iC k i P k P P k P     . 

Теорема 1. Вектор прогнозирующих управлений U(k) = [uT(k/k),...,uT(k+p−1/k)]T, минимизирую-
щий критерий (5) при ограничениях вида (4), на каждом шаге k определяется из решения задачи квадра-
тичного программирования с критерием вида 
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T T( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y k p k x k G k U k U k H k U k    

при ограничениях 

min max( ) ( ) ( ) ( ),U k S k U k U k   (17) 

где 

( ) diag( ( ),..., ( 1))S k S k S k p   , 
T TT T T T

min min max maxmin max( ) ( ),..., ( 1) , ( ) ( ),..., ( 1)U k u k u k p U k u k u k p            , 

H(k) и G(k) – блочные матрицы, определенные соотношениями (11)–(16). 
Оптимальное управление равно 

( ) 0 ... 0 ( ),
u u un n nu k I U k     (18) 

где 
unI  – единичная матрица размерности nu, 0

un  – квадратная нулевая матрица размерности nu. 

Оптимальная стратегия прогнозирующего управления системой (1) без учета ограничений опре-
деляется уравнением (18), где 

1 T( ) ( ) ( ) ( ).U k H k G k x k   (19) 

При этом оптимальное значение критерия (5) определяется выражением 
opt T 1 T

1( / ) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ) ( ) ( )J k p k x k Q p R k G k H k G k x k        (20) 

    T T0 T 1 T 1 0

1 1 1
( ) tr [ ( ) ] ( 1)[ ( )] ( )

p p i p i
s s n n

i s n
D k t k P E Q i E P k D k t

     

  
          

    T T0 T 0

1 1 1
( ) tr [ ( 1) ] ( 1) ( )

p p l i l i
s n s n

i l i s n
D k t E P C k p l P E Q i D k t

   

   
          . 

Доказательство. Критерий (5) можно записать следующим образом: 

 T T T
11 2( ) ( 1) ( ,1) ( 1) ( / ) ( ,0) ( / ) ( 2) ( ,2) ( 2)J k p k M x k R k x k u k k R k u k k M x k R k x k          

T T
12( 1 / ) ( ,1) ( 1 / ) ... ( ) ( , ) ( )u k k R k u k k M x k p R k p x k p         

  T
2( 1/ ) ( , 1) ( 1/ ) ( 1), ( 1) ... ( 1), ( 1) ( ), ( )u k p k R k p u k p k x k p k p x k k x k k               . 

Введем обозначение 

 T T
1 2( 1) ( , 1) ( 1) ( / ) ( ,s) ( / )k sJ M x k s R k s x k s u k s k R k u k s k            

 T T
1 2( 2) ( , 2) ( 2) ( 1 / ) ( , 1) ( 1 / ) ...M x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k              

 T T
1 2( ) ( , ) ( ) ( 1/ ) ( , 1) ( 1/ ) ( 1), ( 1) ...M x k p R k p x k p u k p k R k p u k p k x k p k p               

 ... ( 1), ( 1) ( ), ( )x k s k s x k s k s        . 

Очевидно, что 

 T T
1 2 1( 1) ( , 1) ( 1) ( / ) ( , ) ( / ) ( ), ( )k sk sJ M x k s R k s x k s u k s k R k s u k s k J x k s k s                (21) 

и 
( ) .kJ k p k J                                                                                (22) 

Рассмотрим 

 T T
1 21 ( ) ( , ) ( ) ( 1/ ) ( , 1) ( 1/ ) ( 1), ( 1) .k pJ M x k p R k p x k p u k p k R k p u k p k x k p k p              

  
(23) 

Выражая x(k + p) через x(k + p–1) с учетом (6) и(9), будем иметь 

( )

1
( ) ( 1) [ ( 1)] ( ) ( 1)i

i
i

x k p Ax k p E P k p B k p u k p



             
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( )

1
[ ( )] ( ) ( 1) ( ( 1), ( 1), ( 1), ( )).i

i
i

E k p B k p u k p f x k p u k p w k p k p



                (24) 

Подставляя (24) в (23) и взяв условное математическое ожидание, получим: 

T T T T
1

1
( 1) (0) ( (0) ) ( 1) 2 ( 1) (0)

r j j
k p

j
J x k p A Q A tr Q T W x k p x k p A Q 



 
          

 
 

 T( ) T ( )

1 1 1
[ ( 1)] ( ) ( 1 ) ( 1 ) ( )s s

s
s s n

E P k p B k p u k p k u k p k B k p
 

  

             


 

 TT T ( ) ( ) T

1 1
[ ( 1) ] (0)[ ( 1)] ( ) ( ) [ ( ) ] (0)T n s

n ss n
s n

k p P E Q E P k p B k p B k p E C k p E Q


 
              

   T( ) T T T

1 1 1
( ) ( 1) tr [ ( 1) ] (0)[ ( 1)] ( 1)

rn j j j
s s n n

j s n
B k p N k p k p P E Q E P k p T N k p

 

  
                 

   T T
2

1 1 1
( 1) tr [ ( ) ] (0) ( 1) ( , 1) ( 1 / )

r j j j
s n s n

j s n
N k p E C k p E Q T N k p R k p u k p k

 

  


             


 

  T0 T T T 0

1 1
tr ( 1) [ ( 1) ] (0)[ ( 1)] ( 1)s s n n

s n
D k p k p P E Q E P k p D k p

 

 
              

  T0 0

1 1
tr ( 1) [ ( ) ] (0) ( 1)T

s n s n
s n

D k p E C k p E Q D k p
 

 
       , 

где 1(0) ( , )Q R k p ,  T( ) ( ) ( ) ( )C k p M k p k p k       . 

Предположим далее, что для некоторого q верно 

T T T T

1
( ) ( 1) ( ( 1) ) ( ) 2 ( )

r j j
k p q

j
J x k p q A Q q A tr Q q T W x k p q x k p q A 



 
            

 
 (25) 

 T 1 ( ) T

1 1 1
( 1) [ ( )] ( 1) ( ) ( / )

q qq i q i s
s

i s i
A Q i E P k p q B k p i u k p i k u k p i k

  

  
                 

   T T( ) T 1 T 1 ( )

1 1
( 1) [ ( ) ] ( 1)[ ( )] ( 1)s q i q i n

s n
s n

B k p i k p q P E Q i E P k p q B k p i
    

 

               


 

   T T( ) T ( )

1 1
( 1) [ ( 1) P ] (i 1) ( 1)

q s l i l i n
n s

l i s n
B k p i E P C k p l E Q B k p i

  

  
               

    T TT 1 T 1

1 1 1
( ) tr [ ( ) ] ( 1)[ ( )]

r j q i q i j
s s n

j s n
N k p i k p q P E Q i E P k p q T

     

  
              

    T T T

1 1 1
( ) ( ) tr [ ( 1) ] ( 1)

q rj j l i l i j
s n sn

l i j s n
N k p i N k p i E P C k p l P E Q i T

   

   
               

   1 TT ( )
2

1 1 1 1
( ) ( , ) ( ) 2 ( 1)

q qj s
n

i m i s n
N k p i R k p i u k p i k u k p i k B k p i

 

    

                  
  

 

 TT 1 T 1 ( )[ ( ) ] ( 1) [ ( )] ( 1)q i m i q m n
s nk p q P E Q i A E P k p q B k p m                 
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где T
1

1
( ) ( 1) ( ( 1) ) ( , )

r j j

j
Q i A Q i A tr Q i T W R k p i


      . 

Покажем, что данная формула верна и для q+1. Действительно, из (21) следует, что 

 T
( 1) 1( ) ( , ) ( )k p qJ M x k p q R k p q x k p q           

T
2( ( 1)/ ) ( , ( 1)) ( ( 1)/ ) ( ( 1)), ( ( 1)) .k p qu k p q k R k p q u k p q k J x k p q k p q                   (26) 

Подставим в (26) вместо Jk+p–q его выражение из (25), вместо x(k+p–q) – его выражение через 
x(k+p–(q+1)), используя (24), вместо θ(k+p–q) – его выражение через θ(k+p–(q+1)), используя (6); возь-
мем условное математическое ожидание и, преобразовав выражение, получим, что 

T T
( 1)

1
( ( 1)) ( ) ( ( ) ) ( ( 1))

r j j
k p q

j
J x k p q A Q q A tr Q q T W x k p q  



 
         

 
 (27) 
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q q i q i s
s

i s
x k p q A A Q i E P k p q B k p i

     

 
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s
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u k p i k u k p i k B k p i k p q P E
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Формула (27) совпадает с (25), если в (25) q заменить на q+1, а значит, согласно принципу мате-

матической индукции формула (25) верна для всех 1,q p . 

Из (25) и (22) следует, что  

 TT T T T

1 1
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pr j j p i
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Выражение (28) можно записать в матричном виде 
T T T T( ) ( ) ( 1) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),J k p k x k A Q p Ax k x k G k U k U k H k U k      (29) 

где матрицы H(k), G(k) имеют вид (11)–(16). 
Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (29) при ограничениях (17), которая эквива-

лентна задаче квадратичного программирования с критерием (5) при ограничениях (4). 
Очевидно, что если ограничения на управляющие воздействия отсутствуют, то оптимальный век-

тор прогнозирующих управлений U(k), минимизирующий критерий (29) на траекториях системы (1), 
определяется уравнением (19). Нетрудно показать, что при этом оптимальное значение критерия (29) 
имеет вид (20). 

 
Заключение 

 
В данной работе предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления по квадра-

тичному критерию для нелинейных дискретных систем со скачкообразно меняющимися параметрами. 
Данный подход позволяет в явном виде учесть ограничения на управления. Алгоритм синтеза прогно-
зирующей стратегии включает решение последовательности задач квадратичного программирования. 
Синтезированы стратегии управления с учетом явных ограничений на управляющие воздействия. 
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Let the control object is described by the equation 

( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( 1))x k Ax k B k k u k f x k u k w k k         , (1) 

where x(k) is the nx  – dimensional vector of state, u(k) is the nu – dimensional vector of control; w(k) is the nw  – dimensional vector of white 
noses with zero-mean and identity covariance matrix; α(k) (k = 0,1,2…) denotes a time-invariant Markov chain taking values in a finite set of 

observable states {1,2,…,ν} with the known transition probability matrix ,i jP P       , 1,2,...,i j  ,  , ( 1) ( )j ij iP P k k      , 

,
1

1j i
j

P



 , and the initial distribution  (0)ip P i     1,2,...,i   , 

1
1.i

i
p




  

It is assumed that the state of Markov chain is observable at time instant k, and w(k) is independent of  the Markov chain α(k) 
(k = 0,1,2…). The function f is defined by its statistical properties as follows: 

 ( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ) 0jM f x k u k w k k x k k     , 

   0( ( ), ( ), ( ), ( 1)) ( ), ( ), ( ), ( 1) ( ), ( ) [ ( ), ]        jM f x k u k w k k f x k u k w k k x k k T k k  

 
1

( ) ( ) ( ) [ ( ), ] ( ) 


  

r i i i

i
T x k W x k u k M k k u k , 

for all x(k), where r=n(n+1)/2; iT , iW , and  i i iM C C  ( 1, )i r ,  0 0 0
T D D  are positive semidefinite and symmetric 

matrices. 
The following constraints are imposed on the control variables 

min max( ) ( ) ( ) ( ),u k S k u k u k                                                                              (2) 

where S(k) is a matrix of corresponding dimension. 
For control of system (1) we synthesize the strategies with a predictive control model. At each step k we minimize the quadratic 

criterion with a receding horizon 

1 2
1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( 1 ) ( , 1) ( 1 ) ( ), ( ) 



           


p
j

i
J k p k M x k i R k i x k i u k i k R k i u k i k x k k , 

on trajectories of system (1) over the sequence of predictive controls u(k/k),…,u(k+p–1/k), which depend on system’s state and on the 

state of Markov chain at moment k, under constraints (2), where 21 , 0,( ) ( ), 0R k i R k i  are weigh matrices of corresponding dimen-
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sions; p is a prediction horizon, k is a current moment. The synthesis of predictive control strategies is reduced to the sequence of quad-
ratic programming tasks. 
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Изучается обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из адекватных математических мо-
делей информационных потоков заявок в цифровых сетях интегрального обслуживания. Поток функционирует в 
условиях непродлевающегося мертвого времени, когда длительность мертвого времени – неизвестная фиксиро-
ванная величина. Проводится сравнение качества получаемых (по наблюдениям за моментами наступления со-
бытий потока) оценок длительности мертвого времени методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и 
методом моментов (ММ-оценки). 
Ключевые слова: обобщенный полусинхронный поток событий; непродлевающееся мертвое время; МП-
оценки; ММ-оценки; длительность мертвого времени.  

 

Настоящая статья является непосредственным продолжением исследований обобщенного полусин-
хронного потока событий (далее – поток), начатых в статьях [1–5]. Изучаемый поток относится к классу 
дважды стохастических потоков событий и является одной из адекватных математических моделей ин-
формационных потоков сообщений, функционирующих в цифровых сетях интегрального обслуживания 
(ЦСИО) [6]. Дважды стохастические потоки делятся на два класса: к первому классу относятся потоки, 
интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу относятся потоки, ин-
тенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний. Вто-
рой класс потоков в настоящее время принято называть МС-потоками либо МАР-потоками событий. В [7] 
приведена классификация МС-потоков событий и установлена связь между МС-потоками и МАР-
потоками событий. Наиболее полная литература по изучаемым типам МС-потоков приведена в [1, 8]. 

В реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, 
либо вообще не известны, либо (что еще более ухудшает ситуацию) изменяются со временем. В подоб-
ных случаях наиболее рациональным является применение адаптивных систем массового обслужива-
ния, которые в процессе функционирования оценивают неизвестные параметры либо состояния входя-
щих потоков событий и изменяют дисциплины обслуживания в соответствии с полученными оценками 
[9]. Вследствие этого возникают задачи оценки состояний [10, 11] и оценки параметров [12, 13] потока 
по наблюдениям за моментами наступления событий. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий выступает 
мертвое время регистрирующих приборов [14], которое порождается зарегистрированным событием. 
Другие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны наблюдению (те-
ряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродлева-
ющееся мертвое время). В качестве примера приведем CSMA/CD – протокол случайного множествен-
ного доступа с обнаружением конфликта, широко используемого в компьютерных сетях. В момент ре-
гистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети рассылается сигнал «заглушки» 
(«пробки»); в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступившие в данный узел сети, 
получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных вызовов. Здесь время, в течение 
которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в него после обнаружения конфлик-
та, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего конфликт в узле сети. 

Для того чтобы оценить потери сообщений потока, возникающие из-за эффекта мертвого време-
ни, необходимо оценить его длительность. 
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Подчеркнем, что задачи оценки параметров и длительности мертвого времени рассматривались в 
статьях [15–18] в рамках полусинхронного потока событий, который является частным случаем обоб-
щенного полусинхронного потока событий, изучаемого в настоящей статье. 

Для оценки длительности мертвого времени, как правило, используются два метода оценивания: 
метод максимального правдоподобия [19, 20] и метод моментов [16, 17]. На основании сравнения [21] 
по тем или иным критериям получаемых МП-оценок и ММ-оценок делается вывод о применимости в 
конкретных условиях упомянутых методов. 

В настоящей статье производится сравнение оценок длительности мертвого времени в обобщен-
ном полусинхронном потоке событий, полученных методом моментов и методом максимального прав-
доподобия. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается обобщенный полусинхронный поток событий, интенсивность которого есть ку-

сочно-постоянный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями λ1 и λ2 (λ1 > λ2 ≥ 0). В течение времен-
ного интервала, когда λ(t) = λi, имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью λi, i = 1,2. 
Переход из первого состояния процесса λ(t) во второе возможен только в момент наступления события, 
при этом переход осуществляется с вероятностью p (0 < p ≤ 1); с вероятностью 1 – p процесс λ(t) остает-
ся в первом состоянии. Тогда длительность пребывания процесса λ(t) в первом состоянии есть случай-

ная величина с экспоненциальной функцией распределения 1λ τ
1(τ) 1 pF e  . Переход из второго состо-

яния процесса λ(t) в первое может осуществляться в произвольный момент времени. При этом длитель-
ность пребывания процесса λ(t) во втором состоянии распределена по экспоненциальному закону: 

ατ
2 (τ) 1F e  . При переходе процесса λ(t) из второго состояния в первое инициируется с вероятностью 

δ (0 ≤ δ ≤ 1) дополнительное событие. При этом блочная матрица инфинитезимальных коэффициентов 
примет вид 
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Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из состояния в состоя-
ние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0 – интенсивности переходов из со-
стояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы D0 – интенсивности 
выхода процесса λ(t) из своих состояний, взятые с противоположенным знаком. 
 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

В сделанных предпосылках λ(t) – скрытый марковский процесс. После каждого зарегистрирован-
ного в момент времени tk события наступает время фиксированной длительности Т (мертвое время), в 
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течение которого другие события исходного потока недоступны наблюдению. События, наступившие в 
течение мертвого времени, не вызывают продления его периода (непродлевающееся мертвое время). По 
окончании мертвого времени первое наступившее событие снова создает период мертвого времени 
Т и т.д. Вариант возникающей ситуации показан на рис. 1, где 1, 2 – состояния случайного процесса λ(t); 
дополнительные события, которые могут наступать в момент перехода процесса λ(t) из второго состоя-
ния в первое, помечены буквой δ; штриховка – периоды мертвого времени длительности Т; t1, t2 ,… – 
моменты наступления событий в наблюдаемом потоке. 

Подчеркнем, что если δ = 0, то имеет место обычный полусинхнонный поток событий [15–18]. 
Отметим также, что в соответствии с классификацией МАР-потоков событий, приведенной в [7], обоб-
щенный полусинхронный поток относится к классу МАР-потоков событий второго порядка. 

Процесс λ(t) и типы событий (события пуассоновских потоков и дополнительные события) являют-
ся принципиально ненаблюдаемыми, а наблюдаемыми являются только временные моменты наступления 
событий t1, t2,… наблюдаемого потока. Рассматривается установившийся (стационарный) режим функци-
онирования наблюдаемого потока событий, поэтому переходными процессами на интервале наблюдения 
(t0, t), где t0 – начало наблюдений, t – окончание наблюдений, пренебрегаем. Необходимо в момент окон-
чания наблюдений (в момент времени t ) осуществить методом максимального правдоподобия и методом 

моментов оценку T̂ длительности мертвого времени и произвести сравнение полученных оценок. 
 

2. МП-оценка длительности мертвого времени 
 

Обозначим τk = tk+1 – tk (k = 1,2,...) – значение длительности k-го интервала между соседними собы-
тиями наблюдаемого потока (τk > 0). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность веро-
ятностей значений длительности k-го интервала pT (τk) = pT (τ), τ ≥ 0, для любого k (индекс T подчерки-
вает, что плотность вероятностей зависит от длительности мертвого времени). В силу этого момент tk 
без потери общности можно положить равным нулю или, что то же самое, момент наступления события 
наблюдаемого потока есть τ = 0. Тогда [4] плотность вероятностей примет вид 

1 2

1

1

( ) ( )( )
1 2

( )
2 1 2 1 1 1

1 1 2

( )
2 2 2

( ) 0,  0 ;  ( ) [1 ( )] ( )( ) ,

( )( )[ ( ) ]
( ) ,

( )( ) ( )

( ) ( ) [ ( )] ,  0 ,  0.

T T
T T

p T

p T

p T p f T e f T e

p p ef T
p F T

F T p e T

    

  

  

            

             


      

              

               (1) 

В (1) функция F(T) > 0 для любых T (0 ≤ T ≤ τ). Рассматривается общий случай, т.е. (λ1 – λ2 – α) ≠ 0. 
Подчеркнем, что (1) – одномерная плотность вероятностей. 

Пусть τ1 = t2 – t1, τ2 = t3 – t2, ..., τk = tk+1 – tk – последовательность измеренных (в результате наблю-
дения за потоком в течение интервала наблюдения (0, t)) значений длительностей интервалов между 
соседними событиями потока. Упорядочим величины τ1,..., τk по возрастанию: τmin = τ(1) < τ(2) <...< τ(k). 
В силу предпосылок наблюдаемый поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассмат-
ривать начиная с момента наступления события (с момента tk, k = 1,2,...). Тогда [22] функция правдопо-
добия, с учетом (1), запишется в виде 

(1) ( )
min

(1) ( ) ( )
min

1

( , , , , | ,..., ) 0,  0 ;

( , , , , | ,..., ) ( ),  .

k
i

kk j
i T

j

L p T T

L p T p T


        

        
 

Так как поставленная задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого времени 
(в предположении, что остальные параметры потока λi, p, α, δ известны), то, согласно методу макси-
мального правдоподобия, её реализация есть решение оптимизационной задачи 
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где f(T) определена в (1). 
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Значение T, при котором (2) достигает своего глобального максимума, есть МПT̂  – оценка макси-

мального правдоподобия длительности мертвого времени. 
В [5] аналитически строго решена оптимизационная задача (2):  при любых значениях параметров 

потока λ1 > 0, λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1, α > 0 МП-оценка МП minT̂   . Таким образом, в процессе 

наблюдения (в течение временного интервала (t0, t)) потока событий вычисляются величины ,  1,k k n  , 

после чего находится min min  ( 1, )k k n     и полагается МП minT̂   . 

 
3. ММ-оценка длительности мертвого времени 

 
В [4] показано, что обобщенный полусинхронный поток событий, функционирующий в условиях 

мертвого времени, в общем случае является коррелированным потоком. Только в частных случаях по-
ток становится рекуррентным. 

Пусть (tk, tk+1), (tk+1 , tk+2) – два смежных интервала в наблюдаемом потоке с соответствующими 
значениями длительностей: τk = tk+1 – tk, τk+1 = tk+2 – tk+1; их расположение на временной оси, в силу стаци-
онарности потока, произвольно. Тогда можно положить k = 1 и рассматривать соседние интервалы 
(t1, t2), (t2, t3) с соответствующими значениями длительностей: τ1 = t2 – t1 , τ2 = t3 – t2; τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0. При 
этом τ1 = 0 соответствует моменту t1 наступления события наблюдаемого потока, τ2 = 0 – моменту t2 
наступления следующего события наблюдаемого потока. 

Соответствующая совместная плотность вероятностей при этом есть pT (τ1, τ2), τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0 [4]: 
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  

             

        
    

       
  

                    

      (3) 

где f(T), pT (τk) определены в (1) для τ = τk , k = 1,2.  
Теоретическая ковариация значений τ1 и τ2 имеет вид 

2

1 2 1 2 1 2 1 2cov( , ) ( , ) ( ) .T T
T T T

p d d p d
                 

 
 

Подставляя в последнюю формулу 1 2( , )Tp    из (3), ( )Tp  из (1), находим явный вид теоретиче-

ской ковариации: 

  1( )2 2 2
1 2 1 2 2 3

1 2

( )
cov( , ) ( ) 1 ( ) ( ) ,

( )
p Tpf T f T e      

       
   

                       (4) 

где f(T) определена в (1). 
Пусть за время наблюдения (в течение временного интервала (t0, t)) реализовалось n интервалов 

(tk, tk+1) длительности τk, 1,k n . Введем статистику 


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1 2 1
1 1

1 1
cov( , ) ,

1

n n

k k k
k kn n




 

 
         

                                                      (5) 

являющуюся оценкой теоретической ковариации (4). Тогда, согласно методу моментов [22], уравнение 
моментов, учитывающее коррелированность потока событий, запишется в виде 

  1( )2 2 2
1 2 1 22 3

1 2

( )
( ) 1 ( ) ( ) cov( , ).

( )
p Tpf T f T e      

        
   

                      (6) 

Подставляя в (6) выражение f(T) из (1), вводя новую переменную 1( )p Tx e    и проделывая при 
этом необходимые преобразования, находим (6) в виде 

ax3 + bx2 + cx + d = 0, 

  1 2 1 1 2( ) ( ) (1 ) ;a h p p              
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    2
1 2 1 1 2 2 2 02 ( ) ( )( ) ( ) ;b h p p C                      

  2 1 2 2 0( ) 2 ( ) ;c h p C            

2
0 2( ) ;d C     

  
 

1 2 1 2 2 2

1 2 1

( ) (1 ) ( ) ( )
.

( )( )

p p p p
h

p
                


      

                                (7) 

Решение уравнения (7) определит три корня xi, i = 1,2,3, которые, в свою очередь, определят три 
ММ-оценки длительности мертвого времени 

 ( )

1

1
ln ,  1,2,3.

i
MM iT x i

p
  

  
 

Алгоритм нахождения единственной оценки MMT следующий [21]: 
1) для определенного набора параметров λi, i = 1,2, α, p, δ, T ед. времени осуществляется в течение 

Tm ед. времени имитационное моделирование наблюдаемого потока событий; 
2) результатом работы имитационной модели является оценка теоретической ковариации (5), где n 

принимает одно из целых значений (n ≥ 2); 
3) решается кубическое уравнение (7), т.е. находятся корни x1, x2, x3; 

4) если все корни комплексные, то MMT = τmin; 
5) выделяются вещественные корни; здесь возможны три случая: 
5.1) вещественный корень один – x1, тогда: 

а) если x1 ≤ 0, то MMT = τmin; 

б) если x1 > 0, то: б.1) MMT = τmin, если 
(1)
MMT  > τmin, б.2) MMT = 

(1)
MMT , если 0 < 

(1)
MMT  ≤ τmin, 

б.3) MMT = τmin, если 
(1)
MMT ≤ 0; 

5.2) вещественных корня два – x1, x2 (x1 < x2) , тогда: 

а) если x1 < x2 ≤ 0 , то MMT = τmin; 

б) если x1 ≤ 0 < x2, то: б.1) MMT = τmin , если 
(2)
MMT  > τmin, б.2) MMT = 

(2)
MMT , если 0 < 

(2)
MMT  ≤ τmin, 

б.3) MMT = τmin, если 
(2)
MMT ≤ 0; 

в) если 0 < x1 < x2, то: в.1) MMT = τmin , если τmin < 
(2)
MMT < 

(1)
MMT , в.2) MMT = 

(2)
MMT , если 0 < 

(2)
MMT  ≤ 

≤ τmin < 
(1)
MMT , в.3) MMT = τmin, если 

(2)
MMT ≤ 0 < τmin ≤ 

(1)
MMT , в.4) MMT = ( 

(1)
MMT +  (2)

MMT )/2, если 0 < 
(2)
MMT  <  

< 
(1)
MMT ≤ τmin, в.5) MMT = 

(1)
MMT , если 

(2)
MMT ≤ 0 < 

(1)
MMT ≤ τmin, в.6) MMT = τmin, если 

(2)
MMT < 

(1)
MMT ≤ 0; 

5.3) вещественных корня три – x1, x2, x3 (x1 < x2 < x3), тогда: 

а) если x1< x2 < x3 ≤ 0 , то MMT = τmin; 

б) если x1< x2 ≤ 0 < x3, то: б.1) MMT = τmin, если 
(3)
MMT  > τmin, б.2) MMT =  (3)

MMT , если 0 < 
(3)
MMT  ≤ τmin, 

б.3) MMT = τmin, если 
(3)
MMT ≤ 0;  

в) если x1≤ 0 < x2< x3, то: в.1) MMT = τmin , если τmin < 
(3)
MMT < 

(2)
MMT , в.2) MMT = 

(3)
MMT , если 0 < 

(3)
MMT  ≤ 

≤ τmin < 
(2)
MMT , в.3) MMT = τmin, если 

(3)
MMT ≤ 0 < τmin ≤ 

(2)
MMT , в.4) MMT = ( 

(2)
MMT +  (3)

MMT )/2, если 0 < 
(3)
MMT  < 

< 
(2)
MMT ≤ τmin, в.5) MMT = 

(2)
MMT , если 

(3)
MMT ≤ 0 < 

(2)
MMT ≤ τmin, в.6) MMT = τmin, если 

(3)
MMT < 

(2)
MMT ≤ 0; 

г) если 0 < x1< x2< x3, то: г.1) MMT = τmin, если τmin < 
(3)
MMT < 

(2)
MMT < 

(1)
MMT , г.2) MMT = 

(3)
MMT , если 

0 < 
(3)
MMT  ≤ τmin <  (2)

MMT <  (1)
MMT , г.3) MMT = τmin, если  (3)

MMT ≤ 0 < τmin ≤  (2)
MMT <  (1)

MMT , 
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г.4) MMT  = ( 
(2)
MMT +  (3)

MMT )/2, если 0 < 
(3)
MMT <  

(2)
MMT ≤ τmin < 

(1)
MMT , г.5) MMT = 

(2)
MMT , если 

(3)
MMT ≤ 0 < 

< 
(2)
MMT  ≤ τmin <  (1)

MMT , г.6) MMT = τmin, если  (3)
MMT <  (2)

MMT ≤ 0 < τmin <  (1)
MMT , г.7) MMT  = 

= ( 
(1)
MMT +  (2)

MMT +  (3)
MMT )/3, если 0 < 

(3)
MMT  < 

(2)
MMT < 

(1)
MMT ≤ τmin, г.8) MMT  = ( 

(1)
MMT +  (2)

MMT )/2, если 
(3)
MMT ≤ 0 < 

< 
(2)
MMT < 

(1)
MMT ≤ τmin, г.9) MMT  = 

(1)
MMT , если 

(3)
MMT < 

(2)
MMT ≤ 0 < 

(1)
MMT ≤ τmin, г.10) MMT  = τmin, если 

(3)
MMT  < 

< 
(2)
MMT  < 

(1)
MMT ≤ 0 ≤ τmin. 

В результате работы алгоритма осуществляется один из описанных вариантов, тем самым опреде-

лится единственная ММ-оценка MMT длительности мертвого времени. 
 

4. Численное сравнение МП- и ММ-оценок 
 

Для получения численных результатов разработан алгоритм вычисления МП- и ММ-оценок. Про-
грамма расчета реализована на языке программирования С++ в среде Builder 6. Первый этап расчета 
предполагает имитационное моделирование (при заданных значениях параметров λi, i = 1,2, α, p, δ, T ед. 
времени и заданном времени моделирования Tm ед. времени) наблюдаемого потока событий. Описание 
алгоритма имитационного моделирования здесь не приводится, так как никаких принципиальных труд-
ностей алгоритм не содержит. Результатом работы имитационной модели является последовательность 
значений длительностей временных интервалов τ1, τ2,…,τn (n = 2, 3, …). Второй этап расчета – непо-
средственное вычисление МП- и ММ-оценок. Коротко опишем второй этап: 1) находится оценка 

MПT  = τmin( min min ,  1,k k n    ); 2) вычисляется оценка (5); 3) решается уравнение (7); 4) осуществля-

ется алгоритм нахождения единственной оценки  ;MMT  5) вычисляются величины   2( ) ,MП MПT T T    

  2( )MМ MМT T T   , где T – истинное значение длительности мертвого времени, заданное на первом 

этапе расчета при осуществлении имитационного моделирования. 
Для сравнения качества МП- и ММ-оценок проведен статистический эксперимент, состоящий из 

следующих этапов: 1) для заданного набора параметров λi, i = 1,2, α, p, δ, T ед. времени осуществляется 
моделирование наблюдаемого потока событий для заданного Tm ед. времени (отдельный j-й эксперимент, 

j = 1, 2, …); 2) осуществляется расчет оценок 
( )j
MПT , 

( )j
MМT для j-го эксперимента; 3) вычисляются величины 

 ( )j
MПT  ,  ( )j

MМT  для j-го эксперимента; 4) осуществляется повторение N раз ( 1,j N ) шагов 1−3. 

Результатом выполнения описанного алгоритма являются две выборки (   (1) (2) ( )
, ,...,

N
MП MП MПT T T ), 

(   (1) (2) ( )
, ,...,

N
MМ MМ MМT T T ), на основании которых вычисляются выборочные вариации полученных оценок: 

  ( )

1
(1 / )

N j
MПMП

j
V N T


  ,   ( )

1
(1 / )

N j
MМMМ

j
V N T


  . 

Путем сравнения значений выборочных вариаций устанавливается, какая из оценок при заданных 

параметрах лучше, какая хуже: если   ,MП MМV V  то МП-оценка лучше ММ-оценки, если наоборот, то 
ММ-оценка лучше МП-оценки. Отметим, что по определению МП-оценка при конечных Tm будет все-
гда смещенная (τmin > T); ее несмещенность реализуется только в асимптотическом случае при Tm → ∞. 

Результаты статистического эксперимента приведены в табл. 1−8. В первой строке таблиц указана 
длительность имитационного моделирования Tm (Tm = 10,20, …, 50 ед. времени в табл. 1−4; Tm = 600, 
700, …, 1 000 ед. времени в табл. 5−8). Во второй и третьей строках таблиц для каждой длительности 

имитационного моделирования Tm приведены численные значения для MПV  и MМV  соответственно. 
В четвертой строке таблиц для каждой длительности имитационного моделирования приведены чис-

ленные значения разности  MП MМV V . Численные результаты во всех таблицах получены для N = 100. 
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Т а б л и ц а  1 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 1, λ2 = 0,7, α = 0,01, p = 0,02, δ = 0,2, T = 0,4 

 

Tm 30 40 50 60 70 

MМV  0,02186 0,00421 0,00369 0,00314 0,00253 

MПV  0,02208 0,00447 0,00371 0,00314 0,00253 

 MП MМV V  0,00022 0,00025 2,62960·10–5 0 0 

 

Т а б л и ц а  2 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,7, λ2 = 0,2, α = 0,1, p = 0,2, δ = 0,2, T = 1 

 

Tm 30 40 50 60 70 

MМV  0,29872 0,09011 0,08394 0,07245 0,04156 

MПV  0,29988 0,09965 0,10131 0,07568 0,04156 

 MП MМV V  0,00115 0,00953 0,01737 0,00323 0 

 

Т а б л и ц а  3 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,9, λ2 = 0,2, α = 0,1, p = 0,2, δ = 0,2, T = 1 

 

Tm 30 40 50 60 70 

MМV  0,47389 0,06118 0,05562 0,04330 0,04432 

MПV  0,4759 0,06667 0,05884 0,04336 0,04432 

 MП MМV V  0,00201 0,00549 0,00322 6,38402·10–5 0 

  
Т а б л и ц а  4 

Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,7 , λ2 = 0,3, α = 0,1, p = 0,2 , δ = 0,7 , T = 0,4 

 

Tm 30 40 50 60 70 

MМV  0,06944 0,05062 0,01856 0,01747 0,012561 

MПV  0,06957 0,05288 0,01942 0,01747 0,012561 

 MП MМV V  0,00012 0,00226 0,00085 0 0 

 

Т а б л и ц а  5 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 1, λ2 = 0,7, α = 0,01, p = 0,02, δ = 0,2, T = 0,4 

 

Tm 600 700 800 900 1 000 

MМV  3,4325·10–5 0,0011 0,0017 2,9796·10–5 9,2298·10–5 

MПV  2,6118·10–5 2,0686·10–5 1,1477·10–5 1,0959·10–5 9,2298·10–5 

 MП MМV V  –8,2068·10–6 –0,001 –0,0017 –1,8837·10–5 0 

 

Т а б л и ц а  6 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,7, λ2 = 0,2, α = 0,1, p = 0,2, δ = 0,2, T = 1 

 

Tm 600 700 800 900 1 000 

MМV  0,0094 0,0327 0,0116 0,0376 0,0238 

MПV  0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 

 MП MМV V  –0,0091 –0,0325 –0,0115 –0,0375 –0,0237 
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Т а б л и ц а  7 
Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,9, λ2 = 0,2, α = 0,1, p = 0,2, δ = 0,2, T = 1 

 

Tm 600 700 800 900 1 000 

MМV  0,01542 0,0354 0,05089 0,03118 0,06874 

MПV  0,00017 0,0002 0,00011 0,00013 0,0001 

 MП MМV V  –0,01524 –0,0352 –0,05078 –0,03105 –0,0686 

 
Т а б л и ц а  8 

Результаты статистического эксперимента 
λ1 = 0,7, λ2 = 0,3, α = 0,1, p = 0,2, δ = 0,7, T = 0,4 

 

Tm 600 700 800 900 1 000 

MМV  0,00093 9,5221·10–5 0,0007 0,00146 0,00481 

MПV  0,00012 7,9655·10–5 0,0001 4,6246·10–5 5,4977·10–5 

 MП MМV V  –0,00081 –1,5566·10–5 –0,0006 –0,0014 –0,0047 

 

Анализ приведенных численных результатов показывает что: 1) при малых временах наблюдения 
за потоком (при малых Tm = 30, 40, …, 70 ед. времени) ММ-оценки лучше МП-оценок (табл. 1–4) либо, 

по крайней мере, не хуже МП-оценок (когда разность  MП MМV V  равна 0), что является вполне есте-

ственным, так как при малых временах наблюдения оценка MПT может быть достаточно сильно сме-
щенной относительно T; 2) при больших временах наблюдения за потоком (при больших Tm = 600, 700, 
…, 1 000 ед. времени) МП-оценки лучше ММ-оценок (табл. 5–8) либо не хуже ММ-оценок (когда раз-

ность  MП MМV V  равна 0), что также является естественным, так как при больших временах наблюде-

ния смещение оценки MПT  относительно T уменьшается. 
 

Заключение 
 

Результаты проведенного исследования МП-оценок и ММ-оценок длительности мертвого време-
ни T показывают общую тенденцию, что при малых временах наблюдения за потоком предпочтитель-

нее применять оценку MМT , при больших временах наблюдения – оценку MПT . Границу применимости 
той или иной оценки (при заданных значениях параметров λi, i = 1,2, α, p, δ) можно определить только 
численно путем имитационного моделирования. 
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We consider generalized semisynchronous flow of events, which intensity is piecewise constant stochastic process λ(t) with two 
states λ1 and λ2 (λ1 > λ2) and unprolonging dead time. During the time interval when λ(t) = λi , the Poisson flow of events takes place 
with the intensity λi , i = 1,2. The transition from the first state of process λ(t) into the second one (from the second state into the first 
one) is carried out at any moment. The sojourn time in the i-th state is exponentially distributed with the parameter αi, i = 1,2. The transi-
tion of λ(t) from the first state into the second one initiates with probability p (0 ≤ p ≤ 1) extra event in the second state. Also, the transi-
tion of λ(t) from the second state into the first one initiates with probability q (0 ≤ q ≤ 1) extra event in the second state. 

The flow is functioning in conditions of unprolonging dead time (the value of dead time is fixed). We solve the problem of estima-
tion of dead time by using the likelihood function and the method of moments.  
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RISK EFFICIENCY OF ADAPTIVE ONE-STEP PREDICTION  

OF AUTOREGRESSION WITH PARAMETER DRIFT 
 

A scalar stable autoregressive process with the dynamic parameter corrupted by additive noise is studied. The model pa-
rameters are assumed to be unknown. The truncated estimators of the parameters are used to build adaptive one-step 
predictors. The associated problem is to minimize a risk function of special form, defined to account for sample size and 
squared prediction error’s sample mean. A sequential procedure is introduced to achieve the minimal risk. 
Keywords: adaptive predictors; asymptotic risk efficiency; optimal sample size; scalar autoregression; stopping time; 
truncated parameter estimators. 
 

When studying dynamic systems, the identification problem is often a major one to consider. A system’s 
model is assumed to incorporate unknown parameters, estimation of which is vital for later research. Classic 
methods, such as maximum likelihood estimation, least squares fitting, etc., have known asymptotic properties. 
However, infinite samples do not occur in reality and efforts are being made to achieve non-asymptotic quali-
ties of estimators. E.g., one may consider confidence regions for finite number of measurements (see [1, 2] 
among others).  

Another approach are methods that employ sequential analysis. Among such methods is sequential esti-
mation method (see, e.g., [3–12]), which has guaranteed accuracy by samples of random and finite, albeit un-
bounded, size. Its idea was further developed into the truncated sequential estimation method (see, e.g., [12–
15]), which utilizes samples of bounded random size.  

Recently, the truncated estimation method was suggested in [16] as a modification of the truncated se-
quential estimation method. Truncated estimators were constructed for ratio type functionals and only need 
samples of fixed non-random size to achieve guaranteed accuracy in the sense of the L2m-norm, 1m    

One possible use for estimated parameters is to predict future values of the modeled random process by 
existing observations. In order to control both the quality of predictions and the required sample size, a loss 
function dependent on the two is introduced. A risk efficiency problem arises, where the expected loss is mini-
mized by choosing a certain duration of observations. Similar problems for autoregressive processes were ex-
amined in [17] and [18], the least squares estimators and sequential estimators of unknown parameters were 
used.  

In this paper we consider a scalar stable AR(1) with parameter drift and construct real-time predictors 
based upon the truncated estimators of the parameters. All the parameters are assumed to be unknown. A simi-
lar model was studied in [14]. Sequential approach was, for the first time, applied to it to good effect. Resulting 
estimators were shown to have preassigned mean square accuracy and uniform in parameter asymptotic nor-
mality. These estimators, however, had different form than in this paper due to some parameters being known. 
We solve the optimization problem associated with the loss function of a special form. The proposed procedure 
is shown to be asymptotically risk efficient as the cost of prediction error tends to infinity. The simulation re-
sults confirm the result, but are not included for editorial reasons.  

The scalar case without the drift was considered in [19], multivariate AR(1) in [20] and ARMA(1,1) in [21].  
 

1. Problem statement 
 

Consider the stable scalar autoregressive process satisfying the equation  

1 1 1k k k kx x k                                                                    (1) 
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where  
0k k k         

the parameter λ is unknown, the condition 2
0Ex    holds, ξk and ηk are sequences of independent identically 

distributed (i.i.d.) zero mean random variables, that are also independent of each other, with finite variances 
2 2 2 2

1 1E E          In addition, to guarantee stability of the process (1) we assume the following  

2 2 1                                                                                 (2) 

It is known that the optimal in the mean square sense one-step predictor is the conditional expectation of 
the process with respect to its past, i.e.  

opt
1 1kkx x k      

Therefore, one needs an estimator ˆ
k  for the unknown parameter λ to construct the adaptive predictors 

of the form  

1 1
ˆˆ 1k k kx x k                                                                            (3) 

Write the corresponding prediction errors  

1 1 1 1
ˆˆ ˆ ( )k k k k k k k ke x x x x               

Let 2
ne  denote the sample mean of squared prediction error  

2 2

1

1
ˆ

n
n k

k
e e

n 
                                                                              (4) 

Define the loss function  

2
n n

AL e n
n

    

One way the parameter A(  0) can be interpreted is being the cost of prediction error.  
The corresponding risk function  

2
n n n

AR E L E e n
n                                                                  (5) 

Eθ denotes expectation under the distribution Pθ with the given parameter 2 2( ).      Define  

 2 2 2Θ 1            the process’ stability parameter region.  

The main aim is to minimize the risk Rn on the sample size n. 
 

2. Main result 
 

To solve the stated problem we shall use the truncated estimation method introduced in [16]. This meth-
od makes it possible to obtain the ratio type estimators with guaranteed accuracy using a sample of fixed size. 
According to the method, the truncated estimator of the autoregressive parameter   is based on a ratio type 
estimator, the least-squares type in this case  

1
1

2
1

1

ˆ 1

k
i i

i
k k

i
i

x x
k

x








    


                                                                  (6) 

and has the form  

 ˆ Δ 1k k k kH k                                                                        (7) 

where 2
1

1

1
Δ

k
k i

i
x

k 


  , the notation χ(B) means the indicator function of the set B and  

1 2log ( 1)kH k                                                                         (8) 
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It should be noted, that according to [16], Hk can be taken as any decreasing slowly changing positive 
function.  

A model similar to (1) was studied in [14], but variances of the noises ξi and ηi, i 1 were assumed to be 
known. This information allowed construction of true sequential least-squares estimators. However, it is absent 
in our case, forcing one to use estimators of the form (7). 

Rewrite the formulae (3)–(5) with ˆ
k  replaced by k  as follows  

1 1k k kx x                                                                                   (9) 

1 1 1 1( )k k k k k ke x x             

2 2

1

1 n
n k

k
e e

n 
    

2
n n

AR E e n
n                                                                            (10) 

To minimize the risk Rn we rewrite the risk function (10) using the definition of 2
ne   

2 2 2
n x n

AR D n
n
 
   

                                                                      (11) 

where  
2 2

opt2 2 2 2 2 2
12 2

1 1

1
( ) ( ) .

1 ( )

n n
x n k x k x x k kk

k k
D E x x E x

n n
 

    
 

 
           

  
  

From here on C denotes those non-negative constants, the values of which are not critical.  
Further we show that  

(1) asnD o n                                                               (12) 

To this end we establish the two following estimates  

2 2
1

1

n
x k x

k
C 


                                                                      (13) 

opt 2 2

1
( ) log

n
kk

k
E x x C n


                                                                (14) 

In order to prove (13), write the solution of xk using its definition (1) as follows  
1

0
0 1 1

( ) ( )
i kk

k k i k j k j
i j j

x x


  
  

             

Squaring and taking the expectation of both sides, we use independence and zero mean of ξi and ηi, i 1 to ob-
tain  

12 2 2 2 2
0

0 1 1
( ) ( )

i kk
x k k j k j

i j j
E Ex E



   
  

              

12 2 2 2 2 2
0

0
( ) ( ) .

k i k

i
Ex



  


          

Using (2) one gets  
2

1
2 2 2 2 2 1 2 2 2 1

2 2
0

( ) (1 ( ) ) (1 ( ) )
1 ( )

k i k k
x

i

   
   
 


              

  
 

and thus,  
2 2 2 2 2 1 2 2 2

0( ) ( )k k
x k x x Ex
                

From (2) it follows, that  

2 2
1

1
x k x

k
C



 

      

hence (13).  
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To prove (14) rewrite its left-hand side  

2 2 2
1 1

1 1
( ) ( )

n nopt
k k kk

k k
E x x E x   

 
                                                               (15) 

We establish the properties of the estimators k    

Define  2 2( )
0 1max 1 [ ]xk e

    where [a]1 denotes the integer part of a. 

Lemma 1. Assume the model (1) and let for some integer m 1 the conditions  
4 4 4
1 0 1( ) 1m m mE Ex E                                                            (16) 

be true. Then the truncated estimators k  satisfy  

(i)   for 01 k k    
2( ) m

kE C                                                                                 (17) 

(ii)  for 0k k   

2 log
( )

m
m

k m
C kE

k                                                                          (18) 

The proof of Lemma 1 is presented in Section 4. 

Remark 1. The parameter Hk can be taken as a constant H, provided that 2(0 )H     The condition (2) 

then guarantees lim Δ ,kk
H


  considering  

2

2 2
lim Δ a s

1 ( )
kk

P






   

   
                                                           (19) 

which follows from the ergodicity of the process 0( )k kx   (see, e.g., [7]). Then the estimators k  would satisfy  

2( ) m
k m

CE
k      

for every 1k    which can be proved similarly to Theorem 2 of [16]. This, though, requires knowledge of 2.  

The Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality, (15) and (18) yield (14). The relation (12) follows direct-
ly from (13), (14).  

Denote  
2 2 2 2

x                                                                               (20) 

In view of (12) we minimize the principal term of nR   analogously to [17]  

2 minn n

AR n
n

     

to get the optimal sample size  
1 2o

An A                                                                             (21) 

and the corresponding approximate minimal risk value  
1 2 22 (log ) aso

AnR A O A A                                                      (22) 

Similarly to [17, 18, 20], we introduce the stopping time TA as an estimator of o
An   replacing 2  in its 

definition with an estimator 2
n   

 1 2inf
A

A nn n
T n A 


                                                                       (23) 

where nA is the initial sample size depending on A and specified below (see Theorem 1),  

2 2
1

1

1
( )

n
n k n k

k
x x

n 


                                                                        (24) 
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We formulate a theorem to prove the asymptotic equivalence of TA and o
An  in the sense of almost sure 

and mean convergences (see respectively (27), (28) below) and the optimality of the adaptive prediction proce-
dure in the sense of equivalence of o

AnR  and the modified risk  

21
A AA T T A

A
R E L AE e E T

T                                                              (25) 

see (29).  
 
Theorem 1. Assume that  

16 16 16
1 0 1( ) 1E Ex E                                                           (26) 

and nA in (23) is such that  
2 1 2

0max{ log } 0r
A A An k A A n A 


      

with (2 5 1 2)r      Let the predictors kx  be defined by (9) and the risk functions defined by (5), (25). Then 

for every Θ  and 2 0    

1 a sA
o A
A

T P
n 

                                                             (27) 

1A
o A
A

E T
n



                                                                   (28) 

1
o
A

A
A

n

R
R 

                                                                     (29) 

The proof of Theorem 1 is presented in Section 2.  
 

3. Proofs 
 

3.1. Proof of Lemma 1 
 

It can be shown (see, e.g., [22], Lemma 1), that to guarantee 2m
kE x C    1,k m   the following suffices  

2 2 2
1 0 1( ) 1m m mE Ex E           

Thus, from the conditions of Lemma 1 on noise moments for Θ  it follows  
4

0
sup m

k
k

E x C


                                                                        (30) 

By the definition (7) of truncated estimators k   their deviation has the form  

   ˆ( ) Δ Δk k k k k kH H                                                        (31) 

The definitions (6) and (1) yield  

2
1 1 1

1 1

2
1

1

ˆ

k k
i i i i

i i
k k

i
i

x x

x

  
 




   
    


 

Hence, from (31) 
2

2
1 1 1

1 12 2
2

2
1

1

( ) (Δ ) (Δ )

mk k
i i i i

i im m
k k k k kmk

i
i

x x
H H

x

 
 

     

 
 

  

   
           



  

From the definition of Δk  (see (7)) and kH  (8) it follows  
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2
2 2 2

1 1 12
1 1

log
( ) (Δ )

mm k km m
k i i i i k km i i

kE E x x P H
k

 
 

        
                                  (32) 

It can be easily shown, that the sums 1
1

k
i i

i
x 


  and 2

1 1
1

k
i i

i
x 


  for 1k   form martingales. Thus, by the 

Burkholder inequality and the Hölder inequality and (30), similarly to [16], Section 5.2, we get  
2 2 22 1

2 2
1 1 1 1 1 12 2

1 1 1 1

log 2 logm m mm m mk k k k
i i i i i i i im mi i i i

k kE x x E x E x
k k

     
     

                     

 
            

 
 

2 2 2 4
1 1 12

1 1

log logm mm mk k
i i i im mi i

C k C kE x E x
k k

                      

                                        (33) 

The first assertion (17) of Lemma 1 follows from (32) and (33). 
For the second summand of (6), using the Chebyshev inequality for 0k k  one has  

2 2
2 2

2 2

(Δ )2(Δ ) Δ
( )

m
m k x

k k x k m
x k

EP H CP H Ck x H


 
           
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                             (34) 

Note that for 0,k k   

2 2

2

( )

1 1

log( 1) log x
k xH

k e


   


 

and hence the difference 2 0x kH      

To estimate (34) we rewrite 2
x   

2 2 2
2

2 2 2 2 2
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Using this and the definition of the process (1), one can write 2Δk x  as follows  

2 2
2 2 20
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Δ
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1 1 1 1

1 1 1

1 1 1
( ) ( ) ( )

k k k
i i i x i x i x

i i i
x

k k k        
  

              


. 

Then (34), the Burkholder inequality, (30) and (13) yield  

2 1
(Δ )m

k k mP H C
k     

Together with (33) this proves the second assertion of Lemma 1. 
 

3.1. Proof of Theorem 1 
 

The conditions on noise moments (26) yield for Θ   
16

0
sup k
k

E x C


                                                                         (35) 

Note that assuming the distribution of η1 is symmetrical, the condition 16
1( ) 1E      reduces to  

16 14 2 2 14 12 4 4 12 10 6 6 10 8 8 16120( ) 1820( ) 8008( ) 12870 1                                 

where 2 2
1 2 8m mE m         
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Rewrite formula (24) for 2
n  using the definition of the process (1)  

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1

1 1
( ( ) ) ( )

n n
n k k k n k k k k n n
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x x x W
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                                        (36) 

where  
2

2
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( ) 2 2
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k k k
W x x x x
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  

  
               
   

Analogously to [17], we show that  
2 2 a sn n P

                                                                   (37) 

Consider Wn. Using the properties (18) and the Chebyshev inequality for any 0   we get  

4 2 2
4

1
( ) ( ) logn nP E Cn n

           


   

From the Borel-Cantelli lemma it follows that  

a sn n P
       

Together with (19) and (35) this yields  
0 a sn nW P

                                                                    (38) 

Similar arguments can be used to show  
0 a sn n P

                                                                    (39) 

At the same time, strong law of large numbers, (13) and the Borel-Cantelli lemma yield  

2 2 2 2
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1
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n
k k k nk

x P
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                                                    (40) 

Then (37) follows from the representation (36), (38)–(40).  
From the definition (23) of TA it follows that with P -probability one AT   as A  Therefore, by 

(11) we have 2 2
AT   P -a.s. and hence  

1 2
1 a sA

A
T P

A  
   


 

To prove (28) we introduce for any positive A the auxiliary sequence of numbers A n   

2 1 1
1

2logA n n A n
A


      

Denote  
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1

1 n
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k
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n
 
   

       

Observe that mn can be represented as a sum of two martingales and decaying to zero as O(n–1) sequence  
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By the definition of TA and (36) we have  
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n
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n
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A
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It can be shown, analogously to [19], that for An n   
2 1 2 2 5( 2) ( 2) ( ) 4 logn A n n A n n A n A nP P W P m C n CA A n  
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and at the same time  
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Therefore, by assumptions on nA 
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                              (43) 

Then from (41) – (43) it follows that  
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                                                                     (44) 

Analogously it can be shown that  
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A
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A


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and thus, in view of (44) the assertion (28) holds.  
To prove (29) we need the following properties  
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which can be established similarly to (4.31) of [19].  

Rewrite the left-hand side of (29) using (22) and (25)  
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                                                            (46) 

From (28) and (46) it follows that to prove (29) it suffices to show the convergence  

1 2 21
1
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                                                         (47) 

To this end we show that  

1 2 2 1 2 21 1
( ) 0 ( ) 0

A AT A T AA A
A A

A E e T N A E e T N
T T

 
  

                        (48) 

1 2 21
( ) 1

AT A A
A

A E e N T N
T


 

     


                                           (49) 

All three relations are proved analogously to (4.39)–(4.41) of [19] using the definition of 2
ne   E.g., for (49) we 

write  
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By the definitions of N   and N   the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality and Lemma 1, for the first 

summand one gets  
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
   

For the second summand of (50) the Doob’s maximal inequality for martingales (see, e.g., [3]) and the 
Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality can be used to show  
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Rewrite the left-hand side of the last summand of (50)  
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We show that the first summand converges to 0  and the second one converges to 1  By (13) the Doob’s maxi-
mal inequality and the Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky inequality  
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The almost sure convergence of the second summand to 1 follows from (27), boundedness of the family 

 1 2 1

1
( )

A AT A
A N T N


     and bounded convergence theorem.  

The assertion (29) follows from (48) and (49). 
 

Summary 
 

The problem of building optimal predictions for the values of scalar stable autoregressive process with 
parameter drift is considered. The predictors are constructed on the basis of the truncated estimators, which are 
shown to have prescribed mean-square accuracy on samples of fixed size. The optimal sample size is establish 
both theoretically and as a stopping time defined on observational data. Asymptotic equivalence of the two is 
proved in the sense of almost sure convergence and convergence in mean, as well as asymptotic equivalence of 
the corresponding risk functions. 
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Изучается скалярный устойчивый процесс авторегрессии с аддитивным шумом в параметре динамики. Параметры модели 
предполагаются неизвестными. Усечённые оценки параметров используются для построения адаптивных одношаговых про-
гнозов. Сопутствующая проблема заключается в минимизации функции риска специального вида, описывающей размер вы-
борки и выборочное среднее квадрата ошибки прогноза. Последовательная процедура вводится для достижения минимального 
риска. 
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ON THE NELSON–SIEGEL–SVENSSON NO-ARBITRAGE YIELD CURVE MODELS 

 
It is shown that the requirement to satisfy the no-arbitrage conditions specifies the Nelson–Siegel–Svensson model in the 
sense that gives for coefficients of this model the obvious economic sense: the free coefficient should be function on 
term to maturity, and other coefficients should depend on the market state variables which, in turn, are selective values 
of stochastic processes at time point for which the time structure is designed. It is shown that the model is the member of 
family of affine yield models and is generated by two-dimensional model of a short-term interest rate for Nelson–Siegel 
model or four-dimensional model of a short-term interest rate for Nelson–Siegel–Svensson model. 
Keywords: term structure; yield curve; factor model; affine no-arbitrage models; Nelson–Siegel yield model.  
 
The term structure of yield interest rates is one of the most demanded characteristics of financial assets. 

At mathematical modeling of term structure are used no-arbitrage affine models as they imply possibility of 
derivation of decisions in an analytical form more often. For derivation of model of term structure is usual pro-
ceed from description as the financial market state variables evolve. It is accepted more often that the market 
state variables is a stochastic process of diffusion type.  

Let's consider that for n-factor affine yield model it is supposed that the vector of a state variables of fi-
nancial market X(t)  (X1, X2, …, Xn)

Т follows to homogeneous for time Markov process generated by the sto-
chastic differential equation 

dX(t) (X (t)) dt + (X (t)) dW(t)                                                            (1) 
with a drift n-vector (x), (nm)-matrix volatility , and m-vector W(t) of independent standard Wiener pro-
cesses. 

In one-factor model the short-term interest rate is accepted that a market state variable r(t) evolves as the 
stochastic process with property of returning to a stationary average . In this case there are three basic ap-
proaches for the description of stochastic process of the short-term interest rates, developed by the American 
authors:  

1) the Vasichek model [1], when the rate volatility  kD2  –  the determined constant (D – a station-

ary variance of process r (t)) 
dr (t)  k (r (t)) dt + kD2 dW (t);                                                          (2) 

2) the CIR model [2], in which the rate volatility – the non-negative stochastic process proportional to a 
square root of the interest rate  

dr (t)  k (r (t)) dt + )(
2 trkD


dW (t), r (0)  0;                                               (3) 

3) the Duffie–Kan model [3], in which frameworks the interest rate volatility – random, proportional to 
excess of the interest rate over the bottom (unattainable) border rinf:  

dr(t)  k (r (t)) dt + ))((
2

inf
inf

rtr
r

kD



dW (t), r (0) rinf.                                      (4) 

Generally speaking, the Duffie–Kan model is more general model than early two because at zero bottom 
border of the interest rate it turns to CIR model, and at moving of the bottom border of the interest rate to a mi-
nus infinity (i.e. at rinf ) model becomes the Vasichek model.  

The term structure of yield interest rates is determined as dependence the yield interest rate (or the prices) 
zero coupon bonds at some currently time t on term to maturity of this bond.  
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For models (2)–(4) price of zero coupon bonds P (t, r; T) with maturity date T provided that at time point 
t the short-term interest rate r(t) has accepted value r, i.e. r (t)  r, is calculated by the formula 

P (t, r; T)  P (t, r; t + )  P (t, r; T) ехр A ()  r B (),                                   (5) 
where  T  t – term to maturity, is usual is supposed that P (T, r; T)  1 that does not limit an analysis gener-
ality. Functions A () and B () is usual are called as functions of term structure. At derivation of the formula (5) 
conditions of absence of arbitrage have been considered. For such function of the price the yield to maturity (or 
simply yield) y (, r) is affine function r and is calculated by the formula 










)()();,(ln
),(

ArB
tT

TrtPry .                                                         (6) 

Functions A () and B () are calculated in an explicit analytical form though for their derivation it is nec-
essary to solve the differential equations of Riccati. Dependence y(, r) on  also determines a term structure of 
yield.  

The yield to maturity y(, r) is an average characteristic for the time period of duration . At the same 
time the practitioners are interested in the question what will be a short-term rate of yield in the end of this pe-
riod. Such rate is named the instant forward rate f (, r) and it is functionally connected with yield to maturity 
y(, r) by relation 

0

1
( , ) ( , )y r f s r ds


  


,   





),(

),(),(
ryryrf .                                               (7) 

In frameworks no-arbitrage affine models the forward rate f(, r) is calculated by the formula 





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



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)()();,(ln
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T

TrtPrf .                                                         (8) 

Usually the analytical properties of function f(, r) turn out more simple, than properties y(, r). Both these 
functions – yield curve y (, r) and a forward curve f (, r) are equally interesting for financial analysts. 

It appears that depending on a market variables (for one-factorial model it is values r) the function y(, r) 
can belong usually only to one of four types of curves: monotonously increasing to some final limiting value 
("normal" yield curve), monotonously decreasing to some final limiting value ("inverse" yield curve), yield 
curve with a maximum (a "humped" curve) and flat yield curve.  

Such classification of curves proves to be true on real financial markets. At the same time real market 
yield though have such functional appearance, but on size often enough strongly differ from received on the 
basis of the resulted models. Therefore there are various modifications described above models, in particular it 
is considered that the dimension increase, i.e. transition to two-factor, three-factor etc. models, can raise their 
accuracy of the description of market yield. In a multidimensional case when the financial market variables are 
determined by a vector X (t) which evolution is described by diffusion process (1), formulas (6) and (8) for a 
yield curve and forward curve will be transformed to a form 





)()(

),(
AxBry , 









d
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d

dBxrf )()(
),( ,                                                 (9) 

provided that at point of time t the vector of a variables of financial market X (t) has turned out equal to x, i.e. X 
(t)  x; in this case B () – the vector, and A() remains scalar function.   

However the dimension increases essentially increases number of parameters of models, but accuracy of 
models increases poorly.  

 
1. Nelson – Sigel – Svensson model 

 
In this connection there was other method of improvement of model of the yield term structure, based on 

a small variety of types yield curve. As their only four, there was an idea – to enter some standard functional 
dependences and by them to build the combinations approximating yield curve. Nelson and Sigel [4] have of-
fered as such standard functions for designing forward curve three simple functions: α1 ()  1, α2 ()  
= ехр (), α3 ()  ехр (). Function α1 () is intended for approximation of a long-term segment of a 
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curve, function α2 ()  for approximation of a short-term segment and function α3 () should approximate me-
dium-term of yield. Use of such approach leads to following result 

f (, r) 1α1f  () 2 ехр () 3  ехр ().                                           (10) 
Evidently, function f(, r) is determined very simply, but for its final identification it is necessary to find 

four parameters  0, 1  0, 2 and 3. By means of relations (7), (10) it is easy to receive and function y (, r) 
in a form  

y (, r) 1α1y () 2


 e1
 3 













 


ee1

.                                         (11) 

Note that the assumption about α1 ()  1, as it will be shown later, is not be agreed to the requirement of 
absence of arbitrage opportunities and therefore it is more correctly to write the first item in the right parts (10) 
and (11) as 1α1f () and 1α1y() where between α1f () and α1y() there is a mutual relation which is determined 
by equality (7): 








0

11 )(
1

)( dssfy . 

To increase the flexibility and improve the fit models to empirical data Svensson [5] extend Nelson  Si-
gel function by adding a fourth function 5 ()  ехр( ),  0, a second hump-shape with two additional 
parameters 5 and . So 

f (, r) 1 2 ехр () 3  ехр () 4 ехр () 5  ехр ().                    (12) 
So the number of parameters of model has increased by two and has reached six. In equality (12) for a 

generality is entered another function 4 ()  ехр () but if to assume 4  0, Svensson representation will 
turn out. 

In June, 1996 in Bank for International Settlements (BIS, Basel) was accepted the agreement about that 
the central banks of Europe should to represent the data in BIS for calculations zero coupon yield curve and 
estimations of parameters of models. It was found out that the majority of banks of Europe is made use for 
modeling of yield curve the approach of Nelson  Sigel (Italy and Finland) or its Svensson modification (Bel-
gium, Germany, Spain, Norway, France, Switzerland and Sweden) [6]. It, in particular, underlines importance 
of the analysis of this approach. 

Unfortunately, the approach of Nelson  Sigel  Svensson (NSS) does not give recommendations how to 
determine parameters of model and in any way does not explain, whether such model is no-arbitrage. It makes 
sense to modify this model on purpose to enter it in the no-arbitrage class. We will notice in the beginning that 
no-arbitrage affine yields (6), (8) and (9) possess following general limit properties [7]: 

0
lim


 yNA (, r) 
0

lim


 fNA (, r)  xТ  r, 

lim yNA (, r) 


lim fNA (, r)  y . 

Here it is designated B(0) ; y   the limiting long-term yield, which determined only in parameters of 
model and not dependent on state variables of the market x. Since it is general properties of yields, yields of 
model of Nelson  Sigel (NS) should possess by them too: 

0
lim


 yNS(, r) 
0

lim


 fNS(, r)  1  2,  

lim  yNS(, r) 


lim  fNS(, r)  1. 

Thus, the sense of parameters 1 and 2 in Nelson  Sigel model is cleared up: 1  y , 2  r  y .  
Comparing (10)(12) with (9) it is possible to conclude that yields of model NSS are similar to no-

arbitrage affine yields in case of four-factor model when the market condition is described by a four-
dimensional vector X (t)  (X1 (t), X2 (t), X3 (t), X4 (t)). In this case it is possible to consider that the market state 
is described by a vector (X1 (t) 2, X2 (t) 3, X3 (t) 4, X4 (t) 5)  and in the following way compare details 
of these models:  

11f () 




d

dA )(
, 2() 




d
dB )(1 , 3() 




d
dB )(2 , 4() 




d
dB )(3 , 5() 




d
dB )(4 . 
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It means that parameters 2, 3, 4 and 5 are not constants, and are values of stochastic processes X1 (t), 
X2 (t), X3 (t), X4 (t) at the point of time t for which the term structure is determined. Function 11f  ( ) too not a 
constant and a determined function of . 

The stochastic differential equation for X (t)  (X1 (t), X2 (t), X3 (t), X4 (t)) looks like (1). In order that yield 
was in frameworks of affine structure, components of the equation (1) should be specified as follows [8]:  

(x)  K (x), (x)(x) Т  ,
4

1




i

ii x (x)(x)  .
4

1




i

ii x                            (13) 

Here K,  and i  (44)-matrixes;  and i 4-vectors, xi  vector components of x, the vector func-
tion (x) determines the market prices of risk. It results [3] in the ordinary differential equations for function A 
() and components of vector B()  (B1(), B2(), B3(), B4()): 

A()  ( K )ТB ()  B ()Т  B()/2,  A (0)  0,                                       (14) 
Bi() i  B()Т (i  Ki)  B()Тi

 B()/2,  Bi (0)  0.                                    (15) 
In the equation for Bi () symbol Ki designates i-th column of matrix K, 1  i  4.  
In order that the NSS model was also affine no-arbitrage model, decisions of the equations (15) B1(), 

B2(), B3(), B4() should be agreed in appropriate way with functions 2 (), 3 (), 4 (), 5 ().  
By determination of function 2(), 3(), 4(), 5() are either exponents or their combinations. Such 

decisions of the equation (15) can be only when the equations (15) are linear. Hence, nonlinear items in the 
equations (15) should be absent, i.e. i  0, 1  i  4. And it means that according to representation (13) volatil-
ity matrix should not depend on market state variables x, i.e. volatilities should be the determinate con-
stants. From here also follows that function of market price of risk (x) should be a vector consisting of con-
stants, i.e. according to representation (13) i  0, 1  i  4. This considerably simplifies a task of determination 
of vector B()  (B1(), B2(), B3(), B4()) as instead of the equations (15) the linear system of the differential 
equations turns out 

B()  K ТB (),  B(0)  0.                                                             (16) 
We define the matrix K in the form  

K 

























000

00

000

00

.                                                                       (17) 

Then the decision of system (16) will be the following 

B1 () 1


 e1
, B2 ()  (1 2) ,

1
1







 ee
                                            (18) 

B3 () 3


 e1
, B4 ()  (3 4) .

1
3







 ee  

It means that no-arbitrage yield curves yNA (, r) and fNA (, r) according to ratios (9) are determined by 
formulas 

yNA (, r)  x11


 e1
  x2 (1 2) 





 exe

12
1  

 x33 


 e1  x4 (3 4) 





 exe
34

1 

)(A  

 (x11  x2 (1 2))


 e1  ex 12   (x33  x4 (3 4))


 e1  ex 34  

)(A

,             (19) 

fNA (, r)  x11 
e  x22 

e  x21  e  x33 
e  x44 

e  x43  e




d

dA )(  

 (x11  x22)
e   x21  e  (x33  x44) 

e  x43  e




d

dA )(
.                       (20) 
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In these expressions the function A() in an explicit form is not presented, as it has a cumbersome form 
though its computation by the formula (14) does not represent difficulties when functions Bi()are already 
determined since the formula (14) is not the equation, and for determination A() it is enough to integrate the 
right part of equality (14).  

Let's notice that limiting values of functions Bi () at  are finite quantities: 


lim B1 () 1 / , 


lim B2 ()  (1 2) / , 


lim B3 () 3 / , 


lim B4 ()  (3 4) / . 

It allows by means of (9) and (14) to find limiting long-term yields in the explicit form 

y 

lim  yNA (, r) 


lim  fNA (, r) 


lim




d
dA )(  ( K ) ТB ()  B () Т  ТB ()/2.  

Let's remind that vector components  determine the weight coefficients of influence a component of a 
vector of the market states X (t) on yield size (through a short-term rate r). If 3 4  0, then components X3(t) 
and X4(t) do not influence on yield, and considered NSS model turns to usual NS model. The affine no-
arbitrage model in this case provides representations 

fNA (, r) 




d

dA )(  (x11  x22)
e   x2 1  e .                                            (21) 

yNA (, r) 

)(A  (x11  x2 (1 2)) 


 e1  ex 12  



)(A  (x11  x22)


 e1

  x21 












 


ee1

.                                          (22) 

Comparison of representations (10) with (21) and (11) with (22) shows that no-arbitrage NS model is 
usual affine no-arbitrage model, coefficients 1, 2, 3 of which are determined as follows 

1y () 




)(A

, 2  x11  x22  r, 3  x21.                                                 (23) 

In contrast to determination of these coefficients by Nelson and Sigel here 1, 2 and 3 are not constants: 
1y() 11y() – function , and 2 and 3  –  functions of variables x1  X1(t) and x2  X2(t), the market state at 
point time t for which the term structure is designed, and consequently are essentially a sample of random vari-
ables. Note that by determination the coefficient 2 is equal to value of a short-term interest rate at the specified 
point time t, 2  r (t)  r. Since for obtaining the affine no-arbitrage NS models in the equation (1) the function 
of drift (x) should be linear with respect to x, and a volatility matrix (x) – a constant (not dependent on x) 
then the equation (1) generates stochastic process with normal distribution so the coefficients 2 and 3 in affine 
no-arbitrage NS models are normally distributed random variables correlated between themselves. 

Let's consider, in what the modification of NS model offered by Svensson results. In this case 3  0, 4  0 
and yield curves are determined by expressions (19) and (20). Comparison of representations (12) and (19) 
gives the following interpretation of coefficients of NSS model  

1y () 




)(A

, 2  x11  x22, 3  x21, 4  x33  x44, 5  x43.                          (24) 

Unlike the NS model here 2  r, but 2 4  r. 
Thus, the affine no-arbitrage NSS model proves to be a special case of four-dimensional affine no-

arbitrage model with a constant matrix of volatility and matrix K of coefficients of the influence, looking like 
(17). Accordingly, the NS model is a special case two-dimensional affine no-arbitrage models with a constant 
matrix of volatility and matrix K of coefficients of the influence, which has the form 

K  










0
.                                                                               (25) 

In other words, models NS and NSS are special cases of multidimensional model of Vasiček (2) if by this 
to understand multidimensional model with a constant volatility matrix and linear drift. It is possible to assume 
that matrixes (17) and (25) serve as signs of models NS and NSS. Then it is possible to assume that if in model 
(1), (13) matrix K is specified in the form of (17) or (25) yield curve will have term structure NS or NSS. 
Whether so it? 
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Let's consider for an example two-dimensional model CIR (3) with a matrix of coefficients of influence 
(25). For this purpose we will set a matrix and a vector in relations (13) as follows  

(x)  














22

11

0

0

x
x

, (x)  














222

111

x
x

. 

Here it is for brevity designated i  iii Dk /2 , i  1, 2. It gives in expressions (13): 

 0, 1  
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


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
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 
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2
1 , 2  
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
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


 2

2
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0
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The equations (14)(15) become 
A()  B ()ТK ,  A (0)  0, 

B1() 1  (1
2
1 ) B1 () 1

2
 B1 () 2/2,  B1 (0)  0, 

B2() 2 B1 ()  (2
2
2 ) B2 () 2

2
 B2 () 2/2,  B2 (0)  0. 

In this case the equations have turned out nonlinear. The second and third equations are the equations of 
Riccati. And the equation for B1 ()  the equation with constant coefficients also can be solved in the explicit 
analytical form. The equation for B2 ()  the equation of Riccati with variable free coefficient and in the ex-
plicit analytical form does not be resolved.  

Let's designate for brevity g  2
11

2
1

2
1 2)(  . Then the solution of the equation for B1 () has a form 

B1 () 

1

2
2

1
2
1

1






ge
gg

,                                                                (26) 

that essentially differs from function B1() in NS model (18). The same it is possible to tell and about function 
B2() which can be found only numerically. Similar results are fair and for two-dimensional model of 
DuffieKan (4) in which function B1() has form like (26), but its parameters g and 1 are determined in anoth-
er way: 

gDK  2
D,11

2
1

2
D,1 2)( KK  , 1, DK  )/(2 inf,1111 xDk  . 

It turns out that the NS model  no-arbitrage only when in the equation (1) function of drift (x) is linear 
with regard to x, and the volatility matrix (x) does not depend on x. 

 
2. Latent factors 

 
In [9] instead of the coefficients 1, 2, 3 of NS model it is offered to use depending on the current time t 

«dynamic processes» Lt, St and Ct, respectively, which are interpreted as the level, the slope and the curvature 
factors. According to the above analysis (see Equation (23)), these processes are in accordance with the follow-
ing state variables of the financial market 

1  Lt 
tT

A





)(

,  2  St 1 X1 (t) 2 X2 (t)  r (t),  3  Ct 1 X2 (t).                   (27) 

So the factor of level Lt in the explicit form does not depend on current time, and depends only on term to 
maturity and is not random. The slope and curvature factors St, Ct are linear transformation of state variables 
X1 (t), X2 (t)  
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Therefore St, Ct – two-dimensional normal random process with the mathematical expectations 
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t ,                                                      (29) 

and the covariance matrix 
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(t – t0)  
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Elements of expressions (29) and (30) are easily calculated on the basis of explicit formulas for X1 (t), 
X2 (t) and for (t  t0). 

Thus, at construction the forward curve and yield curve a problem of estimation of parameter , and val-
ues of processes Lt, St and Ct in current time arises.  

As the process of state variables X(t) satisfies to the stochastic differential equation (1) with drift and vol-
atility (13) then process St, Ct is generated by the stochastic differential equation 
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This equation is linear and can be solved in an explicit form. Thus the fundamental matrix of solutions 
(t  t0) is the same as for process X1 (t), X2 (t). Generally speaking, explicit dependence of factors St, Ct on 
time may be found from equality (28) if there to substitute explicit expressions of state variables X1 (t), X2 (t). 
Let s  some point time, such that s t, and S andС   stationary averages of processes St, Ct, according-

ly, S  11  2 2, С  12. Then explicit expressions for these processes will be of the form  
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where (t, s)  the two-dimensional stochastic process determined by the relation 
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3. The no-arbitrage conditions for Nelson – Sigel – Svensson model 
 

Until now, it was thought that the state variables form a two-dimensional process X1 (t), X2 (t), and two-
dimensional process St, Ct is a process of the latent variables. Suppose now that the states variables are St, 
Ctwhich are generated by the equation (31). The relationship of these variables with zero coupon yield yt() is 
established with help of state variables X1 (t), X2 (t). In order to in the market the arbitrage opportunities are 
absent it is necessary that zero coupon bond price P(t, T, St, Ct) satisfies the equation of term structure [1] 
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This expression must be solved with the boundary condition P(T, T, ST, CT)  1 for all states ST, CT. 
Here, for the sake of brevity we use the notation: x S, C; (x) and (x) – accordingly a drift vector and a 
volatility matrix of the equations (31); r(t) – a short-term interest rate; the vector function (t, x) determines the 
market price of risk. As between the price of the bond and its yield there is a known relationship lnP (t, T, St, 
Ct)  –  yt ( | St, Ct) then this equation is more convenient to write for yield, rather than the bond price:  
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Substituting into this equation the function y(|S, C) in explicit form we can find conditions for the absence 
of arbitrage for Nelson–Sigel yield curve. Write down for the convenience the elements of the equation (32). 
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Here, through ij the elements of the volatility matrix of equation (31) are denoted. As has been obtained 
above to find the Nelson–Siegel yield curve it is necessary, that (x) and (x) were constants (did not depend 
on S, C). 
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does not depend on these variables, and the third item in the left side of the equation (32) can be presented in a 
form 
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Thus, substitution in the equation (32) yield y ( | S , C), determined by expression (39), transforms this 
equation to a form 
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Note that factor C has disappeared from the obtained expression, and it includes only average value C of 
this factor. Equality (33) should be satisfied for any values of factors L () and St. In addition, note that only 
two values depend on the current time t in this expression: St and r(t). Therefore, in order to the yield y( | S , C), 
which determined by expression (39), satisfies the equation (32) requires two conditions from which factors St 

and L() are uniquely determined: 1) factor St is simply equal to a short-term interest rate 
St  r (t),                                                                                      (34) 

that will completely be agreed equalities (27), and 2) factor L() satisfies a following differential relation 
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which is substantially even is not equation with respect to  L () and is simply an integral from it. The calcula-
tion of integral from (35) is simple, but leads to cumbersome result and is not included here. 

So, conditions of absence of arbitrage in Nelson–Siegel model uniquely determine factors St and L () by 
means of equalities (34) and (35). Factor Ct at first sight remained uncertain, but also on it there are restrictions. 
We will consider them. 

Let's return at first to initial model (1) for which yield is determined by relation (9) using the functions of 
term structure A (), B1 (), B2 () and factors X1 (t), X2 (t). Conditions of absence of arbitration in this model are 
reduced to that functions A (), B1 (), B2 () should satisfy to the equations (14)–(15) and equality 1X1 (t) 
2X2 (t)  r (t), in which constant weight coefficients 1 and 2 carry matching factors X1 (t), X2 (t) with a 
short-term rate r(t). Factors X1(t), X2(t) can be considered as some zero coupon yields [3], the combination of 
which is the rate r (t). From relations (23) and (27) follows that St 1 X1 (t) 2 X2 (t)  r (t), Ct 1 X2 (t). 
Therefore factor Ct is also uniquely determined when conditions of no-arbitrage. 

Let's pay attention that the Nelson–Siegel model is a special case of two-dimensional model (1), when 
there drift function (x) is affine concerning state variables (see (13)), and the volatility matrix is constant. If in 
this case to set 1  1, and 2  0 we will receive that St  X1 (t), Ct  X2 (t) and it is had complete coincidence of 
Nelson–Siegel model with the affine version of two-dimensional model (1). 

 
4. The no-arbitrage conditions for the Svensson expansion 

 

Let's consider now the no-arbitrage conditions for the Svensson expansion. As already it has been above 
told, in Svensson modification the forward curve can be calculated by the formula (12), which implies the fol-
lowing form of the yield curve  
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As it has been shown above, from reasons of no arbitrage coefficients 0, 1, 2, 3, 4 cannot be con-
stants. Accordingly redesignate them: 0  L (), 1  St, 2  Ct, 3  Gt, 3  Ht. So 
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We use this redesignation in representation (36) and we will substitute the obtained expression (37) in the 
equation (32), in which state vector x – four-dimensional, x  (St, Ct. Gt, Ht)

T. Function of drift  
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where matrix K is determined by equality (17), and ( ,S ,C ,G H )Т – a vector of stationary expectations random 

coefficients (St, Ct, Gt, Ht). A volatility matrix – (4×4)-matrix with constant elements, (x) , and a vector of 
market prices of risk – a 4-vector with constant elements, (x) .  

Then the explicit form of elements of the equation (32) will have the form 
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 in view of linearity y ( | x) regarding the factors St, Ct, Gt, Ht does not 

depend on these factors. In addition, the explicit form of equation (32) is in general not contain variables Ct and 
Ht. Thus as the equation should be carried out at any values of independent variables , St, Ct, Gt, Ht  it breaks 
up on two parts – the equations regarding the factors St and Gt and the equation regarding the function of varia-
ble , L (). On current time t are dependent only r(t), St and Gt, other components of the equation (32) depend 
from . Therefore from the equation (32) it is obtained two relations, determining the no-arbitrage conditions  

St  Gt  r (t),                                                                                 (39) 
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The vector
x

xy

 )]|([

 depends only on a variable  and parameters , . It is determined by equality 

(38). Its explicit expression in the formula (40) is not used because of bulkiness.  
The relation (39) is practically a condition of absence of arbitration – the sum of factors St and Gt should 

be equal to a short-term interest rate r (t) at any point t.  
The relation (40) actually the equation is not, as function L () is found from it by simple integration. 
As to factors Ct and Ht  to clarify their values it is necessary to address again to initial model (1), (13) in 

its four-dimensional version. Then according to relations (24) it is obtained 
St 1X1 (t) 2X2 (t), Ct 1X2 (t), Gt 3X3 (t) 4X4 (t), Ht 3X4 (t). 

Thus one of the basic properties of yield proves to be true 

tT
lim y (t, T, r) 1X1 (t) 2X2 (t) 3X3 (t) 4X4 (t)  r (t). 

Strictly speaking, representation (37) does not coincide with the Svensson expansion as there is "extra" 
term (with factor Gt). Probably, availability of this term will improve approximation yield curve, it is a question 
opened. However, it should find out, what conditions of absence of arbitrage will be without this "extra" term, 
taking as an expression of the yield curve  
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in accuracy corresponding to Svensson expansion. In this case we have three factors X (t)  (St, Ct, Ht). Drift 
function will be such 
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Let's substitute these expressions in the equation (32) and calculate its components.  
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It turns out that in this case the no arbitrage conditions are reduced to the following 
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The relation (43) is already known, as was met earlier, but equality (42) is unusual.  
From it turns out that the short-term rate depends on the term to maturity, but it of course can’t be. There-

fore, the Svensson expansion in its original form (41) (without the "extra" term) leads to unrealizable no arbi-
trage conditions. 

 
Conclusion 

 
Thus, the requirement of accomplishment of conditions no-arbitrage specifies model of Nelson  Sigel  

Svensson in the sense that gives to coefficients of this model the clear economic sense: the free coefficient 
should be function of term to maturity , and other coefficients should depend on market state variables 
xiwhich, in turn, are sample values of stochastic processes Xi (t) at  time point t for which the term struc-
ture is designed, i.e. random variables. We will notice that the description of stochastic processes Xi (t) is 
produced under probability measure P, i.e. taking into account risk market prices (x). The model is the repre-
sentative of family of affine yield models and is generated by two-dimensional model of short-term interest 
rates for model of Nelson  Sigel or four-dimensional model of a short-term interest rates for model of 
Nelson  Sigel  Svensson. Stochastic processes Xi (t), underlying NS- and NSS-models, are generated by the 
linear stochastic differential equations. In this connection the market state variables xi have normal distribu-
tion and can accept with positive probability negative values. That is a certain lack of models NS and NSS. 

Let's notice that dependence of coefficients of NS-model on current time was discussed in [9]. Commu-
nication of NS-model with affine безарбитражными the models based on three-factorial casual process at a 
risk neutral Q-measure, is considered in [10]. Application affine no-arbitrage NS-models to real tasks of dy-
namics of an exchange rate of currencies is described in [11].  
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Показано, что требование выполнения условий осутствия арбитража уточняет модель Нельсона–Сигеля–Свенссона в том 
смысле, что придает коэффициентам этой модели явный экономический смысл: свободный коэффициент должен быть функ-
цией срока до погашения, а остальные коэффициенты должны зависеть от переменных состояния рынка, которые, в свою оче-
редь, являются выборочными значениями случайных процессов в момент времени, для которого конструируется временная 
структура. Заметим, что описание случайных процессов производится при объективной вероятностной мере, т.е. с учетом ры-
ночных цен риска. Показано, что сама модель является представителем семейства аффинных моделей доходности и порожда-
ется двухмерной моделью краткосрочной процентной ставки для модели Нельсона–Сигеля (NS) или четырехмерной моделью 
краткосрочной процентной ставки для модели Нельсона–Сигеля–Свенссона (NSS). Случайные процессы, лежащие в основе 
NS- и NSS-моделей, порождаются линейными стохастическими дифференциальными уравнениями, в связи с чем переменные 
состояния рынка имеют нормальное распределение и могут с положительной вероятностью принимать отрицательные значе-
ния, что является определенным недостатком моделей NS и NSS. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
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Представлен анализ системы массового обслуживания с неограниченным числом приборов, входящим MAP-
потоком и произвольным распределением времени обслуживания. Показано, что в условиях растущей интен-
сивности входящего потока стационарное распределение вероятностей числа заявок в системе является 
асимптотически гауссовским. Получены параметры соответствующей гауссовской аппроксимации. Кроме то-
го, получена аппроксимация более высокого (третьего) порядка, установлены области применимости обеих 
аппроксимаций. 
Ключевые слова: система массового обслуживания; MAP-поток; неограниченное число приборов; асимпто-
тический анализ. 
 

Системы массового обслуживания являются адекватными моделями современных систем переда-
чи и обработки информации [1], социально-экономических систем [2, 3], систем управления транспорт-
ными потоками [4] и т.д. В научной литературе, как правило, исследуются системы с пуассоновским 
входящим потоком, однако имеются исследования [5], которые показывают, что, например, потоки со-
общений в современных сетях передачи данных не являются пуассоновскими, а более адекватной моде-
лью таких потоков является так называемый MAP-поток (Markovian Arrival Process) [6–8]. Таким обра-
зом, исследование моделей массового обслуживания с входящим MAP-потоком является актуальной 
научной проблемой. 

В настоящей работе представлен анализ системы массового обслуживания с входящим MAP-
потоком, неограниченным числом приборов и произвольным обслуживанием, которая в нотации Кен-
далла [9] обозначается как MAP/GI/∞. Исследование проведено в асимптотическом условии растущей 
интенсивности входящего потока, которое относится к классу широко используемых условий «heavy 
traffic» [10–12]. В результате получена гауссовская аппроксимация распределения вероятностей числа 
заявок в системе. Этот результат согласуется с известными результатами, связанными с диффузионной 
аппроксимацией [10, 13, 14], но предоставляет более удобную форму для использования. Кроме того, 
изложенная в настоящей работе методика исследования позволяет получить аппроксимацию более вы-
сокого порядка точности, которая обеспечивает достаточно малую погрешность и при небольшой ин-
тенсивности входящего потока. 

С другими, близкими по тематике исследованиями в области анализа систем массового обслужи-
вания и случайных потоков можно ознакомиться в работах [15–18]. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов, на вход кото-

рой поступает высокоинтенсивный MAP-поток, время обслуживания заявки в системе является случай-
ной величиной с функцией распределения B(t). Входящий MAP-поток задан представлением [8] (ND0, 
ND1), где D0 и D1 – квадратные матрицы порядка M, а скалярный мультипликатор N используется для 
того, чтобы выделить асимптотическую составляющую высокой интенсивности этого потока. Дело в 
том, что интенсивность MAP-потока, заданного таким образом, составляет λN, где величина λ опреде-
ляется выражением 

eθD1 .      (1) 
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Здесь e – вектор-столбец, состоящий из единиц, θ – вектор-строка, элементы которой задают закон ста-
ционарного распределения вероятностей цепи Маркова m(t), управляющей MAP-потоком. Этот вектор 
удовлетворяет следующей системе уравнений: 

 





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.1

,10

θe

0DDθ
          (2) 

Таким образом, интенсивность описанного потока неограниченно возрастает при N → ∞. Потоки такого 
рода называют высокоинтенсивными [18]. 

Обозначим i(t) – количество заявок (или, что то же самое, количество занятых приборов) в систе-
ме в момент времени t. Ставится задача нахождения распределения вероятностей процесса i(t) в произ-
вольный момент времени в стационарном режиме функционирования системы. 

 

2. Метод динамического просеивания. Уравнения Колмогорова 
 

Для составления уравнений Колмогорова, которые являются основным механизмом исследования 
случайных процессов, необходимо провести так называемую марковизацию исследуемого процесса i(t), 
т.е. преобразовать его таким образом, чтобы полученный в результате преобразований процесс был 
марковским. Стандартным инструментом такой марковизации является метод дополнительных компо-
нент [9, 19, 20]. Для рассматриваемого процесса i(t) этими дополнительными компонентами будут со-
стояние m(t) цепи Маркова, управляющей входящим MAP-потоком, и значения остаточного времени 
обслуживания для каждой заявки, находящейся в системе в момент t. Таким образом, получаем много-
мерный марковский процесс с переменным числом компонент.  

Прямое исследование такого процесса не представляется возможным ввиду переменного и потен-
циально неограниченного количества его компонент. В связи с этим в настоящей работе применяется 
метод динамического просеивания (просеянного потока) [21], который позволяет решить указанную 
задачу. Основная идея этого подхода заключается в том, чтобы заменить исследование многомерного 
процесса с переменным числом компонент на исследование двумерного марковского процесса 
{n(t), m(t)}, где n(t) – считающий процесс просеянного потока, который конструируется следующим об-
разом. Зафиксируем некоторый момент времени T. Будем считать, что заявка, поступившая в систему в 
момент времени t < T, с вероятностью S(t) = 1 – B(T – t) формирует событие просеянного потока, а с ве-
роятностью 1 – S(t) эта заявка не рассматривается. Через n(t) обозначим число событий просеянного по-
тока, наступивших до момента времени t. Тогда, если в начальный момент времени t0 < T система сво-
бодна, получаем, что для момента времени T имеет место равенство 

P{i(T) = k} = P{n(T) = k)} 
для любых целых k > 0. Таким образом, найдя распределение вероятностей значений процесса n(t) в 
момент времени t и полагая t = T, в силу произвольности выбора T получим искомое стационарное рас-
пределение вероятностей процесса i(t). 

Для распределения вероятностей P(n, m, t) = P{n(t) = n, m(t) = m} значений марковского процесса 
{n(t), m(t)} можно составить следующую систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 
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где 1j , эта система перепишется в виде 
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Приводя подобные и используя обозначения D = D0 + D1, H(u, t) = {H(u, 1, t), …, H(u, M, t)}, полу-
чим матричное дифференциальное уравнение  
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с начальным условием 
H(u, t0) = θ.        (4) 

Так как прямое решение уравнения (3) не представляется возможным, для решения задачи (3)–(4) вос-
пользуемся методом асимптотического анализа [21] в условии растущей интенсивности входящего по-
тока, т.е. при N → ∞. 
 

3. Асимптотический анализ 
 

3.1. Асимптотика первого порядка 
 

Выполним в выражениях (3)–(4) следующие замены: 

,
1
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N

   wu  ,   ),,(),( 1  twtu FH . 

Тогда задача (3)–(4) примет вид 
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F1(w, t0, ε) = θ.        (6) 
Относительно асимптотического решения ),,(lim),( 1

0
1 


twtw FF  этой задачи имеет место следующее 

утверждение. 
Теорема 1. Асимптотическое решение задачи (5)–(6) имеет вид 
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где θ и λ определяются выражениями (2) и (1) соответственно. 
Доказательство выполним в два этапа. 
Этап 1. Положим в (5) ε → 0, получим 

F1(w, t)D = 0. 
Сравнивая это равенство с первым уравнением (2), можем сделать вывод, что F1(w,t) может быть пред-
ставлена в виде 

F1(w, t) = θΦ1(w, t),            (8) 
где Φ1(w, t) – некоторая скалярная функция, в силу (6) удовлетворяющая условию Φ1(w, t0) = 1. 

Этап 2. Домножим (5) на вектор e, подставим (8), поделим результат на ε и выполним предельный 
переход ε → 0. Тогда с учетом того, что De = 0 и θe = 1, получим дифференциальное уравнение относи-
тельно функции Φ1(w, t) 
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решение которого с учетом начального условия дает 
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Подставляя данное выражение в (8), получаем (7). Теорема доказана. 
 

3.2. Асимптотика второго порядка 
 

Обозначим через H2(u, t) многомерную функцию, удовлетворяющую выражению 
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Подставляя это выражение в (3)–(4), получим следующую задачу Коши: 
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Выполним в (10) следующие замены: 
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С использованием этих обозначений (10) перепишется в виде 
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Относительно асимптотического решения ),,(lim),( 2
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twtw FF  этой задачи имеет место следующее 

утверждение. 
Теорема 2. Асимптотическое решение задачи (12) имеет вид 
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где  
κ = 2g(D1 – λI)e,     (14) 

а вектор-строка g удовлетворяет линейному матричному уравнению 
gD = θ(λI – D1),     (15) 

здесь I – единичная матрица. 
Доказательство этой теоремы выполним в три этапа. 
Этап 1. В (12) выполним предельный переход ε → 0, получим следующую систему уравнений: 
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Отсюда с учетом (2) следует, что F2(w, t) можно записать в виде 
F2(w, t) = θΦ2(w, t),          (16) 

где Φ2(w, t) – некоторая скалярная функция, удовлетворяющая условию Φ2(w, t0) = 1. 
Этап 2. С учетом (16) функцию F2(w, t, ε) представим в виде разложения 

  )()(),(),,( 2
22  OgθF twSjtwtw ,        (17) 

где g – некоторая вектор-строка, а O(ε2) – вектор-строка, состоящая из величин порядка малости ε2 и 
выше. Подставим (17) и разложение ejεw = 1 + jεw +O(ε2) в первую строку (12), получим 
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Выполняя в этом равенстве предельный переход ε → 0, получаем матричное уравнение относительно 
вектора g  

gD = θ(λI – D1), 
которое совпадает с (15). 

Этап 3. Умножая обе части уравнения (12) на вектор e, используя (17) и разложение 
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в результате несложных преобразований с учетом обозначения (14) получаем следующее дифференци-
альное уравнение относительно функции Φ2(w, t): 
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Решение этого уравнения при имеющемся начальном условии Φ2(w, t0) = 1 дает выражение 
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подставляя которое в (16), получаем (13). Теорема доказана. 
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3.3. Гауссовская аппроксимация стационарного распределения 
вероятностей числа заявок в системе 

 
Выполнив в выражении (13) замены, обратные к (11) и (9), получим следующее выражение для 

частичной характеристической функции H(u, t) числа событий, наступивших в просеянном потоке до 
момента времени t: 
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Умножим обе части этого равенства на e. Тогда, возвращаясь к исходному исследуемому процессу i(t) 
числа заявок в системе, подставим t = T, а в качестве начального момента (когда система свободна) вы-
берем t0 = –∞, получим следующее выражение для характеристической функции h(u) числа заявок в си-
стеме в стационарном режиме: 
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где   


0
)(1 dttBb  есть среднее время обслуживания, а   
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Таким образом, стационарное распределение числа заявок в системе MAP/GI/∞ является асимпто-
тически гауссовским с математическим ожиданием Nλb и дисперсией [Nλb + Nκβ]. 

 
3.4. Асимптотика третьего порядка 

 
Применение гауссовской аппроксимации (19) достаточно удобно, однако, как будет показано в 

п. 4, допустимая погрешность достигается при больших значениях N (30 и больше). Для меньших зна-
чений интенсивности входящего потока можно получить более точную аппроксимацию, используя 
асимптотику третьего порядка. 

Итак, введем функцию H3(u, t), удовлетворяющую выражению 
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подставим (20) в (10), получим следующую задачу Коши: 
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В (21) выполним замены 
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Обозначим ),,(lim),( 3
0

3 


twtw FF . Тогда имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Асимптотическое решение ),(3 twF  задачи (22) имеет вид 
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где  
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μ = 6g2(D1 – λI)e – 3κg,     (24) 
g определяется выражением (15), а вектор-строка g2 удовлетворяет линейному матричному уравнению 
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Доказательство этой теоремы выполним в три этапа. 
Этап 1. Выполним в (22) предельный переход ε → 0, получим  
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Отсюда с учетом (2) делаем вывод, что F3(w, t) можно представить в виде 
F3(w, t) = θΦ3(w, t),     (26) 

где Φ3(w, t) – некоторая скалярная функция. 
Этап 2. Решение задачи (22) будем искать в виде разложения 
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где g1 и g2 – некоторые вектор-строки. Подставим разложения (27) и (18) в (22). После несложных пре-
образований получаем равенство 
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Приравнивая выражения при одинаковых степенях ε, получаем, во-первых, DgθDθ 11  , откуда сле-

дует  11 DIθDg  , что совпадает с (15). С учетом этого вторые слагаемые левой и правой частей (28) 

уничтожаются, и мы получаем равенство 
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откуда следует выражение (25). 
Этап 3. Умножим каждую часть (22) на e, тогда с использованием обозначения 
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Подставляя сюда (27) и разложение 
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После несложных преобразований с учетом (15), (25), (14) и с использованием обозначения (24) полу-
чаем дифференциальное уравнение относительно неизвестной функции Φ3(w, t) 
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решение которого при имеющемся начальном условии Φ3(w, t0) = 1 дает 
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Подставляя это выражение в (26), получаем (23). Теорема доказана. 
Делая обратные замены и аналогично п. 3.3 возвращаясь к характеристической функции числа за-

явок в системе в стационарном режиме, получим 
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,   (29) 

где   


0

3)(1 dttB . 

К сожалению, пользоваться аппроксимацией (29) не так удобно, как гауссовской (19) (для полу-
чения ряда распределения придется выполнить обратное преобразование Фурье от этого выражения), 
однако, как будет показано ниже, выражение (29) обеспечивает меньшую погрешность и более широ-
кую область применимости асимптотических результатов. 

 

4. Численные результаты 
 

Демонстрацию точности аппроксимаций (19) и (29) проведем на конкретном численном примере. 
Пусть входящий MAP-поток задан представлением (ND0, ND1), где  
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Время обслуживания имеет гамма-распределение с параметрами масштаба и формы, равными 0,5. При-
мер составлен таким образом, что параметр λ приблизительно равен 1, среднее время обслуживания 
также равно 1, и, таким образом, интенсивность входящего потока превышает интенсивность обслужи-
вания в N раз. 
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Рис. 1. Сравнение законов распределения вероятностей для эмпирического распределения (сплошная линия),  
гауссовской аппроксимации (пунктирная линия) и аппроксимации третьего порядка (точечная линия) 
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На рис. 1 представлены графики законов распределения вероятностей для эмпирического распре-
деления, составленного на основе результатов имитационного моделирования, и распределений, полу-
ченных на основе аппроксимаций (19) и (29). Из графиков видно, что при достаточно больших значени-
ях N (N ≥ 10) распределение по форме близко к нормальному. 

Для числовой оценки точности аппроксимаций воспользуемся расстоянием Колмогорова [22]. 
В таблице приведены значения расстояния Колмогорова для различных значений величины N. Если в 
качестве допустимой погрешности выбрать расстояние Колмогорова, равное 0,03, то из таблицы видно, 
что третья асимптотика дает достаточно точную аппроксимацию уже при N = 10, в то время как гаус-
совская аппроксимация дает такую же точность только при N = 30. 

 
Расстояние Колмогорова между эмпирическим распределением и аппроксимациями второго  

и третьего порядка для различных значений интенсивности входящего потока N 
 

Интенсивность входящего потока N 
Расстояние Колмогорова 

для аппроксимации  
второго порядка (гауссовской) 

для аппроксимации  
третьего порядка 

1 0,242 0,186 
5 0,099 0,048 
10 0,060 0,027 
30 0,029 0,013 

100 0,017 0,007 

 
Заключение 

 
В работе представлено исследование системы массового обслуживания с неограниченным числом 

приборов, входящим MAP-потоком и произвольным распределением времени обслуживания. Исследо-
вание выполнено в асимптотическом условии растущей интенсивности входящего потока. Показано, 
что для достаточно больших значений параметра N интенсивности входящего потока стационарное 
распределение вероятностей числа заявок в системе аппроксимируется гауссовским (нормальным) рас-
пределением, параметры которого получены в работе. Для повышения степени точности выполнен 
асимптотический анализ третьего порядка и получены параметры аппроксимации третьего порядка для 
стационарного распределения вероятностей числа заявок в системе. 

Числовые примеры показывают, что гауссовская аппроксимация дает достаточно малую погреш-
ность при N ≥ 30, где N – параметр, определяющий, во сколько раз интенсивность входящего потока 
превышает интенсивность обслуживания. Аппроксимация третьего порядка расширяет область приме-
нимости до значений N ≥ 10, что существенно увеличивает точность полученных результатов. Однако 
при использовании полученных в работе аппроксимационных формул следует учитывать, что гауссов-
ская аппроксимация более проста в применении. Таким образом, при N ≥ 30 целесообразно использо-
вать более удобную гауссовскую аппроксимацию, а для меньших значений N следует воспользоваться 
аппроксимацией третьего порядка. 

Результаты могут быть использованы для анализа систем массового обслуживания вида 
MAP/GI/∞, а методика исследования – для выполнения исследования многофазных систем и сетей мас-
сового обслуживания с входящим высокоинтенсивным MAP-потоком. 
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In the paper, the infinite-server queueing system with the Markovian arrival process and with the general form of service time distri-

bution is considered. The analysis is performed under the asymptotic condition of arrivals’ rate infinite growth. The high intensive Mar-
kovian arrival process is defined by representation (ND0, ND1), where N is the scalar that characterizes the high rate of arrivals. Let D0 
and D1 be square matrices. A rate of the arrivals is equal to Nλ. Here λ = θD1e, θ is a row vector of stationary probability distribution of 
the embedded Markov chain of the MAP, e is the column vector with entries all equal to 1. The service time for each customer is a ran-
dom variable with the cumulative distribution function B(t). 

The approximations of the 2nd and 3rd orders for the characteristic function of number of customers in the stationary regime are ob-
tained. The approximation of the second order is the Gaussian distribution with mean Nλb and variance [Nλb + Nκβ]. Here 
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2)(1 dttB , κ is defined by the expression κ = 2g(D1 – λI)e, and the row 

vector g satisfies the linear matrix equation gD = θ(λI – D1), where D = D0 + D1 and I is the identity matrix. 
The approximation of the third order is equal to  
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The numerical analysis of the applicability of the obtained asymptotic results is also performed. It is shown that the asymptotic 
approximation of the second order (Gaussian approximation) provides enough accuracy when the arrivals rate is greater than rate of the 
servicing by 30 times or more (N ≥ 30). On other hand, the third order approximation provides the similar accuracy for values N ≥ 10. 
Therefore, it is reasonable to use the obtained Gaussian approximation as a more comfortable form for usage when N ≥ 30, and we need 
take the approximation of the third order when a value of the parameter N is less than 30. 
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ТОЧНЫЕ И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗНАКОВЫЕ ТЕСТЫ ДЛЯ ПАРАМЕТРОВ  
НЕЛИНЕЙНОЙ КВАНТИЛЬНОЙ РЕГРЕССИИ С МАРКОВСКИМИ ШУМАМИ 

 

Одним из привлекательных свойств знаковых статистических процедур является возможность строить точные 
тесты для проверки простых гипотез о параметрах регрессионных моделей. В данной работе этот подход рас-
пространяется на случай нелинейной модели с зависимыми шумами. Рассматривается модель многоквантильной 
регрессии, что позволяет совместно проверять гипотезы как о параметрах регрессии, так и о параметрах мас-
штаба шума. 
Ключевые слова: знаковые статистические процедуры; нелинейная регрессия; квантильная регрессия; Марков-
ский процесс; проверка простых гипотез; точные тесты. 
 

Знаковые статистические процедуры позволяют строить тесты для проверки простых гипотез о 
параметрах линейных моделей в непараметрической постановке задачи. Это объясняется тем, что при 
гипотезе распределение знаков невязок известно, поэтому такие тесты позволяют точно контролировать 
уровень значимости. Знаковые методы сначала были разработаны для меданной регрессии [1], т.е. для 
частного случая квантильной регрессии, для которой намного раньше были развиты методы, основан-
ные на минимизации взвешенных модулей невязок (см. основополагающую работу [2]). В частности, на 
основе метода наименьших модулей в [3] были предложены методы анализа симметричной двухкван-
тильной регрессии. Позднее были предложены знаковые процедуры для квантильной регрессии [4, 5], в 
том числе для зависимых шумов [6]. 

В данной работе рассматривается ряд обобщений знакового подхода к проверке простых гипотез 
для параметров квантильной регрессии. Во-первых, мы рассматриваем случай нелинейной модели. Во-
вторых, рассматривается многоквантильная регрессия, поэтому от знаков невязок мы переходим к ин-
дикаторам их попадания в межквантильные интервалы, как это предлагается в [7]. В-третьих, рассмат-
риваются зависимые наблюдения, когда ошибки образуют стационарный Марковский процесс с дис-
кретным временем.  

Рассмотрение методов проверки простых гипотез является первым шагом для построения проце-
дур оценивания параметров на основе подхода, который, как принято считать, впервые был использо-
ван в статье [8], а также для построения процедур проверки линейных гипотез, которые более интерес-
ны для практических приложений.  

 
1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим нелинейную модель регрессии с зависимыми случайными ошибками вида 

  θ ε ,   1,t t ty g t n   , (1) 

где  θtg  – заданная при каждом t непрерывно дифференцируемая функция от параметров 

'
1θ (θ ,...,θ ) RT

T  . Случайные отклонения εt  образуют стационарный Марковский процесс ( 1)-гоr   

порядка. Одномерные функции распределения P{ε }t x  неизвестны и не обязательно совпадают при 

разных t, но имеют несколько совпадающих квантилей заданных уровней.  

Подробнее: пусть конечный набор смежных интервалов    1 μ , , μKC C  образует разбиение R
1, 

при этом   P ε μ ,   1,t k kC p k K   , где вероятности pk заданы. Параметры µ определяют масштаб 

одномерного распределения шумов, так как  влияют на ширину межквантильных интервалов. Границы 
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интервалов      1μ μ ,  μk k kC c c  (угловая скобка может означать либо открытую, либо закрытую 

границу) зависят от неизвестных параметров µ линейно   'μ μk k kc a d  , 1, 1k K  ,  0c μ   , 

 μKc   . При этом ak и dk заданы, а допустимые параметры образуют множество 

    '
1 1μ : μ 0,   2, 1k k k kd d a a k K       .  

Наиболее интересными являются самые простые случаи симметричной двухквантильной и трех-
квантильной регрессии, когда единственный параметр µ равен половине интерквантильного размаха. 

Для двухквантильной регрессии K = 3,  1 µ µc   ,  2 µ  µc  , p1 = p3 = p, p2 = 1–2p. Для трехквантильной 

регрессии K = 4,  1 µ  µc  ,  2 µ 0c  ,  3 µ  µc  , p1 = p4 = p, p2 = p3 = (1–2p)/2. В эту же модель уклады-

вается одноквантильная регрессия, при этом параметры µ отсутствуют, K = 2, c1(µ) = 0, p1 = p, p2 = 1–p. 
Во всех трех моделях вероятность p задана.  

Введем обозначения для совместных вероятностей: 

         
11 1P ,..., P ε μ ,...,ε μ , 

l

l
l t l k t kk k C C    11, ,  ,..., 1,rl r k k K  , (2) 

      1 1P P ,..., : ,..., 1, ,l l
l lk k k k K  1,l r . 

В частности, 
(1) (1) (1)

1 (1),..P { ,..., } {P P., ( })Kp Kp  .  

Неизвестными параметрами являются параметры θ, µ и набор  P r , причем в составе  P r  есть 
линейно зависимые вероятности. Обозначим через Q вектор, образованный некоторым набором линей-

но независимых вероятностей из состава  P r .  

Рассмотрим структурные преобразования 11,..., 1 (( 1)) l jl
jl l jj i i i K 
   , 1,l r , которые осу-

ществляют развертку r-мерного набора вероятностей  P l  в одномерный вектор  P l  по правилу 

1

( ) ( )
,..( )., 1[P ] P ,..( ).,

l l

l l
j i i li i . Здесь и далее [A] j  означает j-ю строку матрицы или j-й элемент вектора. 

С помощью структурной матрицы G и вектора D можно осуществить переход от свободных вероятно-

стей Q к  P D GQr   . Это преобразование может учитывать не только условие нормировки, заданные 

одномерные вероятности, условия стационарности, но и симметрию конечномерных распределений, 

если это необходимо. Кроме того, далее будем использовать структурные матрицы Fi , 1, 1i r  , кото-

рые обеспечивают переходы к вероятностям меньшего порядка    1P F Pi i
i

 .  

В этих условиях, обозначив истинные параметры через ' ' ' 'υ (θ ,μ ,Q ) , а гипотетические через 
' ' ' '

0 0 0 0υ (θ ,μ ,Q ) , сформулируем задачу проверки простой гипотезы H0 о параметрах моделей (1) и (2) 

против сложной альтернативы H1: 
 0 0: υ υH  ,        1 0: υ υH  .  (3) 

В качестве признаков для построения статистических процедур будем использовать индикаторы 

 1,..., ns s s  – номера интервалов, в которые попадают невязки  0θt ty g , т.е. 

    0 0 0 0θ ,μ θ ,μt t t ts s s y g   , где  0,μs u k  для  0μku C . 

Тест для проверки гипотез (3) построим по принципу максимума отношения правдоподобия, от-
бирая в критическую область те параметры, которые доставляют наибольшие значения нормы его гра-
диента в гипотетической точке: 

 
 

 0

0

υ
υ 0 υ υ

0 υ υ

P υ
L( | υ,υ )

P υ

s
s

s



  . (4) 

Здесь      0 0L |υ,υ P υ / P υs s s  – функция отношения правдоподобия индикаторных признаков.  
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2. Градиент правдоподобия индикаторных признаков 
 

При поиске выражений для правой части в равенстве (4) воспользуемся представлением 

      1 1 2 1 1 1 2 2 1 1P , , υ P υ P( ,υ)...P( , , , ,υ) P ,..., ,υn
t rn r r t t r ts s s s s s s s s s s s        , (5) 

чтобы получить разложение Тейлора    0 υ 0 0 0P( | υ) P( | υ ) P( | υ ) υ υ ο υ υ .s s s      Для данного 

разложения требуется непрерывно дифференцируемая параметризация семейства конечномерных распре-
делений по µ и Q. Для любой такой параметризации имеем 

 υ 0
'

1 1 1 0 00
υ υ υ υ υP( ) P( ) P( ) υ υ( ) ο(|| ||),s s s    

 
 '

υ2 1 2 1 0 2 1 0 0 0P( , ) P( , ) P( , )(υ υ υ υ υ ) ο(|| ||),υ υs s s s s s      … (6) 

 
'
υ1 1 1 1 0 1 1 0

0 0

.. υ υ υ

υ υ υ

. P( ,..., , ) P( ,..., , ) P( ,..., , )

( ) ο(|| ||), , .υ

t t r t t t r t t t r ts s s s s s s s s

t r n
          

    
 

Подставив (6) в (5), после перегруппировки получим 
'' '

2 11 0 1 1 2 00

0 1 0 2 1 1 1 2 00

'

υυ υ

1 1 0
0 0

1 1

υ

0

P( , )P( ) P( ,..., , )P( )
1 ...

P( ) P( ) P( , ) P( ,..., , )

P( ,..., , )
( ) ο(| ||).

P( ,..., ,

υυ υυ

υ υ υ υ

υ
υ υ

)
υ υ

υ

r r

r r

t t r tn
t r

t t r t

s ss s s ss
s s s s s s s

s s s
s s s

 

 

  


  

  
     




     



 

Отсюда 

0

2 11 0 1 2 1 0 1 1 00
0

1 0 2 1 1

υυ υ υ

2 1 0 1 1
υ υ υ

00

P( , )P( ) P( ,..., , ) P( ,..., , )
L( ) ... .

P( ) P( , ) P( ,...

υυ υ υ
υ,υ

, , ) P( ,..υ υ ., , )υ υ
r r t tn

t r
r r t t

s ss s s s s s s
s

s s s s s s s s s
  


  

  
        

Последнее выражение можно преобразовать таким образом, чтобы градиент отношения правдоподобия 
был выражен через совместные вероятности порядков r и r–1: 

 
 

 
 

 0

υ 1 0 υ 1 1 0
1υ 0 υ υ

1 0 1 1 0

P , , υ P , , υ
L( | υ,υ ) .

P , , υ P , , υ
t r t t r tn n

t r t r
t r t t r t

s s s s
s

s s s s
    

  
    

   
   

 
  (7) 

Перейдем к задаче определения градиентов  
0

υ 1 υ υ
P ,..., υt r ts s  

  и  
0

υ 1 1 υ υ
P ,..., υt r ts s   

 . Для 

этого необходимо получить производные по каждому из входящих в υ параметров. Несмотря на то что 

заданным значениям υ  соответствует целое множество распределений на  P υs , следующая теорема 

показывает, что для произвольной непрерывно дифференцируемой параметризации распределения 

 P υs  по параметрам µ и Q вид градиентов не зависит от способа параметризации. Поэтому они могут 

использоваться для дальнейших суждений о локальных изменениях функции правдоподобия.  

Теорема 1. Пусть существует r-мерная непрерывная плотность распределения  1,...,t rf x x  случай-

ных величин 1ε ,...,εt r t  , ,t r n . Тогда для произвольной непрерывно дифференцируемой параметриза-

ции распределения  P υs  по параметрам µ и Q имеет место 

10

1

θ 1 υ 1
1

, θ 0

υ , 1P( ,..., ) [P ( ,..., ) ( )

P ( ,..., ) ( )] (θ ).

υ
t r t t r i t r i

t r t t r i t r i

r
t r t r i s s s t r i s

i

r i s s s t r i s t r i

s s C C c f c

C C c f c g

     

     

      

   

  

 
                   (8) 

1 10

1 1

1

θ 1 1 υ υ 1, 1 1
1

1, θ 0

P( ,..., ) [P ( ,..., ) ( )

P ( ,..., ) ( )] (θ ).

υ
t r t t r i t r i

t r t t r i t r i

r
t r t r i s s s t r i s

i

r i s s s t r i s t r i

s s C C c f c

C C c f c g

      

      



        

    

  

 
             (9) 
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1 1
0

1 1

μ 1 0 0 0 0 , 1 1 1
1

,

υ υ
P( (θ ,μ ),..., (θ ,μ ) ) P ( ,...υ , ) ( ) –

P ( ,..., ) ( ) .

t r t t r t r i t r i

t r t t r t r i t r i

r
t r t r i s s s t r i s s

i

r i s s s t r i s s

s s C C c f c d

C C c f c d

       

       

       

 

   

 

        (10) 

1 1 1
0

1 1 1

1

μ 1 0 0 1 0 0 1, 1υ 1υ 1 1

1,

P( (θ ,μ ),..., (θ ,μ ) ) P ( ,..., ) ( )

P ( ,..., ) ( ) .

υ
t r t t r t r i t r i

t r t t r t r i t r i

r
t r t r i s s s t r i s s

i

r i s s s t r i s s

s s C C c f c d

C C c f c d

        

        



         

  

   

 

       (11) 

      1
0

'
Q 1 0 0 0 0 , ,υ υ

P θ ,μ ,..., θ ,μ υ [G] ,
r t r tt r t j s ss s

   
                                   (12) 

      1 1 10

'
Q 1 0 0 1 0 0 1 ,...,υ υ

P θ ,μ ,..., θ ,μ υ [F G] .
r t r tt r t r j s ss s
      

                            (13) 

Здесь ( )tf   – плотность распределения εt ,  1,P ,...,
t r tr i s s kC C c
 

 – условная вероятность попадания векто-

ра ε : 1, ;s s t r t s t r i       в параллелепипед, образованный интервалами 

 : 1, ;
jsC j t r t j t r i       при условии εt r i kc   .  

Доказательство. Для доказательства (8) обозначим      '
0 0 0 0μ ,θ ,θ μ θ θt k k t tc k c d g g    . То-

гда 

0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0

( μ θ θ ( μ θ θ

1 1 1
( 1μ θ θ ( 1μ θ θ

P( ,..., ) ... ( ,..., ) ... .υ
t t t r t r

t t t r t r

c s c s

t r t t r r
c s c s

s s f x x dx dx
   

   

     

 
       

    

Из этого следует (8). Аналогично получаем (9). 
Для получения градиентов по параметрам µ воспользуемся тем, что совместные вероятности полно-

стью определяются параметрами Q. Поэтому если рассмотреть произвольную непрерывно дифференци-
руемую параметризацию конечномерных распределений по µ, то при любых υ  выполняется 

         
 

1
μ 1 μ θ,μ ,..., θ,μP θ,μ ,..., θ,μ υ P 0

t r t

r
t r t s ss s

 
     . (14) 

С другой стороны, 

 
00

1

1

'
μ 1 μ 1 υ υυ υ

1 , 1 1 1 1

, 1

P (θ,μ),..., (θ,μ) υ P ( (θ,μ),..., (θ,μ) υ)

P ( ,..., ) ( )

P ( ,..., ) ( ) ,

t t t r t r i t r i

t r t t t r i t r i

t r t t r t

r
i r i s r s s t r i s s

r i s s s r t r i s s

s s s s

C C c f c d

C C с f c d

     

     

    

       

   

  

  
 

   (15) 

где '
μP  – градиент по параметризации самого распределения без учета зависимости аргументов от µ. Нас 

интересует градиент при гипотетических параметрах     
0

μ 1 0 0 0 0 υ υ
P θ ,μ ,..., θ ,μ υt r ts s  

   

    
0

'
μ 1 0 0 0 0 υ υ

P θ ,μ ,..., θ ,μ υt r ts s  
 , который благодаря непрерывной дифференцируемости парамет-

ризации семейства распределений равен     
0

'
μ 1 υ υ

P θ,μ ,..., θ,μ υt r ts s  
. Поэтому из (14) и (15) получа-

ем (10). Аналогично можно получить (11) для градиента правдоподобия меньшего порядка.  
Воспользуемся теперь произвольной параметризацией семейства распределений по Q: 

         
 

 110 0

'
Q 1 Q , ,θ,μ ,..., θ,μυ υ υ υ

P θ,μ ,..., θ,μ υ P [G] .
r t r tt r t

r
t r t j s ss ss s

  
   

    (16) 

Нас интересует градиент     
0

Q 1 0 0 0 0 υ υ
P θ ,μ ,..., θ ,μ υt r ts s  

 , который совпадает с (16), поскольку па-

раметризация непрерывно дифференцируема. Отсюда имеем (12) и аналогично получаем (13).  
Теорема доказана. 
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3. Знаковые тесты 
 

Формально искомый тест для проверки гипотез (3) может иметь вид  

 
0

2

0υ υ υ
L( , ) n ,υ υ co sts


   (17) 

где   – некоторая подходящая норма вектора, а формулы (7)–(13) дают выражение для тестовой стати-

стики. Нетрудно убедиться, что если выбрать 1 1 /Kp p K   и гипотетические параметры Q0 опре-

деляют равномерное r-мерное распределение (т.е. 0[Q ] r
i K   и гипотеза состоит в том, что зависи-

мость отсутствует), то тест (17) будет локально наиболее мощным против любой линейной одномерной 

односторонней альтернативы, поскольку знаменатель отношения правдоподобия  0P |υs  превращается 

в константу. В остальных случаях приходится опираться на логическую обоснованность принципа мак-
симума отношения правдоподобия.  

В качестве альтернативы для (17) можно рассматривать тест вида  

 
0 0

22

υ 0 υ 0υ υ υ υ
P( | υ) P( | υ ) L( | υ,υ ) consts s s     ,  (18) 

который является локально наиболее мощным против любой линейной одномерной односторонней аль-
тернативы.  

Относительно тестов (17) и (18) остаются вопросы, на которые необходимо дать ответ. Во-первых, в 
(8)–(11) присутствуют неизвестные величины, которые требуют обоснованной замены. Во-вторых, необ-
ходимо указать, каким образом можно определять критические значения и какие нормы вектора при этом 
использовать.  

Начнем с ответа на первый вопрос. Чтобы избавиться от неизвестных величин, входящих в состав 
(17), используем метод, аналогичный [7], – заменим их доступными нам величинами. Так, игнорируя 
некоторые эффекты зависимости, можно заменить  

1,P ,...,( | )
t r tr i s s kC C c
 

 на    ( , ) ( )
11 1 1 1P ,..., P ,..., , , ,...,r i rK

sr i i rk k k k s k k    . 

После этого неизвестными останутся величины 

    1 /t k t k kf c f c p   и     1 1 /t k k t k k kf c d f c d p   , 

замена которых специальными весами  1B k  и  2B k  подробно обсуждается в [7]. Например, для K = 2 

(квантильная регрессия) B1={–1/p, 1/(1–p)}. При K = 3 (симметричная двухквантильная регрессия) 
B1 = {–1, 0, 1}, B2 = {1, –2p/(1–2p), 1}. Для K = 3 (симметричная трехквантильная регрессия) B1 = {–A, –α, 

α, A}, B2 = {A, –1, –1, A}, где A=(1–2p)/2p, α – априорная догадка о величине       μ /0 μt t tf f f . 

Заметим, что похожие «разумные» замены часто встречаются при конструировании непараметри-
ческих процедур. В ранговом анализе полученные похожим образом веса рангов называют метками 

(scores). Важными свойствами меток являются их нулевые средние  1 1 0K
k kB k p  ,  1 2 0K

k kB k p   

и нулевая ковариация    1 1 2 0K
k kB k B k p  . 

В результате замен из (17) и (18) получаем тесты вида 

 
2

0ξ ( | υ ) constn s  ,  (19) 

 
2

0 0P( | υ ) ξ ( | υ ) constns s  ,  (20) 

где 0ξ ( | υ )n s  – векторная статистика, которая является модифицированным и нормированным градиентом 

отношения правдоподобия и задается выражениями 
1/2

1 ,ξ ( | υ) ( | υ)n r
t r in t is n W s
    , 
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 

 

1 1 1 1

,
θ ,1

,
,2

,
' '

( ( ),..., ( )) 1 ( ( ),..., ( ))
,( ) ( 1

υ υ υ

1 1

υ

)
1

(θ) ( )

( )
( )

[G] [F G]
(1 δ )

P ( ( ),..., ( )) P ( (

υ

υ
υ

υ υ υ),..., ( ))υ
r t r t r t r t

r i
t r i t

r i
t

t i

j s s r j s s
t rr r

t r t t r t

g R

RW s

s s s s
     

 




    

 
 
 
 
 
  
  

,                         (21) 

                 , 1,,
, , 1, υ υ 1 δ 1 δ υr i r ir i

l t r i t t r i r tt lR B s L L 
      ,  

   
           

      

, 1
1,

1

P υ ,..., υ P υ
υ

P υ ,..., υ

r i
t r t t r ir i

t r
t r t

s s s
L

s s
   

 

 . 

Заметим, что тест (20), даже после замены неизвестных величин весами, остается локально 

наиболее мощным против линейных односторонних одномерных альтернатив, если 0[Q ] r
i K  , но при 

дополнительном условии, что эти альтернативы отличаются от гипотезы только по параметрам θ, толь-
ко по μ  или только по Q. Однако имитационные эксперименты показывают, что поведение этого теста 

при альтернативах не всегда удовлетворительно. Кроме того, возникают трудности с поиском его 
асимптотических критических значений. Поэтому для использования мы рекомендуем тест (19) 

Перейдем к ответу на второй из поставленных выше вопросов – о выборе критических значений и 
способов определения нормы векторных статистик. Как и для случая независимых наблюдений [1, 7], 
для проверки гипотез (3) можно построить тесты вида (19) и (20) с точным уровнем значимости, по-

скольку при гипотезе распределение статистик 0
2

ξ ( | υ )n s  и 0 0
2

P( | υ ) ξ ( | υ )ns s  совпадает с распреде-

лением случайных величин 
2

0ξ (η | υ )n  и 
2

0 0P(η | υ ) ξ (η | υ )n  соответственно, где случайный вектор 

 1η η , ,η 'n   составлен из последовательности случайных величин, образующих стационарный Мар-

ковский процесс ( 1)-гоr   прядка с конечным числом состояний  (η 1,2, , )t K   и известными конеч-

номерными вероятностями  1 0P ,..., υrk k . В результате процентные точки распределения статистики 

тестов (19) и (20) можно определить с любой точностью, используя метод Монте-Карло. Заметим, что в 
вычислении 0ξ (η | υ )n  не участвуют параметры 0μ , параметры 0θ  используются только при вычислении 

градиентов  θ 0θtg  в (21), а параметры 0Q  влияют только на величины вероятностей  P r ,  1P r , 

 ,P r i ,  1,P r i . 
При больших объемах наблюдений n лучше воспользоваться асимптотическими критическими 

значениями. Для теста (19) их можно вычислять на основе асимптотической нормальности распределения 
статистики 0ξ ( | υ )n s  при гипотезе. Используем для этого обобщение теоремы 7.7.9 из [9] на случай после-

довательности случайных векторов, которое легко получить, применяя теорему 7.7.7 из [9].  

Лемма 1. Пусть числовая последовательность : 1ta t   и последовательность случайных векто-

ров  : 1tz t   удовлетворяют следующим условиям: 

1. Существует целое число m>0 такое, что для любых n и 1 1,..., (0 ... )n nt t t t    совокупности 

случайных величин 
1

{ ,..., }
nt tz z  и 

11 1 1{ ,..., , ,...}
nt m t mz z z     взаимно независимы. 

2. M 0tz  , 1,2,...t  . 

3. 
2 δ

M tz M   для некоторого M и δ 0 , 1,2,...t  . 

4. tа L  для всех t и некоторого L>0. 

5. Существует предельная матрица 1 '
1 1lim MT T

t s t s t sT
T a a z z

 


    . 

Тогда случайный вектор 1/2
1

T
t t tT a z
  сходится по распределению к N(0, ). 

Теорема 2. Пусть выполняется гипотеза (3) и следующие условия: 
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1. θ (θ)tg L   для всех t и некоторого L > 0. 

2. Существует предельная матрица lim nn
V V


 , где 'ξ ( | υ)ξ = M ( | υ)n nn sV s . 

3. ( )
1P ( ,..., )>0r

rk k  при всех 1,..., rk k . 

Тогда случайный вектор ξ ( | )n s   сходится по распределению к N(0,V), а случайная величина 
' 12ζ  = ξ ( | υ) ξ ( | υ)n n nns sV   сходится по распределению к 2χq , где mυdiq  . 

Доказательство. Если в лемме 1 положить 1 1, 0( | υ )r
it t t r ia z W s    , m = 2r, то доказательство 

сводится к проверке равномерной (по t) ограниченности элементов вектора (21), а также проверке свой-

ства Mξ ( | υ) 0n s  . Последнее сразу следует из того, что 1 1( ) 0K
k kB k p  , 1 1( ) 0K

k kB k p  , если при-

менить эти равенства к вычислению    ,
,M , {1,2}r i

t lR l  , в первом и втором блоке вектора (21). Для 

третьего блока вопрос сводится к проверке равенства 
1 1

'
,..., ( ,..., )[G] 0

r r rk k j k k   и 

1 1 1 1 1

'
,..., 1 ( ,..., )[F G] 0

r r rk k r j k k    . Мы проверяли эти условия численно в большом количестве частных слу-

чаев при {2,...,5}r , {2,3,4}K , при выполнении условий центральной симметрии k-мерных вероят-

ностей и {2,..., }k r  без них.  
Теорема доказана. 

Таким образом, для ограниченных сходящихся планов в асимптотическом тесте можно использо-

вать статистику 12 '
0 0ζ =ξ ( | υ ) ξ ( | υ )n n nns sV   с критическими значениями распределения хи-квадрат. Для 

элементов матрицы nV  можно получить аналитические выражения, однако мы не приводим их в силу 

громоздкости. Отметим только, что матрица nV  зависит от параметров θ и Q, но не от µ, а для линейной 

модели регрессии остается зависимость только от Q. 
 

Заключение 
 

В данной работе получены точные и асимптотические знаковые тесты для проверки простой ги-
потезы (3) 0 0: υ υH   о параметрах модели многоквантильной регрессии (1) с Марковскими ошибками 

(1) порядка r–1. Рассмотрены наиболее интересные случаи одно-, двух- и трехквантильной регрессии.  
В теореме 1 показано, что несмотря на непараметрическую постановку задачи, можно получить 

выражения для градиента правдоподобия знаковых признаков P( υ)s , вид которого не зависит от 

способа параметризации распределения P( υ)s . Этот факт позволяет получить тесты (19) и (20), осно-

ванные на векторной статистике 0ξ ( | υ )n s , см. (21). Эти тесты являются локально наиболее мощными 

против линейных односторонних одномерных альтернатив при условии равномерного r-мерного рас-
пределения процесса знаковых признаков.  

В работе рассмотрены вопрос о вычислении критических значений, обеспечивающих заданный 
уровень значимости с любой точностью при конечных выборках, а также критические значения, осно-
ванные на асимптотическом распределении тестовой статистики (теорема 2) для ограниченных сходя-
щихся планов. В результате рекомендуется тест, интерпретируемый как тест, построенный по принципу 
максимального отношения правдоподобия, с критической областью вида 

2 '
0

1
0ζ =ξ ( | υ ) ξ ( | υ ) constnn n n sVs   , 

где '= (θ,Q) ξ ( | υ)ξ ( | υ)M nn nn sV sV  , для которого асимптотическое распределение тестовой статистики 

является распределением хи-квадрат и не зависит от гипотезы.  
Полученный тест представляет интерес как основа для оценивания параметров υ  по принципу 

максимального асимптотического p-значения (см. основополагающую работу [8]), т.е.  

0

2
υ 0υ argmin ζ (υ )n n . 
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Заметим, что на практике, особенно для линейных моделей, представляет интерес проверка гипо-
тез вида 0 0:[θ] ][θj jH  , когда остальные параметры являются мешающими. Такие гипотезы можно 

рассматривать как линейные и применять для их проверки двухэтапные процедуры. Этот подход по-
дробно описан в [1, 7] применительно к знаковым процедурам.  
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Sign-based statistical procedures are known to be more robust to outliers than least squares and ability to control precise significance 
level for finite samples when testing simple hypothesis. In this paper, the sign-based approach is extended to the case of non-linear model 
with dependent noise. The model of multi-quantile regression is considering, which allows to test hypotheses both on the parameters of the 

regression  θ ε ,  1,t t ty g t n   , and the parameters of the noise εt , which forms a stationary Markov process of order (r–1). Accord-

ing to that, the signs of observations are calculated with respect to a set of quantiles (at specified levels) of one-dimensional distribution 

of εt .  

The quantiles depend on the unknown parameter µ. For example, in a symmetric two-quantile regression, the quantiles (–μ) and μ 
correspond to levels of p and 1–p, where p is given, and μ is unknown. For the three-quantile regression, the quantiles (–μ), 0, μ corre-
spond to levels of p, 1/2 and 1–p. In both cases, the parameter μ is a scale parameter of noise. 

According to the sign-based approach, the residuals are substituting with indicators of their belonging to the interquantile intervals 

 1, , ns s s  , where ts  takes a finite number of values. The unknown parameters in this scheme are θ',μ',υ ( 'Q') , where the 

vector Q contains linearly independent r-dimensional joint probabilities of the states of generated by process of indicators  ts . Since 

the problem is considering in a nonparametric setting, then each fixed value of parameters μ and Q corresponds to a class of finite-

dimensional distributions of the initial process εt . However, we can show that for any continuous parameterization of finite-

dimensional distributions, all the derivatives of the likelihood of indicators P( | υ)s  are expressed in the same way. In the problem of 

testing a simple hypothesis 0 0: υ υH   it gives the opportunity to build a test based on the principle of maximal likelihood ratio. 

In this paper, we consider the problem of calculating the critical values to provide the desired significance level with any accuracy 
for finite samples, as well as the critical values based on the asymptotic distribution of the test statistic. 

The obtained tests can be used as a basis for estimating the parameters   by the principle of maximal p-values, as well as for the 
development of tests for linear hypothesis. 
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АНАЛИЗ ПРОЦЕССА КОНТРОЛЯ КАЧЕСТВА ОКАЗАНИЯ  
МЕДИЦИНСКОЙ ПОМОЩИ В РАМКАХ ПРОГРАММЫ  
ОБЯЗАТЕЛЬНОГО МЕДИЦИНСКОГО СТРАХОВАНИЯ 

 
Рассматривается задача выявления проблем и выработки эффективных решений для медицинских организаций 
на этапе контроля отчетной медицинской документации с целью прогнозирования получения денежных средств 
по программе обязательного медицинского страхования. Представлена формальная модель процесса «контроль 
объемов, сроков, качества и условий предоставления медицинской помощи медицинскими организациями» с 
применением средств аппарата системного анализа. Декомпозированные подпроцессы представлены с примене-
нием диаграмм последовательности. На основании выявленных проблем сделан вывод о необходимости разра-
ботки интеллектуальной информационной системы, способной проводить оценку историй болезни на предмет 
получения денежных средств за оказанные медицинские услуги. В качестве метода логического вывода 
предложено использовать нечеткую логику и анализ прецедентов. 
Ключевые слова: системный анализ; интеллектуальные информационные системы; обязательное медицинское 
страхование; нечеткая логика; анализ прецедентов. 

 
Применение информационных средств анализа бизнес-процессов во многом способствует их объ-

ективному представлению и пониманию. Такой анализ является незаменимым при проектировании ав-
томатизированных программных средств, которые позволили бы повысить эффективность функциони-
рования исследуемого процесса. В настоящем исследовании данный подход применен к системе меди-
цинского страхования. Особенностью российской политики в области социального страхования являет-
ся система контрагентов, состоящая из территориальных фондов обязательного медицинского страхо-
вания (ОМС), основного контролирующего органа – федерального фонда (ФФ) ОМС, медицинских ор-
ганизаций (МО), предоставляющих медицинские услуги населению в рамках программы ОМС, а также 
страховых медицинских организаций (СМО), производящих оплату медицинских услуг МО. В свою 
очередь МО подразделяются на фондодержателей (МО-фондодержатели), которые имеют прикреплен-
ных пациентов, а также исполнителей (МО-исполнители). МО-исполнители оказывают внешние меди-
цинские услуги пациентам по направлению (форма 057/У-04) от фондодержателя. Для получения де-
нежных средств за оказанные медицинские услуги по программе ОМС как МО-фондодержатель, так и 
МО-исполнитель обязаны ежемесячно предоставлять СМО необходимую отчетную документацию – 
реестр счетов, содержащий персонифицированные сведения о пролеченных больных и об оказанной им 
медицинской помощи. По окончании необходимых проверок СМО производит оплату за оказанные ме-
дицинские услуги из средств бюджета фонда ОМС. Однако существуют также и факторы, влияющие на 
размер денежных выплат. Среди таких факторов наиболее важную роль играет перечень оснований для 
отказа в оплате медицинской помощи по результатам контроля объемов, сроков, качества и условий 
предоставления медицинской помощи по ОМС [1].  Таким образом, для МО, которые являются участ-
никами программы ОМС, вопрос получения денежных средств за предоставленные медицинские услу-
ги имеет особый приоритет. В настоящей статье представлен анализ процесса контроля объемов, сро-
ков, качества и условий предоставления медицинской помощи, проводимый СМО, на примере реестра 
счетов МО-исполнителя.  

При решении задач анализа бизнес-процессов наиболее подходящим инструментарием является 
аппарат системного анализа [2, 3], представляющий целую систему методов исследования. Так, в насто-
ящей работе применяется методология IDEF0 [4] – одна из самых известных и широкоиспользуемых 
методологий моделирования [2]. Применяя данную методологию, были построены модели исследуемо-
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го бизнес-процесса в виде иерархических диаграмм с определенными входными и выходными парамет-
рами, а также сущности управления и исполнения процесса. Полученные на этапе декомпозиции под-
процессы были представлены с использованием UML-диаграмм, а именно диаграмм деятельности 
(activity diagram) [5]. Такое представление позволяет более детально показать последовательность вы-
полняемых в подпроцессе действий, а также учесть логические компоненты. 

 Для более детального описания процесса экспертизы качества медицинской помощи и выявления 
в этом процессе персонифицированных и нечетких экспертных знаний были выбраны 10 случаев лече-
ния для независимой оценки двумя экспертами. Были выявлены и задокументированы разногласия 
между экспертами. Также был произведен расчет каппы Коэна [6] для оценки уровня разногласий.  

 
1. Основные диаграммы анализа процесса контроля качества 
оказания медицинской помощи в рамках программы ОМС 

 
Результатом анализа исследуемого бизнес-процесса является его формальное описание с приме-

нением диаграмм деятельности, а также диаграмм IDEF0 в терминах естественного языка. Использова-
ние диаграмм деятельности позволяет декомпозировать подпроцессы, выявленные на этапе построения 
моделей в нотации IDEF0, тем самым повысить точность их описания. Начальным пунктом исследова-
ния процесса «контроля объема, сроков качества и условий предоставления медицинской помощи 
медицинскими организациями» [7] стало построение уровня А0 диаграммы IDEF0 (рис. 1), что 
позволило определить входные, выходные параметры процесса, а также обозначить его исполнителей и 
элементы, отвечающие за управление. 

 

 
 

Рис. 1. Уровень А0 процесса контроля объемов, сроков, качества и условий  
предоставления медицинской помощи медицинскими организациями 

 

Входными параметрами процесса являются реестр счетов, формируемый МО-исполнителем для 
получения денежных средств за указанные медицинские услуги, а также часть историй болезней по 
случаям оказания медицинской помощи, коррелирующих с данными поданного реестра. В качестве 
выходных параметров определены акты медико-экономического контроля, медико-экономической 
экспертизы, а также экспертизы качества медицинской помощи. Акты формируются по окончанию 
проведения каждого из этапов исследуемого процесса. Управлением являются такие нормативные 
документы, как Федеральный закон № 326 «Об обязательном медицинском страховании» [7], приказ 
№ 230 ФФ ОМС от 01 декабря 2010 г., а также федеральные и региональные стандарты медицинской 
помощи. Реализацию процесса обеспечивают следующие лица: специалист страховой медицинской 
организации, врач-эксперт со стажем работы по специальности не менее 5 лет и аккредитованный врач-
эксперт со стажем работы по специальности не менее 10 лет. 
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Проводя декомпозицию уровня A0 исследуемого процесса посредсвом перехода и построения 
уровня A1, мы получим следующую диаграмму, представленную на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Уровень А1 процесса контроля объемов, сроков, качества и условий предоставления  
медицинской помощи медицинскими организациями 

 

Основной исследуемый процесс состоит из трех подпроцессов: медико-экономический контроль, 
медико-экономическая экспертиза, экспертиза качества медицинской помощи. Все подпроцессы явля-
ются последовательными, а выходные данные – входными для последующего процесса.  

При реализации процесса «контроля объема, сроков качества и условий предоставления 
медицинской помощи медицинскими организациями» сперва выполняется этап медико-экономического 
контроля (МЭК), состоящий из четырех итераций, представленных на рис. 3.  

Данный этап осуществляется при помощи автоматизированного программного обеспечения (ПО) 
под контролем специалиста страховой медицинской организации в соответствии с [8, 9]. Алгоритм ПО 
проводит проверку сформированного МО отчетного реестра счетов по следующим позициям: 

 Проверка на обязательность заполнения полей. 
 Проверка на соответствие справочникам. 
 Поверка на соответствие с эталонными таблицами. 
 Проверка с помощью составных SQL запросов. 
Наличие несоответствий является предпосылкой обоснованного отказа в стопроцентной выплате 

денежных средств МО по текущему реестру. В результате формируется акт медико-экономического 
контроля, в котором отражены найденные нарушения и замечания, а сам реестр возвращается в МО. 
Этап МЭК проводится по текущему реестру до тех пор, пока МО не предоставит на проверку реестр без 
нарушений. Для дальнейшего этапа медико-экономической экспертизы (МЭЭ) отбирается часть исто-
рий болезни, с которыми работает эксперт страховой организации. Диаграмма деятельности данного 
этапа представлена на рис. 4. 

На данном этапе эксперт осуществляет проверку отобранных у МО историй болезни на наличие 
дефектов оформления медицинской документации. Среди таких нарушений наиболее часто отсутствие 
листа назначений, температурного листа, флюорографии. Отсутствие данных документов при плановой 
госпитализации пациента является нарушением.  

Федеральный 
закон № 326 

Медико-экономическая
экспертиза 
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Рис. 3. Диаграмма деятельности этапа проведения медико-экономического контроля 
 

 
 

Рис. 4. Диаграмма деятельности этапа проведения медико-экономической экспертизы 
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Также эксперт осуществляет проверку на наличие нарушений в оформлении и предъявлении на 
оплату счетов и реестров счетов. При выявлении нарушений следует обоснованный отказ в выплате де-
нежных средств на сумму, установленную в п. 8 приказа ФФ ОМС № 230 от 01.12.2010 г. По окончании 
этапа МЭЭ составляется соответствующий акт, а истории болезни передаются аккредитованному врачу-
эксперту со стажем работы по специальности не менее 10 лет для проведения экспертизы качества ме-
дицинской помощи (рис. 5). 

 

 
 

Рис. 5. Диаграмма деятельности этапа проведения экспертизы качества медицинской помощи 
 

Т а б л и ц а  1 
Анализ этапов проверки исследуемого процесса 

 
Этап проверки Условие поверки Исполнитель 

Проверка на обязательность заполнения полей Заполнены / не заполнены Программа (Специалист СМО) 
Проверка на соответствие справочникам Соответствует / не соответствует Программа (Специалист СМО) 
Проверка на соответствие эталонным таблицам Соответствует / не соответствует Программа (Специалист СМО) 
Проверка с помощью составных SQL запросов Соответствует / не соответствует Программа (Специалист СМО) 
Проверка на наличие дефектов оформления первичной 
документации  

Присутствуют / отсутствуют Врач-эксперт СМО 

Проверка на наличие нарушений в оформлении  
и представлении на оплату счетов и реестров счетов 

Присутствуют / отсутствуют Врач-эксперт СМО 

Проверка на наличие дефектов медицинской помощи /  
нарушений при оказании медицинской помощи 

Присутствуют / отсутствуют Аккредитованный врач-эксперт

 

Врач-эксперт на данном этапе осуществляет проверку историй болезни на наличие дефектов ме-
дицинской помощи, а также нарушений при оказании медицинской помощи, руководствуясь федераль-
ными и региональными стандартами медицинской помощи, а также личным опытом. Так, например, 
отсутствие листа назначений и температурного листа при плановой госпитализации пациента является 
невыполнением необходимых лечебно-диагностических мероприятий, не повлиявших на здоровье. 

Проверка наличия 
дефектов медицинской 
помощи / нарушений 

при оказании  
медицинской помощи 
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Также, основываясь на личном опыте врача-эксперта, даются комментарии и пояснения по выявленным 
нарушениям. Зафиксированные нарушения отражаются в акте экспертизы качества медицинской помощи, 
а сумма выплаты МО уменьшается в соответствии с п. 8 Приказа № 230 ФФ ОМС от 01.12.2010 г. 

Актуальность прогнозирования определяет актуальность разработки информационной системы, 
способной реализовать алгоритм оценки историй болезни МО-исполнителя на предмет получения де-
нежных средств за оказанные медицинские услуги в рамках программы ОМС, принимая за основу про-
цесс контроля объемов, сроков, качества и условий предоставления медицинской помощи. Проводя 
анализ исполнителей (см. табл. 1) на каждом этапе исследуемого процесса, можно сделать вывод о вли-
янии человеческого фактора на трех основных итерациях. 

 

2. Применение индекса каппы Коэна для расчёта коэффициента согласованности  
между двумя врачами-экспертами СМО 

 

Наличие человеческого фактора при проведении контроля, а также сложности формального опи-
сания исследуемой предметной области является предпосылкой возникновения нечеткости и неопреде-
ленности. Для более точного определения наличия неопределенности воспользуемся индексом каппы 
Коэна [6], который обозначает меру согласованности двух оценщиков, классифицирующих n объектов 
по s категориям. Индекс рассчитывается по следующей формуле: 

       k = 
୔୰	(௔)ି୔୰	(௘)ଵି୔୰	(ୣ) ,       (1) 

где Pr(a) = 
∑ ௡೔೔ೞ೔సభ௡  – наблюдаемая согласованность между экспертами А и Б, классифицирующими 

n объектов по s категориям; Pr(e) = 
∑ ௡೔௠೔೙೔సభ௡మ  – ожидаемая вероятность случайной согласованности. Если 

k > 0,75, то согласованность считается высокой, если 0,4 < k ≤ 0,75 – то хорошей, иначе – плохой. В ка-
честве примера приведем вариант экспертизы двух врачей-экспертов десяти историй болезни. Каждый 
из экспертов провел экспертизу качества медицинской помощи следующих клинических ситуаций, 
представленных в табл. 2. 

 

Т а б л и ц а  2 
Описание клинических ситуаций и действий медицинского персонала 

 

Диагноз / клиническая ситуация Действия медицинского персонала 
Атеросклероз артерий нижних конечностей.  
Хроническая артериальная недостаточность  

нижних конечностей  

Было проведено исследование пациента допплерографией,  
а выполнена остеопарация 

Патология нижних конечностей Пациент был направлен на медико-социальную экспертизу  

Плановая операция холецистэктомии 

Пациент был госпитализирован по направлению из поликлиники без 
необходимого набора анализов. В условиях стационара был проведен 
полный необходимый перечень исследований. Плановая операция про-

шла спешно, пациент выписан 

Тромбофлебит 
Был произведен забор анализа крови. Пациент был направлен  

на дальнейшие консультации специалистов 

Кровотечение желудочно-кишечного тракта 
Пациенту назначено консервативное лечение без проведения  

эзофагогастродуоденоскопии (ЭГДС) 

Острый калькулезный холецистит 
Поступившему экстренному пациенту не было проведено срочное опе-

ративное вмешательство. Пациент был помещен в стационар 
Киста передней поверхности шеи 

Пациенты были обследованы в условиях стационара, а также успешно 
прооперированы и выписаны 

Дефект передней грудной стенки 
Постлучевой фиброз левой молочной железы 
Нейропатия правого плечевого сплетения 

 

При проведении экспертизы специалистам необходимо сделать заключение по каждой клиниче-
ской ситуации на предмет назначения уменьшения суммы выплаты при обнаружении нарушений либо 
неприменения экономических санкций к МО и дать рекомендации на выплату полной денежной суммы. 
Базис расхождений мнений экспертов по клиническим ситуация заключается в том, что специалисты 
руководствуются не только стандартами оказания медицинской помощи, но и личным опытом. Разъяс-
нения экспертов А и Б по клиническим ситуациям представлены в табл. 3.  
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Т а б л и ц а  3 
Разъяснения экспертов по клиническим ситуациям 

 

№
 с
и
ту
ац
и
и 

Разъяснения экспертов 

1 

Эксперт А: в истории болезни (ИБ) отсутствуют мероприятия непрерывной консервативной терапии (сосудистой тера-
пии), наличие которой необходимо при данном диагнозе.  
Вывод: невыполнение необходимых лечебно-диагностических мероприятий (ЛДМ), не повлиявших на здоровье.  
Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю 
Эксперт Б: отсутствуют мероприятия непрерывной консервативной терапии, наличие которой необходимо  
при данном диагнозе. Результаты допплерографии носят формальный характер. 
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю

2 

Эксперт А: в ИБ отсутствует заключение ангиохирурга. Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. 
Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю 
Эксперт Б: при диагнозе патологии нижних конечностей с действиями медицинских специалистов согласен. 
Вывод: согласие эксперта. Результат: выплата полной денежной суммы по данному случаю 

3 

Эксперт А: несмотря на нарушения плановой госпитализации, тактика медицинской помощи верна. Пациент находился 
в отдаленном районе, действия медицинского персонала оправданы. 
Вывод: согласие эксперта. Результат: выплата полной денежной суммы по данному случаю 
Эксперт Б: отсутствие проведенных в поликлинике исследований означает нарушение порядка плановой госпитализации 
пациента. Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты 
по данному случаю 

4 

Эксперт А: при диагнозе тромбофлебит необходимо ультразвуковое исследование (УЗИ), которое не было оказано.  
Причиной является отсутствие прибора УЗИ и специалиста. 
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье, которые были обоснованы отсутствием  
оборудования. Результат: выплата полной денежной суммы по данному случаю 
Эксперт Б: в ИБ отсутствуют результаты УЗИ.
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данно-
му случаю 

5 

Эксперт А: в ИБ нет результатов ЭГДС, что не позволяет определить верную тактику лечения.  
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю
Эксперт Б: отсутствуют результаты ЭГДС.  
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю

6 

Эксперт А: помещенному в стационар пациенту была оказана консервативная помощь, позволившая купировать процесс. 
Признаки острого деструктивного холецистита отсутствуют.  
Вывод: согласие эксперта. Результат: выплата полной денежной суммы по данному случаю 
Эксперт Б: в проведении экстренного оперативного вмешательства не было необходимости. В результате консервативной 
терапии наблюдается уменьшение в размере желчного пузыря, отсутствие слоистости стенки, а также приведение лейкоцитов 
в норму. Вывод: согласие эксперта. Результат: выплата полной денежной суммы по данному случаю 

7 

Эксперт А: отсутствует обязательная флюорография.
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данно-
му случаю 
Эксперт Б: нет флюорографии, что для плановой госпитализации является обязательным.
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данно-
му случаю 

8 

Эксперт А: отсутствие листа назначений, также температурного листа.
Вывод: дефект оформления медицинской документации, препятствующий экспертизе. Результат: уменьшение суммы 
оплаты по данному случаю 
Эксперт Б: нет листа назначений, а также температурного листа.
Вывод: дефект оформления медицинской документации, препятствующий экспертизе. Результат: уменьшение суммы 
оплаты по данному случаю 

9 

Эксперт А: отсутствие обязательной флюорографии.
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данно-
му случаю 
Эксперт Б: нет обязательной флюорографии. 
Вывод: невыполнение необходимых ЛДМ, не повлиявших на здоровье. Результат: уменьшение суммы оплаты по данному случаю

10 

Эксперт А: отсутствие листа назначений, а также температурного листа.
Вывод: дефект оформления медицинской документации, препятствующий экспертизе. Результат: уменьшение суммы 
оплаты по данному случаю 
Эксперт Б: нет листа назначений, а также температурного листа.
Вывод: дефект оформления медицинской документации, препятствующий экспертизе. Результат: уменьшение суммы 
оплаты по данному случаю 
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Таким образом, мнение обоих экспертов совпало по 7 историям болезни, по которым необходимо 
применить финансовые санкции в виде уменьшения суммы оплаты. Среди клинических случаев, по ко-
торым можно производить выплату в полном объеме, оба эксперта сошлись лишь в одном случае. Рас-
хождения экспертов возникли в случаях 2–4. Поместим полученные результаты в табл. 4, в которой 
обозначим «+» уменьшение суммы выплаты, т.е. наличие санкций, а «–» – их отсутствие, т.е. выплату в 
полном объеме. 

Т а б л и ц а  4 
Общие результаты оценок экспертов 

 
 Эксперт Б 

+ – 
Эксперт А + 6 1 

– 2 1 
 

В этом примере параметр согласованности Pr(a) = 0,7. Эксперт А определил 7 клинических случаев, 
по которым необходимо уменьшить конечную сумму выплаты, а по 3 случаям из 10 – осуществить пол-
ную выплату. Таким образом, его решения распределились в процентном соотношении 70 и 30%. 
В 8 одобренных случаях, для которых необходимы экономические санкции, определенные экспертом Б, 
всего 2 случая заслуживают выплаты полной стоимости денежных средств. Итог эксперта Б: 80 и 20%. 
Ожидаемая вероятность случайной согласованности Pr(e) = 0,62, коэффициент каппы Коэна k = 0,21. 

Данный показатель обосновывает низкую согласованность между двумя экспертами в вышепри-
веденном примере и дополнительно подтверждает наличие неопределенности. 

Следовательно, возникает необходимость использования соответствующих математических аппа-
ратов в алгоритме проектируемой системы. Эффективная реализация достоверного логического вывода 
в таких условиях может быть реализована с применением нечеткой логики [10], которая активно при-
меняется в создании средств искусственного интеллекта для решения клинических задач [11–16]. Дан-
ная технология позволит не только достаточно точно формализовать как медицинские знания экспер-
тов, так и входные данные для работы системы, но и определить соответствующие вероятностные ко-
эффициенты логического вывода. Однако, помимо реализации эффективного логического вывода в 
условиях неопределенности, необходимо также учитывать ранее накопленный опыт. Одной из таких 
технологий является case-based reasoning (cbr) [17–21]. Использование данной технологии в совокупно-
сти с нечеткой логикой может позволить более точно осуществлять прогнозирование историй болезни 
на предмет выплаты денежных средств. Таким образом, появляется необходимость формирования базы 
прецедентов результирующих параметров системы при соответствующих входных данных. Автомати-
зация пополнения такой базы обеспечит реализацию процесса самообучаемости системы. Более того, 
анализ базы прецедентов может быть использован для динамического формирования коэффициентов, 
применяемых на этапе нечеткого логического вывода, что позволит сделать систему более адаптиро-
ванной и повысить ее эффективность. 

 
Заключение 

 
Представленное в настоящей статье исследование процесса «контроля объема, сроков качества и 

условий предоставления медицинской помощи медицинскими организациями» с применением методов 
аппарата системного анализа позволяет сделать выводы о необходимости реализации интеллектуальной 
информационной системы (ИИС) оценки историй болезни на предмет получения денежных средств за 
оказанные медицинские услуги в рамках программы ОМС. Необходимость принятия решений в 
условиях неопределенности, обоснованная наличием влияния человеческого фактора, обусловливает 
использование нечеткой логки в качестве метода логического вывода будующей системы. Наряду с 
применением эффективного логического вывода использование опыта на основе прецедентов позволит 
эффективно повысить качество вывода для принятия управленческих решений. Реализация такой ИИС, 
содержащей в своей основе комбинированный метод, позволит производить оценку вероятности 
получения денежных средств до формирования реестра счетов. 
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The relevance of the presented paper deals with the necessity of determining problems and effective solutions for medical organiza-

tions on the stage of medical documentation reports control purposely for forecasting the average of financial resources that can be ob-
tained in the scope of compulsory health insurance program.  

The aim of the study. For the purpose of further issues definition to present formal model of the analyzed process using a set of sys-
tem analysis methods.  

The methods. System analysis methods, especially IDEF0 diagrams and activity diagrams; for estimation of medical expert’s agree-
ment Cohen’s kappa was used.  

The results. Based on the specification documents and expert’s experience the spread description on the process «the control of vol-
ume, duration, quality and conditions of medical service assignment by medical organizations» provided by medical insurance organiza-
tion is presented. Input and output parameters, elements of process management were determined. As a result of decomposition, subpro-
cesses were presented within activity diagrams.  
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Conclusions. The obtained results allows to conclude that there is a set of problems which appear when medical organizations send 
reports for getting financial resources for clinical service realization in the scope of compulsory health insurance program. On the 
grounds of determined problems, we can conclude that it is necessary to develop an intellectual information system for estimating clini-
cal records concerning getting financial resources for clinical service. In respect that human factor influences on the main stages of the 
analyzed process, we propose to use fuzzy logic as an inference engine. The self-learning function of the system will provide case-based 
reasoning. 
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Рассматриваются автоматизированная система учета и контроля документооборота, связанного с постановлениями 
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Ключевые слова: электронный документооборот; система контроля; Ученый совет; стек технологий. 

 

Системы электронного документооборота (СЭД) формируют новое поколение систем автомати-
зации предприятий. Среди основных функций средств электронного документооборота выделяют [1]:  

 согласование и утверждение документов; 
 контроль исполнения документов и поручений; 
 электронный архив документов и т.д. 
Постоянная работа с документами ведётся и в Томском государственном университете, и весо-

мую часть в этой работе занимают заседания Ученого совета (УС), которые проходят с определенной 
периодичностью. Результатом является список постановлений, взятых на контроль. Секретарем Учено-
го совета создается текстовый документ, содержащий перечень этих постановлений. Подразделения 
университета должны выполнить поставленные УС задачи и представить соответствующий отчет. 
С течением времени происходит накопление банка постановлений УС (ПУС) и отчетов подразделений, 
что усложняет работу по отслеживанию исполнения решений. Кроме того, как секретарю, так и подраз-
делениям требуется выполнять одинаковую монотонную работу по заполнению вручную и просмотру 
десятков документов, очень похожих друг на друга. 

Очевиден вывод о недостатках организации процесса работы с ПУС. Было принято решение о со-
здании специализированной системы электронного документооборота.  

Данная система выполняет следующие функции автоматизации: 
1) разовую регистрацию ПУС, т.е. исключение необходимости многократного копирования и 

распечатки постановлений; 
2) хранение всех постановлений в единой базе, что позволяет избежать потери бумаг или возник-

новения дубликатов; 
3) доступ к системе с любого компьютера, имеющего подключение к Интернету, что значительно 

повышает оперативность; 
4) возможность прикрепления к рассылаемым подразделениям задачам вспомогательных инфор-

мационных файлов, что избавляет от необходимости передачи кип бумаг или самостоятельного поиска 
подразделениями соответствующих документов и форм; 

5) внутрисистемный обмен сообщениями для упрощения коммуникации, необходимой для реше-
ния возникающих вопросов; 

6) возможность архивирования как постановлений УС, так и задач, поставленных перед подраз-
делениями; 

7) простую систему контроля исполнения, позволяющую безотлагательно и эффективно взаимо-
действовать подразделениям; 
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8) своевременное напоминание о невыполненных задачах, срок сдачи которых уже прошел, что 
уменьшает возможный ущерб от подобных ситуаций; 

9) прозрачность деятельности, относящейся к исполнению решений УС, и как результат – воз-
можность качественного анализа этой деятельности для поиска узких мест. 

Анализ отечественных СЭД [2, 3] показывает, что наряду с высокой стоимостью они не решают в 
комплексе всех перечисленных задач. Поэтому, по мнению авторов, предлагаемая в статье система 
представляет определенную практическую ценность. 

 

2. Концептуальная модель системы 
 

В системе определены четыре типа пользователей: 
 Секретарь; 
 Контролирующий; 
 Исполнитель; 
 Администратор. 
Ниже перечислены возможности, предоставляемые системой различным типам пользователей. 
Для Секретаря Ученого совета: 
 унифицированные механизмы накопления и хранения всей информации о решениях УС; 
 надежное хранение и гарантия, что нужная информация никогда не потеряется; 
 единые средства контроля исполнения решений УС, интегрированные со средствами календар-

ного планирования. Отсутствие необходимости отслеживать своевременность исполнения задания, си-
стема предоставляет всю необходимую информацию; 

 централизованные механизмы поиска информации; 
 возможность отслеживать процессы выполнения решений УС в подразделениях ТГУ.  
Для Контролирующего (как правило, проректора): 
 подтверждение выполнения задачи; 
 добавление файлов к задачам; 
 в случае неудовлетворительных результатов снятие статуса выполнения. 
Для Исполнителя: 
 общие средства доступа; 
 унифицированный интерфейс, нет необходимости в дополнительном обучении представителей 

подразделений; 
 полная поддержка интернет-доступа, пользователь может работать с любого компьютера в сети 

Интернет; 
Для Администратора: 
 единая инфраструктура управления; 
 не требуется времени на инсталляцию и обновление клиентских приложений; 
 веб-доступ ко всем функциям системы; 
 единая система разграничения прав доступа.  
Основной набор требований к системе представлен на диаграмме прецедентов [4] (рис. 1), а ас-

пекты взаимодействия различных категорий пользователей с системой – на рис. 2. 
Термин «задача» в системе обозначает объем работ, который должно выполнить подразделение 

по реализации решения УС. 
 

3. Архитектура системы 
 

Архитектура системы изображена на рис. 3. 
«Контроль доступа». Данный модуль определяет набор полномочий для конкретного пользовате-

ля и предоставляет функционал для авторизации в системе. 
«Базовый функционал» – модуль, содержащий всю основную логику работы системы, позволяет 

осуществлять всевозможные манипуляции с данными подразделений, задач и отчетов. Набор возмож-
ностей зависит от типа зарегистрированного пользователя. 
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Рис. 1. Общая диаграмма вариантов использования 
 

 
 

Рис. 2. Схема взаимодействия пользователей с системой 
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Рис. 3. Обобщенная структурно-функциональная схема 
 

«Работа с файлами» – модуль, позволяющий сохранять прикрепленные к задачам файлы на серве-
ре и осуществлять управление ими. 

«Обмен сообщениями» – модуль коммуникации, предоставляющий пользователям возможность 
обмениваться сообщениями. 

«База данных» – хранилище, содержащее всю информацию системы. 
«СУБД» (система управления базами данными) – модуль, обеспечивающий полноценное взаимо-

действие системы (всех ее модулей) с базой данных. 
С системой могут одновременно работать множество пользователей, получая к ней доступ с лю-

бого компьютера, имеющего подключение к Интернету, используя какой-либо интернет-обозреватель 
(браузер) (Mozilla Firefox, Opera, Google Chrome, Internet Explorer и т.п.). Для начала работы необходи-
мо просто в адресной строке указать имя сайта, на котором расположена система. 

Для реализации системы, удовлетворяющей поставленным требованиям, был выбран язык про-
граммирования PHP, а инструментальной основой приложения – Yii фреймворк [5]. 

Хранение данных предполагается посредствам базы данных под управлением СУБД MySQL, по-
скольку такой способ является наиболее надежным и удобным при работе с информацией структуриро-
ванного типа.  

Для отображения графических интерфейсов используется связка технологий:  
 CSS – каскадные таблицы стилей [6]; 
 HTML – гипертекстовый язык разметки; 
 JavaScript – скриптовый язык программирования;  
 библиотека JQuery [7].  
Наиболее предпочтительным веб-сервером является Apache HTTP-сервер, хотя не исключаются 

возможности использования и иных инструментов. 
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Заключение 
 

Разработана и находится в стадии опытной эксплуатации система электронного документооборо-
та, имеющая следующие функциональные возможности: 

1. Сведение всех постановлений Ученого совета в единую базу данных и её пополнение после 
каждого заседания. 

2. Формирование подразделениями университета отчетов по выполненным постановлениям. 
3. Контроль над общим состоянием системы. 
4. Контроль подразделениями, имеющими на то полномочия, за отчетностью других подраз-

делений по определенным задачам. 
5. Возможность вынесения выполненных и подтвержденных задач в архив. 
6. Использование режима администратора, позволяющего манипулировать как подразделения-

ми, так и данными задач. 
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There is a permanent work with documents in Tomsk State University. A sizable part in making this work is brought in by meeting 
of the Scientific Council (SC), which takes place with certain periodicity. A result is a list of the decisions taken on control. The secre-
tary of the SC creates a text document, containing the list of these decisions. Subdivisions of University must execute task and present a 
corresponding report. In time, there is the accumulation of bank of decisions and reports of subdivisions, that complicate work on watch-
ing execution of decisions. In addition, both a secretary and subdivisions require to execute identical monotonous work on the hand 
filling and viewing dozens of documents very alike on each other. 

A conclusion is obvious about the serious lack of organization efficiency of work with the SC decisions. So, it was decided to create 
the dedicated system electronic circulation of documents.  

This system solves the next problems on automation: 
1. one-time registration of the SC regulations, exception of necessity of frequent printing-down and unsealing of decisions; 
2. storage of all decisions in a single base that allows to avoid loss papers or origin of doublets; 
3. access to the system from any computer with an internet connection, which greatly improves the efficiency; 
 4. possibility of attaching to the tasks, sent to subdivisions, of auxiliary informative files, that releases from the necessity of trans-

mission of stacks of papers or independent search subdivisions of corresponding documents and forms;  
5. intrasystem exchange by reports for simplification of communication needed to address emerging issues; 
6. possibility of archiving both decisions of the SC and tasks put before subdivisions; 
7. simple monitoring system allowing without delay and effectively to communicate to subdivisions;  
8. timely reminder about unfulfilled tasks, term of handing over of which passed already, that diminished a possible damage from 

similar situations; 
9. transparency of all activity related to execution of the SC decisions, and as a result is possibility qualitatively to analyze this activ-

ity for the search of bottlenecks. 
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Предложенная Иваром Якобсоном (Ivar Jacobson) в конце 90-х годов прошлого века концепция 

определения требований к программным системам в виде вариантов использования [1] на сегодняшний 
день является основой рабочего потока определения требований в большинстве процессов разработки 
программного обеспечения, в основе которых лежит объектно-ориентированная парадигма. Согласно 
стандарту унифицированного языка моделирования (UML) вариант использования – спецификация 
множества действий, выполняемых системой, имеющего значимый результат для одного или несколь-
ких актеров (пользователей или других систем) [2]. С помощью модели вариантов использования в со-
временных процессах разработки фиксируются две важнейшие составляющие модели требований: 
структурная (в виде диаграмм вариантов использования) и динамическая (в виде спецификаций сцена-
риев вариантов использования). 

К сожалению, ориентированный прежде всего на разработку графических моделей артефактов 
программных систем UML предлагает для описания сценариев вариантов использования формат гра-
фических диаграмм состояний и практически не рассматривает инструменты для работы с текстовыми 
спецификациями сценариев вариантов использования. Отсутствие принятого, удобного для всех участ-
ников процесса разработки и заинтересованных сторон стандарта описания функциональных требова-
ний приводит к широкому разнообразию форматов текстовых спецификаций, например, в [4] рассмат-
ривается порядок сорока различных способов описания сценариев вариантов использования. Несмотря 
на большое число предлагаемых форматов, разнообразные представления вариантов использования 
можно разбить на два принципиально различных вида: 

1. Текстовое представление – описывают последовательность действий на естественном языке, с 
той или иной степенью формализма. 

2. Графическое представление – описывают последовательность действий при помощи диаграмм, 
как правило, имеющих формальную модель. 

Необходимо отметить еще тот факт, что различные участники процесса разработки, задейство-
ванные в работе с вариантами использования, очень часто предпочитают применять разные формы 
представления функциональных требований. Заказчики предпочитают текстовые описания на есте-
ственном языке, поскольку для применения диаграмм необходимо знание модели и графической нота-
ции, более того, наличие такого текстового представления является одним из достоинств подхода, ос-
нованного на применении вариантов использования. С другой стороны, разработчики предпочитают 
графические представления в виде диаграмм, поскольку такие представления имеют формальную мо-
дель, которая может использоваться для дальнейших преобразований в другие необходимые артефакты 
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процесса разработки. В результате в больших проектах со сложной структурой модели вариантов ис-
пользования, когда они необходимы в различных форматах, нужно вручную создавать все необходимые 
представления и впоследствии выполнять синхронизацию изменений. Для больших программных си-
стем как само такое преобразование, так и поддержка различных представлений вариантов использова-
ния в актуальном состоянии ведут к достаточно серьезным издержкам. 

Для решения данной проблемы в настоящей работе предлагается применять разработанную уни-
фицированную модель вариантов использования, которая поддерживает различные способы представ-
ления. В качестве примера поддерживаемых представлений в настоящей работе рассматриваются диа-
граммы деятельности UML (Activity Diagram) [2], текстовые спецификации, которые разработал 
A. Cockburn [3] и двухколоночный табличный формат текстовых спецификаций, разработанный 
R. Wirfs-Brock [5]. 

 
1. Представления сценариев варианта использования 

 
Для классификации различных определений вариантов использования можно применять следую-

щие критерии, предлагаемые Alistair Cockburn в [3]: 
1. Цель: является ли целью сбор пользовательских историй или описание требований. 
2. Содержимое: является ли содержимое варианта использования согласованным или оно может 

быть противоречивым. Если содержимое согласованно, то является ли оно при этом формальным. 
3. Множественность: является ли вариант использования представлением одного или множества 

сценариев. 
4. Структура: образует ли множество вариантов использования формальную (или полуформаль-

ную) структуру. 
И Якобсон [1], и Коберн [3] определяют вариант использования согласно данной классификации 

как требование, имеющее согласованное содержимое, представляющее множество сценариев и образу-
ющее полуформальную структуру. 

Для представления структуры варианта использования Коберн [1] предложил модель «полосатых 
брюк» (рис. 1). «Ремень брюк» – цель варианта использования, которая «держит» все сценарии. «Поло-
сы» – индивидуальные сценарии, характеризуемые условием их наступления и результатом. Множество 
«Полос» разделено на две группы: достигающие цели и не достигающие цели. Основным сценарием в 
данной модели является наиболее простой, в котором все промежуточные цели достигаются. Все 
остальные сценарии являются альтернативными. Альтернативные сценарии делятся на восстанавливае-
мые (если одна или несколько промежуточных целей не были достигнуты, но итоговая цель была до-
стигнута) и неудачные (итоговая цель не была достигнута). 

 

 
 

Рис. 1. Модель «полосатых брюк» 
 

Как уже упоминалось выше, в процессе разработки программного обеспечения варианты исполь-
зования применяются (могут использоваться) для фиксирования функциональных требований к разра-
батываемому продукту. Часто при этом их необходимо представлять заказчику (или иным заинтересо-
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ванным лицам, не занимающимся напрямую разработкой), который может не знать специализирован-
ных нотаций (например, UML). В таком случае единственным способом представления варианта ис-
пользования для заказчика является текстовое описание на естественном языке, для применения кото-
рого не требуется знаний специализированных нотаций. 

С другой стороны, на основании вариантов использования происходят дальнейшие этапы разра-
ботки программного обеспечения (анализ, проектирование, тестирования). В таком случае для возмож-
ности автоматизированной обработки вариантов использования необходима формальная модель, кото-
рая, как правило, отсутствует у текстовых представлений, но присутствует у графических. 

Таким образом, при необходимости применения различных представлений варианта использова-
ния возможны следующие варианты: 

1. Вариант использования специфицируется в различных его представлениях вручную. В таком 
случае спецификатору ВИ необходимо проделывать фактически одну и ту же работу (спецификацию 
одного и того же ВИ) несколько раз. В случае необходимости внесения изменений в вариант использо-
вания такие изменения должны быть отражены во всех его представлениях, что также добавляет допол-
нительную работу и может являться причиной возникновения ошибок (из-за расхождений между пред-
ставлениями). 

2. Вариант использования специфицируется в одном представлении. После этого, с помощью 
специализированных инструментов, выполняется его преобразование (в том числе и автоматическое) в 
необходимые представлениях. При внесении изменений они вносятся в первичное представление, что 
ограничивает возможность спецификатора вариантов использования редактировать производные пред-
ставления (после повторного преобразования будут теряться изменения производных представлений 
вариантов использования, изменения в производных представлениях вариантов использования не будут 
отражены в первичном). Такая модель реализован, например, в Visual Paradigm [6]. 

3. Решение, которое предлагается в настоящей работе: создание унифицированной модели вари-
антов использования, которая поддерживала бы необходимые форматы представления вариантов ис-
пользования и не ограничивала редактирование варианта использования одной моделью (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Переход между представлениями с помощью унифицированной модели 

 
2. Представления сценариев варианта использования 

 
Существует достаточно много способов представления вариантов использования [4]. В качестве 

примера в данной работе будут рассмотрены три из них. 

Двухколоночный 
формат 
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2.1. Диаграммы деятельности UML 
 

Одним из способов графического представления вариантов использования являются диаграммы 
деятельности UML. Данный вид диаграмм позволяет определить поведение с помощью последователь-
ного исполнения поведений более низкого уровня. Исполнение следующего действия может начинаться 
в результате наступления одного из следующих событий: завершение исполнения предыдущего дей-
ствия (потоки управления), появление необходимых данных (потоки данных), наступление определен-
ного события (потоки управления).  

 
2.2. Текстовая спецификация А. Коберна 

 
Согласно [1] текстовая спецификация вариантов использования состоит из общей информации: 

названия варианта использования, контекста использования, области действия, уровня цели, основных 
актеров, предусловия, триггера, минимальных гарантий и успешного постусловия.  

Кроме общей информации о варианте использования, описываются его основной сценарий и рас-
ширения к нему. Основной сценарий представляет собой последовательность действий, при успешном 
выполнении которых достигается цель варианта использования. Расширения основного сценария опи-
сывают действия при возникновении исключительных ситуаций (действия, не предусмотренные основ-
ным сценарием, ошибки, внешние события). 

Основной сценарий описывается в виде пронумерованной последовательности шагов:  
<номер шага>. <действие>  
Расширения привязываются к определенным шагам основного сценария (в том числе ко всему 

сценарию) и описываются в виде пронумерованной последовательности шагов:  
<номер шага + идентификатор расширения>. <условие>: <действие или вложенный вариант ис-

пользования>  
 

2.3. Двухколоночный формат Р. Вирфс-Брок 
 

В [5] Ребеккой Вирфс-Брок было предложено оформлять сценарии варианта использования в виде 
диалога между основным актером и системой (не предполагается участие в одном варианте использо-
вания более двух актеров). Сценарий записывается в форме таблицы, состоящей из двух колонок: дей-
ствия основного актера и действия системы. 

 
3. Основа унифицированной модели 

 
В результате анализа различных представлений вариантов использования были выделены следу-

ющие особенности: 
1. Вариант использования имеет множество сценариев, завершающихся успешно или неудачно. 
2. Каждый такой сценарий представляет собой последовательность действий. 
3. Каждое действие исполняется определенным актером (например, пользователем, системой). 
4. Множество таких сценариев может быть бесконечно (из-за возможности образования циклов) и 

в результате неприменимо в чистом виде на практике. Для решения данной проблемы выделим основ-
ной сценарий варианта использования (сценарий, все действия которого успешно выполняются), а 
остальное множество сценариев определим через расширения к отдельным действиям основного сцена-
рия (в том числе через расширения ко множеству действий и, возможно, ко всему сценарию). 

 
4. Предлагаемая модель сценария 

 
Предлагаемая модель представляет собой расширение к модели UML (версии 2.4.1, стандартизо-

ванной ISO) [2]. Модель основана на пакетах Classes::Kernel и CommonBehaviors::BasicBehaviors. На 
рис. 3 показана диаграмма пакетов предлагаемой модели. 
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Рис. 3. Диаграмма пакетов предлагаемой модели 

 
Модель состоит из следующих пакетов: 
1. Scenarios::Kernel содержит ядро модели, определяющее базовые элементы сценария и потоки 

управления для перехода между элементами. 
2. Scenarios::Nodes содержит конкретные элементы сценария (например, действия, обработчики 

событий и т.д.). 
3. Scenarios::Partitions содержит разделы, используемые для группировки элементов сценария. 
4. Scenarios::EventTypes содержит типы событий. 
Рассмотрим каждый пакет более подробно. 

 
4.1. Пакет Scenarios::Kernel 

 

 
 

Рис. 4. Диаграмма классов пакета Scenarios::Kernel 
 

Пакет Scenario::Kernel представляет собой ядро унифицированной модели (рис. 4). В нем опреде-
ляются сценарий варианта использования, элементы сценария и потоки управления, используемые для 
перехода между элементами сценария. 

Описание классов пакета: 
1. Scenario представляет собой сценарий варианта использования. 
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2. ScenarioNode представляет собой элемент сценария варианта использования.  
3. ScenarioFlow представляет направленный поток управления, передающий исполнение от одно-

го элемента сценария другому. Поток может иметь ассоциированное с ним условие, в таком случае пе-
редача управления выполняется, только если условие выполняется.  

 
4.2. Пакет Scenarios::Nodes 

 

 
 

Рис. 5. Диаграмма классов пакета Scenarios::Nodes 
 

Пакет Scenarios::Nodes содержит различные элементы сценария унифицированной модели 
(рис. 5). В нем определяются действия сценария, триггеры и обработчики событий и т.д. 

Описание классов пакета: 
1. Scenario – класс сценария расширен для связи с обработчиком начала сценария. 
2. Action представляет действие в сценарии. 
3. InvokeAction представляет действие сценария, являющееся вызовом другого поведения (в том 

числе, возможно, и сценария). 
4. Decision представляет элемент сценария, который выбирает один из исходящих потоков для 

продолжения исполнения. Для определения потока, по которому передается управление, используются 
условия потоков. 

5. Event – абстрактный класс, представляющий событие в сценарии: элементы, вызывающие со-
бытия, и элементы, обрабатывающие события. 

6. EventType – абстрактный класс EventType, представляет тип события. 
7. EventTrigger – абстрактный класс EventTrigger, представляет триггер события – элемент, при 

исполнении которого происходит определенное событие. 
8. EndTrigger – класс EndTrigger, представляет завершающий сценарий элемент. При исполнении 

данного элемента сценарий завершается. Если с завершающим элементом ассоциирован тип события, 
то происходят вызов данного события и передача его в сценарий, вызвавший данный сценарий. 

9. EventHandler – класс EventHandler, представляет абстрактный обработчик события. 
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10. StartHandler – класс StartHandler, представляет обработчик начала сценария – элемент сцена-
рия, с которого начинается его исполнение. У сценария может быть только один обработчик начала. 

11. IntermediateHandler – класс IntermediateHandler, представляет промежуточный обработчик со-
бытия. 

12. BoundaryHandler – класс BoundaryHandler, представляет промежуточный обработчик события, 
который обрабатывает события в связанном с ним действии сценария. 

 
Заключение 

 
В результате была разработана унифицированная модель вариантов использования, имеющая 

собственную графическую нотацию.  
На основе предложенной модели разработан прототип инструмента для работы со сценариями ва-

рианта использования в предложенной модели. Реализация поддерживает преобразование сценариев из 
текстовой нотации Ребекки Вирфс-Брок (R. J. Wirfs-Brock) в графическую нотацию предложенной мо-
дели и наоборот. В дальнейшем планируется анализ возможности трассировки вариантов использова-
ния в предложенной модели в артефакты дальнейших этапов процесса разработки, например модель 
анализа и модель тестирования. 
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Use case is a specification of actions sequence executed by system for achieving a significant result for any or all ac-
tors. The use cases model is used for capturing both structural and behavioral parts of product's functional requirements in 
current developing processes. 

Unified Modelling Language offers several graphical representations of use cases scenarios, such as activity diagrams, 
rather than textual formats. Nevertheless, there are many different textual formats used for use cases scenarios specifica-
tions, e.g. Wirfs-Brock's two-column table style and Cockburn style. Different stakeholders may prefer a different specifi-
cation format, e.g. customer may prefer textual formats, while developers may prefer graphical formats. In addition, use 
cases can be used for subsequent development stages (e.g. analysis, design, testing). For use cases to be automatically 
traced into these stages they must be formally defined. Such definition is usually possible in the graphical representation 
but not in textual. 

When several formats are required, following approaches can be applied: 
1. Use case should be created manually in every required formats and every change should be to be synchronized be-

tween used formats to keep requirements specifications up to date. Such synchronization is time consuming and error-
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prone process due to the human factor. To simplify this process, the development of the unified use cases model that will 
support different formats of use cases scenarios is proposed. 

2. Use case is specified in a single format. Then transformation into required formats is performed by special tools. 
Any changes in the use case are made in the primary format of use case thus limiting an ability to edit derived formats 
(subsequent transformation will cause a loss of derived formats edits and these edits will not affect primary format). 

3. An approach proposed in this paper is to create the unified use case model that will support different formats of use 
cases scenarios and not restricting scenario editing to one of them. 

There are the following use cases features: 
1. Use case has multiple scenarios that can either succeed or fail. 
2. Each scenario is described by actions sequence. 
3. Each action is executed by a specific actor. 
4. A set of these scenarios can be infinite due to loops and cannot be applied. To make scenarios more useful, a main 

success scenario can be selected and other scenarios can be defined as extensions to specific actions of a main success sce-
nario. 

The model proposed in this paper is an extension of UML 2.4.1 (formally published as ISO/IEC 19505-1 and ISO/IEC 
19505-2). It is based on the following packages: Classes::Kernel and CommonBehaviors::BasicBehaviors and consists of 
the following: 

1. Scenarios::Kernel package that contains the unified model kernel. In this package use case scenarios, scenario nodes 
and flows are defined. 

2. Scenarios::Nodes package that contains specific scenario nodes, such as scenario actions, triggers, handlers, deci-
sions, etc. 

3. Scenarios::Partitions package that defines partitions used for scenario nodes grouping. 
4. Scenarios::EventTypes package that define events types, e.g. generic errors, system events, user events, time events, 

etc. 
As a result, the unified use case model that has its own graphical notation is developed. In addition, prototype of a tool 

that supports editing use cases in the developed model and transformation between Wirfs-Brock's textual format and mod-
el's graphical notation is implemented. 
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