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Абелева группа >4 называется вполне транзитивной, если для любых двух элементов а, ЬеА, для которых Н(а)^Н(&) (Н(а), 
Н(5) -  высотные матрицы элементов а н Ь ,  существует эндоморфизм группы Л, переводящий а ь Ь .  Назовем абелеву груп­
пу А Н-группой, если всякая вполне характеристическая подгруппа S  группы А имеет вид 5={абу4|Н(а)^А/}, где М -  неко­
торая шхю-магрица, элементами которой являются порядковые числа и символы оо. Получено описание вполне транзитив­
ных групп и Н-групп в ряде классов абелевых групп.

При изучении вполне характеристических подгрупп 
абелевых групп А интерес представляют группы, в ко­
торых каждая вполне характеристическая подгруппа S 
имеет вид S  = {аеА\Ща)>М}, где М -  некоторая мат­
рица размера сох©, каждая строка которой представ­
ляет собой возрастающую последовательность поряд­
ковых чисел и символов оо (Н(а) -  высотная матрица 
элемента а). Такие группы будем называть Н-группа- 
ми. В случае групп без кручения вместо высотной 
матрицы элемента а можно рассматривать его харак­
теристику х(а), а вместо матрицы М  -  последователь­
ность V = {v ‘̂\  ...), состоящую из целых
неотрицательных чисел и символов оо. Таким образом, 
приходим к понятию х-группы, т.е. такой абелевой груп­
пы без кручения А, в которой каждая вполне характе­
ристическая подгруппа 5  имеет вид S = {а^А | x(a)^v}. 
Систематическое изучение х-групп проводилось в [1-3]. 
В [1] показано, что при изучении строения вполне ха­
рактеристических подгрупп абелевых групп можно ог­
раничиться редуцированными группами. Поэтому да­
лее в этой статье слово «группа» означает редуциро­
ванную абелеву группу.

Аналогично [1. С. 63] можно показать, что всякая 
Н-группа является вполне транзитивной группой, т.е. 
группой, в которой для любых двух элементов х и у  
таких, что Н(х)<Н(у), существует эндоморфизм <р со 
свойством ф(*) = у. Обратное утверждение имеет место 
для примарных групп, однако уже в классе групп без 
кручения существуют вполне транзитивные группы, 
не являющиеся Н-группами (х-группами). Это выте­
кает из результатов работ [1] и [2].

Рассмотрим понятие вполне транзитивного семей­
ства групп, которое нам понадобится в дальнейшем.

Определение I. Семейство групп назовем
вполне транзитивным семейством групп, если для ка­
ждой пары групп (/4;  ̂ ) I'l, /г е / (I'l может совпа­

дать с /'г) выполняется условие: из того, что аеА^  ̂ , 

и Н(а)<Н(й) следует, что существует <ре 

€ Н о т( А,  ̂ ,А/  ̂ ) со свойством ф(а) = Ь.
Понятие вполне транзитивного семейства групп для 

групп без кручения было введено в [1] (такие семейства 
назывались транзитивными), а для произвольных абе­
левых групп -  в [4]. В [1] были построены примеры 
вполне транзитивных семейств групп без кручения, на­
пример, любое семейство алгебраически компактных 
групп без кручения или однородньк сепарабельных 
групп является вполне транзитивным семейством.

Рассмотрим еще примеры вполне транзитивных 
семейств групп, состоящих из периодических групп.

Определение 2. Абелеву /7-группу А назовем пря­
мо тотально проективной, если каждый элемент этой 
группы вкладывается в тотально проективное прямое 
слагаемое группы А. Понятно, что всякая тотально про­
ективная группа является прямо тотально проективной.

Редуцированная р-группа, каждый элемент кото­
рой можно вложить в счетное прямое слагаемое этой 
группы (в частности, любая счетная редуцированная 
/7-группа), является прямо тотально проективной. Это 
следует из того, что всякая счетная редуцированная /т- 
группа обладает хорошим композиционным рядом [5. 
С. 100]. Всякая /7-группа без элементов бесконечной 
высоты (редуцированная сепарабельная /т-группа) яв­
ляется прямо тотально проективной, однако если та­
кая /7-группа не является прямой суммой циклических 
групп, то она не тотально проективна [5. С. 122].

Класс прямо тотально проективных групп содер­
жит в себе класс Я,-сепарабельных групп, введенных в 
[6] (/7-группа называется А,-сепарабельной, где X. -  пре­
дельное порядковое число, если всякое ее конечное 
множество элементов содержится в некотором прямом 
слагаемом' этой группы, являющемся тотально про­
ективной группой, длины меньщей X). В [7] /7-группа 
G называется СА,-группой (X- предельное порядковое 
число), если G/рЮ -  тотально проективная группа для 
любого а  < X. Из [6-7] следует, что при X, конфиналь- 
ном и, всякая С^-группа длины X является прямо то­
тально проективной.

В [8] вводится понятие /Г-группы. /Г-группой на­
зывается /7-группа, изоморфная изотипной подгруппе 
некоторой тотально проективной группы.

Предложение 1. Пусть {Ai}iej -  семейство перио­
дических групп, каждая примарная компонента кото­
рых является прямо тотально проективной группой 
или /Г-группой. Тогда семейство групп {>4,}/еу вполне 
транзитивно.

Доказательство. Пусть a^eA^, ^  A i» ' 2̂ /  и

Н(а)Ш(^7). Не умаляя общности, можно считать, что 
А̂  и -  /7-группы и вместо высотных матриц H(ai),

Н(п2) рассматривать индикаторы H(ai), Щдг)- Надо 
рассмотреть 4 случая:

1 ) 4 , ,  А,̂  -  /Г-группы;

2) -/Г-группа, 4^ -  прямо тотально проективная 

группа;
3) Ai ,̂ 4 ,  ~ прямо тотально проективные группы;

4) , 4 ,  ”  прямо тотально проективная группа, 4 ,  ~ 

/Г-группа.
Рассмотрим подробно первые два случая, осталь­

ные анализируются аналогично.
27



1. Если В\ н Bi ~ тотально проективные группы, 
изотипными подгруппами которых являются группы

и соответственно, то А,̂  © 4  ̂ -  изотипная под­

группа группы Bi®Bi. Группа 4 ,  ® \  изотипная

подгруппа тотально проективной группы В\®В2 явля­
ется вполне транзитивной [8].

Пусть рь р2 -  вложения групп А̂  ̂ и А^ соответствен-

новгруппу 4 , Ф 4 ,> * ’'2-проекциягруппы 4 , Ф Д , на 

группу 4 j  • Имеем / f(p ,a i)^ fp 2a2) (индикаторы эле­

ментов piOi и Р2П2 рассматриваются в группе 
4 ,  Ф 4 j  )> н поэтому существует ф е  £ ( 4 ,  Ф 4 , )  та*

кой, что 9(p|Oi) = Р202. Тогда г| = Л2ФР1 является го­
моморфизмом группы 4 | в группу 4 j . переводящим 

элемент О] в Л2.
2. Пусть А/̂  -  /T-rpynna, 4 j  ~  прямо тотально про­

ективная группа. Существует тотально проективная 
группа Bi, для которой группа 4 , является изотипной

подгруппой. Так как группа 4 ,  прямо тотально про- 

ективна, то 4 j = 4 ’, Ф 4* > где А,'̂  -  тотально проек­

тивная группа и е  А '^ . Группа является изотипной 

подгруппой алгебраически компактной группы В, Ф 4 ^ .  

поэтому 4 , Ф ^2 ~  вполне транзитивная группа [8]. 

Рассуждая далее так же, как и в доказательстве пре­
дыдущего случая, получаем, что существует фе 
€ Н о т (  4 , .  4 j ) такой, что фО) = «2- 

Из предложения 1 вытекает 
Следствие 1. Пусть {А,},^/ -  семейство периоди­

ческих групп, каждая примарная компонента которых 
принадлежит хотя бы одному из следующих классов 
групп:

1) классу тотально проективных групп;
2) классу сепарабельных групп;
3) классу Сх-групп длины X для любого порядково­

го числа X, конфинального ю;
4) классу счетных групп;
5) классу групп Прюфера произвольной длины;
6) классу /Г-групп.

Тогда семейство групп {At},ej является вполне транзитив­
ным.

Для исследования вполне транзитивных групп нам 
понадобится понятие К-монотонности.

Обозначим как 3  класс всех матриц вида ,

каждая строка етфедставляет собой возрастающую после­
довательность порядковых чисел и символов оо, полагая, 
что 00 больше любого порядкового числа (если (Оу)еЗ, то 
% <  «47+ ь если же о , = оо, то а^,у+1 = 00). Если Mi, А/26З, 

(<%). М  “  (Pj). то полагаем Mi й М2, если для любых 
ieN,jeNoOy<^u-

Если I  -  множество, то обозначим через Р(1) буле­
ву алгебру всех подмножеств множества I.

Определение 3. Пусть {Gt}iej -  некоторое семейство 
групп, К  -  тщеал булевой алгебры Р{1), G -  группа. Будем 
говорить, что группа удовлетворяет условию К-моно­
тонности относительно семейства {G,}/** если для 
любого элемента g eG  из выполнения условий: H(g)S 
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^ ir f j  { Н (а , , где a/eG»УеК и |у |< Х с  следуетсу-

ществование элементов g i , ..., g^eG с тгакими свойствами:
1 )  g i  +  - + £ r = g ;
2) для каждого элемента g* (Л =  1, ... г) найдется 

такой элемент а,̂  ( /* б Д  что H (g *  )Ш (а ,^  ).

Для того чтобы исключить фиктишное вхождение не­
которой группы Gj в семейство {GJf/.;, будем полагать, 
что К  содержит все одноэлементньпе подмножества (а 
значит, и все конечные подмножества) множества /.

Приведем несколько примеров, иллюстрирующих 
введенное понятие.

1. Пусть {G/}/ê  ̂-  семейство однородных групп такое, 
что каждая группа G  ^-делима для любого щххлого числа 
q, отличного отр>,p,Gi* Gi (p,-i<  простое число), и пусть 
G -  однородная фуппа такая, что 2G но G = G для 
всякого простого числа д * 2 .  Группа G удовлетворяет ус­
ловию К-монотонности относигельню семейства {G,)itN 
для любого идеала К  булевой алгебры P{N).

2. Пусть {G/}/ev -  семейство однородных групп идем- 
потентного типа таких, что каждая группа GpгДeлимa, 
но не ^-делима для любого простого числа q ^  р„ и 
пусть G -  однородная группа не />-делимая для любого 
простого числа р. Рассмотрим два идеала Ki и K i буле­
вой алгебры P(N). Пусть Kj = P(N), а  К2 состоит из всех 
конечных подмножеств множества N. Группа G не удо­
влетворяет условию К]-монотонностги относительно се­
мейства (G,},6M но удовлетворяет условию K2-MOHOTOH- 
ности относительно этого семейства.

3. Пусть G -  однородная группа, типу которой при­
надлежит характеристика (1,1.......1, ...); {G ,},*/-семей­
ство групп такое, что для каждого натурального числа к, 
являющегося степенью некоторого простого числа, су­
ществует циклическая группа порядка к, принадлежащая 
этому семейству. Пусть К  -  некоторый идеал булевой 
алгебры Р{1), которому принадлежат все счетные под­
множества множества 1. Группа G не удовлетворяет ус­
ловию К-монотонности относительно семейства {G}^/.

Определим семейства групп, удовлетворяющие ус­
ловию К-монотонности.

Определение 4. Пусть {G,},*; -  некоторое семейство 
групп, К  -  идеал булевой алгебры Р(1). Будем говорить, 
что семейство групп {G,)/«y удовлетворяет условию К-мо- 
нотонносга, если каждая группа Gj (je.1) удовлетворяет 
условию К-монотонности относительно семейства {G),^].

Если в определении 4 (используя определение 3 отно­
сительной К-монотонности) вместо условия | j U X q за­
писать UI<No, то будем говорить, что соответствую­
щее семейство грутш удовлетворяет условию монотонно­
сти. Пошггно, что в этом случае можно не требовать, 
чтобы J e  К, так как мы предполагаем, что все конечные 
подмножества кшожества I  принадлежат К. Итак, полу­
чаем следующее определение.

Определение 5. Пусть (G,}/e/ -  некоторое семей­
ство групп. Будем говорить, что семейство групп 
{G}ie/ удовлетворяет условию монотонности, если 
для любой группы Gj (jel) и любого элемента gjSGj из 
выполнения условий: H(gj)>mf3{H(o;)}2ej, где O/eG/, 
J(zl и | у 1<Хо, следует существование элементов 
gji с такими свойствами:



1) г ,- + .+ g  = g j\
j\ j t

2) для каждого элемента gj^ (k= I , r )  найдется та­

кой элемент a,̂  что H(gj|_) t  H(a,|_) .

В [1, лемма 22] показано, что всякое семейство одно­
родных групп одного и того же типа удовлетворяет усло­
вию монотонности. Этот факт допускает такое обобщение.

Теорема 1. Если -  семейство однородных
групп одного и того же типа, К  -  идеал булевой ал­
гебры Р{1), то удовлетворяет условию К-моно-
тонности.

Для периодических групп справедливо следующее 
утверждение.

Теорема 2. Всякая вполне транзитивная периодиче­
ская группа G удовлетворяет условию К-монотонности 
относительно любого семейства групп {G,}/ey и любого 
идеала К  булевой алгебры Я(/).

Из-за ограниченного объема статьи мы не приво­
дим доказательств этих теорем.

Рассмотрим теперь К-прямые суммы групп At (iel), 
где К  -  идеал булевой алгебры Р(1) [9. С. 54], которые 
будем обозначать через Фк^,. Если, в частности, К  со­
стоит из всех конечных подмножеств множества /, то 
получается прямая сумма, если же К  = Р{1), то получа­
ется прямое произведение групп А,.

Пусть группа А является межпрямой суммой групп Aj 
(iel), т.е. @ А с. A c z T l А ,. Докажем необходимое ус-

ловие вполне транзитивности группы А.
Теорема 3. Если группа А, являющаяся межпря­

мой суммой групп A,{ief), вполне транзитивна, то се­
мейство групп {A,},ej вполне транзитивно и удовле­
творяет условию монотонности.

Доказательство. Для всякого ie l  обозначим через р, 
координатное вложение группы А, в группу А, а через л, -  
проекцию группы А на А,. Пусть r’l, /гб/, а е  А,^, b e  А̂  ̂ и

Н(а)Ш(й). и P jj^ j -  прямые слагаемые группы/1. 

Имеем с учетом изотипности подгрупп р̂  ̂А,̂  и р,  ̂А,̂  в 

группе^ H^(p^fl)<H^(p, j fe) (Н /р ,_ а ) ,Н /р ,^ 6 )  -  вы­

сотные матрицы элементов р,̂  а и р̂  ̂ , рассматривааиые

в группе А). Из вполне транзипшносга группы А с л е ; ^  су­
ществование (реЦА) такого, что ф(р,,а) = р,^6 и, значит,

)а = Ь. Так как фр̂  ̂ е Н от(.4 ,|, А/^), то семей­

ство групп {Д},е/ вполне транзитивно.
Пусть g,€Aj[ieJ) и  Н(5^тГз{Н(а;)}/^А где OieAi, Jc l  и 

UI<No. Пусть I yf =r и У = {/|, /2, .... /,}. Тогда

Из вполне траюигивносга группы А следует сущесгаова-
г г

ние фе£(.4)такого, что p;g^= Ф(ХР/* а,^ ) = Е фР/, о,, •
к̂ \

Имеем
г

g j = ^ j P j g j = Z i ' ^ j W , ,  )а,, mnj (pp, ^a, ^  )
к:̂\

(Л=1,2,...,г).Обозначив7с^7Г^фру^а,^ через gj^ .пои^чим, 

что gj=gj  ̂+..^gj^, где H ( g j J  ^  Н (а,J  (Л = 1 ,2 , . . . ,  г).

Следствие 2. Если А = ФкА(1е1) -  вполне транзитив­
ная группа, то семейство груггп {A,}jei вполне транзитивно 
и удовлетворяет условию монотонности.

Учитывая, что К  -  прямая сумма групп Ai {iel) яв­
ляется изотипной подгруппой группьг 1 7  ^/ . с помо-

ifi
щью естественного обобщения леммы 8.2 из [9] для 
К-прямых сумм получаем достаточное условие впол­
не транзитивности группы Фк/4, (iel).

Теорема 4. А = ®кА, (iel) -  вполне транзитивная 
группа, если семейство групп вполне транзитивно 
и удовлетворяет условию К-монотонносги.

Так как прямая сумма Ф Д  является К-прямой

суммой групп At (iel), в которой идеал К  состоит из 
всех конечных подмножеств множества /, то из след­
ствия 2 и теоремы 4 получаем такое следствие.

Следствие 3. Группа А = Ф А/ вполне транзитивна
/е/

тогда и только тогда, когда семейство групп И/}/*/ впол­
не транзитивно и удовлетворяет условию монотонности.

Учитьгвая, что любая группа из вполне транзитивного 
семейства групп вполне транзитивна, получаем

Следствие 4. Всякое прямое слагаемое вполне тран­
зитивной группы вполне транзитивно.

Из следствия 2, теорем 4 и 2 вытекает такой ре­
зультат.

Теорема 5. Пусть группа А является К-прямой 
суммой периодических групп {Ai}tei- Г рупп а^ вполне 
транзитивна тогда и только тогда, когда семейство 
групп [А,}iel вполне транзитивно.

Отсюда следует
Следствие 5. Следующие условия для периодиче­

ских групп А, (ief) эквивалентны:
-  существует идеал К  булевой алгебры Р{1) такой, что

Фк/4, -  вполне транзитивная группа, ФА, -  вполне транзи-
/£/

тивная группа, J 7  Д  “  вполне транзитивная группа;
/£/

-  ДЛЯ любого идеала К  булевой алгебры Р(1)ФкА1 -  
вполне транзитивная группа, {Ai}tei -  вполне транзи­
тивное семейство групп.

Из теоремы 5 и следствия 1 вытекает 
Следствие б. Пусть А = ФцА,{1е1) где Ai -  перио­

дические группьг, каждая примарная компонента ко­
торых принадлежит хотя бы одному из следующих 
классов групп:

1) классу тотально проективных групп;
2) классу сепарабельных групп;
3) классу Сх-групп длины Л для любого порядково­

го числа X, конфинального со;
4) классу счетных групп;
5) классу групп Прюфера произвольной длины;
6) классу /Г-групп.

Тогда А -  вполне транзитивная группа.
Рассмотрим алгебраически компактные группы. 
Теорема 6. Всякая К-прямая сумма алгебраически 

компактных групп (в частности, любая алгебраически ком­
пактная группа) является вполне транзитивной группой.

Доказательство. Пусть {/4,},е/ -  семейство алгебраиче­
ски компактных групп, К  -  вдеал булевой алгебры Р{1).
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Покажем, что 0к/4/ -  вполне транзитивная группа. Для 
каждой группы А, (iel) существует такая группа Gf, яв­
ляющаяся прямым произведением тримарных цикличе­
ских групп, что А, является прямым слагаемым группы G, 
[9, следствие 38.2], т.е. Gi = у4,ФД. Р{меем 0 kG, = (Фк4)Ф 

Группа ©kG, является некоторой К'-грямой сум­
мой гримарных циклических групп [2. С. 38], и поэтому по 
следствию б ®kGi ~ вполне транзитивная группа. Группа 
Фк^, вполне транзитшна как прямое слагаемое вполне 
транзитивной группы.

Рассмотрим теперь группы, вполне характеристические 
подгруппы которых имеют специальный вид. Если А -  
группа и М еЗ , то обозначим через А(М) следующую под­
группу группы А: А{М) = {а&А \ Н(а)>А/}. А{М) -  вполне 
характеристическая подгруппа группы А.

Определение 6. Назовем группу А Н-группой, ес­
ли всякая ее вполне характеристическая подгруппа S 
имеет вид 5  = А{М), где М еЗ .

Заметим, что группа без гфучения является Н-группой 
тогда и только тогда, когда она -  х-группа, и р-группа яв­
ляется Н-группой тогда и только тогда, когда она -  
Н-группа (р-группа А назьшается Н-гругтой, если всякая 
ее вполне характеристическая подгруппа S имеет вид 5  = 
={аеА I Н(а)>а}, где Н(а) -  индикатор элемента а; а  -  
возрастающая последовательность, состоящая из орди­
нальных чисел и символов оо).

Проводя рассуждения, аналогичные доказательству 
необходимости в теореме 3.9 из [1], получим лемму.

■ Л емма 1. Всякое прямое слагаемое Н-группы яв­
ляется Н-группой.

Покажем, что для периодических групп класс вполне 
транзитивных групп совпадает с классом Н-групп.

П редложение 2. Периодическая группа А является 
Н-группой тогда и только тогда, когда А -  вполне 
транзитивная группа.

Доказательство. Необходимость вытекает из того, что 
всякая Н-группа вполне транзигивна. Докажем достаточ­
ность. Пусть А -  периодическая вполне транзитивная груп­
па, 5  -  вполне характеристическая подгруттпа группы А. 
Рассмотрим разложение группы А в прямую сумму при- 
мфныхкомпонент А = ®А . Имеем S  = Ф (5 П ^ „ ) . Каж-

р р
дая группа Ар -  вполне транзитивная группа как прямое 
слагаемое вполне транзитивной группы А. Поэтому для 
любого простого числа р  существует такая [/-последова­
тельность а̂ р̂  что SiMp= A^Oip) [10. Р. 61]. Если 5ГИр= 0, 
то последовательность состоит только из символов оо. 

Рассмотрим матрицу М, у которой для каждого простого 
числа р  строка, соответствующая этому простому числу, 
совпадает с Получаем S = А{М), значит, А -  Н-группа.

Учитывая, что периодическая часть любой группы 
является изотипной вполне характеристической под­
группой этой группы, получаем

Следствие 7. Периодическая часть любой вполне 
транзитивной группы является Н-группой.

Для смещанной группы А обозначим через Р\А) мно­
жество всех тех гростых чисел р, для которых Т^А) -  не­
ограниченная группа {Т^А) -  /ькомпонента периодической 
части Т\А) группы А). Имеет место следующая лемма.

Лемма 2. Если в смешанной группе А существует 
элемент бесконечного порядка, имеющий бесконечную 
30

^-высоту (обобщенную) для простого числа q , не при­
надлежащего Р\А), то ̂  не является Н-группой.

Доказательство. Пусть аеА, о(а) = оо и Л*(а) = оо для

всякого простого числа q такого, что qiP{A). Г^зедположим, 
что А является Н-группой. Рассмотрим спедую и^ вполне 
х^закгеристическую подгруппу 5  группы А\ 
5=  Ф Г (i4). Пусть А/| -  матрица га 3 , у которой сгро-

реР'(А)

ки, соответствующие гростым числам ре.Р\Л), следующие: (0, 
1 ,2,.. .X а остальные строки состоят только га символов оа Л/) 
-  наибольшая ю  матриц А/еЗ, для котсрьк 5 = Л(Л^. Так как 
М  -  пфиодическая группа, то аг5. С другой стороны, 
Н(а^Л/ь и поэтому Гфотиворечие.

Выясним, в каком случае К-прямая сумма перио­
дических групп является Н-группой.

Теорема 7. Пусть А = Фк/4/(/б/), где Ai -  периоди­
ческие группы. Группа А является Н-группой тогда и 
только тогда, когда А -  периодическая вполне транзи­
тивная группа.

Доказательство, а) Необходимость. Имеем А, = ф/4^,
р

( Др -/>-компонента группы Д). Для фиксированного про­

стого числа р  обозначим через 1р следующее множество: /р= 
={(/, р ) | е/}. Существует идеал Ki булевой алгефы всех 
подмножеств множества всех простьк чисел П и идеалы Кр 
булевьк алгебр Д /Д  где р еП , что 4̂ = Ф к,С р, где

= ® к, Др • Пусть Рр VI Пр -  координатное вложение

группы GpiAvi гфоекция группы А на групг^ Gp соответст­
венно. Предположим, что для некоторого гфостого чжяа pj 
группа не является периодической. Пусть -  р,-ком-

понеша периодической части группьг/4. Тогда с  р ,̂ GPj Р)
и * Ppj^pj ■ ® группе Gp  ̂ есть элементы бес­

конечного порядка, то для всякого натурального числа к 
существует такая группа А,^̂  и элемент е Д^,^, что

o(a^) ^ P j .  Значит, -  неограниченная группа. Пусть

а -  ненулевой элемент бесконечного порядка группы Gp̂  и

Ь = Рра.  Имеем ЬеА, сф) = да и Л’(А) = оо дтя всякого

простого числа q, отличного от pj. Тогда по лемме 2 у4 не 
является Н-группой. Цхтгаворечие.

Итак, .4 = ©K,Gp, где Gp -  р-группьг. Предположив,

что группа А не является периодической, и рассмотрев в 
ней периодическую часть ЦА), которая совпадает с груп­
пой Ф р G , получим, что ?ХА) нельзя представить вр р р
виде А{М). Значит, А -  периодическая группа. Так как 
А -  Н-группа, то А -  вполне транзитивная группа, 

б) Достаточность вытекает из предложения 2.
Для расщепляющихся смешанньгх групп получена 
Теорема 8. Пусть А = 7®G, где Г  -  периодическая 

группа, G -  группа без кручения. Группа А является Н- 
группой тогда и только тогда, когда G -  ;р-группа и выпол­
няется условие: для всякого простого числа р, для которого 
группа Тр -  неограничена, G является р-делимой группой, а 
Тр -  вполне транзитивной группой.

Учитывая результаты о х-группах из [1], получаем



С ледствие 8. Расширение ограниченной группы 
при помощи однородной сепарабельной группы явля­
ется Н-группой.

Спецсгвие 9. Расгшфение ограниченной группы гфи по­
мощи группы без гфучения, на которой можно задал, струк- 
струюуру унитарного Q* -  модуля для некотс^го гростого

числа р  (в частаосги, при помощи группы без кручения, пол­
ной в />адической топологииХ является Н-группой.

Рассмотрим К-прямые суммы групп, смешанные 
компоненты которых расщепляготся.

Теорема 9. Пусть А = Фк/4, (/е/) -  смешанная группа, 
причем если для некоторого Ш  А) -  смешанная группа, то 
она расщепляется. Группа А является Н-группой тогда и 
только тогда, когда А -  расщепляющаяся группа и вьтол- 
няготся следующие условия:

1) фактор-группа группы А по ее периодической 
части является х-группой;

2) для всякого простого числа р, для которого пе­
риодическая часть группы А имеет неограниченную р- 
компоненту, эта р-компонента является вполне тран­
зитивной группой, а фактор-группа группы А по ее 
периодической части р-делима.

Доказательство.
а) Необходимость. Запишем каждую из групп Aj 

(i&I) в виде Д  = 4 ' Ф Д*, где Д' -  периодическая груп­

па, Д* -  группа без кручения (одна из групп Д’ или Д ' 

может быть голевой). Имеем А = А’ФА", где А' = Ф ^ А ', 
А“ = Ф^А," Л а к  как А -  Н-группа, то по лемме I А '-  
Н-группа и А " -  Н-группа. Применяя теорему 7, полу­
чаем, что А ’ -  периодическая вполне транзитивная 
группа. Понятно, что А" -  группа без кручения. Итак, 
А -  расщепляющаяся смешанная группа. Применяя 
теорему 8, получаем выполнение условий 1)-2).

б) Достаточность вытекает из теоремы 8.
В связи с теоремой 9 получен следующий крите­

рий расщепляемости К-прямых сумм групп.
Теорема 10. Пусть G = ФкО/ (iel) -  смешанная 

группа. Группа G расщепляется тогда и только тогда, 
когда выполняются следующие условия:

1) если Gj (jel) -  смещанная группа, то Gj расщеп­
ляется;

2) периодическая часть группы G совпадает с К-пря- 
мой суммой периодических частей групп Gj (iel).

Применяя теорему 10 и следствие 6, получаем
Следствие 10. Пусть Фк/4/ (iel) -  смешанная груп­

па, где каждая группа А, является либо группой без 
кручения, либо периодической группой, любая примар- 
ная компонента которой принадлежит хотя бы одному 
из следующих классов групп:

1) классу тотально проективных групп;
2) классу сепарабельных групп;
3) классу Ся,-групп длины X, для любого порядково­

го числа X, конфинального го;
4) классу счетных групп;
5) классу групп Прюфера произвольной длины;
6) классу /Г-групп.
Группа А является Н-группой тогда и только тогда, 

когда выполняются следующие условия:
1) фактор-группа группы А по ее периодической 

части является х-группой;
2) периодическая часть группы А совпадает с К-пря- 

мой суммой периодических частей групп А, (iel);
3) для всякого простого числа р, для которого пе­

риодическая часть группы А имеет неограниченную 
Р-компоненту, фактор-группа группы А по ее перио­
дической части р-делима.
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