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Рассматривакггся пространственные отображения с ограниченным в среднем искажением, доказаны теоремы об оценках искаже­
ния модулей семейств кривых, исследуются вопросы стирания особенностей таких отображений. Приведены примеры, показы­
вающие, что класс отображений с ограниченным в среднем искажением шире класса квазирегулярных отображений.

1. Пусть Л" -  евклидово л-мерное пространство,
л = 3 ,4, ...; D -  область в Л" и -  отображение
с s-ограниченным в среднем искажением [1]. Через 
Bf обозначим множество точек ветвления отображе­
ния /  Если f.D-^lP  -  произвольное открытое изоли­
рованное отображение, то множество 5 /  нигде не 
плотно, размерность dimBy<n-2, а мера Лебега 
15/1=0 [2,3].

Модуль порядка /, Ы ) семейства кривых Г обозна­
чим через Л//{Г)- Через 5"(хо, г) обозначим п-мерный 
шар (хеЛ"| |х-хо1<г}, а его (п-1)-мерную сферу 
{дге5"| |х-хь1=г} -  через 5^'(дсо/). Мы используем 
Зы чны е сокращения 5"(0, г)=В"(г), 5"(1)=5", 5  ""‘(0 /)=

2. Приведем два примера, первый из которых по­
казывает, что в отличие от отображений с ограни­
ченным искажением для отображений, у которых 
ограничены интегралы вида

(х, f ) \ j (х, f ) \d x ,\k l (х , / ) Л ,а ,Р  > 0 ,
D  D

ограниченность 1фатности и степени отображения на 
компактах из области Д  вообще говоря, не имеет места.

П ример 1. В пространстве рассмотрим тор D, 
точки х=(Х|, Х2, Хз) которого удовлетворяют условиям 

lx i l< l ,  |x2l< l ,  |хз1<1,Х1=(Л+ГСО5 0)СО8ф, 
Х2=(/?-1-г COS 0)sin(p, хз=г sin 0, 

где 0<ф<2т1, О<0<2т:, Q<r<R, Л<1.
В области D зададим отображение fD -^U  (г, ф, 0)-> 

-Мг, ф, /^0), где р -  произвольное отрицательное число. 
Отображение /  непрерывно и ограничено в Д  локально 
гомеоморфно в х е Д  Все точки множества Д ' = 
={х|(х,-Я)^-|-Хз*=о} отображение/ переводит в себя. 
Каждая окружность с центром на £)’, лежащая в двумер­
ной плоскости, ортогональной £)‘, при отображении /  
переходит в себя. Отсюда легко видеть, что отображение 
/  открыто. В точках множества /ЛО* отображение /  не­
прерывно дифференцируемо и Дх,У)=/^>0.

Поскольку двумерная мера Лебега множества £)' 
равна нулю и сужение /  на любую прямую, не пере­
секающую D ‘, непрерывно дифференцируемо, то /  
есть ACL отображение. Рассмотрим произвольный 
компакт F c D , содержащий внутри себя некоторые 
точки из D '. Пусть msN.  Можно указать такое чис­
ло г>0, что для некоторой точки y=(yi, уг. Уз) из Д ,  
удовлетворяющей условию (у, = г ^ , име­
ется не менее от прообразов в F. Для этого необхо­
димо выбрать г такое, чтобы шар радиуса г с цен­
тром на D' лежал в F  и целая часть числа была

бы не менее от. Следовательно, ограниченность на 
компактах кратности отображения/ не имеет места.

Так как Дх,У)>0 при xeD\D ', то N(y,f, G )=p(y,/ G) 
Qjj(y,/, G) -  топологический индекс или степень отобра­
жения / в точке у) для всякой подобласти G,G с. D, где 
р(у, f, G) -  индекс отображения /  в точке у=^х) [2], 

yeJ{dD), (vi -  R f + y l  *0. Следовательно, ограниченнос­
ти на компактах степени отображения / нет.

Легко показать, что для произвольных чисел оЫ), 
Р>0 существует число 0>/»тах{(-1/2р), (-2/(2а+2))}, 
для которого одновременно конечны интегралы вида 

(х, f p ( x ,  f ^dx  < 00, (х, f ) dx  < со .
D  D

П ример 2. Пусть Dczl^ -  область, определенная 
следующим образом;

£)={хбЛ’.0<х,<1, 0<X2< xf, 0<Хз<1}.
Рассмотрим отображение

X ,
/ ( х ^ у е Л  :y ,= x , ,y j= — ,Уз=х,Хз

которое отображает область D на область
£)*={уе/е'Ю <у,<1 , 0< у2<у, ,0 < у з< у | }.

С учетом результатов [4, 5] нетрудно показать, 
что область D не квазиконформно эквивалентна ща- 
ру 5^, т.е. отображение /  не является отображением 
с ограниченным искажением. Покажем, что при не­
котором р>0 одновременно ограничены интегралы
j k f  ( X ,  /)|У (х , f)\dx, jkS  ( X ,  / )  А .

D  D

Действительно, непосредственным подсчетом убе­
ждаемся, что Д х ,^ 1

f  2 .
|V/(x)| =

х^ ■ьх? -1-х?
'■I

/
Ч х , Л  = 3 -3 /2 1

1 + 2 
X , X ,

ч З / 2

2 2 + х:  + X,

Поскольку локальные характеристики связаны 
между собой неравенствами

k , { x J ) < k o { x , f y - \
Л Л л

ко ( x , f ) ^ ^ X ( x , f ) < n ^ k o  ( х , / ) < л ^ Л ,  ( х , / ) " '  , 
* ( x , / ) ^ i n { i o  { x j ) , k ,  ( х , / ) } ,  

то указанные интегралы будут ограничены прир=2/3.
Эти два примера показывают, что класс отобра­

жений с ограниченным в среднем искажением на ог­
раниченных областях щире класса квазирегулярных 
отображений в пространстве.
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3. Известно, что если f.D-^ЕУ -  /Г-квазиконформ- 
ное отображение, то неравенство M(jyK<MJT)< 
<КЩГ) имеет место д ля каждого семейства кривых Г в 
области D. Это неравенство перестает быть верным уже 
для отображений с ограниченным искажением [6]. До­
кажем оценки искажения модулей семейств кривых, со­
ответствующих друг другу при отображениях с ЛГд „  
А!о, ,-ограниченным в среднем искажением.

Пусть f.D-*R" -  непрерьшное изолированное ото­
бражение. Если р:[а, -  кривая b J{D) , то под­
нятием Р в D называется кривая а  такая, что /°£f=p. 
Пусть х б /" ‘(Р(а)), /с [а ,6 ], а€ /. Кривая a:I~>D назы­
вается /поднятием  р, начинающимся в точке х, если 

/ а = р  11, а(а)=х.
Пусть Р;/о->Л" -  замкнутая спрямляемая кривая, 

IcJo, a:I-*D -  кривая, обладающая свойством 
/о а с Р ,  5з:/о->[0, 1(Р)] -  функция длины кривой р, 
тогда существует единственное отображение 
a*:sp/->D такое, что a= a*°(sp |/). а* непрерывно и 

/оа*сР®. Тогда а* называется /представлением кри­
вой а  относительно Р, если ^=foa. Отображение /  
называется абсолютно пренепрерывным на а , если 
а  абсолютно непрерывно.

Теорема 1. Пусть f.D-^R" -  непостоянное ото­
бражение с Kj-ограниченным в среднем искажени­
ем, и>3, 5>п-1. Г -  семейство кривых в Z) и Г ' -  се­
мейство кривых P[a,fe]->/?", meN.  Предположим, 
что каждая кривая Р е  Г' имеет частичные /поднятия
a i, tt2........а „ б Г , начинающиеся в т о ч к а х /“'(Р(л))
такие, что card{j:aj(t)=x}<i{x, f)  для всех хе£) и

te[a, Ы  Тогда А/(Г) <
т

Доказательство. Пусть Е -  множество точек xeD, 
в которых отображение / дифференцируемо и J/x)>0. 
Из свойств отображений с ограниченным в среднем 
искажением имеем [7] BjcDE  и да=(£)\£)=/и(ДП\£))=0. 
Пусть -  борелевское множество меры нуль.
Можно полагать, что для каждой кривой р е  Г' вы­
полнены следующие утверждения:

(a) Р -  локально спрямляема;
(b) если а  кривая в D такая, что /х с Р ,  тогда / ло­

кально абсолютно пренепрерывно на а ;
(c) |К в Л  = 0 .

Пусть функция р допустима для семейства кривых Г. 
Определим борелевскую функцию ст:£)->[0,оо] так:

o f 4̂ = I p W / / ( / 'W ) ,  если x e D \ f - ' B ,

и функцию р':Л"-)’[0,оо] как р '(у ) = — sup ^ а ( х ) ,
т с хеС

где С пробегает все множество прообразов f ' ( y )  такое, 
что cardC<m. Докажем, что функция р' допустима для 
семейства Г . Для доказательства того факта, что р' -  
борелевская функция, рассмотрим последователь­
ность D\aDiCZ... вложенных компактных подоблас­
тей D, которые исчерпывают D. Положим

Р ;М  = — W -
W с хсС

Тогда р; ->  р ' и р ' (у) = О

если у е  Я " \ / D < j f ( D n B ^ ) .
Достаточно показать, что для произвольной точки 

у^ е f D \ f ( D Г\Ву)  существует окрестность, в кото­

рой р ' -  борелевская функция. Рассмотрим непересе- 
кающиеся окрестиости C/j, U2, ..., t/* точек прообраза 

/ 'Ч > ’о ) '^ А  в I M f , гаг f \Uj  -  инъекция,/=1,..., *.
/' к

Тогда Vr \ / D, \ \ J Ui  является окрест- 
2=1 ■' '

ностью точки уо- Пусть VbVo -  связная окрестность точ­
ки уо. Положим, что G -  компонента/■* V, пересекающая 
D, . Тогда G пересекается с некот^юй U,. Посколыу

-  инъекция, то V(T/dUr0. Значит, GndU,=(d и

GdU,. Таким образом, компоненты/“'К, пересекающие­
ся с Д  , состоят из областей GfzUj,j=\, опреде­

ляет гoмeoмq)физмыfiGf-^V. Обозначим gj = f j ' . Име-

ем р; (у )= — sup Y P i ( S j (> )). гдеуеК  Поскольку 
”̂2=1...* 2=1

а , gj  -  борелевская функция, то и р ' обладает тем же 

свойством.
Предположим, что Р:/о->Л" -  замкнутая кривая 

семейства Г '. Существуют кривые a j, а г , ..., а „ е Г  та­
кие, ч то /о а у с Р  и card{j:aj{t)=x}<i(x,J) для всех xeD

и Ге/о. Пусть с=/(Р)и - /представление

O.J относительно р. Тогда а^(т) = а* <>Sp(0. с

<= Р® и для любого telj имеем

1 = | ( / о а ; т | =

= | / ' ( а ;  ( 0 ) а ;  (0 '| S / ( / '( а *

Поскольку а* абсолютно непрерывно, то 

|р Л =  |(р°ау)|а^ |< Л я, й  Jaoa^</m, .
aj Ij /j

Пусть hj(t) = (/) ) для любого Те[0, с]

и Из (с) следует, что для почти всех /е[0, с]
точки а* (О, у -  различные точки в прообразе 

/-'(Р^СО). Тогда

и jp'ds = ] p 'o ^ \ t ) d l^  
^ 2=1 ;  о

= > 1.
2=1 о ^  У=> /у

Таким образом, функция р'допустима для семейства Г'.
Пусть, как выше, у^ е JD, \ f {D)r\B^ и V -  свя­

зная окрестность точки уо такая, что существуют к
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квазиконформных в среднем отображений ĝ :
р=1.........  к, обладающих свойствами: f°gyr‘d  и
DjГ^f~'VA^{D,r^^•Л<p.<k].  Для каждой т о ч к и К

определим множество L/zP={\, ...,к} следующим об­
разом. Если к<т, то Ly=P. Если же k>m, то cardLy-m 
и для всех vePMy, либо o,{gJ[y))>cs^j(y)), либо 

(яц (>')) = (g, (у)) и p>v. Тогда для у е  V имеем

р К>') = —
т

При борелевские множества VL={y&V.Ly=L) 
не пересекаются. Учитывая квазиконформность в сред­
нем отображений / 1 и применяя неравенство Гёль- 
дера, получим

|р ; ”с&я < — X  J{<̂ , ® )" dm =
'■ т î.Lv,

= J p "

-i)/j

dm
\ r \т т

Суммируя по всем 1 с Р , получим

j p ; " d m < ^ ^ ^ ^  jp"'<^-'>dm

Множество fD, \ f { D , r \ B j )  может быть покрыто

счетным числом непересекающихся множеств V, как 
описано вьпде, и, учшътая тот факт, что m{fBjy=Q, имеем

»- "  U  J
При / - >  00 получаем

т
Теорема доказана.
Предложение 1. Пусть /  :D-> R ” -  непрерывное 

открытое изолированное отображение, р : [а, б] -»  Л " -

кривая,X,,хь . . . ,х * е /‘(Р(а)) и от = i(Xj, / ) .  Тогда су-

ществуют максимальные /поднятия а ь  ссь ..., a„, начи­
нающиеся в точкахxi, Х2, xia такие что card{j\ajiay=x), 

card\j:a/ify=x}^xj), УхеО, te.[a,b\.
Это предложение доказано в [4].
Пусть f -и - ^ R ” -  отображение с /Ограниченным 

в среднем искажением, y&FC. Рассмотрим сгрямляемую 
1фивую у . ( /) :[0 ,1 ]-> Л " , для которой limy, ( /)= ; '.

rfycTb существует такая сгрямляемая кривая у  ъ11, что
f  у= у. и И ту (0  = X, где xedU. Тогда кривая у . на- 1-¥\
зывается асимптотической для точки х; у -  ее асим­
птотическим поднятием; у  -  асимптотическим значе­
нием / в точке X . Если I -  особое множество, JicJ, то 
семейство асимптотических кривых (для Ii) -  это все 
асимптотические кривые для хе1  (х€/)). Пусть 1 -  
замкнутое подмножество области U, f.lA-yR" -  ото­
бражение с /(.-ограниченным в среднем искажением. 
Пусть А -  замкнутое подмножество UJ, а /ос/. Обо­

значим через Г .(/4 ,/о) семейство кривых у . (г) в/С //). 
которые допускают асимтотические поднятия y(t) та­
кие, что><0)е7<,а lim y(t) = x e h .t-¥l

Теорема 2. Пусть/СЛ->Л" -  отображение с /(.-ог­
раниченным в среднем искажением, Ш  -  связно, 
Г ,(/(,) -  семейство асимптотических кривых для то­

чек xg /q и сарА>0. Тогда (Г. (/{,)) = О в том

и только в том случае, когда
Л /„ /(..,)Г .(Л /о )) = 0, ^ ^ 1 /(л -1 ) .

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем 
достаточность. Рассмотрим г -  окрестность множества 
I  такую, что capG>0, где G=An(lM^. Пусть функция 
р ,  допустима для семейства Г .(/4 ,/( ,) , причем

|р ? < Л '< е , где Б -  некоторое положительное число. 

Поскольку (i4, /д )) = О, то Б можно выбрать

сколь угодно малым. Определим функцию р ш Ш  сле­

дующим образом: р(х) = р ,(/(х ))А .у (х ). Обозначим

через Ai множество точек xedir, для которых найдется 
кривая у  со следующими свойствами:

1) образ у  принадлежит Г. (А, );

2) дуга у  кривой у, соединяющая G с точкой х, 
лежит в Шгп,

3) \ p d s ^ jГ

Так как р допустима, то для любой кривой уи 
идущей из хеА^ в /о, будем иметь Jpd!y > , если

Т|

/ ° У |е Г . ( /о ) .
Пусть N=N(lAIrn) и Dt=dIr\A .̂ В силу определе­

ния множества D. для любой кривой уаШ^п, соеди­

няющей G и De, имеем Jpcfa ^  Оценки для функ-
Т

ции р дают неравенство

А/(Г(С,0,))<2'’Л'<*-'>"/(,б',
где б ' = ; с -  постоянная. С другой стороны,
модуль порядка ns/(j+l) семейства кривых из Г, (/(,), 

для которых существуют поднятия, идущие из At в 
/о, меньше К

Выбирая теперь последовательности

Б* = ^ ” К ,

6'*

и рассматривая два множества
Ay=\jA,^  и = д ! , \ А ^ ,

получаем

М(Г(0,  ,G ,U \ / , /  )) = lim 2" / ( , б /  = Э.
'  /2 *->«

/со л 00
Так как M J  (JT , 5 , то модуль nqMTwa

V/=i )  /=1
1фивых ю  Г. ( /о ), дотекающих тюднягия, кото­

рые пфесекают Ар, не гдтевосходиг Вотьмем
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множества D = \ J D  я А = f] А . Анапогичто выше-
р=1 /.=1

сказанному имеем АДГ(СуО))=0, М^ц,^^^Т,(А,1^) = 0 и, 

1фометого, D kjА = д1^.
Аналогично [6] и используя теоремы 1 и теорему 

3.1 в [3], можно показать, что Л/(Г(1)))=0, где Г(£)) -  
семейство кривых, соединяющих точки хе с
D. Так как г можно выбрать произвольно, то рассмот­
рим последовательность r*=l/it. Заметим, что любая 
кривая у . е Г .( /о )  имеет поднятия, начинающиеся в 

и \ 1 ^  при некотором к. Исходя из связности IN,

можно выбрать к настолько больпшм, что начало этой 
кривой попадает в связанную компоненту W*, которая 
содержит часть множества А нулевой емкости. Это 
поднятие пересекает А или D. По доказанным утвер­
ждениям и теореме 1, видно, что в первом случае

Л^»/о+1) (Г .(Я /о ) )  = 0, а во втором М(ДО))=0 и

^1в/(»+|)(^*(-^>-^о)) ~ (^0 )) ~
и требовалось доказать.

Теорема 3. Пусть f lA - ^ U  -  отображение с A"j-or- 
раниченным в среднем искажением, где / -  замкнутое 
подмножество в U, dim /<n-l, и Г, -  семейство кри­

вых, асимптотических для точек хе/. Если (Г , )=0,

a=rtr/(s+l), s>n-l, cap{Ry{LM))>0, то /  продолжается 
непрерывно на U.

Доказательство. Предположим, что это не так. 
Пусть хе1  и последовательности х,-*х, х] - ¥ х ,  а 

? ( / (^ ,). / (х!)) ^  а  > о, где q(x, у) -  сферическое рас­
стояние. Так как dim/<w-2, то существует кривая 
у, € Г (х ,,х ') ,  причем </(у,)< 2rf(x ,,x '). Обозначим 
через F множество F ^L N ).  Из теоремы 3 [8] имеем 

A /„ (r( /" ,y * ))> 5 > 0 . С другой стороны, поднятие^ 

кривой у. € Г ( Д у ’) выходит либо на dU, либо на I. 
Во втором случае кривая у . е Г. и модуль порядка

а  таких кривых нуль, а модуль кривых, которые вы­
ходят на ди, как следует из [1], стремится к нулю. 
Таким образом, пришли к противоречию. Теорема 
доказана.
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