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В статье рассматриваетх» быстрый алгоритм произведения двух элементов алгебры гиперкомплексных чисел размерности 
Л^=2", где л -  натуральное число. Указанная размерность дает возможность использовать ортогональные матрицы Уол- 
ша-Адамара, что позволяет существенно повысить ^фективность алгоритма.

Алгебры гиперкомплексных чисел (в частности, 
двойных и дуальных чисел, кватернионов, алгебра Кэ­
ли) находят применение в различных разделах мате­
матики и ее приложений [1-4].

1. Маприцы Уолша-Адамара Я(л) порядка Я=2" ощзе- 
деляются по следующей рекуррентной формуле [5]:

Я я ( * - 1 ) я ( л - 1 ) ] ’
причем Я(0)=1. Тогда, например,

П 1 1 1

Я ( * к=\,2 ......п.

1-1 1-1 
1 1- 1-1 
1 - 1-1  1

а „ Б а,^В .. • о,„В
02,5 022 Б . 02„Б

■■■ ^тпВ.

Отметим следующие свойства матриц Уолш а-А да­
мара [5];

1) Я(Л) -  симметрическая матрица;
2) Н{к) -  «почти ортогональная» матрица в смыс­

ле следующего равенства: Н(кУ Н(ку=2  ̂Е{к), где Е(к) -  
единичная матрица порядка 2*;

3) Н''(к) = \н{к).
2

Для изложения алгоритма необходимо обобщение 
кронекеровского произведения матриц. Под кронеке- 
ровским произведением матрицы А размера тхп на 
матрицу В будем понимать матрицу С  размера mkxnl 
вида

С =

Будем обозначать кронекеровское произведение С 
матриц А н В так: С=А0В. Обозначим строки матри­
цы В через Б], Bi, .... Б*, а столбцы -  eF ’........
Назовем кронекеровским произведением по строкам 
матрицу4 и б  матрицу С ' вида 

Г/40Б,
А® В г

В дальнейшем будем обозначать матрицу С ’так:
С = А ® В .

Заметим, что аналогично можно определить кронеке­
ровское произведение матриц i4 и Б  по столбцам так:

с '=аШ =[а ®в '̂'>а ®в ^ '̂>...а ®в '-''̂  ].
В [6] были изучены некоторые свойства матриц 

С  и С . Отметим два из них, которые будут исполь­
зованы в дальнейшем.

Теорема 1 [6]. Пусть С=у4®Б, С'=А®В и С ’=А®В. 
Тогда матрица С'(С") приводится к матрице С перестанов­
кой строк (столбцов).

Теорема 2 [6]. Матрицу Уолша-Адамара Я(и) мо­
жно представить в виде

Я (н) = [£ ( /» -1 )0  Я(1)1’ , 

где £(я-1) -  единичная матрица порядка 2"~\

Я (1 )
=[!-!]■

Пример.

Я ( 3 )  =

1 1 1 1 1 1 1 1  
1-1 1-1 1-1 1-1 
1 1- 1-1 1 1- 1-1 
1- 1-1 1 1- 1-1 1 
1 1 1 1- 1- 1- 1-1 
1-1  1- 1-1  1-1  1 
1 1- 1- 1- 1-1 1 1 
1- 1-1 1-1 1 1-1 

1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 1-1 0 0 0 0 
0 0 0 0 1-1 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 -1 

Как видно из примера, теорема 2 позволяет предста­
вить матрицу Уолша-Адамара, которая является плот­
но заполненной матрицей, в виде степени разреженной 
матрицы.

2. Перейдем теперь к алгебрам гиперкомплексных 
чисел. Пусть +(/{?+Ай где 1, /, /  к -  базис ал­
гебры ffc таблицей умножения

1 i J к
1 1 i j к
i i -1 к •J
J j -к -1 i
к к j -i -1

Пусть <7i, ^2. 9з -  кватернионы такие, что 
где q^=a,^+a^i+a^j+a^k,

^2 =6д +6, j+Aj y+6j к ,

^3 =Cq +с, z'+Cj У+Cj к.
В [7] был предложен алгоритм умножения кватер­

нионов. Используем теорему 2 для модификации это-
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го алгоритаа и его обобщения на другие алгебры ги- 
перкомплексньгх чисел.

Имеем согласно [7]

-[coki \Ci\Cj]=^[n^Pa\nxPAniPi\n^Pi\i-

-:{сф А оА \(ф \\‘Ф г\
где [ло |л , 1«3 ]= [ао  k i  1̂ 2 l^ j ] ^ ,

\Рй\Рх\Р2\Рг]=[К\ЬЛЬАЬ]А,
1 1 1 Г
1 - 1  1 - 1  
1 1 - 1 - 1  
1 - 1 - 1  1

Поясним идею обобщения и улучщения этого алго­
ритма для других алгебр гиперкомплексных чисел на 
примере алгебры псевдокватернионов.

Пусть L -  алгебра псевдокватернионов, т.е. четы­
рехмерная вещественная алгебра где 1, /,
e , f -  базис алгебры L с таблицей умножения

А =

1 / е /
1 1 i е /
/ ( -1 / - е
е е - / 1 - /

е / 1

Если zi, гге /, то zyZi=z-i^L, где Z\=aQ+a\i+aie+a-if, 
Z2 =bo+bii+b2 e^b/, Z3=co+Ci/+C2e+Cj/  ̂Тогда из равенства 

{aa+a^i+a^e+a^f){b^+b^ i+b  ̂e+ bj)=
= Сд +С |/ + С2е + С з/

с учетом таблицы умножения для базиса L получаем 
матричное равенство

[«о IH coC.CjCs ].

где В =

Ьо 1̂ ^2 3̂
-b l  *0 -*3  *2

*2 “ *3 ^0
L *3 *2 *1 h

Матрицу Д можно представить в виде B=L^-2 L2,
где

1 ,=

*0 1̂ *2 *3 "0 0 0 0 '
6, f — 6, 0 fc, 0
bl 6| » ^2 ~ 0 63 0

bl b̂  bg _ ,0  0 0 0 ,

.115.

Согласно [7] матрицу L\ можно представить в виде
Ро о о о 
О р , О О 
О О Рз О 
О О О Рз

1

А - \

где А- '=-А,[р^  |р ,  Ip j  Ip j  ]= [*„ |й, \Ь̂  \Ь, ]А.

Тогда [ a j a ,  \ aAa-^V

Ро О О О
О О О А-' -
О О /?2 О 
о о о Рз

-2 [а „ |а ,|а 2 |о з ]^ 2 -
Обозначая = ["о1"11” 21” з]> получим

[Со|с,|С2|Сз ]=
Ро о о о 
О р , О О 
О О p j  О 
О О О Рз 

- 2 [ a , i ,  |а2*з |Д|6з |a2*i]=

4 « o l” .K I«3 ]

А =

4[«oPol« iP iH 2P2l«3P3 ]^ -2 [а ,М а2б з |а ,А з |аз6 , ].
4
Подобную схему вычислений можно организовать 

для алгебр гиперкомплексных чисел размерности 2", у 
которых в таблице умножения базиса структурные 
константы равны ±1. Матрица В для таких алгебр 
представима в виде B=L\-2 L2, где матрица L\ имеет 
тот же вид, что для алгебр кватернионов и псевдоква­
тернионов, а матрица L2 подбирается в зависимости от 
алгебры.

Данная схема организации вычисления произведе­
ния позволяет уменьшить число умножений за счет 
увеличения числа сложений. Оказывается, что приме­
нение теоремы 2 позволяет уменьшить и число сло­
жений.

Заметим, что А=Н(2), и, следовательно, по теореме 2 
имеем

1 1 0  0 
0 0 1 1  
1 - 1 0  0 
О О 1 - 1

В изложенной выше схеме вычислений умножение 
строки на матрицу А равносильно выполнению 12 опе­
раций сложения. Всего в алгоритме таких умножений 
три, тогда они дают 36 операций сложения.

В то же время при представлении матрицы А в ви­
де квадрата разреженной матрицы умножение на А 
равносильно выполнению 8 операций сложения (ум­
ножение строки на разреженную матрицу дает 4 опе­
рации сложения, еще одно умножение на эту же мат­
рицу -  4 операции сложения). Всего при таком пред­
ставлении матрицы А три умножения строк на матри­
цу А дают 24 операции сложения.

Итак, вычисление произведения кватернионов или 
псевдокватернионов обычным способом требует 16 опе­
раций умножения вещественных чисел и 12 операций 
сложения. При использовании изложенной выше схе­
мы вычислений без применения теоремы 2 требуется 
выполнить 8 операций умножения вещественных чи­
сел и 40 операций сложения. Наконец, при использо­
вании схемы вычислений с применением теоремы 2 
необходимо выполнить 8 операций умножения веще­
ственных чисел и 28 операций сложения (умножения 
на абсолютные константы 1/4 и 2, присутствующие в 
данном алгоритме, не учитываются).

3. Естественно предположить, что с ростом раз­
мерности алгебры выигрыш в числе операций за счет 
использования разреженной матрицы будет расти. 
Рассмотрим теперь восьмимерную вещественную ал­
гебру Кэли P=(}+liU+l2P+...+i7R. где 1, /ь /2, . .., /7 -  базис 
алгебры Р с таблицей умножения
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1 h к к к к к к

1 1 i\ к к и к к к

*1 '1 -1 к - к к - к - к к

*2 к - h -1 к k к - к - к

*3 h к - к -1 к - к к - к

*4 и - к - к “  h -1 к к к

*5 h и -»7 k - '1 -1 - к к

<6 к h /4 - к - к к -1 - к

h h - к к к - к - к 'I -1

*, *2 *3 * 4 *5 *6 *7 ■
*0 -*з *2 -*5 * 4 *7 -*б
*3 *0 -* . -*б -*7 * 4 -* з

-*2 *. *0 -*7 *6 -*5 * 4

*5 *6 *7 *0 -*> -*2 -* з
- * 4 *7 -*б *, *0 *3 -*2
-*7 - * 4 *s *2 -*з *0 *.

*6 -*5 - * 4 *3 *2 -* . * o J

Матрицу В можно представить в виде B=L\-2Li, где

Ь,
Ь,
Ьг
Ьг
*4
Ьь
ь,
Ь-,

by bj A3 А4 A j  А,
b,
А

An А,  А ,
5 •"6 b^ 

Ьа bj А*
^  Ьо 
А ,  А,

А, Аз А.

б
*7
Ьо

А? А^ Aj

Ь,
Аз А, 
А, Аз 
Аз Аз

А ,  А4 Aj A j  A3 Ад А|
Аб Аз А̂  Aj Aj а, А д

i j  =

Ад 0 0 0 0 0 0 0
3 О Аз  О О Ад

'о
О О А  
О О О А,  А д А ,  О О 
О А з  О О А з  О Аз О 
О О О О О А,  А 3 А 3  
О Ад О Ад О О О Аз  
О А , А д  О О Аз О О 
О О А д А д  О О А,  О

Тогда

Если Wu W2B?, то fV, fV2=fV}€p, 
где >Т1= О д + а ,/,+ аз /з  + ...+ О з/з ,

ff2= Ад +А, /, +А3 /3 + ... +Аз/3 ,

Щ = Сд +с, /, +Сз /3 + ... +Сз »з.
Тогда из равенства

(дд + а , / ,  +  +  . . . +  Оз /з ) х
х (Ад + А | / ,  +А3/2  + . . .  +  Аз/з) =  Сд + с , / ,  + С 3 / 3  + . . .  +  С3/3

с учетом таблицы умножения для базиса Р получаем мат­
ричное равенство

[ао|о,|аз|...|аз]Л=[-Сд|С||сз|...|Сз],

- А ,

Где В=

1 ,= Я ( 3 )

Ро 0 0 0 0 0 0 ■
0 Р\ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 P i .

Я '

где

я ; '  (3 )= i  я (з )1 к  I л. I - 1 ;̂ 7 ] = к  I М  ••• I * 71я(з).
Продолжая подобно как для кватернионов и для 

псевдокватернионов, получим

[- Сд 1 с, 1 Сз I ...| Сз]= ^  к л  I 'hP, I »iPi 1-1 «7Л К ( 3) -

-2[лдАд |азАз+азАд+адАз |а,Аз+адАд+азАз 1азА,+ 

+ДзАд + ЯзАд 1 a|Aj + а^Ь  ̂ + а̂ Ь-, \ а̂ Ь-, + а̂ Ьу +
«6*3 |азАз+адАз+ОзА, 1а,Ад+адАз+азАз ].

Сравним число операций при обычном умножении 
чисел Кэли, умножении по алгоритму без применения 
теоремы 2 и по алгоритму с применением разрежен­
ного представления по теореме 2.

При обычном умножении чисел Кэли используются 64 
вещественных умножения и 56 сложений, при умножении 
по алгоритму без щ)именения теоремы 2 -  соответственно 
30 вещественных умножений и 190 сложений. А при ум­
ножении по алгоритму с применением разреженного пред­
ставления используются 30 вещественных умножений и 46 
операций сложения.

Таким образом, используя факторизацию матриц 
Уолша-Адамара с применением обобщенного кроне- 
керовского произведения матриц, удается существен­
но повысить эффективность алгоритма.
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