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ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕРВАЛЬНЫХ МЕТОДОВ 
В УПРАВЛЕНИИ ИНВЕСТИЦИЯМИ

Предложено использовать интервальные методы для анализа и расчета обобщающих характеристик потоков платежей, па* 
раметры которых заданы интервалами, и эффективности инвестиционных проектов.

Инвестиции в реальные или финансовые активы, ком­
мерческие сделки, кредитные соглашения предусматрива­
ют, как правило, вложения и поступления распределенных 
во времени денежных сумм. Эффективность подобных фи­
нансовых операций зависит от многих параметров и условий, 
оговоренных в контрактах: размеров денежных сумм, про­
центной ставки, предполагаемых сроков вьшлат и поступ­
лений, риска, связанного с вложениями, и т.п.

Основным объектом финансового анализа в данном слу­
чае являются потоки платежей -  суммы распределенных во 
времени денежных расходов и поступлений, предполагае­
мых в результате финансовой операции. Анализ и расчет 
показателей эффективности таких операций основан на фун­
даментальном в финансовом анализе принципа дисконтиро­
вания потоков платежей [1-3]. При этом предполагается 
точное знание размеров инвестиционных расходов и буду­
щих доходов, а также значения рыночной ставки процента 
(рыночной нормы доходности, ставки сравнения [1-3]) в 
будущем. На практике ни инвестиционные расходы, ни тем 
более будущие доходы и рыночная ставка процента, как пра­
вило, точно неизвестны. Можно только с достаточной сте­
пенью достоверностью задать интервалы, в которых они 
лежат. В этом случае адекватным математическим аппара­
том для количественного анализа потоков платежей, свя- 
зшных с финансовыми операциями, могут служить методы 
интервального анализа [4-7].

В настоящей работе предложено использовать интер­
вальные методы для анализа и расчета обобщающих харак­
теристик интервальных потоков платежей (под интерваль­
ными потоками будем понимать потоки платежей, парамет­
ры которых -  члены потока и процентные ставки, заданы ин­
тервалами) и эффективности инвестиционных проектов (ИП). 
Результатами расчетов в этом случае также являются интер­
вальные величины.

Элементы
интервального анализа

Пусть R -  множество всех вещественных чисел. 
Под интервалом A=[oi, а\<02, понимается замкну­
тое ограниченное подмножество А множества R вида 
A=[Oi, fl2]=Mxe/?)A(a,<x5fl2)}.

Множество всех интервалов обозначим через I{R).
В дальнейшем прописные латинские буквы будут 

соответствовать элементам ДЛ).
Два интервала А и В равны тогда и только тогда, 

когда а\=Ь\, 02=62- Отношение порядка на множестве 
I{R) определяется следующим образом: А<В тогда и 
только тогда, когда 02<6i.

Пересечение A r S  интервалов А vi В пусто, если 
А<В или В<А, в противном случае >4пД = [тах{0|, 61}, 
min{o2, б2}]€/(Л). Шириной а(А) интервала^ называ­
ется величина (o(A)=a2-ai. Середина т(А) -  полусум­
ма концов интервала А: т{А)={а\+а-^11. Абсолютная 
величина | А 1 определяется как

U 1 =тах{ I о, 1, 1021}.
Вырожденный интервал, т.е. интервал с совпа­

дающими концами 01=02=0, отождествляется с веще­
ственным числом о. Таким образом, RcJ{R).

Арифметические операции над интервальными 
числами определяются следующим образом. Пусть 
♦ е  {+, - ,  /}, А, BeI{R). Тогда

A *B ={a*b |aeA b€B }, (1)
причем в случае деления ОеВ. Это определение экви­
валентно соотношениям:

A+B=[a,,a2]+[b,,b2]=[a,+bi,a2+b2], (2)
А-В=[а\, fl2]-[6i, 62]=[oi—62, 02—61],

АВ=[аи 02][6i, 62]=[min {0161, О261 О262 0162},
max{a,bi,a2b, a2b2 aib2}], (3)

A/B=[a,, a2] /  [b,, b2]=[a,, 82] [l/b2, l^ l] . (4)
Из определения (I) непосредственно видно, что ин­

тервальные сложение и умножение ассоциативны и 
коммутативны. Роль нуля и единицы играют обычные 
О и 1, которые отождествляются с вырожденными ин­
тервалами [0,0] и [1,1]. Равенство (1) показывает, что 
если один из операндов является невырожденным ин­
тервалом, то и результат арифметической операции -  
также невырожденный интервал. Исключение состав­
ляет умножение на 0=[0,0]. Следовательно, для невы­
рожденного интервала А не существует обратных по 
сложению и умножению элементов, так как если 
А+В=0, АС=1, то А, В, С должны быть вырожденными. 
То есть вычитание не обратно сложению, деление не 
обратно умножению: А-А^О, А/А*\, когда (в(/4>0). Од­
нако всегда ОеА-А, 1 еА/А.

Важным свойством интервально-арифметических 
операций является невыполнение закона дистрибу­
тивности -  равенство

А(В+С)=АВ+АС (5)
не всегда имеет место. Однако всегда справедливо вклю­
чение

А(В-Ю)сАВ+АС, (6)
называемое субдистрибутивностью.

Утверждение 1. Пусть А, В, C€l{R). Тогда А(В+С)= 
=АВ+АС, где бейО для всех ЬеВ, сеС.

Утверждение 2. Уравнение
А+Х=В (7)

имеет решение тогда и только тогда, когда m(A)^w(B).
Утверждение 3. Если X  -  решение уравнения (7), 

то ХаВ-А.
Теперь остановимся на вопросе разрешимости 

уравнения
АХ=В, (8)

где.4?4[0,0] иХе/(В).
Введем вспомогательную функцию:

x ( ^ h

-,если | о ,  о .

—  в остальных случаях.

Утверждение 4. Уравнение (8) разрешзмо относи­
тельно Л"е/(Л) тогда и только тогда, когда х(^)^х(^)-
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Утверз(дение 5. Пусть уравнению (8), где ОеА, 
удовлетво1дет некоторое XeI(R).  Тогда

OcHOBibiM свойством интервальных вычислений 
является лонотонность включения. Следующее ут­
верждение разъясняет это свойство.

Утверждение 6. Пусть *=1, 2, и пред­
полагается, что А=1, 2. Тогда для операции *
из {+ , • ,  /} имеем с

Введем гакже понятие объединенного и интервально­
го расширений функции [5]. Пусть/ -  функция, заданная 
прих&А={А\, ...,А„)со значениями в R или /(Л). Объеди­
ненным расширением функции ДЛ) называется функция 

/ ( Х ) = / ( Х ,  ), Х/сА), /=1.п, задаваемая равен­

с тв о м /(А ")= и / ( х ,  ), i=l,n.
х е Х

Если ДА) -  непрерывная функция, то / ( X )  е I{R), 
при X<zA. Важным свойством объединенных расши­
рений является то, что из следует /  ( А" ̂ ^ ) с

Интервальным расширением функции ДА) называ­
ется интервальнозначная функция F интервальных пе­
ременных А), ...jA^nтакая, что:

1) H X > F { X ,  , . . , Х „  ) г > 7 (^ ,  )=
) :(х , , . .„ х „  )еХ } ;

2)  F(xu . . . ,x„)=f(x.........x„),XieX„ i=l,n.
Интерватьное расширение непрерывной веществен­

ной функции является монотонным по включению. 
Для вещественной рациональной функции можно по­
строить естественное интервальное расширение. Оно 
получается, если все вещественные переменные заме­
нить интервалами, а вещественные арифметические 
операции -  интервально-арифметическими. Естествен­
ное интервальное расширение включает в себя объе­
диненное расширение.

Используя свойства степенной функции х“, <х>0, 
такие как монотонность и ограниченность, можно 
построить ее интервальное расширение, совпадающее 
с объединенным:

а) пусть а=п -  натуральное число. Для Х=[х\, x j  el{R)

АГ"=-

X, ,Xj
X, ,Xj

Х2 >х" 
0, \Х\"

(9)

при п=1 к+\, к=Л,2 ,..^  
при л = 2 А ,х ,>0, 
при п=2 к, Xj^O, 
при п=2 к , и ОеА";

б) для а=1/и, где п -  натуральное число,

причем X^eliR) при п нечетном и при четном п, когда 
xi>0;

в) если а=т!п -  рациональное число, т и п -  вза­
имнопростые

яИя _

. т/п
2
т !п

(И )

прии=2Л, х , ^ ,  
jXj"" J прит=2/+1, п=2к+\,

уГх  )"  при я=2 Л+1, т= 2  i ,
Л =0,1 ,...; /= 0 ,1 ,...

В следующих разделах изложенные понятия при­
меняются при анализе потоков платежей и инвести­
ционных проектов.

А н ал и з  п ер ем ен н ы х  п о т о к о в  п л а т е ж е й

Для анализа потоков платежей необходимо уметь 
рассчитывать их основные обобщающие характеристи­
ки. Таких характеристик две: наращенная сумма и со­
временная (приведенная) величина. Наращенной сум­
мой потока платежей называют сумму платежей с начи­
сленными на них процентами к концу срока ренты. Со­
временной величиной потока платежей называют сумму 
всех платежей, дисконтированных на некоторый момент 
времени, совпадающий с началом потока или упрежда­
ющий его. Наращенную сумму определяют, например, 
чтобы знать общую сумму задолженности на какой-либо 
момент времени, итоговый объем инвестиций, накоп­
ленный на момент оценки денежный резерв. Современ­
ная величина является важнейшим показателем при оце­
нке эффективности реальных и финансовьпс инвестиций, 
коммерческих сделок и т.д. [1-3].

Рассмотрим задачи определения указанных харак­
теристик для интервального потока платежей с пере­
менными платежами. Вычислим наращенную сумму. 
Пусть начисление процентов производится по годо­
вой процентной ставке /=[/i, /2], />0, общее количест­
во платежей равно п, интервал между платежами ра­
вен одному году, платежи приурочены к концу интер­
вала. Сумма первого платежа Л,=[г,| , Г|  ̂ ]. Через год 

наращенная величина первого платежа будет R\+RJ. 
Так как 1;>0 для любого /е / ,  то по утверждению 1 
выполняется закон дистрибутивности (5): Ri+R\I= 
=/?i(l+7). Еще через год наращенная величина перво­
го платежа составит/?i+/?i/=/?i( 1+7). Так как закон ди­
стрибутивности выполняется и в этом случае, то 

/?,(1+7)+/?,(1+7)/=/?i(1+7)(1+^)=-Ri(1+ ^^
Через к лет наращенная величина платежа соста­

вит R\{\+lf. Первый член потока платежей будет при­
носить проценты в течение (w-1) лет, второй -  в тече­
ние (я-2) лет, ..., (л-1)-й член потока -  в течение од­
ного года, на и-й член проценты не начисляются. По­
лучаем ряд платежей с начисленными на них процен­
тами: 7fi(l+/)”’‘, Riil+ If^ ........7?«-i(l+/), К - Наращен­
ная сумма потока платежей S входит в интервал

5, = £ / ? , ( !  + / ) '’ (12)
(=1

Преобразуя это выражение по правилам интерваль­
ной арифметики (2), (9), получим

s,=iK г . (W, Г'1
(=1

Интервал S\ является естественным интервальным 
расширением для наращенной суммы данного нере­
гулярного потока. Этот интервал можно сузить раз­
личными способами [4-7]. Воспользуемся, например, 
свойством субдистрибутивности (2.6). Запишем фор­
мулу (3.1) во вложенной форме:

S, =Л„ -К 1+/) ( -К 1+/X Л_2 +... +
+(1+/)(Л , ) . . . ) ) = к ,  . '•л, ]+[!+'■. .1+»2 ]х

х([г„.,, , r _ , j  ]-b [ l+ /,,l+ /j ]([г  2 , V 2j ]+••• +

+[1+'| л +h ] ( h ,  .'■ij ])•••))•
На основании свойства субдистрибутивности SiczSy. 

Так как и S] и ^  являются интервальными расширениями 
для нгцэащенной суммы, то её объединенное расширение 
[7]: St(5,r\S'2), а (5,гбу=52, так как SioSi.
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Определим вторую основную характеристику пе­
ременного потока платежей -  современную величину. 
Дисконтированная величина первого платежа опреде­
ляется из уравнения (по определению) Х\{\+Гу=Я\. 
Согласно утверждению 5, корень этого уравнения 
X ic/?i/(l+ /). Дисконтированная величина второго 
платежа является корнем уравнения Х2{\+1 ) -Яг  -  

Дисконтированная величина и-го пла­
тежа Л';£ЛД1+/)". Таким образом, современная вели­
чина нерегулярного потока платежей

/ < С ^  + 
“ 1+ /

R.
• + ... + ■

(1 + /)”-' (1+ /)"
Вычислим естественное интервальное расширение 

для А, выполняя в (13) преобразования согласно пра­
вилам интервальной арифметики (4), (9):

И ,,,  Z r / 1  ’ '■(J J ,  . W
' L (1+ '2) (1+»i )

• (14)
/“ (!+/)■  ---------' '■

Уточним интервал, используя свойство субдистри­
бутивности (6). Представим (13) во вложенном виде:

Л^ 2  так как AQ(AinA2) [7], а A^zAi по свойству 
субдистрибутивности (т.е. А ,пА2=А2).

Анализ постоянных потоков платежей

Рассмотрим задачи определения наращенной сум­
мы и современной величины общей ренты [3]. Пред­
полагается, что сумма годового платежа Л=[г1, Гг]. 
Платежи производятся р  раз в год, их величина равна

Л Г'’| ' ’г !  jL-r- 1— = ; ^ [ / i .y j ]  -  номинальная ставка процен-
Р {.Р Р \

тов, J>Q\ проценты начисляются от раз в год по ставке 
Лт. Наращенная сумма ренты принадлежит интерва­
лу, равному сумме наращенных интервальных плате­
жей:

р \  т )  р \  т )

р \  т )  р
Используя (2), (3), (5) и (9 )-(11), получаем

где ОТ
+ |^ 1 -Д ^ % 1 Д = 1 ,2 .

(16)

т(п—) 
Р

+...+

Нетрудно видеть, что данный ряд представляет собой 
геометрическую прогрессию. С учетом этого получим

Л/* =
1 +

-т )

1 +
т )

(13)

Определим современную величину р-срочной рен­
ты с начислением процентов от раз в год. Современ­
ная величина ренты принадлежит интервалу, равному 
сумме дисконтированных интервальных платежей:

I P  p .
1+^

от

------------- +...+------------

I+ --
m

^  p

m
х Л

от

A c (17)

Учитывая, что ряды представляют собой геомет­
рические прогрессии, получаем интервал для совре­
менной величины /7-срочной ренты с начислением 
процентов от раз в год

Л ^ 1  1-(1 + Л 1- О +  У|> » ) '”"

Я > 1 ( 1  + Л > Г ' ’ - 1 ’ (1 + У , > Г " - 1 . '
Отметим, что соответствующие формулы для дру­

гих видов рент с постоянными платежами [3] полу­
чаются как частный случай формул (16), (17).

Анализ инвестиционных проектов
Основными характеристиками эффективности ИП 

являются чистый приведенный доход (net present 
value, NPV) и внутренняя норма доходности (internal 
rate o f return, IRR) [3]. NPV -  это разность дисконти­
рованных по ставке сравнения на один момент време­
ни потоков доходов и вложений. IRR -  это расчетная 
ставка процентов, при которой NPV проекта равен 
нулю. Экономический смысл данного показателя в 
том, что он дает верхнюю оценку нормы дисконтиро­
вания, при которой проект еще остается выгодным. В 
интервальной постановке задача определения IRR 
сводится к проблеме отыскания положительного кор­
ня интервального полинома. Рассмотрим сначала за­
дачу определения чистого приведенного дохода.

Пусть поток платежей характеризуется величина­
ми Л,е/(Л), где R, -  итоговый баланс всех денежных 
выплат и поступлений к концу периода t исполнения 
проекта, количество периодов равно п. Компоненты 
потока платежей могут быть как положительными 
(доходы от инвестиций), так и отрицательными (инве­
стиционные расходы). Тогда, если ставка сравнения

п

!?“[9ь 92]> имеем W = '^ R ,V  ,где Р^1/(1+0-дисконг-
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ный множитель по ставке сравнения Q; fV -  интервальное 
расширение чистого приведенного дохода. Для вьиисле- 
ния tv можно использовать полученные ранее формулы 
для современной величины переменного потока (14) или 
(15). Если потоки инвестиционных расходов и поступле­
ний представляют собой /?-срочные ренты, то для огреде- 
ления NPV можно использовать формулы для современ­
ных величин соответствующих /хрочных рент.

Для огределения IRR необходимо решить уравнение

(18)

где F=l/(l+2/>) -  дисконтный множитель относительно 
неизвестной ставки Qb -  внутренней нормы доходности. 
Левая часть в (18) представляет собой интервальный по­
лином относительно переменной V, причем компоненты 
потока платежей образуют ряд коэффициентов этого 
полинома. Согласно теореме Декарта количество поло­
жительных корней многочлена не превосходит числа 
перемен знака в ряду его коэффициентов, поэтому в 
случае потока платежей с единственной переменой зна­
ка (стандартный поток -  инвестиционные расходы пред­
шествуют доходам) уравнение (18) имеет единственное 
положительное решение (в противном случае примене­
ние IRR как показателя эффективности инвестиций не­

корректно). Очевидно, с  ^  - 1 .

Для выделения корня V полинома использованы 
метод Ньютона-Рафсона и метод наклона (slope me­
thod), реализованный в обобщенной интервальной 
арифметике [10]. Рассмотрим интервально-арифмети­
ческую версию метода Ньютона-Рафсона [5, 7-9]. Для 
любого интервала V введем функции

н;р^д,+кл1+.. .+ к/у . • ),FQ)=R^+t^2+m-i+- ■ • •>
Предположим, что 0tF{V)  и рассмотрим функцию 

= (19)

где w(P) -  середина интервала У. Интервальное расшире­
ние метода Ньютона-Рафсона задается следующим ре­
куррентным соотношением: K„=A/(l^„-i)nlVi, (п=1,2,...).

Согласно [7], если ДК.)=0 для У>̂ Уо, где Уо -  начальный 
интервал, то У*сУ„. Реализуя алгоритм, получаем список 
подынтервалов начального интервала, не содержащих 
нулей функции F. Подынтервалы, которые не вошли в 
этот список, отраничивают соответствующие нули [8]. 
Алгоритм состоит из шагов:

1. Вычислим У(Уо) и Р(Уо). Если OgF(lo). то про­
цесс на этом заканчивается, так как в интервале Уо 
нулей функции F  нет. Здесь мы используем свойство 
монотонности по включению интервальных расшире­
ний. В противном случае в Уо, возможно, имеются 
нули F. Пусть ОеДКо). Если одновременно OeF(Ko), 
то переходим к шагу 2.

2. Разобьем интервал Иона два:
>^o=[vo, ]

и начинаем весь процесс с шага 1 с каждым из подын­
тервалов. Если 0еУ(Уо) и ОеУ'(Уо), то переходим к 
шагу 3.

3. Вычислим ЩУо). Если ЩУо)пУо=0, то в Ко не 
содержится нулей функции F. Если же Л^(Ко)пКо -  
интервал, то переходим к шагу 4.

4. Положим Ко=А̂ ‘Ъл^^\ где А^''=Л^(Ко)пКо. Интер­
вал не содержит нулей функции F, и его мы отно­
сим к множеству подынтервалов, на которых заведо­
мо не содержится нулей F. С интервалом мы по­
вторяем весь процесс, начиная с шага 1.

5. Всякий раз, когда находится интервал У, не содер­
жащий нулей ДУ), но пересекающийся с другим таким же 
интерваломX, вместоХ и  Y берем их объединениеХиУ. 
Процесс продолжается до тех пор, пока дальнейшее улуч­
шение становится невозможным. Эго может случиться, ес­
ли на некотором этапе АЛ/(К*)пК*=К*.

Пример. Пусть ИП характеризуется следующим пото­
ком платежей: Ло=[-Ю1;-99], /?i=[-51;-49], ^2=[-86;-84], 
/?з=[49;51],Л4=[139; 141],Л5=[199;201],Л5=[99; 101].

Ставка сравнения 2=[0,13;0,15]. В результате рас­
четов получены следующие интервалы для показате­
лей эффективности данного ИП:

1Кс[92,7615; 128, 1822], е*=[0,2080; 0,2220].
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