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СОСТОЯНИЙ ПОЛУ СИНХРОННОГО ПОТОКА СОБЫТИЙ 
В УСЛОВИЯХ ЕГО ЧАСТИЧНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ

Рассматривается полусинхронный МС-погок событий в условиях его частичной наблюлаемости. Решается задача оценивания 
состояния исследуемого потока событий. Для решения данной задачи применяются результаты теории условных марковских 
процессов. Предлагается отимальный рекуррентный алгоритм оценивания состояний полусинхронного потока событий, ос­
нованный на пересчете апостериорных вероятностей состояний в любой момент времени. Приводятся численные результаты, 
иллюстрирующие поведение апостериорной вероятности для некоторых наборов параметров.

Рассматривается дважды стохастический поток 
событий, интенсивность которого представляет собой 
кусочно-постоянный марковский процесс X{t) с двумя 
состояниями А.1 и %2, причем Xi>X.2. Будем говорить, 
что если Х(0 = A.J, то имеет место первое состояние 
процесса, если к(/) = Я.2, то -  второе состояние. Если 
имеет место первое состояние процесса Ц /), то в те­
чение временного интервала, когда Х(0 = Х], генериру­
ется пуассоновский поток событий с интенсивностью Я,]. 
Если же имеет место второе состояние процесса Я,(0, 
то в течение временного интервала, когда Я.(/) =  Хг, ге­
нерируется пуассоновский поток событий с интен­
сивностью Х.2.

Особенностью рассматриваемого потока является 
то, что в момент наступления события процесс Х(/) 
может сменить первое состояние на второе с вероятно­
стью р  либо остаться в первом состоянии с вероятнос­
тью 1 -  р. Что касается второго состояния процесса Xit\ 
то длительность пребывания в нем является случайной 
величиной, распределенной по экспоненциальному за­
кону F{i) = 1 -  ехр(- рО, где р -  интенсивность смены 
второго состояния на первое. Такой поток также назы­
вают полусинхронным МС-потоком событий [1].

Будем рассматривать описанный МС-поток собы­
тий в условиях его частичной наблюдаемости. Это оз­
начает, что момент наступления события инициирует 
время длительности Т, в течение которого исходный 
поток событий не доступен наблюдению. Этот период 
ненаблюдаемости называют мертвым временем. Бу­
дем считать, что события, наступившие в течение 
мертвого времени, не вызывают его продления. Дли­
тельность мертвого времени Т  является детерминиро­
ванной величиной. По окончании периода ненаблю­
даемости исходный поток событий вновь доступен 
наблюдению. Таким образом, наблюдаемый поток 
событий -  это поток, в котором отсутствуют события, 
наступившие в течение мертвого времени Т.

Необходимо по наблюдениям за потоком событий 
на временном интервале (О, /] оценить состояние про­
цесса, имеющее место в момент времени t. Для реше­
ния данной задачи применяется подход, основанный 
на результатах теории условных марковских процес­
сов. Данный подход позволяет получить дифференци­
альные уравнения, определяющие распределение апо­
стериорных вероятностей для значений ненаблюдае­
мых компонент процесса Х.(0 при условии известных 
наблюдений.

Результатом наблюдений являются моменты време­
ни ti, наступления событий в наблюдаемом потоке 
на интервале (О, /]. Необходимо найти условные (апо­
стериорные) вероятности w (\i^b  •••, О  и K V / i ,  . . . ,  г„)

того, что в момент времени t X(t) = Я.1 либо X(l) = Х2 при 
условии, что известна реализация tj, ..., („ потока на 
интервале (О, /]. Решение о том, какое состояние про­
цесса Х(0 имеет место в момент времени t, выносится 
по методу максимума апостериорной вероятности [2]
на основании сравнения вероятностей ....... /„) и
viXiUi, ..., t„y. если (Xi/Zi,..., t„)>w{X2,ltu ..., t„), то выно­

сится решение о том, что оценка Х( / )=А, , ,  если

w(A,iAi,..., 7„)<w(X.2//b •••, О . то оценка X( / )  = X,j.
Пусть время меняется дискретно с шагом А/, т.е 

/  = М / (Л = 1, 2, ...). Рассмотрим двумерный процесс 
(Х(Л, Л/), ЫД/) = НШ) = Н т  -  К(*-1)А/)) = где 
Х{Ш)  = -  значение процесса Х(7) в момент време­
ни АД/ = Х.„ /■ = 1,2), ЫД/) = г* -  число событий, на­
ступивших на интервале ((А -  1)Д/, АД/), г* = 0 , 1 ,2 , . . . .

Рассмотрим интервал времени (/„ /, + i) между со­
седними событиями в наблюдаемом потоке. В силу 
особенности рассматриваемого МС-потока событий, а 
именно наличия мертвого времени, этот интервал мож­
но разбить на два. Первый -  (/j, /( + 7] -  интервал вре­
мени, в течение которого исходный поток не доступен 
наблюдению, второй -  (/] + Г, // + J  -  интервал време­
ни, в течение которого исходный поток доступен на­
блюдению. В связи с этим решение о том или ином 
состоянии процесса Х,(/) на участке (/ь  /, + 7] будем 
выносить на основании априорных вероятностей со­
стояний, а на участке (/i + 7", // + 1] -  на основании апо­
стериорных вероятностей состояний.

Обозначим 71у{/, //) априорную вероятность у-го со­
стояния процесса Х.(/) в момент времени / (/,< /5 // + 7), 
У=1,2. Тогда нетрудно показать, что

Р .
)=

{ ’ " Х м р ]

рХ,,+Р 

ехр(-(;?Х ., + Р ) ( / - / , )), ( 1)
рХ., + Р

где q -  вероятность того, что в момент времени / = // 
имеет место первое состояние процесса Х.(/).

Вернемся к интервалу наблюдения {Ц+Т, ti + 1]. Да­
льнейшее поведение процесса г*) = (Х.(АД/), г*(Д/)) 
на этом интервале не зависит от того, что было до мо­
мента времени АД/. Пусть Р(Х.^*\ г*.  О -  веро­
ятность перехода процесса за один шаг Д/ из состо­
яния ,r*_i) в состояние (Х,̂ *̂  ) .Тогда

= р{г, /Х.(*-') ,г*_, )/>(х.(*)/Х.<*-‘) ,г* ,г*_, ). (2)

Число событий г* на интервале ((А -  1)Д/, АД/) не 
зависит от числа событий /■* + ], наступивших на пре-
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дыдущем интервале времени ((к -  2 )At, (к -  1)А/) и 
значение процесса X(i) в момент времени kAt не 
зависит от числа событий г* +1 на интервале ((к -  2 )At, 
(к -  1)). Тогда имеют место следующие соотношения 
для вероятностей, входящих в выражение (2):

Учитывая исходные предпосылки, с точностью до 
членов порядка о(А/) малости находим

/»(г*/Х<*-') = А . , ) = ^ ^ ^ ^ ^ х р ( - Х , Л 0 ( /  = 1,2),

= = ,г* = 0 )= 1 ,
= = ,г^ = 0 ) = 0 ,
= ,r* = l ) = l - p ,

P(X(*^ = X,/X(*-'^ = X , , r ,  = l }=p,  (3)
p(A.<*> = A.,/X'*-'> = A . j , r J =

= p(x<*> = A.,/A.^*-'^ = X j ) = p A r ,
P(A.“ > = X2/X<*-'> =  A.j,r* )=

) = l - p A / .

Таким образом, вероятность P(X̂ *̂ \ r̂ /X̂ •̂  i),
заданнгщ выражением (2), полностью определяется 
вероятностями (3).

Обозначим

^ - ( г о , г ......., г„) ,  = ......

где г„ -  последовательность наблюдений за время от

О до mAt (го = 0); X*"* -  последовательность нена­
блюдаемых (т.е. неизвестных) значений процесса 
X(kAt)(X{0) = X^^°^=X„i= 1,2).

Пусть , X*" * ) -  совместная вероятность от-мер- 

ных случайных величин г„и  X*"*. Процесс (г*(А/),

А.(АА/)) марковский, и совместная вероятность представ­
ляется в виде произведения вероятностей перехода:

(4)
Аналогично

= w (r .,X '« ')n V (x < * ' ,r .A » - ',r .„  Ь

= w{r„ ,г „  ). (5)

Рассмотрим условную вероятность )

значений процесса при условии, что наблюда­
лась реализация г „ :

(6)
Подставляя в (6) выражение (4), затем (5), находим

соответственно
> v (x < '-) /rJ=

*=1
- 7 ^ ^ ; ---------------------- > (7)

Найдем апостериорное распределение вероятно­

стей процесса X(t) в момент времени t = mAt, т.е. в 
момент окончания наблюдений. Обозначим это рас­
пределение как w[x^^"4r„, ) или

H - ( x ( " ) = x , / r J ,  н-(х<“ >=;сДг„) .
Зная совместное распределение вероятностей /п-мер- 

ной случайной величины находим с учетом (7) 
распределение вероятностей случайной координаты X̂̂ ”̂ 
путем суммирования ) по переменным

w{X<-' /r.  )=

£  ...
Х < - Ч ~ Х | _____________________ * = ] _______________________________________________________

М'(^«)
Используя (5), (6), запишем следующее соотноше­

ние, устанавливающее связь между ) и

)

Проделав несложные выкладки, окончательно по­
лучаем рекуррентное соотношение для апостериор­
ных вероятностей в следующем виде:

h' ( x<'"^'Vf„ „  )=

■ Д — ------------------------------------------------------■ (*)

x('»)-x,x<"*4 = X|
Получим дифференциальное уравнение для веро­

ятностей w ( x*'”VF„, ) при А/->0, и когда момент вре­

мени mAt соответствует /, а момент ( т  + 1)А/ -  мо­
менту /  + At.

Обозначим
4 x < * ’' / F j = ^ X ( / y F ( / ) ) ,  

h'( x,<"’* 'V F,^, ) = h'(A.(/-i-A/) /F(m -A/)).
Для краткости запишем эти соотношения в виде 

wiX{t ) / r{ t ) )=wiX{t ) / t )
и н’(Х,(/ + A/)/F(r  + А/) )  = w(X.(/ + A/)/(/  + A/),

Пусть X̂ t + At) = X. Тогда с учетом (2) выражение (8) 
примет вид
w(A.,/r + A 0  = {w(A. , /0F’( r„^,  Д ,  )P{X^/X^ ,г„^, )+  

+ w{Xjl t )P{r„^,IX^  )7’ ( Х , /A.J ,г„^, )}х 

x{w (A. , / / ) / ’ ( r „ „ / A . , ) / > ( X , / A . , , r „ „ )  +

+ wi X , / t ) P { r „ ^ , / X , ) P i X , / X , ) +
+ н - ( Х , / / ) / > ( г „ , , Д . ) Р ( Х , Д , , г „ , , ) +

+ w i X , / t ) P i r „ ^ , / X , ) P { X , / X , ) } - ' . (9)
Пусть г„н-1=0- Тогда с учетом формул (3) выраже­

ние (9) с точностью до членов порядка о(А/) малости 
примет вид

w{X^/t + At)  =
W ( А., / / ) + [  -  X,, W ( А,, / / ) + р W ( А, 2/ / )  ] А /+ о ( А/ )  

l - [ X | w ( X , /^) + A.2w (X2//)] '^^ + о (А/)  
Производя преобразования в этом уравнении и пере-
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ходя к  пределу при Д/->0 с учетом того, что wQ^lt) = 
= 1 -  w(X,i//), получаем

-(Я,-Д,)н-(Л,/0[1->^(Я,//)]. (10)
Пусть г„ +1 = 1. Это означает, что на ингфвале (г, г + Д/) 

наступило собьпие. С учетом формул (3) выражение (9) с 
точностью до членов порядка о(Дг) малости запишется так: 

w(>., / /  + Д/)={А,| ,  ( 1 - p ) w ( A . , / / ) +

+ Д/[Х,* ( 1 - ;?)и' (Я, , / / )  + Х ,Р и ' (Х2/г ) ]+о(Д/)}х  

х {А,,и' (А.,/г) + Я,2И'(А,2/г) -

-  Д/ [я ,^и ' (Х, / / )+Х ,2^ (Х2/г ) ]+о (Д /)}  ' .

Переходя к пределу при Д/->0, находим
w(X.| //  + 0 ) = l i m w ( X , / /  + Д / ) =  

д»-*о ' '
( 1 - р ) и ' ( Я , , / Г - 0 )

X , w ( X , | / / - 0 ) + X j i i ' ( X . 2 / r - 0 )
Случаи, когда г„ +1 ^  2, в силу ординарности потока 

событий не рассматриваются. Решая дифференциаль­
ное уравнение (10), находим явный вид искомой апо­
стериорной вероятности для р = Я,] -

w(X. , / r)=

^ (я .,/? ;  ) + ( я , , - я , 2  ) [ i - w ( x. , / t; ) ] ( / - ? ; )

а также для случая р Я.] -  Я-г:

ТУ, [и’2-и'(Я,, /Т; ) ] - и /2 [уу,-1у(Х,/7; ) ] е х р { - ( / - ? '  ) (Я. ,-Я.2 )}

где

 ̂ ) ] е х р { - ( / - / ;  )(Х, -Я,2 ) (W2-W,  )}

Ч 'С Я .! /Г |  ) =  Я ]  ( / , - , / (  ) ,  l i  =  l i  +  T ,

(Х| —X j + P)—(я,, —Я.2 —Р)г

. ( 12)

(13)

w. = -

2 ( Х , - Х 2 )

(Х|  — Х2 + Р ) + ( Х | —X 2 ~ P ) i

2 ( Х , - Х 2 )
Алгоритм расчета вероятностей w(Xi/0 и и^Хг//) в 

стационарном режиме (т.е. когда поток событий функ­
ционирует уже бесконечно долго) выглядит так.

Ш аг 1: в момент начала наблюдения Го в качестве 
начального значения w(X 1 /^0 ) выбирается финаль­
ная вероятность Я] = p/(pXi + Р).

Ш аг 2: по формулам (12) или (13) вычисляется ве­
роятность w (^i/0 в любой момент t > to ч вероятность 
yvikilf) = 1 -  w{k\lt). По тем же формулам в момент Г|

w(XM)

наступления события вычисляется значение w(Xi/ri)=
==w(Xi//i -  0).

Шаг 3: по формуле (11) вычисляется значение 
w{kilt\ +  0) = 9, т.е. начальное значение для вероят­
ности Я](/, / |)  на интервале мертвого времени (/[, /] + 7].

Шаг 4: по формуле (1) вычисляется Я)(г, /О в любой 
момент времени t на интервале (ti, t\ + 7]. По этой же 
формуле вычисляется Я1(/1 +  Г, t{), т.е. начальное зна­
чение для w(Xi/0 на отрезке (/j + Г, /2I. где /2 -мом ент 
наступления второго события.

Шаг 5: по формулам (12) или (13) вычисляется ве­
роятность w(Xi/0 и wQ^ilt) на отрезке (Г] + Т, /2] и т.д.

Проведены статистические испытания на ЭВМ пред­
ложенного алгоритма оценивания. Графики рис. 1 и 2 
показывают поведение апостериорной вероятности для 
некоторых наборов параметров.
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w(kM

Рис. 2. Поведение апостериорной вероятности для Г=  1,0 
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