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В работе исследуется задача получения высоких нижних оценок различных мер
сложности реализации функций многозначной логики из замкнутых классов над бес-
конечными базисами, порождающими эти классы. Под базисом понимается любая по-
рождающая система, не обязательно полная и не обязательно минимальная по вклю-
чению. Бесконечным базисом называется базис, содержащий функции, существенно
зависящие от сколь угодно большого числа переменных.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №14-01-00598-а) и Программы фундаменталь-
ных исследований ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные методы математической кибернети-
ки и информационные системы нового поколения» (проект «Задачи оптимального синтеза управля-
ющих систем»).
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В качестве основного модельного класса управляющих систем рассматриваются
формулы [1], однако в некоторых случаях рассуждения проводятся и для схем из
функциональных элементов [2]. В качестве мер сложности рассматриваются глубина
и собственно сложность. Переменные и константы для удобства также будем считать
формулами (будем называть их тривиальными). Под сложностью формулы понимает-
ся количество символов переменных и констант, входящих в формулу, под сложностью
схемы из функциональных элементов (далее просто схемы) — число функциональных
элементов в ней. Понятие глубины D(F ) формулы F определим индуктивно. Если
формула F тривиальная, то D(F ) = 0, а если F = G(F1, . . . , Fm), где G—некото-
рая функция, то D(F ) = maxD(Fi) + 1, где максимум берётся по всем i = 1, . . . ,m.
Сложностью LФ

B(f) функции f при реализации формулами над базисом B называ-
ется минимальная сложность формулы над базисом B, реализующей эту функцию.
Аналогично определяются сложность LСФЭ

B (f) функции f при реализации схемами над
базисом B и глубина функции DB(f) (понятие глубины функции не отличается для
случаев реализации схемами и формулами). Функцией Шеннона LФ

B(n) назовём макси-
мальную сложность реализации формулами над базисом B функций от n переменных
из замыкания [B] базиса B. Аналогично определим функцию Шеннона LСФЭ

B (n) слож-
ности реализации функций из класса [B] схемами над базисом B и функцию Шеннона
глубины DB(n) реализации функций из класса [B] над базисом B.

Асимптотика роста функций Шеннона LСФЭ
B (n), LФ

B(n) и DB(n) над произволь-
ным полным конечным базисом булевых функций установлена О.Б. Лупановым [3 – 5].
Для всякого конечного полного базиса B функция Шеннона LСФЭ

B (n) сложности реа-
лизации булевых функций схемами над этим базисом при n → ∞ растёт по порядку
как 2n/n, сложности реализации формулами LФ

B(n) —как 2n/log n, а функцияШеннона
глубины DB(n) —как n.

При переходе от конечного полного базиса к бесконечному полному базису буле-
вых функций порядки роста введённых функций Шеннона понижаются. Из резуль-
татов О.Б. Лупанова непосредственно следует, что для любых полных базисов B1

и B2, где B1 —конечный, а B2 — бесконечный, справедливы соотношения LСФЭ
B2

(n) =
= o(LСФЭ

B1
(n)), LФ

B2
(n) = o(LФ

B1
(n)), DB2(n) = o(DB1(n)). На самом деле, О.М. Касим-

Заде установлено [6, 7], что при переходе от конечных к бесконечным полным бази-
сам булевых функций порядок роста функций Шеннона LСФЭ

B (n) и DB(n) меняется
качественно: в случае бесконечных базисов LСФЭ

B (n) растёт по порядку как 2n/2 или
медленнее, аDB(n) имеет порядок роста не больше log n. В случае реализации функций
k-значной логики при k > 3 для функции Шеннона глубины при переходе от конечных
полных к бесконечным полным базисам имеет место аналогичное понижение порядка
роста. Для любого конечного базиса B функций k-значной логики (k > 3) функция
Шеннона глубины DB(n) при n → ∞ растёт по порядку как линейная функция (для
этого случая также известна асимптотика [8]). Для бесконечных базисов многозначной
логики известно [9], что функция Шеннона глубины DB(n) растёт по порядку не быст-
рее, чем log n. Стоит отметить, что при переходе от конечных базисов, порождающих
замкнутые классы булевых функций, к бесконечным может также иметь место анало-
гичный эффект понижения порядков роста соответствующих функций Шеннона (см.,
например, [10]). Однако, к примеру, для класса линейных функций и в случае конеч-
ного, и в случае бесконечного базиса, порождающего этот класс, функция Шеннона
сложности реализации формулами растёт по порядку как n.

В связи с этим возникает вопрос о возможности получения высоких нижних оце-
нок сложности (для всех трёх мер) над бесконечными базисами, аналогичных извест-
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ным [11 – 13] высоким нижним оценкам сложности в конечных неполных базисах функ-
ций k-значной логики, k > 3.

Стоит отметить, что в случае булевых функций все замкнутые классы конечно-
порождённые. Это значит, что любой бесконечный базис будет избыточным и из него
можно выделить конечную подсистему, порождающую тот же замкнутый класс. Сле-
довательно, порядок роста при переходе от конечного базиса булевых функций к беско-
нечному не может увеличиться. В случае же функций многозначной логики ситуация
иная. Существуют примеры замкнутых классов, не имеющих конечного базиса [14],
что даёт дополнительные возможности для получения высоких нижних оценок в бес-
конечных базисах по сравнению с оценками в конечных базисах.

Покажем, как для произвольного конечного множества A функций k-значной логи-
ки и произвольной последовательности функций ζn из класса [A] построить бесконеч-
ный базис B функций (k+2)-значной логики и предъявить последовательность функ-
ций {ηn} из класса [B], для которых справедливы равенства LСФЭ

A (ζn) = LСФЭ
B (ηn),

LФ
A (ζn) = LФ

B(ηn), DA(ζn) = DB(ηn).
Пусть Ek = {0, . . . , k − 1}; A = {ϕ1(x1, . . . , xi1), . . . , ϕm(x1, . . . , xim)}—конечная си-

стема функций k-значной логики, а ζ1(x1), ζ2(x1, x2), . . . , ζn(x1, . . . , xn), . . .—последова-
тельность функций k-значной логики. Рассмотрим следующие функции (k+2)-значной
логики:

ψi(x1, . . . , xli) =

{
ϕi(x1, . . . , xli), если x1, . . . , xli ∈ Ek,
k в остальных случаях;

ηn(x1, . . . , xn) =

{
ζn(x1, . . . , xn), если x1, . . . , xn ∈ Ek,
k в остальных случаях;

µn(x1, . . . , xn) =

{
k, если x1 = k + 1, . . . , xn = k + 1,

k + 1 в остальных случаях,

где i ∈ {1, . . . ,m}; n ∈ N.
Пусть B = {ψ1, . . . , ψm, µ1, µ2, . . .}, B′ = {ψ1, . . . , ψm}. Покажем, что все рассмат-

риваемые меры сложности реализации функций ζn над базисом A равны соответству-
ющим мерам сложности реализации функций ηn над базисом B.

Если в некоторой формуле над системой B для некоторого n есть хотя бы один
элемент вида µn, то очевидно, что такая формула на всех наборах переменных может
принимать только значения k и k + 1. В то же время функции ηn при некоторых зна-
чениях переменных принимают значения, отличные от этих двух. Значит, сложность
реализации функций ηn над системой B не изменится, если из этой системы убрать
функции µn (тем самым получив систему B′).

Возьмем формулу над системой A, реализующую функцию ζn(x1, . . . , xn), и для
всех i ∈ {1, . . . ,m} заменим в ней все вхождения функций ϕi(A1, . . . , Ali) на функции
ψi(A1, . . . , Ali) (A1, . . . , Ali —формулы). Очевидно, что мы получим формулу над систе-
мой B′, реализующую функцию ηn(x1, . . . , xn). И наоборот, если заменить все функции
ψ1, . . . , ψm на функции ϕ1, . . . , ϕm, то из формулы, реализующей функцию ηn, получим
формулу, реализующую функцию ζn. Таким образом, доказаны следующие соотноше-
ния: LФ

A (ζn) = LФ
B(ηn), DA(ζn) = DB(ηn). Аналогичным рассуждением получаем, что

LСФЭ
A (ζn) = LСФЭ

B (ηn).
Стоит отметить, что класс, порождённый построенным базисом B, является конеч-

но-порождённым. Однако не представляет особой трудности привести аналогичный
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пример класса, не имеющего конечного базиса (возможно, с увеличением значности
логики ещё на единицу). Для этого достаточно в качестве функций µn взять аналог
функций из примера в [14].

Если в качестве A взять систему функций k-значной логики из [13], то приведённым
способом будет построен бесконечный базис, сложность реализации некоторой после-
довательности функций над которым растёт сверхэкспоненциальным образом. Более
точно, для соответствующей последовательности {ηn} функций (k+2)-значной логики
справедливо равенство LФ

B(ηn) = (n+ 1) · 2n((k−3)n−(k−4)n) − n, где функция ζn зависит
от n + 1 переменной. В этом же примере для глубины верна следующая формула:
DB(ηn) = (k − 3)n − (k − 4)n + n− 1. Если же взять в качестве A систему функций
трёхзначной логики из [11], то для сложности соответствующей функции пятизначной
логики ηn в бесконечном базисе B справедливо равенство LСФЭ

B (ηn) = 2C
[n/2]
n − 1.

Недостаток приведённого метода в том, что порождающую систему можно разде-
лить на две практически не связанные части: одна доставляет необходимую оценку, а
вторая обеспечивает бесконечность системы. Это делает систему сильно искусствен-
ной. Построим пример бесконечной системы функций с высокими нижними оценками
сложности, лишённый этого и некоторых других недостатков. Для этого определим
два базиса функций k-значной логики (k > 5): конечный A и бесконечный B, удовле-
творяющие следующим условиям:

1) [A] = [B] (и, следовательно, класс [B] конечно порождён);
2) функции Шеннона глубины и сложности реализации формулами в этих базисах

асимптотически равны (и растут соответственно экспоненциально и сверхэкс-
поненциально);

3) каждая функция базисаB используется хотя бы в одной минимальной формуле,
реализующей функцию, на которой достигается значение функций Шеннона.

Для описания такого примера сначала рассмотрим пример из работы [13]. Обозна-
чим через En

k (n > 1) множество всех наборов (α1, . . . , αn), таких, что α1, . . . , αn ∈ Ek, а
черезQn множество всех наборов из En

k , состоящих только из символов 3, . . . , k−1, при-
чём хотя бы один символ 3 должен быть обязательно. Определим функции k-значной
логики λ(x, y), µ(x, y, z), ϕm(x, y) и ζn(y, x1, . . . , xn), где m ∈ {3, . . . , k − 1}, n ∈ N,
следующим образом:

λ(x, y) =





0, если x = 0, y = 2,

1, если x = 0, y = 3 или если x = 1,

2 в остальных случаях;

µ(x, y, z) =

{
λ(x, z), если x = y,

2 в противном случае;

ϕm(x, y) =

{
3, если x = 3, y = m,

2 в остальных случаях;

ζn(y, x1, . . . , xn) =





0, если y = 0, (x1, . . . , xn) /∈ Qn,

1, если y = 0, (x1, . . . , xn) ∈ Qn или если y = 1,

2 в остальных случаях.

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 1 [13]. Пусть B = {µ, ϕ3, . . . , ϕk−1, 2}, n > 1, k > 4. Тогда для функции
k-значной логики ζn справедливо равенство

LФ
B(ζn) = (n+ 1) · 2n((k−3)n−(k−4)n) − n.

При доказательстве этой теоремы в [13] установлено, что любая формула F , реа-
лизующая функцию ζn, устроена строго определённым образом, а именно: формула F
получается из некоторой формулы

G = λ(λ(. . . λ(λ(y, Z1), Z2), . . .), ZN), (1)

где Z1, . . . , ZN —формулы над B; N —натуральное, заменой всех подформул вида
λ(A,B) формулами µ(A,A,B). Во всех минимальных формулах над базисом B, реали-
зующих функцию ζn, подформулы Zi также устроены строго определённым образом:
они все имеют вид ϕm1(. . . ϕms(Hs+1, Hs), . . . , H1), где H1, . . . , Hs+1 —различные пере-
менные из множества {x1, . . . , xn}; каждая переменная из этого множества встречается
в формуле Zi как минимум один раз. Кроме того, установлено, что количество N та-
ких подформул Zi в формуле, реализующей функцию ζn, удовлетворяет соотношению
N > (k − 3)n − (k − 4)n.

Особенности строения формул, описанные выше, поясним, приведя ряд свойств
формул над базисами B и A из работы [13], где A = B ∪ {λ(x, y)}. Для этого введём
следующие определения и обозначения.

Пусть F (y, x1, . . . , xn) —некоторая формула над A. Поставим в соответствие фор-
муле F дерево T с корнем v∗, в котором висячим вершинам приписаны символы из
множества {x1, . . . , xn, y, 2}. Между вершинами дерева T и подформулами формулы F
естественным образом устанавливается взаимно однозначное соответствие, в частно-
сти, корневой вершине v∗ соответствует формула F , главным подформулам форму-
лы F — вершины, смежные с корневой, и так далее, висячим вершинам— выражения
вида xi, y или 2, 1 6 i 6 n. Если A—некоторая подформула формулы F , а v—неко-
торая вершина дерева T , то через vA будем обозначать вершину дерева T , соответ-
ствующую подформуле A, а через Av —подформулу формулы F , соответствующую
вершине v.

Раскрасим рёбра и вершины дерева T в белый, чёрный и зелёный цвета следующим
образом. Пусть A—некоторая нетривиальная подформула формулы F . Если она име-
ет вид A = λ(B,C), где B,C —формулы над A, то раскрасим ребро (vA, vB) в белый
цвет, а ребро (vA, vC) в чёрный. Если A—формула вида A = µ(B,C,D), где B,C,D—
формулы, то раскрасим рёбра (vA, vB), (vA, vC) в белый цвет, а ребро (vA, vD) в чёрный.
И наконец, если A—формула вида ϕm(B,C), где B,C —формулы, m ∈ {3, . . . , k − 1},
то раскрасим ребро (vA, vB) в чёрный цвет, а ребро (vA, vC) в зелёный. Корень v∗ де-
рева T раскрашивается в белый цвет. Вершина v, отличная от корня, раскрашивается
в белый цвет, если все рёбра цепи, соединяющей корень v∗ дерева T с вершиной v, рас-
крашены в белый цвет. Вершина v раскрашивается в чёрный цвет, если все рёбра цепи,
соединяющей корень v∗ дерева T с вершиной v, раскрашены в белый или чёрный цвет,
причем чёрные есть обязательно. Все остальные вершины раскрашиваются в зелёный
цвет. Будем говорить, что подформула формулы F белого, чёрного или зелёного цвета,
если сопоставленная ей вершина дерева T раскрашена в белый, чёрный или зелёный
цвет соответственно. Обозначим через V (F ) множество всех висячих вершин дерева T ,
раскрашенных в белый цвет, а через W (F ) —множество символов, соответствующих
вершинам из V (F ). Очевидно, что имеет место соотношение W (F ) ⊆ {x1, . . . , xn, y, 2}.
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Нетрудно получить (аналогично [15]) следующие свойства формулы F :
1. Для любой белой подформулы A формулы F и любых наборов α, β ∈ En+1,

таких, что F (α) = 0, A(β) = 2, выполняются соотношения A(α) = 0, F (β) = 2.
2. Пусть формула F реализует функцию ζn(y, x1, . . . , xn), A—произвольная белая

подформула формулы F , β = (β0, . . . , βn) —произвольный набор из En+1. Тогда
выполняются следующие соотношения:
а) W (F ) = {y};
б) если A(α) = 0, то α0 = 0;
в) если β0 = 1, то A(β) = 1;
г) формула A имеет вид λ(B,C) или µ(B,C,D), где B,C,D—формулы.

Теперь зафиксируем некоторое k и построим базис C ⊆ Pk (где Pk —множество
функций k-значной логики). Для этого возьмём базис B ⊆ Pk и для всех натураль-
ных n для всех минимальных формул над B для функций ζn для всех подформул Zi
из (1) добавим в базис функции, реализуемые формулами Zi (то есть все функции вида
ϕm1(. . . ϕms(Hs+1, Hs), . . . , H1), где H1, . . . , Hs+1 —различные переменные из множества
x1, . . . , xn). Получается, что бесконечный базис C порождает тот же замкнутый класс,
что и базис B, и при реализации функций ζn каждая функция базиса используется
хотя бы в одной минимальной формуле (минимальные формулы в базисе C— это те же
самые формулы, которые являются минимальными в базисе B, с возможной заменой
подформул над {ϕ3, . . . , ϕk−1} имеющейся в базисе функцией их суперпозиции), при
этом формулы всё так же имеют описанные выше особенности строения. Это значит,
что справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть C— описанный выше бесконечный базис, n > 1, k > 4. Тогда
для функции k-значной логики ζn справедливо равенство

LФ
C (ζn) = (n+ 1) · 2n((k−3)n−(k−4)n) − n.

Отметим, что для глубины рассматриваемых функций можно записать соответ-
ствующие соотношения:

DB(ζn) = (k − 3)n − (k − 4)n + n− 1,

DC(ζn) = (k − 3)n − (k − 4)n + 1.

Кроме того, в замкнутом классе [B] = [C] функции Шеннона глубины и сложно-
сти реализации формулами над базисом B асимптотически равны соответствующим
функциям Шеннона для формул над базисом C. Поясним этот факт.

Сначала отметим несколько очевидных свойств формул над базисом B:
1) если в некоторой формуле функция µ подаётся на вход функции ϕm для неко-

торого m, то при замене этой функции µ константой 2 реализуемая формулой
функция не изменится;

2) если в некоторой формуле функция ϕm для некоторого m подаётся на вход
функции µ не в качестве последнего аргумента, то при замене этой функции ϕm
константой 2 реализуемая формулой функция не изменится;

3) для произвольных формул A и B справедливы равенства

ϕm(A, 2) = ϕm(2, A) = 2, µ(2, A,B) = µ(A, 2, B) = 2.

Таким образом, для всех функций из класса [B] минимальные формулы могут
иметь один из следующих видов: константа 2; формула над системой {ϕ3, . . . , ϕk−1};
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формула, в которой все чёрные подформулы имеют один из двух предыдущих видов,
а каждая белая подформула либо имеет вид µ(A,B,C), где A,B,C —формулы, либо
является переменной.

Аналогичные свойства справедливы и для базиса C (мы добавили в базис только
комбинации уже имеющихся функций), и минимальные формулы также имеют один из
вышеперечисленных видов (с поправкой на то, что наряду с функциями {ϕ3, . . . , ϕk−1}
присутствуют и их суперпозиции). Это значит, что для любой функции из класса [B]
по любой её минимальной формуле над базисом C очевидным образом получается
минимальная формула для этой же функции над базисомB. Поскольку с точки зрения
функции Шеннона нас, очевидно, интересуют функции третьего вида, можно сделать
вывод, что асимптотика функций Шеннона в базисах B и C одинакова.

Таким образом, приведён пример конечно-порождённого класса, а также конечного
и бесконечного базисов, его порождающих, для которых совпадают асимптотики роста
функций Шеннона глубины и сложности реализации формулами.

Теперь построим замкнутые классы функций многозначной логики, не являющиеся
конечно-порождёнными, в которых для всех типов рассматриваемых функций Шенно-
на при соответствующем выборе базиса (очевидно, бесконечного) справедливы нижние
оценки с более высоким порядком роста, чем у известных [11 – 13] соответствующих
нижних оценок в случае конечно-порождённых классов.

Пусть ϕ(x) —функция трёхзначной логики, принимающая значение 1 при x = 2
и значение 0 в остальных случаях; Ω(x̃) — отображение из En

3 в En
2 , которое набору

(x1, . . . , xn) сопоставляет набор (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)); α̃—набор из En
2 . Определим функ-

цию λ3α̃(y, x1, . . . , xn) из P3 следующим образом:

λ3α̃(y, x1, . . . , xn) =

{
0, если y = 0 и Ω(x̃) 6= α̃, или если y = 2,

1, если y = 1, или если y = 0 и Ω(x̃) = α̃.

Покажем, что для формул специального вида справедливы определённые свойства.
1. Пусть формула F выглядит следующим образом: F = λ3α̃(A0, . . . , An), где

A0, . . . , An —формулы, и для некоторого i ∈ {1, . . . , n} формула Ai имеет вид Ai =
= λ3

β̃
(B0, . . . , Bl). Тогда при замене формулы Ai на константу 0 функция, реализуемая

формулой F , не изменится.
Действительно, формула Ai принимает значения 0 и 1. При этом равенство ϕ(xi) =

= αi выполняется при xi = 1 тогда и только тогда, когда оно выполняется и при xi = 0.
Значит, при замене формулы Ai константой 0 значение формулы F не изменится.

2. Пусть формула F = λ3α̃(0, xi1 , . . . , xim), где i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}, реализует кон-
станту 0. Тогда верно равенство λ3α̃(λ3

β̃
(A0, . . . , Al), xi1 , . . . , xim) = λ3

β̃
(A0, . . . , Al), где

A0, . . . , Al —формулы.
Действительно, если на некотором наборе формула λ3

β̃
(A0, . . . , Al) принимает зна-

чение 1, то и формула λ3α̃(λ3
β̃
(A0, . . . , Al), xi1 , . . . , xim) также принимает значение 1.

Если на этом наборе формула λ3
β̃
(A0, . . . , Al) равна нулю, то в силу тождества

λ3α̃(0, xi1 , . . . , xim) ≡ 0 имеем λ3α̃(λ3
β̃
(A0, . . . , Al), xi1 , . . . , xim) = 0 на этом наборе. Зна-

чение 2 ни одна из этих формул принимать не может.
Пусть R2 =

⋃
n∈N

En
2 . Из свойства 1 следует, что в семействе формул над базисом,

состоящим из константы 0 и функций λ3α̃, где α̃ ∈ R2, в минимальных по сложности
фомулах все подформулы могут иметь нетривиальные подформулы только в качестве
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первого аргумента, то есть в таких базисах все минимальные формулы «вытянуты
в цепочку».

Определим функции трёхзначной логики ζ3n(x1, . . . , xn), n > 1, следующим образом.
Функция ζ3n принимает значение 0, если среди её аргументов чётное количество двоек,
и значение 1, если нечётное. Рассмотрим неполный бесконечный базис A = {0} ∪ {λ3α̃ :
α̃ ∈ R2}. Докажем следующее утверждение.

Теорема 3. Для функции трёхзначной логики ζ3n, n > 1, выполняется равенство

DA(ζ3n) = 2n−1.

Доказательство. Сначала отметим, что ζ3n ∈ [A]. В процессе доказательства
формула над A, реализующая указанную функцию, будет естественным образом по-
лучена.

Пусть формула F реализует функцию ζ3n. Если у некоторой её подформулы есть
нетривиальные подформулы не в качестве первого аргумента, то заменим их на кон-
станту 0. Согласно свойству 1, реализуемая формулой функция от этого не поменяется,
а глубина и сложность не увеличатся. В дальнейшем считаем, что у всех подформул
все аргументы, кроме первого, тривиальны.

Итак, формула F имеет вид

F = λ3α̃1
(A1,0, A1,1, . . . , A1,m1),

A1,0 = λ3α̃2
(A2,0, A2,1, . . . , A2,m2),

. . . (2)
Ad−1,0 = λ3α̃d

(Ad,0, Ad,1, . . . , Ad,md
),

где A1,1, . . . , A1,m1 , . . . , Ad,1, . . . , Ad,md
и Ad,0 — тривиальные формулы.

Из определения функций λ3α̃ следует, что если на некотором наборе формула Ai,0
(i ∈ {1, . . . , d}) принимает значение 1, то и формула F на нём также принимает зна-
чение 1. Из определения также следует, что если на некотором наборе формула F
принимает значение 0, то и для всех i ∈ {1, . . . , d− 1} формулы Ai,0 также принимают
значение 0.

Пусть формула Ad,0 имеет вид xi для некоторого i. Тогда на наборе (1, 1, . . . , 1)
функция ζ3n(x1, . . . , xn) принимает значение 0, а формула F — значение 1. Следова-
тельно, Ad,0 представляет из себя константу 0.

Рассмотрим формулы B1 = λ3α̃1
(0, A1,1, . . . , A1,m1), . . . , Bd = λ3α̃d

(0, Ad,1, . . . , Ad,md
).

Если какая-нибудь из них реализует константу 0, то, согласно свойству 2, можно
удалить соответствующую ей подформулу из «цепочки» (2). При этом реализуемая
функция не изменится, глубина формулы не увеличится, а сложность уменьшится.
Проделаем такую операцию со всеми подформулами, реализующими ноль. Далее бу-
дем считать, что все формулы Bi не реализуют константу 0, а значит, равны единице
на некотором наборе (значения 2 они принимать не могут). Для формулы Bi обозна-
чим такой набор σ̃i. Заметим, что в силу показанных ранее соотношений формула F
на всех наборах σ̃i (i = 1, . . . , d) принимает значение 1.

Пусть найдутся такие числа i и j, что в формулу Bi не входит переменная xj
(i ∈ {1, . . . , d}, j ∈ {1, . . . , n}). Тогда в наборе σ̃i заменим j-ю компоненту: если она
равнялась двум, то заменим её нулём, а если нет, то заменим её двойкой. В результате
получим набор σ̃′i. С одной стороны, у этого набора и у набора σ̃i разная чётность
количества двоек, и, следовательно, функция ζ3n принимает на них разные значения.
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С другой стороны, эти наборы отличаются только в j-й компоненте. А так как пере-
менная xj не входит в формулу Bi, то Bi(σ̃i) = Bi(σ̃

′
i). Значит, Bi(σ̃

′
i) = 1 и F (σ̃′i) = 1.

Полученное противоречие показывает, что во всех формулах Bi присутствуют все пе-
ременные x1, . . . , xn в качестве подформул.

Согласно определению функции λ3α̃, все наборы, на которых Bi принимает значе-
ние 1, отображением Ω переводятся в один и тот же набор из P2 (если переменные
упорядочены и встречаются по одному разу, то этот набор— α̃). Рассмотрим все на-
боры, на которых функция ζ3n принимает значение 1. При отображении Ω эти наборы
перейдут в 2n−1 наборов из P2. Принимая во внимание то, что для равенства форму-
лы F единице на некотором наборе необходимо, чтобы на этом наборе хотя бы одна
из формул Bi принимала значение 1, получаем, что количество d формул Bi удовле-
творяет неравенству d > 2n−1.

В качестве примера формулы глубины 2n−1, реализующей функцию ζ3n, можно
привести следующую: m1 = . . . = md = n, Ai,j = xj для всех i ∈ {1, 2, . . . , d},
j ∈ {1, 2, . . . , n}, α̃1, . . . , α̃d — это все наборы длины n с чётным количеством единиц.

Заметим также, что сложность реализации функции схемами над некоторым бази-
сом не меньше глубины этой функции над этим базисом. Поэтому приведённая выше
формула доставляет пример минимальной схемы над базисом A для функции ζ3n, т. е.

LСФЭ
A (ζ3n) = 2n−1,

причём полученное значение сложности превосходит максимальные нижние оценки,
известные [11] для случая конечных базисов.

Покажем теперь, как на основе этого примера построить бесконечный базис в P4

и последовательность функций, сложность реализации которых формулами над этим
базисом растёт сверхэкспоненциально (и быстрее известных рекордных высоких оце-
нок для случая конечно-порождённых классов P4).

Пусть ϕ(x) —функция четырёхзначной логики, принимающая значение 1 при x = 2
и значение 0 в остальных случаях; Ω(x̃) — отображение из En

4 в En
2 , которое набору

(x1, . . . , xn) сопоставляет набор (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)); α̃—набор из En
2 . Определим функ-

ции λ4α̃(y, x1, . . . , xn) и µα̃(x1, . . . , xn+2) из P4 следующим образом:

λ4α̃(y, x1, . . . , xn) =

{
λ3α̃(y, x1, . . . , xn), если (y, x1, . . . , xn) ∈ En

3 ,

3 иначе;

µα̃(x1, . . . , xn+2) =





3, если xi = 3 для некоторого
i ∈ {1, . . . , n+ 2}, или если x1 6= x2,

λ4α̃(x2, . . . , xn+2) иначе.

Определим последовательность функций четырёхзначной логики ζ4n(x1, . . . , xn),
n > 1, следующим образом. Если среди аргументов функции есть хотя бы одна трой-
ка, то она принимает значение 3. Если же нет, то функция ζ4n принимает значение 0,
если среди её аргументов чётное количество двоек, и значение 1, если нечётное. Рас-
смотрим неполный бесконечный базис A = {0} ∪ {µα̃ : α̃ ∈ R2}. Докажем следующее
утверждение.

Теорема 4. Для функции четырёхзначной логики ζ4n, n > 1, верно равенство

LФ
A (ζ4n) = 22n−1 − 1.
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Доказательство. Отметим, что функция ζ4n лежит в замыкании системы A, и
соответствующая формула для неё будет построена в процессе доказательства.

Очевидно, что если каждая переменная участвует в построении формулы, то усло-
вие равенства формулы тройке на всех наборах, содержащих тройку, выполняется
всегда. Заметим также, что если какая-то подформула на некотором наборе прини-
мает значение 3, то и вся формула на этом наборе также принимает значение 3. Это
следует из определения функций µα̃.

Пусть F —формула над A, реализующая функцию ζ4n(x1, . . . , xn). Преобразуем фор-
мулу F без увеличения её сложности и глубины и одновременно построим по фор-
муле F формулу G специального вида. Изначально возьмём G = F . Пусть форму-
ла F имеет вид A = µα̃(A1, . . . , An+2) (для некоторого α̃). На всех наборах, не содер-
жащих троек, формулы A1 и A2 принимают одинаковые значения. Пусть без огра-
ничения общности LФ

A (A1) > LФ
A (A2). Тогда в формуле F заменим A выражением

µα̃(A2, A2, . . . , An+2), а в формуле G— выражением λ4α̃(A2, . . . , An+2). На наборах, не
содержащих троек, значения формул от такой замены не поменяются. Далее прове-
дём подобную замену для всех подформул формулы F (и соответственно G), затем для
всех их подформул, и так далее, пока формула G не перестанет содержать функции
вида µα̃ (для всех возможных α̃).

Теперь заметим, что поскольку получившиеся формулы на всех наборах, не содер-
жащих троек, принимают значения, равные значениям ζ4n на этих же наборах, и зна-
чения на этих наборах зависят от всех переменных, то в формулы F и G каждая пере-
менная входит в качестве подформулы. Это значит, что и на всех наборах, содержащих
тройки, значения получившихся формул и функции ζ4n также равны. При ограничении
на наборы без троек формула G реализует ранее определённую функцию трёхзначной
логики и, следовательно, её глубина не меньше чем 2n−1. Очевидно, что у формулы F
глубина такая же, а сложность удовлетворяет соотношению LФ

A (F ) = 2DA(F ) − 1.
Пример формулы G, для которой полученная оценка достигается, такой же, как

и в теореме 3. Формула F получается из неё тривиальной заменой λ4α̃(A1, . . . , An+1)
на µα̃(A1, A1, A2, . . . , An+1). Легко видеть, что построенная таким образом формула
реализует функцию ζ4n

Отметим, что установленный в теореме 4 рост сложности реализации последова-
тельности функций ζ4n формулами над бесконечным базисом A, порождающий замкну-
тый класс в P4, не имеющий конечного базиса, превосходит известную [12] рекордную
оценку сложности реализации последовательности функций над конечным базисом
в P4, имеющую вид

2C
[n/2]
n ([n/2] + 1)− [n/2].

Конструкции из доказательств теоремы 3 (для функций трёхзначной логики) и
теоремы 4 (для функций четырёхзначной логики) могут быть обобщены на случай
функций k-значной логики для бо́льших значений k. При k > 3, n > 1 можно приве-
сти пример замкнутого класса, не имеющего конечного базиса, и последовательности
лежащих в нём функций от n переменных, глубина (и сложность реализации схема-
ми) которых над некоторым бесконечным базисом, порождающим этот класс, равна
(k− 1)n−1. При k > 4, n > 1 можно привести пример замкнутого класса, не имеющего
конечного базиса, и последовательности лежащих в нём функций от n переменных,
сложность реализации формулами которых над некоторым бесконечным базисом, по-
рождающим этот класс, равна 2(k−2)n−1 − 1.
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