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(n,m) Функции с AIcomp(F ) = dn/2e Все функции из Fn2 в Fm2 Доля функций
(2,2) 168 256 0,65625
(3,2) 1344 65536 0,02051
(3,3) 10752 16777216 0,00064
(4,2) ≈ 108 4294967296 ≈ 0,02
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СВОЙСТВА p-ИЧНЫХ БЕНТ-ФУНКЦИЙ, НАХОДЯЩИХСЯ
НА МИНИМАЛЬНОМ РАССТОЯНИИ ДРУГ ОТ ДРУГА1

В.Н. Потапов

Доказано, что минимальное расстояние Хэмминга между двумя p-ичными бент-
функциями от 2n переменных равно pn в случае, когда число p простое. Число
p-ичных бент-функций на минимальном расстоянии от квадратичной бент-функ-
ции равно pn(pn−1 + 1) · · · (p+ 1)(p− 1) при p > 2.

Ключевые слова: бент-функция, расстояние Хэмминга, квадратичная форма.

Введение
Рассмотрим конечную абелеву группу G и векторное пространство V (G), состоящее

из функций f : G→ C, со скалярным произведением

(f, g) =
∑
x∈G

f(x)g(x).

Характерами называются гомоморфизмы группы G в мультипликативную группу по-
ля C, т. е. такие φ ∈ V (G), что φ(x + y) = φ(x)φ(y), для любых x, y ∈ G. Характеры
абелевой группы G образуют ортогональный базис в V (G). Если G = Znq , то для лю-
бого z ∈ Znq характер группы G определяется равенством φz(x) = ξ〈x,z〉, где ξ = e2πi/q

и 〈x, y〉 = x1y1 + . . . + xnyn mod q. Характерами прямой суммы двух групп являются
всевозможные попарные произведения характеров первой и второй группы. Посколь-
ку любая конечная абелева группа представляется в виде прямой суммы циклических
групп, характеры произвольной конечной абелевой группы являются произведениями
функций определённого выше вида.

Преобразованием Фурье функции из V (G) называется вектор коэффициентов в раз-
ложении по базису характеров. Нам будет удобнее определить преобразование Фурье

1Работа поддержана грантом РФФИ №13-01-00463.
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изометричным образом: f̂(z) = (f, φz)/|G|1/2. Тогда равенство Парсеваля принимает

вид ‖f‖ = ‖f̂‖ и справедлива формула обращения (̂f̂(x)) = f(−x). Носителем функ-
ции называется множество аргументов, на которых функция принимает ненулевые
значения supp(f) = {x ∈ G : f(x) 6= 0}. Доказательство следующего утверждения
имеется, например, в [1].

Утверждение 1 (принцип неопределённости). ПустьG—конечная абелева груп-
па, тогда

|supp(f)||supp(f̂)| > |G|. (1)

Причём равенство в формуле (1) достигается только для характеристических функ-
ций подгрупп с точностью до естественных преобразований, сохраняющих мощности
носителей функции и её фурье-образа.

Если p—простое число, то группу Znp можно рассматривать как n-мерное векторное
пространство над полем GF(p).

Следствие 1. Пусть G = Znp и p—простое число. Равенство в формуле (1) до-
стигается, если и только если f = cφzχ

Γ, где z ∈ G; c ∈ C—константа и χΓ — характе-
ристическая функция аффинного подпространства Γ в G.

Известно (см., например, [2, с. 33, лемма 1.1.26]) следующее равенство.
Утверждение 2 (тождество Саркара). Пусть p—простое число и Γ —линейное

подпространство в Znp . Тогда∑
y∈Γ

f̂(y) = pdim Γ−n/2 ∑
x∈Γ⊥

f(x).

Определим свёртку двух функций f, g ∈ V (G) равенством f∗g(z) =
∑
x∈G

f(x)g(z−x).

Из определения свёртки нетрудно получить известное равенство

f̂ ∗ g = |G|1/2f̂ · ĝ. (2)

1. Бент-функции
Для функций g : Znq → Zq определим преобразование Уолша—Адамара следу-

ющим образом: Wg(z) = ξ̂g(z). Функция f : Znq → Zq называется бент-функцией

(q-ичной), если |Wf (y)| = 1 для любых y ∈ Zn
q , или (что то же самое) ξ̂f · ξ̂f = I,

I —функция, всюду равная 1 [3 – 5]. Из (2) следует, что определение бент-функции эк-
вивалентно равенству ξf ∗ξf = |G|χ{0}. Отсюда непосредственно вытекает, что матрица
A = (az,y), где az,y = ξf(z+y), является обобщённой матрицей Адамара, как и матрица
H = (hz,y), где hz,y = ξ〈z,y〉. Нетрудно видеть, что невырожденные аффинные преобра-
зования аргументов бент-функции и прибавление аффинной функции не выводят из
класса бент-функций.

Бент-функция b называется регулярной, если найдётся функция b′ : Znq → Zq, удо-
влетворяющая равенству ξb′ = ξ̂b. Из формулы обращения следует, что b′ также явля-
ется бент-функцией. Известно следующее

Утверждение 3.

1)
q−1∑
j=0

ξkj = 0 при k 6= 0 (mod q);
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2) если q—простое, то ξ не является корнем многочлена степени меньше q − 1;
3) если q— степень простого числа, то алгебраическая система, полученная при-

соединением элемента ξ к полю рациональных чисел, является полем.

Из свойства 3 непосредственно получаем
Следствие 2. Если q— степень простого числа и n чётно, то все бент-функции

регулярны.

Для доказательства следствия нужно использовать то, что число |G|n/2 —целое и
линейная комбинация элементов поля содержится в поле.

В дальнейшем полагаем p простым, а n чётным. Из свойства 2 утверждения 3
можно получить

Следствие 3. Для любых двух p-ичных бент-функций b и b′ справедливо равен-
ство |supp(ξb − ξb′)| = |supp(ξ̂b − ξ̂b′)|.

Для доказательства следствия достаточно проверить, что имеется (p − 1)/2 раз-
личных чисел вида |ξi − ξj|2, i 6= j, которые независимы над полем рациональных
чисел.

Отсюда и из утверждения 1, а также следствия 1 имеем
Следствие 4. Расстояние Хэмминга между двумя бент-функциями, т. е. число

аргументов из Znp , на которых они различаются, не меньше pn/2. Если это расстояние
равно pn/2, то разность между ними равна cχΓ, где c ∈ Zp; Γ — аффинное подпростран-
ство размерности n/2.

Из утверждения 2 можно получить
Следствие 5. Если бент-функция b : Znp → Zp аффинна на аффинном подпро-

странстве Γ, то dim Γ 6 n/2.

Следствие 6. Если бент-функция b : Znp → Zp аффинна на аффинном подпро-
странстве размерности n/2, то найдётся ровно p−1 бент-функций, отличающихся от b
только на этом подпространстве.

Поскольку аффинные преобразования не выводят из класса бент-функций, при до-
казательстве следствия 6 достаточно рассматривать содержащие нулевой вектор гра-
ни Γ размерности n/2 и бент-функции, постоянные на этой грани. Из утверждения 2
видно, что если ξb постоянна на Γ, то и ξ̂b постоянна на Γ⊥ и принимает это же значе-
ние ξk, k ∈ Zp. Нетрудно видеть, что χΓ⊥ = χ̂Γ. Тогда сумма ξb + (ξm − ξk)χΓ, m ∈ Zp,
также является бент-функцией.

Следствия 4–6 при p = 2 доказаны в [6] (следствия 5 и 6 имеются в [7]). В дво-
ичном случае исследованы также возможные (не превышающие двух минимальных)
расстояния между двумя бент-функциями [8].

2. Число бент-функций на минимальном расстоянии от квадратичной
Квадратичная форма Q : (GF(q))n → GF(q) называется невырожденной, если её

ядро {x ∈ (GF(q))n : ∀y ∈ (GF(q))n (Q(y + x) = Q(y))} состоит из нуля. Линейное под-
пространство U в (GF(q))n называется тотально изотропным, если Q(U) = 0. Мак-
симальная размерность тотально изотропного подпространства называется индексом
ВиттаформыQ. При n = 2d максимальный индекс Витта невырожденной квадратич-
ной формы равен d. Все квадратичные формы максимального индекса Витта эквива-
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лентны (переводятся друг в друга невырожденным линейным преобразованием). Од-
ним из представлений такой формы являетсяQ0(v1, . . . , vd, u1, . . . , ud) = v1u1+. . .+vdud.

Нетрудно показать, что Q0 является бент-функцией (частным примером конструк-
ции Майорана —МакФарланда [5]). Известно (см., например, [9, p. 274, Lemma9.4.1])
следующее

Утверждение 4. Число тотально изотропных подпространств максимального

индекcа d = n/2 у квадратичной формы Q0 равно
d∏
i=1

(qd−i + 1).

Нетрудно видеть, что если форма Q0 аффинна на некотором аффинном подпро-
странстве, то она аффинна и на любом его смежном классе. При q > 2 если форма Q0

аффинна на некотором линейном подпространстве индекса d, то это подпространство
тотально изотропно. Таким образом, форма Q0 аффинна на всех смежных классах
тотально изотропных подпространств индекса d и не аффинна на других аффинных
подпространствах той же размерности.

Из утверждения 4 и следствия 6 имеем
Следствие 7. Пусть p—простое, p > 2. Тогда количество p-ичных бент-функций

от 2d переменных, находящихся на расстоянии pd от квадратичной формы Q0, равно
pd(pd−1 + 1) · · · (p+ 1)(p− 1).

В двоичном случае аналогичное утверждение доказано в [10]. В [11] доказано, что
максимальное количество близких соседних бент-функций имеется только у квадра-
тичной бент-функции. Можно предположить, что последнее свойство, характеризую-
щее квадратичные функции, остаётся верным для всех простых p > 2.
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ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ ДВОИЧНЫХ ФУНКЦИЙ,
ИМЕЮЩИХ ЗАДАННОЕ ЧИСЛО АФФИННЫХ СОМНОЖИТЕЛЕЙ

А.В. Черемушкин

Предлагается рекурсивный способ вычисления числа двоичных функций от n пе-
ременных, имеющих заданное число аффинных сомножителей, допускающий вве-
дение ограничений на вес или степень нелинейности функций.

Ключевые слова: двоичные функции, аффинная классификация, формула обра-
щения Мёбиуса.

1. Случай обычных функций
Пусть n > 0. Подсчитаем число двоичных функций от n переменных заданного

веса, имеющих аффинные сомножители. Функция f : Vn(2)→ {0, 1} имеет аффинные
сомножители, если найдутся такие функция l(x) = (x, a∗) ⊕ b, x ∈ Vn(2), 0 6= a∗ ∈
∈ Vn(2)∗ (Vn(2)∗ — сопряжённое пространство), b ∈ {0, 1} и функция h, что f = l · h.

Пусть k ∈ {0, . . . , n}. Обозначим через Fn(k) множество всех двоичных функций
от n переменных, имеющих ровно k аффинных сомножителей. Функцию f ≡ 0 не
включаем ни в одно из множеств Fn(k). Легко видеть, что выполняется равенство

Fn =
n⋃
k=0

Fn(k) ∪ {0}. (1)

Справедливы следующие свойства:
1. Множества Fn(k) при разных k не пересекаются, k = 0, . . . , n.
2. Множества Fn(k), k = 0, . . . , n, инвариантны относительно действия полной

аффинной группы AGL (n, 2) (и, следовательно, разбиваются на классы экви-
валентности относительно этой группы).

3. Каждую функцию f ∈ Fn(k) можно привести с помощью некоторого аффинно-
го преобразования к виду

h(x) = f(xQ⊕ b) = x1 . . . xkg(xk+1, . . . , xn), (2)

где g ∈ Fn−k(0).
4. Если k ∈ {0, . . . , n} и f ∈ Fn(k), то 1 6 ‖f‖ 6 2n−k, где ‖f‖— вес функции f .
5. Множество векторов, входящих в область истинности {a ∈ Vn(2) : f(a) = 1}

функции f вида (2), порождает смежный класс по подпространству размерно-
сти n− k.

Теорема 1. Пусть 1 6 k 6 n и функции f, h ∈ Fn(k) и g ∈ Fn−k(0) удовлетворяют
равенству (2). Тогда порядки групп инерции функций f , h и g в группе аффинных
преобразований связаны равенством

|AGL (n, 2)f | = |AGL (n, 2)h| = 2k(n−k)|GL (k, 2)| · |AGL (n− k, 2)g|. (3)




