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Предложен эвристический алгоритм решения систем псевдобулевых линейных
неравенств, являющийся модификацией алгоритма Балаша. Выход из тупиковой
точки производится с помощью техники выбора очередного состояния, как в алго-
ритме имитации отжига. Приводятся результаты экспериментального сравнения
предложенного алгоритма и упомянутых эвристик для решения случайных си-
стем линейных неравенств с использованием двух типов целевых функций— сум-
мы и максимума невязок неравенств решаемой системы. Экспериментально уста-
новлена бо́льшая эффективность предложенного алгоритма. Этот же алгоритм
был применён к решению систем линейных неравенств, описывающих линейный
регистр сдвига с булевой пороговой функцией выхода. Описывающая линейный
регистр сдвига система линейных неравенств характеризуется экспоненциальным
числом неравенств по отношению к длине выходной последовательности линейно-
го регистра сдвига. Описываются способы сокращения объёма указанной системы
линейных неравенств без сокращения длины выхода. Во всех исследованных слу-
чаях предложенный алгоритм находит решения системы линейных неравенств, не
всегда совпадающие с оригинальным решением.
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Рассмотрим следующую задачу (0-1)-целочисленного линейного программиро-
вания:

n∑
i=1

wi,jxi 6 tj, (1)

где wi,j, tj ∈ Z; xi ∈ {0, 1}; j = 1, . . . ,m.
Известно, что эта задача NP-полна и часто называется задачей решения целочис-

ленной системы линейных неравенств (СЛН) с булевыми неизвестными (такие нера-
венства также называют псевдобулевыми). В [1] приведены результаты эксперимен-
тального сравнения алгоритма Балаша [2] и имитации отжига [3] для решения слу-
чайных СЛН вида (1). Рассмотрим модификацию алгоритма Балаша, использующую
технику алгоритма имитации отжига для выхода из тупиковых точек. Для краткости
будем называть эту модификацию алгоритмом БИО и приведём ниже его псевдокод.

Алгоритм БИО
1) Выбрать случайно начальную точку x0 ∈ {0, 1}n. Положить i = 0.
2) Применить прямой проход алгоритма Балаша к xi и получить результат — ту-

пиковую точку y.
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3) Если y—решение (1), то закончить работу. В противном случае выбрать z из
окрестности S2(xi) в соответствии с правилами алгоритма отжига. Положить
i = i+ 1, xi = z.

4) Проверить критерии остановки и в случае невыполнения перейти на шаг 2.

Окрестность S2(xi) представляет собой шар радиуса 2 в смысле метрики Хемминга
с центром в точке xi. По сути шаг 3 является попыткой рандомизированного выбора
новой точки для повторного применения алгоритма Балаша, сочетающей свойства
случайного и направленного поиска, характерные для алгоритма имитации отжига.

В соответствии с методикой, изложенной в [1], проведено экспериментальное ис-
следование эффективности алгоритма БИО в случаях использования разных целевых
функций: суммы невязок неравенств и максимума из невязок неравенств. Обе целе-
вые функции часто используются в эвристических алгоритмах (например, вторая —
в оригинальном алгоритме Хачияна [4]). Усреднённые результаты исследования для
задачи решения заведомо совместной случайной СЛН приведены в таблице. Для срав-
нения указаны результаты применения к тем же СЛН обычных алгоритмов Балаша
и имитации отжига с целевой функцией первого типа. Легко видеть, что алгоритм
БИО независимо от используемой целевой функции работает эффективнее алгоритма
Балаша или имитации отжига. Однако целевая функция «сумма» позволяет достичь
лучших средних результатов (в итоге на 6%, а в пике — на 14%) при решении переопре-
делённых СЛН. Для СЛН с числом неравенств равным числу переменных выигрыш
принадлежит второй целевой функции. Среднее число шагов алгоритма БИО (число
повторений п. 2–4) для первой целевой функции равно 25, а для второй— 124. Тем не
менее только на 4 из 12 серий экспериментов алгоритм БИО с первой целевой функци-
ей превосходил по эффективности использование второй целевой функции, хотя более
существенно — в среднем 35% против 8%.

Сравнение эффективности алгоритма БИО (с использованием разных целевых
функций) и классических эвристик

Отношение числа неравенств к числу переменных Итого
1 2 3 10

MAX SUM MAX SUM MAX SUM MAX SUM MAX SUM
SA Balas SA Balas SA Balas SA Balas SA Balas
60% 49% 84% 93% 84% 99% 86% 100% 79% 85%
40% 15% 84% 56% 85% 79% 100% 99% 77% 62%

Для алгоритма БИО (в варианте с первой целевой функцией) проведены экспери-
ментальные исследования эффективности для решения неслучайных СЛН, в частно-
сти, описывающих функционирование фильтрующего генератора на основе линейного
регистра сдвига со случайно и равновероятно выбранным начальным заполнением.
Более точно, рассматривается автономный линейный регистр сдвига с булевой поро-
говой функцией в качестве функции выхода, функционирование которого описывается
соотношениями yi = f(xi) = f(xi−1A) = f(x0A

i), где yi — i-й знак выходной последо-
вательности; xi = (x

(i)
1 , . . . , x

(i)
m ) — i-е состояние автомата, i = 0, . . . ,m − 1; A— сопро-

вождающая матрица многочлена xn + xµ + 1; f — булева пороговая функция от n пе-
ременных с целочисленной структурой (w, t), w = (w1, . . . , wn), wi, t ∈ Z. Определение
булевой пороговой функции, её структуры и других используемых ниже понятий мож-
но найти в [1]. Везде далее будем рассматривать только псевдобулевы целочисленные
неравенства.
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Для составления СЛН, связывающих выходную последовательность y = (y1, . . . , ym)
с начальным состоянием x0, необходимо знать пороговое представление булевой функ-
ции, задаваемой псевдобулевым неравенством a1(v1 ⊕ v2) + a2x2 + . . . + anxn 6 t.
Известно [5], что это неравенство (при a1 6= 0) равносильно системе из двух линей-
ных псевдобулевых неравенств{

a1v1 + a2x2 + . . .+ anxn − (M − t)v2 6 t,

−a1v1 + a2x2 + . . .+ anxn + (M − t)v2 6M − a1,

где M = max{a1x1 + . . .+ anxn : xi ∈ {0, 1}}.
Таким образом, при добавлении очередного знака выходной последовательности

размер СЛН может увеличиться вдвое. Для выходной последовательности длины m
верхняя оценка числа неравенств равна 2m− 1. Существуют приёмы сокращения чис-
ла неравенств в системе. Например, с сохранением равносильности можно отбросить
неинформативные неравенства [1], т. е. те, которые задают гиперплоскость, не име-
ющую пересечений с единичным гиперкубом. Условие неинформативности задается

неравенством ρ(w, t) > ‖w‖
√
n, где ρ(w, t) = |

n∑
i=1

wi − 2t|. Точно информативными яв-
ляются неравенства, для которых задаваемая ими гиперплоскость удалена от центра
гиперкуба на расстояние не больше 1/2, или, что то же самое, ρ(w, t) 6 ‖w‖. Проведён-
ные экспериментальные исследования выявили отсутствие неинформативных или не
точно информативных неравенств в СЛН, порождаемых описанным выше автоматом.
Ещё один приём сокращения числа неравенств в СЛН связан с выбором начального со-
стояния x0. Выбрав начальное состояние равным xbm/2c, можно построить две СЛН, од-
ну — как было описано раньше для выходной последовательности y′ = (ybm/2c, . . . , ym),
а другую— для выходной последовательности y′′ = (ybm/2c, ybm/2c−1, . . . , y0) обратного
регистра сдвига. Размер полученной системы оценивается сверху числом 2bm/2c − 1.

Так, в одном эксперименте для регистра длины 30, функции от 25 существенных
переменных и длины выхода m = 32 СЛН с использованием сокращения состоит из
132984 неравенств, а без сокращения— более чем из 3 млн. Алгоритм БИО решил
сокращённую систему за 8 шагов, потребовавших 18 с. Найденное решение не совпало
с исходным, что свидетельствует о сильной избыточности полученной СЛН.

Авторы приносят благодарность А.А. Фролову за идею выбора начального состо-
яния для сокращения числа неравенств.
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