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Исследована возможность решения разностных задач, аппроксимирующих
стационарную систему уравнений Навье – Стокса многошаговыми итераци-
онными методами минимизации, обладающими свойствами метода сопря-
женных градиентов. Использовались метод сопряженных градиентов и мно-
гошаговый релаксационный субградиентый метод.
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Существуют два подхода численного решения стационарных задач для систе-
мы уравнений Навье – Стокса, описывающей движение вязкой однородной не-
сжимаемой жидкости. Один, и он наиболее часто используемый, сводится к ре-
шению каким-либо приближённым методом нестационарной задачи для системы
уравнений Навье – Стокса и получение в пределе установившегося решения. Дру-
гой, менее популярный метод, заключается в построении системы нелинейных ал-
гебраических уравнений (СНАУ) с помощью какой-либо аппроксимации решае-
мой стационарной задачи, а затем полученная система  решается итерационными
методами. Обзор обоих подходов можно найти в [1]. Каждый из подходов имеет
свои преимущества и недостатки. Главными достоинствами второго подхода к
решению стационарных задач являются: 1) при сходимости итерационного про-
цесса автоматически выполняется условие несжимаемости (div u = 0), 2) можно
использовать сложно реализуемые обычным способом краевые условия (см.
[2−4]); 3) такой способ решения стационарных задач не зависит от способа заме-
ны стационарной системы уравнений Навье – Стокса на СНАУ. Недостатки дан-
ного подхода связаны с тем фактом, что итерационные методы решения СНАУ
для своей сходимости требуют ограничений на нелинейные операторы системы и
начальное приближение, что существенно ограничивает возможность применение
этого метода решения стационарных задач (см. [5–7]). В работах [1, 8–12] был
рассмотрен итерационный метод неполной аппроксимации решения разностных
задач аппроксимирующих различные стационарные задачи для системы уравне-
ний Навье – Стокса, основанный на минимизации нормы невязки, который ока-
зался достаточно эффективным при их решении.

Для минимизации нормы невязки можно использовать методы оптимизации
(МО), которые применяются для поиска минимумов многомерных функций. В на-
стоящей работе рассматривается возможность решения разностных задач, ап-
проксимирующих стационарную систему уравнений Навье – Стокса итерацион-
ными методами минимизации [13–23], которые обладают свойствами метода со-
пряженных градиентов на квадратичных функциях [13].

                                                          
1 Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания № 1.630.2014/К.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим в ограниченной области Ω следующую стационарную задачу:
 u u p u⋅∇ + ∇ = ν ⋅ ∆ ; (1)

div 0u = ; (2)

( ) 0,l u = (3)

где Γ граница Ω, u  – двухмерный или трехмерный вектор скоростей, p – давле-
ние, ν – коэффициент кинематической вязкости, ( )l u  – некоторые краевые усло-
вия. В дальнейшем считаем, что задача (1) – (3) поставлена корректно.

Для решения задачи (1) – (3) будем использовать метод сеток (хотя все даль-
нейшие выкладки и выводы справедливы и для других численных методов реше-
ния задачи (1) – (3)), который заключается в построении сетки в области Ω и за-
мене слагаемых в (1) разностными соотношениями (см. [21−23]). В итоге получа-
ем, с учетом краевых условий (3), систему нелинейных алгебраических уравнений
(СНАУ), размерность которой пропорциональна числу точек в Ω ∪ Γ , в которых
необходимо вычислять скорость и давление. Таким образом, не углубляясь в ме-
тоды замены задачи (1) – (3) СНАУ, в итоге имеем систему вида (более подробно
смотри [1])

( , ) ,A u u f= (4)

где 1 2( , ) ( , ) ,mu R A u u A u u A u∈ = +  1( , )A u u  – билинейное отображение, 2A  – ли-
нейный оператор в векторном пространстве mE  компонент вектора скоростей и
давления.

Один из подходов решения систем нелинейных уравнений (4), аппроксими-
рующих уравнения гидродинамики (1) – (3), состоит в сведении задачи решения
системы уравнений

( ) ( ( , ) ) 0, 1, 2,..., , m
i ir u A u u f i m u R= − = = ∈ , (5)

к задаче минимизации нормы невязки (см. [1])

2 2

1
( ) ( ),

m
m

i
i

r f u r u u R
=

= = ∈∑ . (6)

Здесь m – размерность задачи.
Развитые в [1] итерационные методы решения системы (4) основываются на

специально разработанных схемах построения сопряженных направлений для за-
дачи минимизации (6) и дают надежду на возможность использования специали-
зированных методов оптимизации. В работе исследуется возможность решения
систем уравнений гидродинамики (1) методами минимизации, использующими
значения функции ( )f u  и градиента ( )f u∇ . В отличие от специализированных
методов, где кроме функции и градиента используется дополнительная информа-
ция в виде матриц, при использовании МО сокращается время подготовки задачи
для счета. При использовании МО несложно наложить на решение дополнитель-
ные ограничения, например в виде функционалов регуляризации, которые транс-
формируются в дополнительные изменения вида функции ( )f u  (6). Другой важ-
ный фактор актуальности использования МО состоит в том, что их применение не
наталкивается на ограничения характеристик функции, накладываемые итераци-
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онным процессом, например, на ограничения свойств матриц линеаризации урав-
нений (5) или гессиана (6). С другой стороны, поскольку при нелинейности урав-
нений (5) для МО не существует доказательства их сходимости к требуемому ре-
шению и оценок их скорости сходимости, то эти вопросы следует изучать на ос-
новании вычислительного опыта.

С учетом эффективности существующих универсальных МО градиентного ти-
па, ограничимся исследованием возможности использования применительно к за-
даче (6) релаксационных методов, которые при определенных условиях на квад-
ратичных функциях обладают свойствами метода сопряженных градиентов
(МСГ) [13, 14]. Свойства МСГ следующие: 1) на квадратичных функциях после-
довательные направления спуска в МСГ являются сопряженными векторами, что
обеспечивает конечное окончание процесса за число итераций, не превосходящее
размерность задачи m  [16], при этом генерация последовательности не требует
хранения всей системы сопряженных векторов; 2) на гладких функциях, в силу
справедливости квадратичного представления функции в некоторой локальной
окрестности точки, свойство конечной сходимости метода на квадратичных
функциях существенно влияет на увеличение скорости сходимости метода мини-
мизации.

Свойством генерации последовательности сопряженных направлений облада-
ют следующие классы методов: 1) методы сопряженных градиентов [13, 14];
2) квазиньютоновские методы [16, 17]; 3) многошаговые релаксационные субгра-
диентные методы [24–29]; 4) релаксационные субградиентые методы с растяже-
нием пространства [16–20]. Методы классов 1 и 2 основаны на квадратичной мо-
дели функции [13, 14], а алгоритмы классов 3 и 4 организованы по типу ε -
субградиентных методов [15]. В методах классов 1 и 3 требуемая память для хра-
нения промежуточной информации и вычислительные затраты на итерации про-
порциональны размерности пространства m . В методах классов 2 и 4 аналогич-
ные затраты пропорциональны m2, что ограничивает их применение в задачах вы-
сокой размерности.

На предварительном этапе отбора методов при малых размерностях численно
исследовались алгоритмы классов 2 и 4: квазиньютоновский метод, основанный
на формуле BFGS [14] и субградиентный метод с растяжением – сжатием про-
странства [18]. Перечисленные алгоритмы по затратам вычислений функции и
градиента минимизируемой функции на порядок превосходят используемые ме-
тоды классов 1 и 3. В силу их неприменимости в задачах высокой размерности
для решения поставленных задач использовались только методы классов 1 и 3.

2. Используемые методы оптимизации

Для решения задачи минимизации (6) было выбрано два метода, описание ко-
торых приведено ниже.

1. Общая схема релаксационного процесса минимизации. Итерация рас-
сматриваемых в работе релаксационных МО с точным одномерным спуском име-
ет вид

1n n n
nu u s+ = − α ,  ( )

0
arg min n n

n f u s
α≥

α = − α ,  0,1,...,n =  (7)

где задается начальная точка 0u , а ns  – градиентно-согласованное направление
спуска, т.е. ( ( ), ) 0n nf u s∇ > .
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2. Метод сопряжённых градиентов. В методах сопряженных градиентов
(МСГ) направление спуска вычисляется по правилу

0 0s g= ,   1n n n
ns g s −= + β , 1, 2,...n = , (8)

где параметр 0nβ =  при n  кратном m , а при n  не кратном m  вычисляется по
одной из формул [10, 11]:

а) 
1

1 1
( , )
( , )

n n

n n n
g y
y s

−

− −
β = − ;   б) 

1

1 1
( , )

( , )

n n

n n n
g y

g g

−

− −
β = ;   в) 1 1

( , )
( , )

n n

n n n
g g

g g− −
β = . (9)

Здесь принято обозначение ( )n ng f u= ∇ , 1 1( ) ( )n n ny f u f u− −= ∇ − ∇ . Схемы МСГ в
соответствии с (9) будем обозначать МСГа, МСГб и МСГв.

3. Многошаговый релаксационный субградиентый метод [21, 22]. Как от-
мечено в [14], зачастую метод сопряженных градиентов является единственным
универсальным средством решения большеразмерных задач. К недостаткам мето-
да следует отнести необходимость высокой точности одномерного спуска и бы-
строе накопление погрешностей в вычислении сопряженных направлений даже в
случае квадратичных функций (см. [13, 14]). По этой причине в работе для реше-
ния гладких задач минимизации использован релаксационный субградиентый ме-
тод [21, 22], менее требовательный к точности одномерного спуска. Направление
спуска этого алгоритма формируется по схеме [22]

0
0

0 0( , )
gs

g g
= ,    

( )
( )

1
1 1 ,

,
,

n n
n n n

n n

s g
s s p

p g

−
−

−
= + 1, 2,...n = ; (10)

1

1
1 1

21

,  ( , ) 0,
( , ) ,  ( , ) 0.

n n n

n nn
n n n n

n

g если g g
g gp g g если g g
g

−

−
− −

−

⎧ ≥
⎪⎪= ⎨ − <
⎪
⎪⎩

(11)

Здесь ( )n ng f u= ∇ .
Алгоритм (7), (10), (11) [22] (назовем его МРСМ) предложен в [22] для мини-

мизации негладких функций и является упрощением алгоритма из [21]. На квад-
ратичных функциях он генерирует последовательность приближений минимума,
идентичную последовательности, генерируемой алгоритмами МСГ. Алгоритм
МРСМ хорошо зарекомендовал себя при решении негладких задач высокой раз-
мерности. В работе [20] приводятся результаты решения этим методом регуляри-
зованной задачи линейного программирования высокой размерности с двухсто-
ронними ограничениями.

Отличия использованных алгоритмов существенно. В МРСМ используется
менее точный одномерный поиск, нежели в МСГ. При обмене процедурами одно-
мерной минимизации эффективность обоих методов резко снижается. Субгради-
ентный метод МРСМ использует технику выбора направления спуска, согласо-
ванного с направлениями субградиента некоторой окрестности, что обеспечивает
выход метода из этой окрестности с одновременным уменьшением минимизируе-
мой функции [15]. Низкая точность одномерного поиска для субградиентных ме-
тодов более предпочтительна, поскольку обеспечивает охват и последующий вы-
ход из более широкой окрестности.
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В реализациях методов МСГа, МСГб, МСГв и МРСМ использовался одномер-
ный поиск с кубической интерполяцией, точность поиска минимума которого на-
строена так, чтобы минимизировать количество вычислений функции и градиен-
та, необходимых для реализации метода.

3. Результаты численных расчётов

Прежде чем обсуждать представляемые результаты расчетов, следует отме-
тить, что полученные нами решения, как в двухмерном, так и в трехмерном слу-
чаях, сравнивались с решениями, полученными другими авторами (см. [1, 27 – 32]
и цитируемую там литературу). Это сопоставление показало, что наши результаты
качественно и количественно совпадают с известными расчетами.

Для проверки возможности  численного решения стационарных задач для сис-
темы уравнений (1) – (3) методами оптимизации решались следующие типичные
и хорошо известные краевые задачи (см. [1]).

В дальнейшем двумерный вектор скорости имеет вид ( , )u u v= , а трехмерный
– ( , , )u u v w= .

Рассмотрим следующие задачи:
Задача 1. Задача Дирихле для одномерного уравнения Бюргерса:

2 ( )du duu l x
dx dx

= ν + , ( , )x a b∈ , (13)

1( ) ,u a = ϕ    2( )u b = ϕ  ,

где 1,ϕ 2ϕ  – заданные постоянные, ( )l x  – известная функция.
Задача 2. Двумерное течение в прямоугольном канале (рис. 1).
Задача 3. Двумерное течение в канале с уступом (рис. 2).
Задача 4. Двумерное течение в квадратной каверне (рис. 6).
Задача 5. Трехмерное течение в единичной кубической каверне (рис. 10).
В области решения введём равномерную согласованную с границей сетку, на

которой аппроксимируем задачи 1 – 5 со вторым порядком. Для решения полу-
ченных разностных задач, являющихся системами нелинейных уравнений (4), ис-
пользовались следующие алгоритмы минимизации МСГа и МРСМ (см. п.2).
Функция и градиент во всех методах вычислялись одновременно. Останов алго-
ритма осуществлялся при достижении требуемой точности ε  по правилу

( )n nf f u= ≤ ε .
При решении отмеченных стационарных задач для системы уравнений (1) – (3)

оказалось, что методы сопряженных градиентов МСГа, МСГб и МСГв практиче-
ски эквивалентны. Поэтому приводим результаты только для метода МСГа.

В таблицах указаны размерность m, параметры используемых сеток, точность
ε , число итераций (It), количество вычислений функции и градиента (Nfg), необ-
ходимые для достижения заданной точности ε . Сравнение методов будем прово-
дить на основе величины  Nfg, так как одно вычисление Nfg превосходит по вы-
числительной ёмкости алгоритмические затраты метода на одну итерацию в ите-
рационных методах решения СНАУ.

Далее на всех рисунках приведены полученные линии тока, а в таблицах зна-
чения количества итераций, вычислений правых частей и градиента.
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В табл. 1 приведены результаты расчетов задачи Дирихле для разностной за-
дачи

1 1 1 1
2

2
,

2
i i i i i

i i
u u u u u

u v l
h h

+ − − +− − +
= +     1, 2,..., 1,i m= −

0 ,u A=   ,mu B=   ( ) ,b ah
m
−

=

аппроксимирующей (13).
Здесь правая часть и постоянные A, B заданы так, чтобы решение задачи (13)

имело вид  sin( )xπ

Т а б л и ц а  1

Одномерные уравнения Бюргерса ν = 0.001

Размерность/точность Итерации/обращения
к правой части МРСМ МСГа

m = 500,
ε = 10−15

It
Nfg

40570
68000

59659
119421

m = 1000,
ε = 10−15

It
Nfg

358411
592019

578891
1158354

На рис. 1 и в табл. 2 приведено решение задачи 2

Г1

Г2

Г3

Г20 1 2 3 4 5

1

Рис. 1. Канал ν = 0.001, 
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Т а б л и ц а  2
Двумерный канал  ν =0.001

Nx, Ny Размерность/точность Итерации/обращения
к правой части МРСМ МСГа

Nx = 30
Ny = 150

m = 13323
ε = 10−18

It
Nfg

4692
8442

4582
9321

Nx = 50
Ny = 250

m = 37203
ε = 10−12

It
Nfg

9871
16668

7808
15885

В табл. 3 и на рис. 2 – 5 приведены результаты решения задачи 3.
В табл. 4 и рис. 6 – 9 приведены результаты решения задачи 4.
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Рис. 2. Канал с уступом, ν  = 0.008.  
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Рис. 3. Канал с уступом, ν = 0.005, h = 0.01
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Рис. 4. Канал с уступом, ν  = 0.003,  h = 0.01
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Рис. 5. Канал с уступом, ν = 0.002, h = 0.01
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Т а б л и ц а  3
Двумерный канал с уступом

 ν Nx, Ny Размерность/точность Итерации/обращения
к правой части МРСМ МСГа

Nx = 30
Ny = 165

m = 14012
ε = 2.6·10−4

It
Nfg

9000
15304

8400
168920.002 Nx = 50

Ny = 275
m = 39102
ε = 3.5·10−4
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Nfg

10001
17690
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19354
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Ny = 550

m = 156952
ε = 3.080·10−4

It
Nfg

10800
19870

10400
21110

0.003 Nx = 100
Ny = 550

m = 156952
ε = 4.679·10−4

It
Nfg

7800
15495

7500
15300

0.005 Nx = 100
Ny = 550

m = 156952
ε = 6.6958·10−4

It
Nfg

8500
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0.008 Nx = 100
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m = 156952
ε = 7.4679·10−4
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9400
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Рис. 6. Двумерная каверна ν = 0.1.
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Рис. 7. Двумерная каверна ν = 0.01.
Nx = Ny = 50, h = 0
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Рис. 8. Двумерная каверна, ν = 0.001.
Nx = Ny = 50, h = 0.02

Рис. 9. Двумерная каверна, ν = 0.001.
Nx = Ny = 100, h = 0.01
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Т а б л и ц а  4
Двумерная каверна ν = 0.001

Nx, Ny Размерность/точность Итерации/обращения
к правой части МРСМ МСГа

Nx = Ny = 50 m = 7403
ε = 10−17

It
Nfg

14275
 23566

12252
24508

Nx = Ny =
100

m = 29803
ε = 10−19

It
Nfg

35573
56372

35384
70780

В табл. 5 и на рис. 10 – 12 приведены результаты решения задачи 5 с коэффи-
циентом вязкости ν = 0.01. На рис. 10 – 12  Nx = Ny = Nz = 50, h = 0.02.

Т а б л и ц а  5
Трехмерная каверна, ν = 0.01
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Рис. 10. Трёхмерная каверна. 
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Рис. 11. Трёхмерная каверна. Течение внутри области
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Рис. 12. Трёхмерная каверна. Треки частиц
в зоне заблокированного течения

В результате проведенного вычислительного эксперимента выяснилось, что
используемые методы оптимизации для решения разностных задач, аппроксими-
рующих системы уравнений Навье – Стокса, успешно справились с их решением
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за разумное время. Отмеченные результаты позволяют расширить круг методов
решения разностных задач, аппроксимирующих стационарную систему уравне-
ний Навье – Стокса, что особенно важно в условиях минимизации сложных мно-
гоэкстремальных функций, где зачастую приходится использовать несколько ме-
тодов оптимизации для того, чтобы обойти сложные области минимизации.
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There are two approaches to numerical solving steady state problems for the system of
Navier-Stokes equations describing the motion of a viscous homogeneous incompressible fluid.
One of them, that is most commonly used, is reduced to the solution of the non-stationary prob-
lem for the Navier-Stokes equations by an approximate method and obtaining steady solutions in
the limit. Another, less popular, method is to construct a system of nonlinear algebraic equations
(SNAE) using any approximation of the stationary problem solved; then, the resulting system is
solved by iterative methods.

Each approach has its advantages and disadvantages. The main advantages of the second ap-
proach to the solution of stationary problems are: (1) in the process of convergence of the iterative
process, the condition of noncompressibility is satisfied automatically; (2) one can use boundary
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conditions that are hard to implement in the usual way; (3) the method for solving stationary
problems does not depend on the method of replacing the system of equations by a SNAE. Disad-
vantages of this approach are related to the fact that the iterative solutions of the SNAE for its
convergence require restrictions on the nonlinear system operators and the initial approximation,
which significantly limits the possibility of using this method for solving stationary problems.

The partial approximation method for solving difference problems approximating various sta-
tionary problems for the Navier-Stokes equations, based on the minimization of the residual norm
minimization by specialized methods, was used earlier and proved to be effective. The possibility
of solving difference problems approximating the stationary Navier-Stokes equations, multi-step
iterative minimization possessing the properties of the CG method is investigated in this paper
using the method of conjugate gradients and multi-step relaxation subgradient method (MSRSM).

The abovementioned optimization techniques have significant differences in the implementa-
tion and requirements to the accuracy of the one-dimensional descent. The conjugate gradient
methods require a high precision search. The feature of relaxation subgradient methods, in par-
ticular, the MRSM, is the search of the direction of descent for the current gradient-coordinated
minimum in a neighborhood the size of which is determined by the step of minimization. This last
remark explains the effectiveness of methods of this class in the rough one-dimensional search.

Both the methods have successfully coped with the posed tasks within a reasonable time and
high accuracy, which is confirmed by comparing the obtained results with known ones. These re-
sults allow us to expand the range of difference methods for solving problems approximating the
stationary Navier–Stokes equations, which is particularly important under conditions of minimi-
zation of multiextremal functions, where it is often necessary to use several optimization methods.

Keywords: Navier-Stokes equations, optimization method, multistep method of minimization,
subgradient method, conjugate gradient method.
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