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Рассматривается открытая сеть массового обслуживания с многорежимными стратегиями, положительными и 
отрицательными заявками нескольких типов. Время обслуживания заявок имеет показательное распределение, 
количество работы по переключению режима прибора в узле – произвольное распределение. Устанавливается 
инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний сети относительно функциональной 
формы распределений величин работ, требующихся на переключение режимов работы приборов. 
Ключевые слова: сеть массового обслуживания; инвариантность; многорежимное обслуживание; 
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Сети массового обслуживания используются в качестве адекватных моделей производственных и 

транспортно-логистических сетей, сетей связи и передачи данных, информационных и компьютерных 
сетей.  

Сети джексоновского типа с отрицательными заявками (так называемые «G-сети») были впервые 
рассмотрены Э. Геленбе в [1, 2]. В них наряду с обычными, «положительными» заявками в сеть поступа-
ют «отрицательные» заявки, которые не требуют обслуживания и ведут себя как сигналы (отрицательная 
заявка уменьшает количество положительных заявок в узле на одну и не оказывает никакого влияния на 
узел, если в нем нет положительных заявок). Э. Геленбе установил, что для таких сетей стационарное рас-
пределение также имеет форму произведения, а уравнение трафика (нелинейное) имеет единственное по-
ложительное решение. После этого многими авторами рассматривались различные обобщения G-сетей. 
В частности, в [3–5] исследовались сети с многорежимными стратегиями, отрицательными заявками и 
информационными сигналами. В этих работах полагалось, что длительности обслуживания заявок и вре-
мена пребывания приборов в режимах имеют показательные распределения. Однако в сетевых моделях, 
описывающих реальные объекты в экономике, финансах, технике и т.п., указанные распределения чаще 
всего отличаются от показательного. Так, например, любые технические средства в силу естественного 
износа или нарушения условий эксплуатации могут полностью прекращать функционирование, требовать 
ремонта (замены) или продолжать работать с меньшей производительностью. Поэтому большую важ-
ность для практических приложений представляет изучение сетей массового обслуживания с многоре-
жимными стратегиями, в которых обслуживающие приборы в узлах могут работать в нескольких режи-
мах, соответствующих различной производительности. Подобные сети позволяют моделировать ситуа-
ции, когда обслуживающие приборы частично надёжны, что особенно актуально для реальных сетей, в 
которых любые технические средства в силу физического износа, нарушения условий эксплуатации и т.д. 
могут выходить из строя полностью или частично, работая при этом с различной производительностью. 
Стандартный случайный процесс, описывающий такие сети, не является марковским, что затрудняет их 
исследование и нахождение стационарного распределения. 

В [6] была исследована сеть, в которой некоторые узлы доступны для отрицательных заявок и 
длительности обслуживания имеют показательное распределение, а оставшиеся узлы недоступны для 
отрицательных заявок и длительности обслуживания имеют произвольную функцию распределения. 
Была доказана инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний указанной сети 
по отношению к функциям распределения длительностей обслуживания заявок в узлах, недоступных 
для отрицательных заявок. 
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В [7] рассматривалась сеть с многорежимным обслуживанием и отрицательными заявками одного 
типа, когда обслуживание имело временную интерпретацию (т.е. скорость обслуживания равна 1). Была 
установлена инвариантность стационарного распределения относительно функций распределения вели-
чин работ, требующихся для переключения режимов функционирования приборов в узлах при фикси-
рованных математических ожиданиях. 

В данной статье результат, полученный в [7], распространен на случай, когда в сеть с многоре-
жимным обслуживанием поступают положительные и отрицательные заявки различных типов. 

 
1. Описание сети 

 
Рассматривается открытая сеть массового обслуживания, состоящая из N  однолинейных узлов, в 

которую поступают два независимых простейших потока положительных и отрицательных заявок с ин-

тенсивностями   и   соответственно. Каждая заявка входного потока положительных заявок незави-

симо от других заявок направляется в l-й узел и становится заявкой типа u, Mu ,1 , с вероятностью 


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рицательная заявка типа u, поступающая в узел сети, обслуживания не требует. Она уменьшает число 
заявок типа u в этом узле на единицу, если в очереди данного узла есть заявки типа u, и не оказывает 
никакого влияния на состояние узла в противном случае. 

После обслуживания в l-м узле положительная заявка типа u независимо от других заявок мгно-

венно с вероятностью 
),)(,( vkulp  направляется в k-й узел как положительная заявка типа v, с вероятно-

стью 
),)(,( vkulp  направляется в k-й узел как отрицательная заявка типа v, а с вероятностью 0),( ulp  покида-

ет сеть ( MvuNklppp
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Заявки в узлах обслуживаются согласно дисциплине LCFS PR (заявка, поступающая в l-й узел, 
вытесняет заявку с прибора и начинает обслуживаться, а вытесненная заявка становится первой в оче-
реди на обслуживание). Таким образом, поступающие в узел заявки имеют абсолютный приоритет. 
Время обслуживания заявки типа u, находящейся в l-м узле, имеет показательное распределение с па-

раметром lu . 

В каждом из N  узлов находится единственный прибор, который может работать в 1lr  режимах 

lr...,,1,0 , Nl ,1 .  

Состояние сети в момент времени t характеризуется вектором ))(),...,(),(()( 21 txtxtxtx N , где со-

стояние l-го узла в момент времени t описывается вектором ( ) ( ( ), ( ))l l lx t x t j t 
 

1 2 , ( )( ( ), ( ),..., ( ), ( ));l l l n l lx t x t x t j t  )(1 txl  – тип заявки, стоящей последней в очереди на обслуживание в     

l-м узле в момент времени t; )(2 txl  – тип заявки, стоящей предпоследней в очереди на обслуживание в 

l-м узле в момент времени t и т.д.; )(1)(, tx lnl   – тип заявки, стоящей первой в очереди на облуживание в 

l-м узле в момент времени t; )()(, tx lnl  – тип заявки, находящейся на облуживании в l-м узле в момент 

времени t; )(tjl  – режим, в котором работает l-й узел в момент времени t. Процесс )(tx  обладает про-

странством состояний 

NXXXX  ...21 , 

где 1 1 2 1 2 3{(0, ), ( , ), ( , , ), ( , , , ),...:l l l l l l l l l l lX j x j x x j x x x j },0...;,2,1,,1 lllk rjkMx  . 
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В качестве основного режима работы обслуживающего прибора полагается режим работы 0. Пе-
реключение происходит только на соседние режимы. Во время переключения прибора с одного режима 
на другой число заявок в узле не меняется.  

Количество работы, необходимое для переключения прибора l-го узла из основного режима рабо-

ты в режим 1, является случайной величиной с произвольной функцией распределения )~,0( ul  и ма-

тематическим ожиданием )0(l . При этом если в момент времени t в узле находится )(ln  заявок (со-

стояние узла ),( ll jx ), то указанная работа выполняется со скоростью )0,( ll x . 

Для состояний lx , у которых 11  ll rj , количество работы, необходимое для изменения ре-

жима ,lj  также является случайной величиной с произвольной функцией распределения )~,( ujll  и 

математическим ожиданием ).( ll j  

Если в момент времени t состояние узла ),( ll jx , то выполнение работы происходит со скоростью 

)()( llll xx  , при этом с вероятностью 
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 прибор l-го узла переходит в режим 1lj , а с 

вероятностью 
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x



 прибор l-го узла переходит в режим 1lj . 

Аналогично количество работы, необходимое для выхода прибора l-го узла из режима работы lr  в 

1lr , имеет произвольную функцию распределения )~,( urll  и математическое ожидание ).( ll r  При 

этом если в момент времени t состояние узла ),( ll jx , то указанная работа выполняется со скоростью 

),( lll rx .  

Математические ожидания всех вышеперечисленных случайных величин конечны, т.е. 

.,1,,0,)( Nlrjj llll   

Для сокращения выкладок вводятся операторы: 

),,,...,(),...,()( )(,1)(,1 uxxxxTxT lnlllnllulu    
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),~,...,~(),...,()( 11),(),( NNulul xxxxTxT    где kk xx ~  при k  l, )),((~
llul jxTx  , 

),~,...,~(),...,()( 11 NNll xxxxTxT    где kk xx ~  при k  l, )),((~
lll jxTx  , 
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l xxxxRxR ll    где kk xx ~  при k  l, ).1,(~  lll jxx  

Полагается, что все величины l , )( ll xv , )( ll x  строго больше 0, а матрица  
),)(,( vkulp , Mvu ,1,  , 

Nkl ,0,  , неприводима.  

Обозначим через  ),( ul  среднюю интенсивность поступления положительных заявок типа u в           

l-й узел, а через  ),( ul  – среднюю интенсивность поступления отрицательных заявок типа u в l-й узел, 

Mu ,1 . 

Рассмотрим систему нелинейных относительно  ),( ul  и  ),( ul  уравнений: 
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Система уравнений (1)–(2) имеет решение 

 (1, ) (2, ) ( , ) (1, ) (2, ) ( , ), ,..., ; , ,..., , 1, .u u N u u u N u u M             

Полагается, что оно существует, причём .,1,0),1( Nlu   

Через )()( ttljl  обозначается количество работы, которое осталось выполнить с момента t для пе-
реключения режима обслуживания на соседний режим в l-м узле, если обслуживающий прибор работа-

ет в режиме lj ,  
1 21, ( ) 2, ( ) , ( )( ) ( ), ( ),..., ( ) .

Nj t j t N j tt t t t      
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В общем случае процесс )(tx  не является марковским, поэтому рассматривается кусочно-

линейный марковский процесс  ,)(),()( ttxt   полученный добавлением к )(tx  непрерывной компо-

ненты )(t . 

Под  )(xPP   понимается стационарное распределение вероятностей состояний процесса )(tx , 
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Функции 
 )...,,,,(),( ,,2,1 21 NjNjj zzzxFzxF  

 
1 1 2 21, 1, 2, 2, , ,lim ( ) ; ( ) , ( ) ; ...; ( )

N Nj j j j N j N jt
P x t x t z t z t z


          

называются стационарными функциями распределения вероятностей состояний кусочно-линейного 
марковского процесса )(t . 

 
2. Марковский случай 

 
Пусть длительности пребывания в режимах имеют показательное распределение, т.е. для l-го узла 

  ).0~(,~)),(),((exp1)~,(  uujxjxvux llllllll  Тогда )(tx  – однородный марковский процесс с 

непрерывным временем и не более чем счётным фазовым пространством состояний 
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В [8] установлено, что при выполнении условий  
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процесс )(tx  эргодичен. При этом финальное стационарное распределение имеет мультипликативную 

форму, в которой множители характеризуют отдельные узлы 
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а  ( , ) ( , ), , 1, ,l u l u l N     – положительное решение уравнений трафика (1)–(2). 
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3. Основной результат 
 
Пусть теперь количество работы, необходимое для переключения режима прибора l-го узла на 

один из соседних режимов, имеет произвольную функцию распределения )~,( ujll , когда состояние        

l-го узла есть ),( ll jx . Тогда имеет место следующая теорема. 

Теорема. Если выполнены условия (3)–(4), то процесс )(t  эргодичен, при этом стационарные 

функции распределения вероятностей состояний ),( zxF  определяются по формулам  
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а  ( , ) ( , ), , 1, ,l u l u l N     – положительное решение уравнений трафика (1)–(2). 

Доказательство. Пусть выполнены условия (3)–(4), т.е. в случае, когда )(tx  – марковский про-
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чае при выполнении условий (3)–(4) существует стационарное эргодическое распределение )(t , так 
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Для данных уравнений предполагается, что если аргумент функции ),( zxF  не принадлежит фа-
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Функции распределения вероятностей ),( zxF , определённые формулами (6)–(8), являются реше-

ниями уравнений (10)–(11), а следовательно, и уравнений (9). 
Действительно, подставим (6) в (10), приведём подобные слагаемые и, учитывая уравнения тра-

фика (1)–(2), получим тождество. Подставляя (6) в (11) и учитывая (3), также получим тождество.  
Теорема доказана. 
Из теоремы с учётом равенства ),()(  xFxP  имеем: 

Следствие. Если выполняются соотношения (3)–(4), то процесс )(tx  эргодичен, а его стационарное 

распределение  XxxP ),(  не зависит от функционального вида распределения  ujll
~,  и имеет вид 

),(...)()()( 2211 NN xpxpxpxP   

где )( ll xp  определяются по формулам (7)–(8). 
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Заключение 
 

В настоящей работе установлены условия независимости стационарного распределения вероятно-
стей состояний открытых сетей с многорежимными стратегиями обслуживания, положительными и от-
рицательными заявками разных типов от вида законов распределения величин работ, требующихся для 
переключения режимов функционирования приборов в узлах, когда дисциплиной обслуживания явля-
ется LCFS PR (абсолютный приоритет поступающего требования с дообслуживанием). При этом уста-
новлено, что стационарное распределение сети имеет форму произведения. 
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The open queueing network with two independent simplest incoming flows of positive and negative demands with   and   cor-
responding intensities is considered in article.  

Every demand of incoming flow of positive demands goes to l-unit independently of other demands and becomes the u-type de-

mand, 1, ,u M  with 0( , )l up  probability ( 0( , )
1 1

1
N M

l u
l u

p

 

 ). Every demand of incoming flow of negative demands goes to l-unit inde-

pendently of other demands and becomes the u-type demand with 0( , )l up  probability ( 0( , )
1 1

1
N M

l u
l u

p

 

 ). Negative u-type demand, 

entering in l-unit, does not require the service. It reduces the number of u-type demands in this unit by one if the queue of the unit has u-
type demands, and has no effect on the state of the unit otherwise. 

After serving in l-unit u-type positive demand goes to k-unit instantly and independently of other demands as v-type positive de-

mand with ( , )( , )l u k vp  probability and as v-type negative demand with ( , )( , )l u k vp  probability, and with ( , )0l up  probability this u-type posi-

tive demand goes away from the network ( ( , )( , ) ( , )( , ) ( , )0
1 1

( ) 1; , 1, ; , 1,
N M

l u k v l u k v l u
k v

p p p l k N u v M 

 

     ). 

 The single line units can work in some strategies. Every strategy responds to different degree of serviceability. The dispatching rule 

of demands by device of l-unit is LCFS PR ( 1, )l N .  
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The network condition at moment t is characterized by vector 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))Nx t x t x t x t , where condition of l-unit at moment t 

is vector 1 2 , ( )( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ),..., ( ), ( ))l l l l l l n l lx t x t j t x t x t x t j t  , )(1 txl  is the type of demand, which stands on the final position in 

l-unit at moment  t, )(2 txl  is the type of demand, which stands on the penultimate position in l-unit at moment t, )(1)(, tx lnl   is the 

type of demand, which stands on the first position in l-unit at moment t, , ( ) ( )l n lx t  is the type of demand, which is servicing by device in 

l-unit at moment t, ( )n l  is total amount of demands in l-unit, ( )lj t  is the number of device strategy in l-unit at moment t, 1,l N . 

Servicing time of u-type demand, located in l-unit at moment t, has the exponential distribution with lu  parameter. 

The basic device strategy is strategy 0. Switching occurs only on the neighboring strategies. During switching the device from one 
strategy to another one the number of demands in the unit does not change.  

For lx  conditions, where 0 l lj r  , the quantity of work, which is necessary for switching of device work strategy lj , is random 

variable with arbitrary distribution function ( , )l lj u   and expectation value ).( ll j   

The piecewise-linear Markovian process  ( ) ( ), ( )t x t t    is considered. This process is obtained by addition to )(tx  continuous 

component  
1 21, ( ) 2, ( ) , ( )( ) ( ), ( ),..., ( ) ,

Nj t j t N j tt t t t      where ( ) ( )
llj t t  is quantity of work, which lefts to execute from moment t 

for switching of device work strategy to neighboring strategy in l-unit, if device works with lj  strategy. 

Suppose that  )(xPP   is stationary distribution of state probabilities of )(tx  process; ),( zxF  are stationary distribution func-

tions of state probabilities of piecewise-linear Markovian process )(t : 

1 21, 2, ,( , ) ( , , ,..., )
Nj j N jF x z F x z z z   

 
1 1 2 21, 1, 2, 2, , ,lim ( ) ; ( ) , ( ) ;...; ( ) .

N Nj j j j N j N jt
P x t x t z t z t z


         

It was proved that stationary distribution of network state probabilities is invariant in relation to functional form of distributions of 
work’s quantities, which are necessary for switching of device work strategies.  
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