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М.С. Бухтяк

ЛИНИИ НА ПАРАБОЛОИДЕ, БЛИЗКИЕ К ГЕОДЕЗИЧЕСКИМ

Завершено решение задачи, поставленной в [1]. Свойства линии пересечения
параболоида вращения с демиквадрикой дополнены фактами, убеждающими
в целесообразности избранного подхода к построениям линий на парабо-
лоиде, близких к геодезическим линиям и обладающих свойствами, доста-
точно удобными для использования их в качестве линий раскроя сетеполот-
на. Основной результат – демонстрация близости главных нормалей найден-
ных линий (они названы SG-линиями) и геодезических.

Ключевые слова: параболоид, геодезическая линия, нормальная конгруэн-
ция, демиквадрика, линейчатое пространство.

1. Постановка проблемы

В [1] поставлена задача об отыскании на параболоиде вращения линий, кото-
рые локально близки к геодезическим линиям, без осложнений допускают отне-
сение к натуральному параметру, а также определяются своими концевыми точ-
ками. В той же работе обоснована перспективность использования в качестве та-
кой линии сечения параболоида куском демиквадрики Q , ограничивающими лу-
чами которого служат две нормали параболоида. С этой целью в специальном ли-
нейном комплексе прямых, пересекающих ось параболоида, выделено подмноже-
ство iK  прямых, непараллельных директориальной плоскости α  параболоида.
Наличие оси и указанной плоскости позволило ввести систему координат на iK ,
отождествляющую его с областью в 3.\

Нормальной конгруэнции параболоида соответствует алгебраическая поверх-
ность ∑  в 3.\  В работе [1] оценена степень близости прямой в 3 ,\  изображаю-
щей демиквадрику Q, к поверхности ∑ . В той же работе поставлен следующий
вопрос. Пусть L  – линия пересечения демиквадрики Q  и параболоида. Необхо-
димо оценить угловое отклонение главных нормалей линии L  от нормалей пара-
болоида в соответствующих точках. В [1] этот вопрос не решен, поскольку ис-
пользуемая в ней модель приводит к чрезмерно сложным вычислениям. Здесь мы
применим иную модель, которая проигрывает в применении к нормальной кон-
груэнции параболоида, но удобна для решения поставленной здесь задачи.
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2. Локальная карта на многообразии прямых

Линейчатое пространство [2, 3] наделяется структурой дифференцируемого
многообразия [4] различными способами. Нас будет интересовать локальная кар-
та, примененная автором в [5]. Именно, пусть в трехмерном аффинном простран-
стве 3A  задана неподвижная пара параллельных (и не совпадающих) плоскостей

1Π  и 2Π . Вершину репера O  помещаем в плоскость 1Π , векторы 1e  и 2e  парал-
лельны обеим плоскостям. Вектор 3e , отложенный из точки O , имеет концевую
точку в плоскости 2Π . Область Λ  локальной карты содержит все прямые в 3A ,
пересекающие пару плоскостей 1Π , 2Π . Если прямая l  пересекает плоскость 1Π
в точке ( )1 2, ,0A x x , а плоскость 2Π  в точке ( )3 4, ,1B x x , то локальными коорди-
натами прямой l  объявляем четверку чисел ( )1 2 3 4, , ,x x x x .

O
1e

2e

3e

1Π

2Π

B( )x x3 4, , 1

( )x1, x x x2 3 4, ,  l

A( )x x1 2, , 0

Рис. 1. Правило присвоения локальных координат
прямой l ∈ Λ

Гомеоморфизм
( ) 4

1 2 3 4, , ,fl x x x xΛ ∋ ⎯⎯→ ∈\ (2.1)
позволяет ввести на Λ  структуру 4-мерного точечно-векторного пространства.
Его свойствам посвящена работа [5]. При этом группа преобразований простран-
ства 3A  – эквиаффинная. Отдавая предпочтения метрическим свойствам указан-
ного пространства, сужаем эквиаффинную группу до группы движений, а репер
{ }1 2 3, , ,O e e e  полагаем ортонормированным.

Мы не видим оснований для терминологического различения прямой l ∈ Λ  и
соответствующей ей точкой ( ) 4

1 2 3 4, , ,x x x x ∈\  и будем писать ( )1 2 3 4, , ,l x x x x .
Если, кроме того, имеем ( )1 2 3 4, , ,n y y y y , то определяем расстояние между пря-
мыми:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4,l n x y x y x y x yρ − + − + − + −� .
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Заметим также, что наши построения не претерпевают существенных изменений,
если расстояние между параллельными плоскостями 1Π  и 2Π  взять равным не
единице, а другой отличной от нуля константе. Правило (2.1) остается неизмен-
ным.

3. Конгруэнция нормалей параболоида вращения.
Координатное представление

Рассмотрим кусок параболоида вращения
2

cos , sin ,
4
uu v u v
F

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
R , 0 u r≤ ≤ , 0 2v≤ ≤ π . (3.1)

Здесь r  – радиус вырезающего цилиндра. На практике r F< , и мы можем одно
из условий в (3.1) записать (и это существенно) иначе:

0 u F≤ < .
Пару неподвижных плоскостей выбираем следующим образом. ( )1 xOyΠ = , 2Π
задана уравнением

4
Fz = .

Не нарушая общности, полагаем
1F = .

Взаимное расположение куска параболоида, плоскостей 1Π  и 2Π  и нормали l
параболоида пояснено на рис. 2.

x

y

z

1Π

2Π

O
l

A

B

Рис. 2. Кусок параболоида и сопутствующие объекты:
плоскости 1Π , 2Π  и нормали l

Нормаль, отвечающая значениям параметров u  и v , есть годограф вектор-
функции

2
cos 1 , sin 1 ,

2 2 4
t t uu v u v t

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

N .
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Если A  – точка пересечения нормали с плоскостью 1Π  и B  – точка пересечения
нормали с плоскостью 2Π , то

( ) ( ){ }2 2cos 8 , sin 8 ,0
8 8
u uv u v u= + +A ,  ( ) ( ){ }2 2 1cos 7 , sin

8
7

48
,u uv u v u= + +B .

Точка в 4\ , изображающая нормаль (попросту, сама нормаль), пробегает 2-по-
верхность, заданную вектор-функцией

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
1 2

2 2
3 4, , , cos 8 , sin 8 , sin

8 8 8
cos 7 , 7

8
v uu u u ux x x x v u v vu u≡ = + + + +r . (3.2)

Эта 2-поверхность принадлежит гиперквадрике (детерминантное многообразие [6,
ст. 99])

1 4 2 3 0x x x x− = . (3.3)
Она также принадлежит гиперповерхности 6-го порядка

( )32 2
1 1 2 2 1 2 1 214 6 16 49 64 0y y y y y y y y− − + − + − = , (3.4)

где ( )2 2
1 1 264y x x= + , ( )2 2

2 3 464y x x= + . (3.5)

Впрочем, 2-поверхность (3.2) допускает и другое задание. Разрешая (3.3) пара-
метрически

3 1x tx= ,  4 2x tx= , (3.6)
где t  – новый вещественный параметр, и учитывая (3.5), приводим уравнение
(3.4) к виду

( )2 2
1 2 1 2 0x x f f+ = .

Здесь
2 3 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2 3 2 2 2 2

1

2
2

1 1 1 1 2 2 2 2

64 192 192 64 7 8 64 192 192 64

64 192 192 64 7 8 64 192 192 64

,

.

f

f

x t t x x t x t t x t x tx x

x t t x x t x t t x t x tx x

− + − − + + − + −

+ + + + + + + + +

=

=

Стоит заметить, что

( ) ( )
( ) ( )

3 2 2
1 1 2

3 2 2
2 1 2

64 1 8 7 ,

64 1 8 7 .

f t x x t

f t x x t

= − + + −

= + + + +
(3.7)

Если применено (3.6), то при различных значениях параметра t получаем линии в

плоскости 1 2x Ox : это окружности вещественного радиуса при 7 7, 1 1,
8 8

t ⎡ ⎞ ⎛ ⎤∈ − − ⎟ ⎜⎢ ⎥⎣ ⎠ ⎝ ⎦
∪

и мнимого радиуса при остальных вещественных значениях t .
Если ввести новые переменные

31 2 4
1 2 3 42 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 4 3 4

, , ,
xx x x

z z z z
x x x x x x x x

= = = =
+ + + +

,

то, как видно из (3.2),

1 3 2 4cos , sinz z v z z v= = = =
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и, следовательно, формулы (3.7) отображают поверхность Σ  на тор Клиффорда
[7, с. 13].

А

B
C

D

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

0.4

0.6

–0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6

Рис. 3. Проекции на координатную плоскость 1 2x Ox  линий, высекае-
мых на поверхности Σ  уравнениями (3.6). Линия A соответствует
значению 0.876t = , для B : 0.878t = , для C : 0.880t = , Для D :

0.882t =

4. Отклонение демиквадрики от нормальной конгруэнции

Как и в [1], строим кусок гиперболического параболоида, взяв в качестве
опорных прямых [1] две нормали параболоида вращения. В нашем четырехмер-
ном евклидовом пространстве 4\  он изображается отрезком, концевые точки ко-
торого 1A , 2A  принадлежат поверхности (3.2). Нас интересует оценка близости
точек отрезка [ ]1 2A A  к поверхности, изображающей нормальную конгруэнцию
параболоида вращения. Эта задача может показаться излишней ввиду [1]. Но там
использована принципиально иная модель, и выводы, к которым мы придем в
данном пункте, либо подтвердят ранее сделанные выводы, либо потребуют их пе-
ресмотра.

Действуем так, как в [1]. Вводим в рассмотрение плоскость Γ  полярных коор-
динат ( )uOv . Точки 1A , 2A  определятся из (3.2) своими радиус-векторами, полу-
ченными соответственно при 1 1,u u v v= =  и при 2 2,u u v v= = . В плоскости Γ
точкам 1A , 2A  биективно соответствуют точки 1E , 2E . причем выбор полярной
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системы координат в плоскости ( )uOv  и полярных радиусов точек 1E , 2E  со-
вершается так, как в [1], то есть приводит к соотношениям

2 1 2 1, .u R u v v= − = −

Иллюстрацией служит заимствованный в [1] рис. 3.

O

E1

K

H m

E2

Рис. 3. Точки 1E  и 2E  на полярной плоскости.

HOK v∠ = , 2HOE v∠ = − , 1 1OE u= , 2 11OE u= − .

Тогда

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 21 1
2 1 1 1 1

2 21 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 cos 8 , sin 8 , cos 7 , sin 7

1
cos 8 1 , sin 8 1 ,

8 8
1

cos 7 1 , s

,
8 8 8 8

1

in 7
8

1
1 .

8

v u v u v u v u

u u
v u v u

u u

u u u u

v u v u

+ + + +

−⎧= + −

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩

+ −⎨
⎩

−

⎭
−

− −
⎭

− ⎫+ + ⎬

A

A

Радиус-вектор текущей точки отрезка [ ]1 2A A  имеет вид

{ }1 2 3 4, , ,a a a a=L ,

где

( )

( )
( )

( )

3 3 2
1 1 1 1 1 1

3 2
2 1 1 1 1 1

3 3 2
3 1 1 1 1 1 1

3 2
4 1 1 1 1

1

1

1
8
1
8
1

cos 8 19 2 9 3 ,

sin 8 3 9 3 ,

cos 7 17 2 8 3 ,

sin 7 3 8 3

8
1
8

,

0 1.

v u u u t u t t tu

a v u u u t t tu

a v u u u t u t t tu

a v u u u t t tu

a

t

− − + +

= + + − −

= + − − + +

=

=

+ −

≤

+

+ −

≤
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Квадрат расстояния от текущей точки отрезка [ ]1 2A A  до текущей точки поверх-
ности (3.2) имеет вид

( )
4

2

1
i i

i
a

=
Ψ = −∑ r .

Подробное исследование экстремумов этой функции весьма затруднительно, если
проводить его в символьном виде. Вместо этого мы, действуя как в [1], проведем
численную оценку верхних значений наименьших расстояний для вполне правдо-
подобных ситуаций.

Верхние оценки максимальных значений функции Ψ
при различных значениях параметров u v t1 1, ,

Меньший радиус 1
1
8

u = Меньший радиус 1
1
6

u =

t 1 8
v π

= 1 8
v π

= 1 7
v π

= 1 3
v π

= 1 7
v π

= 1 3
v π

=

0 0.00000 0.00000 0.00000 0.03501 0.00000 0.01962
1/8 0.00002 0.00001 0.00001 0.00002 0.00002 0.00002
1/4 0.00006 0.00004 0.00004 0.00006 0.00006 0.00008
3/8 0.00010 0.00007 0.00007 0.00011 0.00011 0.00015
1/2 0.00013 0.00008 0.00009 0.00015 0.00013 0.00019
5/8 0.00012 0.00008 0.00008 0.00015 0.00012 0.00018
3/4 0.00008 0.00005 0.00006 0.00010 0.00008 0.00013
7/8 0.00003 0.00002 0.00002 0.00004 0.00003 0.00004
1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

П р о д о л ж е н и е  т а б л и ц ы

Меньший радиус 1
1
4

u = Меньший радиус 1
1
3

u =

t 1 8
v π

= 1 7
v π

= 1 8
v π

= 1 7
v π

= 1 3
v π

= 1 3
v π

=

0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
1/8 50.502 10−⋅ 50.535 10−⋅ 50.161 10−⋅ 50.181 10−⋅ 50.229 10−⋅ 50.675 10−⋅
1/4 0.00002 0.00002 50.522 10−⋅ 50.600 10−⋅ 0.00001 0.00003
3/8 0.00003 0.00003 50.892 10−⋅ 0.00001 0.00003 0.00006
1/2 0.00003 0.00004 0.00001 0.00001 0.00004 0.00008
5/8 0.00003 0.00004 0.00001 0.00001 0.00005 0.00009
3/4 0.00002 0.00002 50.699 10−⋅ 50.849 10−⋅ 0.00004 0.00007
7/8 50.741 10−⋅ 50.833 10−⋅ 50.250 10−⋅ 50.306 10−⋅ 0.00001 0.00002
1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
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5. Отклонение главных нормалей линии L
от нормалей параболоида

Здесь используются те же величины, что и в пункте 4: меньший радиус 1u ,
больший радиус 2 1u R u= − , а также половина угла расхождения радиус-векторов
проекций пары точек на координатную плоскость xOy . Главный параметр – угол
ψ  в радианах между главной нормалью исследуемой линии и нормалью парабо-
лоида в соответствующей точке. Опуская вычислительные детали (они весьма
сложны), приводим итоговый рис. 4.

Номера комбинаций исследуемых параметров
0 10 20 30 40 50 60 70 80

0 02.

0 04.

0 06.

0.08

0.10

0.12

0.14

Рис. 4. Влияние параметров 1,u  2u , 1v  на величину ψ

На основании графика можно заключить, что от чего бы ни зависело поведе-
ние переменной ψ , размах колебаний (а они не уменьшались в 10 раз) позволяет
надеяться на такое отклонение нормалей исследуемой линии от нормалей парабо-
лоида, которое оправдывает использование указанных линий (в разумных преде-
лах) вместо геодезических линий параболоида вращения.
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6. SG-линии

Линии, о которых идет речь в этой и предыдущей статьях, суть линии пересе-
чения параболоида вращения с демиквадрикой, для которой двумя прямыми слу-
жат нормали параболоида. Как мы выяснили, эти линии довольно хорошо вос-
производят свойства геодезических, не являясь на самом деле таковыми. Автору
показалось уместным присвоить этим линиям обозначение SG-линии (от англий-
ского Substitute Geodesic).

Вообще, удобный исходный материал для демиквадрики – пространственный
четырехугольник [8]. Действительно, пусть ( )1 2 2 1A A B B  – пространственный че-
тырехугольник. Пусть

1 2(1 )t t= − +Μ A A , 1 2(1 )t t= − +N B A , t ∈\ .
Тогда, как нетрудно проверить, при t ∈\  прямые MN заполняют демиквадри-

ку, включающую прямые 1 1A B  и 2 2A B , а при 0 1t≤ ≤  получаем часть демиквад-
рики, ограниченную этими прямыми.

O

1A
1A 2A

2A

1B

1B

2B

2B

M

N

M

N

Рис. 5. Схема построения демиквадрики
по пространственному четырехугольнику ( )1 2 2 1A A B B

Обозначим демиквадрику, построенную на пространственном четырехуголь-
нике ( )1 2 2 1A A B B  символом ( )1 2 2 1D A A B B , а параболоид – символом P . Тогда SG-
линия есть ( )1 2 2 1P D A A B B∩ . При этом произвол в отыскании SG-линии не столь
велик. Точки 1A , 1A  – те точки параболоида, которые предполагается соединить
SG-линией. Прямые 1 1A B , 2 2A B  направлены по нормалям параболоида в точках

1A , 2A . Кроме того, если выбор точек 1B , 2B  уже совершен, то заменяя их на

точки 1C , 2C  так, что при некотором λ ∈\  имеем 1 1 1 1A C A B= λ , 2 2 2 2A C A B= λ и
получим ту же самую демиквадрику.
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Один из безусловно естественных способов определения положения точек
1B , 2B  сводится к помещению их в плоскость 0z = . Тогда ситуация передается

рис. 6. Точки 1A , 2A  лежат на параболоиде. Точки 1B , 2B  суть точки пересечения
нормалей параболоида в точках 1A , 2A  с плоскостью 0z = . Поверхность
( )1 2 2 1A A B B  – кусок демиквадрики ( )1 2 2 1D A A B B , а линия L  (линия пересечения
демиквадрики с параболоидом) есть SG-линия.

A1 B1

L

x
y

A2

B2

Рис. 6. SG-линия – один из вариантов
(отрезок [ ]1 2B B  в плоскости xOy )

x

y

L

A1

B1

A2

B2

Рис. 7. SG-линия – иной вариант

(отрезок [ ]1 2B B  в плоскости 
4
Fz = ).
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A1

A2

B2

B1

L

Рис. 8. SG-линия. Отрезки 1 1A B , 2 2A B  одинаковой
длины отложены на нормалях параболоида в соот-
ветствующих точках 1A  и 2A

Если не применять искусственное сокращение числа параметров, то SG-линия
определяется заданием величин F , 1u , 1v , 2u , 2v . Уравнение SG-линии при пе-
ременных указанных величинах чрезвычайно сложно. Автором разработана про-
грамма, которая при заданных значениях перечисленных пяти параметров состав-
ляет вектор-функцию ( ) , 0 1t t≤ ≤r , годографом которой является искомая SG-
линия. Если параболоид задан не вектор-функцией (3.1), а уравнением

2 2

4
x yz

F
+

= , (6.1)

то SG-линия определится набором значений F , 1x , 1y , 2x , 2y .

7. Сравнение с геодезической линией

Сопоставление SG-линий и геодезических линий параболоида уже проведено
выше (в данной статье и в [1]). Но это сопоставление в очевидном смысле косвен-
ное. Прямое же сравнение в общем случае затруднено хотя бы тем, что уравнения
SG-линий при произвольных определяющих её параметрах чрезвычайно громозд-
ко. Однако вполне осуществим следующий вычислительный эксперимент. Указав
на параболоиде точку 1A  и касательное направление в этой точке, решаем задачу
Коши для дифференциальных уравнений геодезической. Для полученного реше-
ния ( ), ( )u u t v v t= =  указываем промежуток изменения параметра t  от 0 до неко-
ей константы 1t . Точку на параболоиде, для которой 1t t= , считаем точкой 2A .
Для пары точек 1 2,A A  строим SG-линию (ради определенности – по схеме рис. 8).
Сравниваются длина геодезической (вычисленная, разумеется, приближенно) с
длиной SG-линии (тоже вычисленной приближенно). Эксперимент фрагментарен,
но, по крайней мере, в случае успеха поддерживает гипотезу о близости линий.

Дифференциальные уравнения, определяющие геодезические линии на доста-
точно гладкой поверхности, хорошо известны (например, [9]) и здесь не приво-



16 М.С. Бухтяк

дятся. Параболоид задаем уравнением (6.1) – там, где это удобно. В ином случае –
вектор-функцией (3.1). В этом случае линия на параболоиде задается параметри-
чески:

( ), ( )u u t v v t= = , (7.1)
а дифференциальные уравнения геодезических имеют вид

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 2

2

2 2 22

2 2

2

2 2 22

,
4

.
4

d du t u t v t
dt dtd u t

dt v t u t

d dv t u t v t
dt dtd v t

dt v tF u t

F

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= −

+ +
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= −

+ +

Для приближенного решения данной системы с помощью системы Maple в ви-
де отрезка ряда Тейлора полагаем

( ) ( )0 0.2; 0 0.2; (0) 0.5; (0) 0.25.u v u v′ ′= = = = −

Приближенные значения искомых функций
2 3 5 4

5 5 8 6 8 7 11 8

11 9 13 10 13 11

( ) 0.2000 0.5000 0.0005 0.0004 0.1624 10
0.1283 10 0.8592 10 0.5625 10 5.2480 10

2.8743 10 3.4329 10 1.60 10 ,46

u t t t t t
t t t t

t t t

−

− − − −

− − −

≈ + − − + ⋅ +
+ ⋅ − ⋅ − ⋅ + × +

+ × − × − ×

2 3 6 4

6 5 8 6 8 7 13 8

11 9 14 10 14 11

( ) 0.2000 0.2500 0.0005 0.0002 0.6722 10
0.6461 10 0.1334 10 0.2845 10 5.276 10

1.459 10 2.848 10 8 75 ..1 10

v t t t t t
t t t t

t t t

−

− − − −

− − −

≈ − − + + × −
− × − × + × + × −

− × + × + × (7.2)
Пусть

0 8t≤ ≤ .
Тогда, согласно (7.2), (7.1) и (3.1),

( ) ( )1 20.2000,  0.2000,  0.0050 , 3.9986, 1.7409,  1.1887A A − . (7.3)

Длина геодезической линии [ ]1 2A A  равна (приближенно)
4.47181517 .

Для той же пары точек (7.3) находим параметрические уравнения SG-линии, дли-
на её (приближенно) составляет

4.47181558 .
Разница длин (в процентах) оценивается величиной

50.91014 10−⋅ %.

8. Заключение

Соображения, приведенные в [1] и в настоящей работе, позволяют считать по-
лезным использование SG-линий в теории и практике раскроя сетеполотна для
параболичесчких рефлекторов вне зависимости от их типа (осесимметричный ли-
бо офсетный). Примеры такого использования – в последующих публикациях.
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С.Я. Гриншпон, С.Л. Фуксон

ОТНОШЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ
В МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ ГРУППЕ +_

В марте 2013 года International Journal of Mathematics and Mathematical Sci-
ences опубликовал статью «Perpendicularity in an Abelian Group». Основная
цель статьи – введение понятия бинарного отношения ортогональности в про-
извольной абелевой группе. Данная работа посвящена ортогональностям в
мультипликативной группе +_ . Нами найдены два способа построения бес-

конечного множества новых ортогональностей +_ , а также установлена связь

между известными ранее и полученными нами ортогональностями +_ .

Ключевые слова: ортогональность, абелева группа, отношение делимости
в +_ , свободная абелева группа.

Всё больше геометрические понятия проникают в пространство изучения ал-
гебры. Отношение ортогональности в различных алгебраических структурах вы-
зывает интерес математиков. Так, например, Davis изучает ортогональность в
кольцах [1], им также предложен интересный подход к введению ортогональности
в абелевых группах [2]. О понятии ортогональности в орторешётках см. [3] и [4].
Ортогональность элементов определяется также в любой l-группе (то есть в груп-
пе, на которой можно задать структуру решётки, согласованную с операцией в
группе) [5]. В [5] отмечается, что понятие ортогональности играет важную роль
во всей теории l-групп. В [6] полностью исследованы ортогональности в прямых
суммах циклических групп вида p p⊕] ] , где p − простое число. Цель данной
работы – получить некоторые результаты об ортогональностях мультипликатив-
ной абелевой группы положительных рациональных чисел +_ .

В [7] Haukkanen и другие вводят понятие ортогональности в абелевой группе с
помощью аксиом, которые оказываются вполне естественными, если придать им
геометрическую интерпретацию.

Пусть ( , )G G= + − аддитивная абелева группа. Пусть ⊥ − бинарное отношение
в G , удовлетворяющее следующим аксиомам:

(A1) : : ,a G b G a b∀ ∈ ∃ ∈ ⊥

(A2) \{0}:a G a∀ ∈ ⊥ ,a

(A3) , : ,a b G a b b a∀ ∈ ⊥ ⇒ ⊥

(A4) , ,c : ( ),a b G a b a c a b c∀ ∈ ⊥ ∧ ⊥ ⇒ ⊥ +

(A5) , : .a b G a b a b∀ ∈ ⊥ ⇒ ⊥ −

Отношение ⊥ называется ортогональностью в G [7].
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Так как в настоящей работе будет рассматриваться мультипликативная группа,
то аксиомы (A2), (А4), (А5) лучше переписать в следующем виде:

(A2) \{1}:a G a∀ ∈ ⊥ ,a

(A4) , ,c : ( ),a b G a b a c a b c∀ ∈ ⊥ ∧ ⊥ ⇒ ⊥ ⋅

(А5) 1, : .a b G a b a b−∀ ∈ ⊥ ⇒ ⊥

Авторы [7] приводят различные примеры ортогональностей, исследуют орто-
гональности циклической группы n]  и строят некоторые ортогональности муль-
типликативной группы +_ , где +_ − множество положительных рациональных
чисел. Авторы утверждают, что группа +_ обладает, как минимум, тремя ортого-
нальностями и затем изучают их взаимосвязи. В настоящей статье мы приводим
доказательства некоторых результатов, сформулированных в [7], показываем, что
авторами [7] была допущена ошибка при построении одной из трёх ортогонально-
стей, а также строим двумя способами бесконечное множество новых ортого-
нальностей +_ .

1. Известные ортогональности в +_

Пусть P  − множество простых чисел.
Очевидно, что любое рациональное положительное число может быть записа-

но в виде
( )p c

p
c pν

∈

= ∏
P

,

где ( )p cν ∈]
 
для каждого p ∈P  и лишь конечное число из них ненулевые. Если

( ) 0p cν ≠ , то p  − простой множитель c .

Рассмотрим множество S  всех последовательностей ( )2 3, , , ,pn n n… … , где ин-

декс пробегает множество простых чисел и каждое pn ∈Z . На множестве S  оп-

ределим операцию почленного сложения. Получаем аддитивную группу ;S + .
;S +

 
− свободная абелева группа счётного ранга [8, т. 1, с. 89]. С каждым эле-

ментом группы +_  связана последовательность целых чисел из S. Так, числу c

ставится в соответствие последовательность ( ) ( ) ( )( )2 3, ,  , , pc c cν ν … ν … .
В [7] приводятся без доказательства следующие утверждения (предложение 1,

теорема 3, теорема 5). Приведём эти утверждения и их доказательства.
Предложение 1. Отображение ( ) ( ) ( )( )2 3: , ,  , , pf c c c c→ ν ν … ν …

 
является

изоморфизмом группы ;  + ⋅Q
 
на группу ;S + .

Доказательство. 1) Очевидно, что каждый элемент из ;S +
 
является обра-

зом элемента из ;  + ⋅Q .
2) Разные элементы ;  + ⋅Q переводятся в разные элементы ;S + , поскольку

разные рациональные числа имеют либо разные простые множители, либо разные
показатели при этих множителях.
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3) Покажем, что f  сохраняет операцию. Пусть ,a b +∈_ , тогда
( ) ,p a

p
a pν

∈

= ∏
P

 ( ) .p b

p
b pν

∈

= ∏
P

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

( ) ( ),..., ( ) ( ),...

( ),..., ( ),... ( ),... ( ), ( ),.. ( )..

p pa b
p p

p

p p

p a b a b

a

f a b f

fa b f bb a

ν +ν

∈

ν + ν
⎛ ⎞

⋅ = = =⎜ ⎟ ν + ν

ν ν ν ν

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = +

∏
P

■

Каждый элемент S  часто называют вектором.
Определение 2[7]. Скалярным произведение чисел a и b будем называть ска-

лярное произведение векторов ( )f a
 
и ( )f b :

( ) ( ) ( ) ( ), , . p p
p

a b f a f b a b
∈

= = ν ν∑
P

Определим c , положив ( ) ( )p pc cν = ν
 
для всех p ∈P  [7].

Определим бинарное отношение 1 ⊥ следующим образом:

1 , 0a b a b⊥ ⇔ =  [7].

Теорема 3. Отношение 1 ⊥  является ортогональностью группы +_ .
Доказательство.
(А1) В роли b достаточно взять 0 0 01 2 3 ... ...b p= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,

( ) ( ) ( )0,0,  , 0 0p
p

f b a G a b a
∈

⎛ ⎞
= … ⇒ ∀ ∈ = ν ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑
P

.

(А2) ( ) ( )2, 0  0 1.p p
p

a a a p a a
∈

= ν = ⇔ ∀ ν = ⇔ =∑
P

 (А3) ( ) ( ) ( ) ( )0 0.p p p p
p p

a b b a
∈ ∈

ν ν = ⇒ ν ν =∑ ∑
P P

(А4)
 

( ) ( ) ( ) ( )0  ( 0  0),p p p p
p

a b p a b
∈

ν ν = ⇒ ∀ ν = ∨ ν =∑
P

 ( ) ( ) ( ) ( )0 ( 0  0), p p p p
p

a c p a c
∈

ν ν = ⇒ ∀ ν = ∨ ν =∑
P

следовательно, ( ) ( ) 0.p p
p

a b c
∈

ν ν ⋅ =∑
P

(А5) ( ) ( ) ( ) ( )0  ( 0 0).p p p p
p

a b p a b
∈

ν ν = ⇒ ∀ ν = ∨ ν =∑
P

( ) ( ) ( ) ( )1 10 0 0. p p p p
p

b b a b− −

∈

ν = ⇒ ν = ⇒ ν ν =∑
P

Таким образом, бинарное отношение 1 ⊥  является ортогональностью группы

+_ . ■



Отношения ортогональности в мультипликативной группе 21

Пример 4. Пусть 49 1 , 
50 3

a b= = .

1 2 22 5 7 ,a − −= ⋅ ⋅   13 ,b −=
1 2 22 5 7 2450,a = ⋅ ⋅ =    13 3,b = =

( ) ( )1, 0, 2, 2,0,0, ,f a = − − …    ( ) ( )0, 1, 0,0, ,f b = − …

( ) ( )1, 0, 2, 2,0,0, ,f a = …    ( ) ( )0,1, 0,0, ,f b = …

, 1 0 0 1 2 0 2 0 0 0.a b = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +… =

Таким образом, 1 
49 1
50 3

⊥ .

Теорема 5. Бинарное отношение 2⊥ , определённое как

2 , 0,a b a b⊥ ⇔ =

является ортогональностью группы +_  .
Доказательство. Аксиомы (А1), (А2), (А3) проверяются аналогично тому, как

это делалось в доказательстве теоремы 3. Покажем справедливость аксиом (А4) и
(А5).

(А4) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0,p p p p
p p

a b a c a b a c
∈ ∈

⊥ ∧ ⊥ ⇒ ν ν = ν ν =∑ ∑
P P

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0.

p p p p p
p p

p p p p
p p

a b c a b c

a b a c
∈ ∈

∈ ∈

ν ν ⋅ = ν ν + ν =

= ν ν + ν ν =

∑ ∑

∑ ∑
P P

P P

(А5)  ( ) ( ) ( ) ( ) 1
2 20 0 .p p p p

p p
a b a b a b a b−

∈ ∈

⊥ ⇒ ν ν = ⇒ − ν ν = ⇒ ⊥∑ ∑
P P

В силу справедливости аксиом (А1) − (А5), отношение 2⊥  является ортого-
нальностью группы +_ .  ■

Пример 6. 2
26  
3

⊥ , однако 16  ⊥
2
3

.

1 1 1 126 2 3 ,  2 3 ,
3

−= ⋅ = ⋅

2
2 26, 0 6 ,
3 3

= ⇒ ⊥

1
26 , 2 0 6
3

= ≠ ⇒ ⊥
2 .
3

Последняя ортогональность группы +_ , указанная в [7], связана с работой
Eugeni и Rizzi [3]. В этой работе авторы определяют отношение делимости в +_
следующим образом:

| | .n m n m v u
v u

γ ⇔ ∧



22 С.Я. Гриншпон, С.Л. Фуксон

Замечание 7 [3]. Для любых двух чисел ,  a b +∈Q существует ( )НОД ,a bγ ,
такой, что

( )
( )

НОД ,
НОД , .

НОД ,
m nm nd

u v u vγ
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Авторы [7] определяют отношение ER⊥  следующим образом:

( ) ( ) ( )НОД , 1 НОД , НОД , 1.ERa b a b m n u vγ⊥ ⇔ = ⇔ = =

В [7] утверждается, что ER⊥  − ортогональность. Однако, проверяя, является
ли ER⊥  ортогональностью, мы приходим к противоречию с аксиомой (А5):

из того, что , ma
u

=
 

nb
v

= , 1 vb
n

−⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и
 

( ) ( ), , 1m n u v= = , не всегда следует

( ) ( ), , 1m v u n= = .

Пример 8. Пусть 12 3 16,  ( ).
9 16 3

a b b−= = =

2 3, 1  
9 16 ERНОД a bγ

⎛ ⎞ = ⇒ ⊥⎜ ⎟
⎝ ⎠

Однако 2 16 , 1  
9 3

НОД aγ
⎛ ⎞ ≠ ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

⊥ 1
ERb− .

2. Новые способы построения ортогональности в +_

Нам удалось построить бесконечное множество ортогональностей мультипли-
кативной группы +_ следующими двумя способами.

Рассмотрим произвольную последовательность положительных действитель-
ных чисел { }iK k= . Обозначим через ip  i-е простое число. Для любых ,a b +∈Q
можно составить следующую сумму:

( ) ( ),
1

,
i ia b i p p

i
s k a b

∞

=

= ⋅ν ⋅ν∑
где лишь конечное число слагаемых отлично от нуля.

Зададим отношение K⊥  следующим образом:

, 0.K a ba b s⊥ ⇔ =

Теорема 9. Для произвольной последовательности { }i iK k ∈= `  положитель-
ных действительных чисел отношение K⊥ – ортогональность в +_ .

Доказательство. Зафиксируем произвольную последовательность{ }ik .
(А1) Достаточно положить 1b = . Тогда

( ) ( )
1

, 1 0.
i ii p p

i
a G s k a

∞

=
∀ ∈ = ⋅ν ⋅ν =∑

(А2) Так как i∀  0ik > , то
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( ) ( )
1

0 1.
i ii p

i
pk a a a

∞

=
⋅ν ⋅ν = ⇔ =∑

(А3) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0.
i i i ii p p i p p

i i
k a b k ab

= =

∞ ∞

⋅ν ⋅ν = ⇒ ⋅ν ⋅ν =∑ ∑

(А4) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0,
i i i iK K i p p i p p

i i
a b a c k a b k a c

∞ ∞

= =

⊥ ∧ ⊥ ⇒ ⋅ν ⋅ν = ⋅ν ⋅ν =∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1
0.

i i i i i

i i i i

i p p i p p p
i i

i p p i p p
i i

k a b c k a b c

k a b k a c

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

⋅ν ⋅ν ⋅ = ⋅ν ⋅ ν + ν =

= ⋅ν ⋅ν + ⋅ν ⋅ν =

∑ ∑

∑ ∑

(А5) ( ) ( )
1

0
i iK i p p

i
a b k a b

∞

=

⊥ ⇒ ⋅ν ⋅ν = ⇒∑

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1
.0

i i i ii p p i p p K
i i

k a b k a b a b
∞ ∞

− −

= =

⋅ν ⋅ν = − ⋅ν ⋅ν = ⇒ ⊥∑ ∑

Таким образом, отношение K⊥  является ортогональностью в +_ .
Пример 10. Пусть { } .nK n ∈= `

3

4
24 2 ,3

625 5
a ⋅

= =   2 13540 2 3 5 ,b = = ⋅ ⋅

( ) ( )3,1, 4,0,... ,f a = −    ( ) ( )2,3,1,0... ,f b =

, 1 3 2 2 1 3 3 ( 4) 1 0.a bs = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ =

Тогда Ka b⊥ .
Рассмотрим второй способ построения бесконечного множества ортогональ-

ностей .+_  Пусть числа 1 2,r r +∈_  такие, что для любых { }, \ 0s t ∈Z выполняется

1 2
s tr r≠ .
Для любых ,a b +∈Q положим

{ } ( ) ( )1 2, 1 2 2 1, \ 0 :
1 1.

u v v u
r ra b u v a r b r a r b r

a b
⊥ ⇔ ∃ ∈ = ∧ = ∨ = ∧ = ∨

= ∨ =

Z �

Теорема 11. Отношение 
1 2,r r⊥ – ортогональность в .+_

Доказательство. Проверим справедливость аксиом (А1) – (А5).
(А1) Положим 1.b =  Из определения отношения 

1 2,r r⊥  следует, что для любо-

го a справедливо 
1 2, 1r ra ⊥ .

(А2) Если предположить, что 
1 2,r ra a⊥  и 1a ≠ , то 1 2

u va r r= = , однако

1 2
s tr r≠ ни для каких { }, \ 0s t ∈Z .

(А3) очевидно.
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(А4)
1 2, 1 2 ,,u v
r ra b a r b r⊥ ⇒ = =

 
1 2, 1 2 .,u w
r ra c a r c r⊥ ⇒ = =

Тогда
( )

1 22 2 2 , .v w v w
r rb c r r r a b c+⋅ = ⋅ = ⇒ ⊥ ⋅

(А5)
1 2, 1 2 ,,u v
r ra b a r b r⊥ ⇒ = =

 
1 2

1 1
2 , .v

r rb r a b− − −= ⇒ ⊥

Таким образом, отношение 
1 2,r r⊥  – ортогональность в +_ .

Пример 12. Пусть 1 2
2 3, .
3 5

r r= =  Заметим, что для любых { }, \ 0s t ∈Z  выпол-

няется 1 2
s tr r≠ . Предполагая противное, получаем, что для некоторых

{ }, \ 0s t ∈Z 2 3
3 5

s t
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

или 2 3 3 5s s t t− −⋅ = ⋅ , что невозможно.

1) Пусть 
38 2 ,

27 3
a ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠  

2
;

5
9 3
25

b ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 тогда 
1 2, .r ra b⊥

2) Пусть 
13 2 ,

2 3
a

−
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

33 ;
125 5
27b ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 тогда 

1 2, .r ra b⊥

3. Связь ортогональностей в +_

В данном разделе мы ответим на вопрос, как ортогональности, описанные вы-
ше, соотносятся друг с другом.

Обозначим через R объединение всех 
1 2,r r⊥  ортогональностей, а через D – объ-

единение всех K⊥  ортогональностей. Имеет место следующая
Теорема 13. Всякая ортогональность +_  содержится в R.
Доказательство. Пусть ,a b +∈_ , a b⊥ . Покажем, что существуют

1 2, ,r r +∈_  удовлетворяющие условию { } 1 2, \ 0 ( )s ts t r r∀ ∈ ≠Z , что 
1 2,r ra b⊥ .

В роли 1r  достаточно взять a , а 2r  принять равным b . Тогда при

1u v= = 1
ua r=  и 2

vb r= , а значит, 
1 2,r ra b⊥ . Заметим, что s ta b≠ , используя

предложение 1(d) из [7], имеем .s ta b a b⊥ ⇒ ⊥  В силу антирефлексивности от-
ношения ортогональности s ta b≠ . ■

Следствие 14. Объединение всех ортогональностей +_  совпадает с R.
Докажем теорему о связи ортогональностей.
Теорема 15. Имеют место следующие включения:

1 2 ,D R⊥ ⊂⊥ ⊂ ⊂

причём каждое из включений является строгим.



Отношения ортогональности в мультипликативной группе 25

Доказательство. 1) Докажем 1 2 .⊥ ⊂⊥
Пусть 1a b⊥ .

( ) ( )

( ) ( ) 2

1 ( ( ) 0 ( )0

0 .

0)p p
p

p p
p

p pa b pa b

a b a b

a b
∈

∈

⊥ ⇒ ∀ ν = ∨ν ν = ⇒

ν ν =

ν = ⇒

⇒ ⊥

∑

∑
P

P

Пример 6 иллюстрирует, что обратное включение не имеет места, а значит,
включение 1 2⊥ ⊂⊥  является строгим.

2) Докажем включение 2 .D⊥ ⊂
Пусть 2a b⊥ . Покажем, что найдётся такая последовательность { }iK k= , что

Ka b⊥ .

( ) ( ) { } ( ) ( )2
1

0 0:
i ip p i p pi

p i
a b ka b k a b

∞

∈ =
ν ν = ν ν∃ =⊥ ⇒ ⇒∑ ∑

P
, в частности, при

{ } { }1ik =  Ka b⊥ .

Для доказательства того, что D ⊂ 2⊥ , приведём  пример.

Пример 16. Пусть { } { }1 .i
n

K k
n ∈

= =
`

2 912 3 ,5a = ⋅ ⋅     2 242 3 5 , b −= ⋅ ⋅
( ) ( )1, 2,9,0... ,f a =     ( ) ( )4, 2, 2,0... ,f b = −

( ),
1 11 1 4 2 9 2 ,

3
2

2
0a bs = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − =

следовательно, Ka b⊥ . Заметим, что 2a ⊥ ,b
 
а значит, включение 2 D⊥ ⊂  строгое.

3) D R⊂  в силу теоремы 13. Обратное включение неверно.

Так, например, пусть 1
2
9

r = , 2
2
5

r = ( { } 1 2, t \ 0 : s ts r r∀ ∈ ≠Z ).

Пусть 1
2
9

a r= = , 2
2
5

b r= = , тогда 
1 2,r ra b⊥ , так как 1

1a r= , 1
2b r= .

Однако, так как ( ) (1, 2,0,0...)f a = − , ( ) (1,0, 1,0...)f b = − , то ни при какой по-
следовательности { }iK k= , где каждый её член строго больше нуля,

( ) ( ) 0p kp
p

ik a b a
∈

ν ν ≠ ⇒ ⊥∑
P

b .

Таким образом, включение D R⊂  строгое.Каждое из включений обосновано, теорема доказана. ■
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The relation of orthogonality in various algebraic structures arouses the interest of mathemati-
cians. For example, Davis proposed an interesting approach to the introduction of orthogonality in
Abelian groups (Orthogonality relation on Abelian groups. Journal of the Australian Mathemati-
cal Society. Series A, vol. 19, 1975); F. Eugeni, B. Rizzi (An incidence algebra on rational num-
bers. Rendiconti di Matematica, vol. 12, 1979) and G. Birkhoff (Lattice theory. Providence.
Rhode Island, 1965) explored orthogonality in ortholattices; Kopytov V.M. (Lattice-Ordered
Groups, Nauka, Moscow, 1984) notes that the concept of orthogonality plays an important role in
the whole theory of l-groups.

Haukkanen and others (Perpendicularity in an Abelian group. International Journal of
Mathematics and Mathematical Sciences, vol. 13, 2013) introduced the concept of orthogonality
in an Abelian group with the help of axioms.

The purpose of the present paper is to get some results about orthogonalities in the multipli-
cative Abelian group of positive rational numbers. We describe the known orthogonalities of and
show that one of the relations of that was introduced in the article of Haukkanen is not an or-
thogonality. We construct an infinite set of new orthogonalities in by two different ways.
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О КОММУТИРУЮЩИХ ЭЛЕМЕНТАХ ГРУППЫ

Изучены некоторые свойства тривиально коммутирующих и нетривиально
коммутирующих элементов группы. Установлена их связь с множеством ин-
волюций группы. Показано, что множество нетривиально коммутирующих
элементов конечной группы образует коммутативный нормальный делитель.
Исследован вопрос о мощности множества тривиально коммутирующих
элементов конечных и обобщённо диэдральных групп.

Ключевые слова: группа, инволюция, коммутирующий элемент, сопряжён-
ный элемент, обобщённо диэдральная группа.

Работа над одной из задач IV студенческой олимпиады по алгебре Московско-
го государственного университета (2009 год) стала началом небольшого исследо-
вания свойств коммутирующих элементов произвольной группы.

1. Определения и простейшие свойства тривиально коммутирующих
и нетривиально коммутирующих элементов

Пусть 〈G, ⋅〉 есть произвольная неединичная группа.
Определение 1. Элемент g называется тривиально коммутирующим, если он

не коммутирует ни с каким элементом, кроме самого себя и единицы [1].
Определение 2. Элемент, не являющийся тривиально коммутирующим, будем

называть нетривиально коммутирующим.
Очевидно, каждый элемент центра группы является нетривиально коммути-

рующим элементом.
Множества всех тривиально коммутирующих элементов, нетривиально ком-

мутирующих элементов и инволюций группы будем обозначать соответственно
через U, W, J.

Предложение 1. U ⊂ J.
Доказательство. В группе для каждого неединичного элемента g всегда су-

ществуют два элемента, с которыми он коммутирует: e и g–1. Если g ∈ U, то
g = g−1. Значит, g ∈ J. #

Очевидно, если |G| = 2, то |U| = |W| = 1.
Для всех остальных абелевых групп |U| = 0, W = G. Поэтому дальше нас будут

интересовать неабелевы группы.
Непосредственные вычисления показывают, что в S3 ровно три тривиально

коммутирующих элемента:
U = {(12), (23), (13)}.

В группе кватернионов Q8 множество U является пустым.

2. Свойства элементов U и W произвольной группы

Отметим некоторые свойства элементов U и W произвольной группы.
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Предложение 2. 
1) Элемент, сопряжённый тривиально коммутирующему элементу, есть триви-

ально коммутирующий элемент; элемент, сопряжённый нетривиально коммути-
рующему элементу есть нетривиально коммутирующий элемент:

∀u ∈U  ∀w∈W  ∀g∈G  (ug∈U ∧ wg∈W).
2) Произведение двух тривиально коммутирующих элементов есть нетриви-

ально коммутирующий элемент:
u1∈U ∧ u2∈U ⇒ u1u2∈W.

Доказательство.
1) а) Выясним, какие элементы группы коммутируют с элементом ug.
Пусть uga = aug, где a ∈ G. Имеем

gug–1a = agug–1 ⇒ ug–1ag = g–1agu ⇒ 
1 1g gua a u

− −
= .

Так как u ∈U, то
1ga e

−
=  или 

1ga u
−

= .
Следовательно,

a = e или a = ug,
то есть ug – тривиально коммутирующий элемент.

б) Пусть w ∈ W, тогда по определению
∃a∈G (wa = aw ∧ a ≠ e ∧ a ≠ w).

Отсюда
wg–1ga = ag–1gw ∧ gag–1 ≠ geg–1 ∧ gag–1 ≠ gwg–1 ⇒

gwg–1gag–1 = gag–1gwg–1 ∧ ag ≠ e ∧ ag ≠ wg ⇒
wgag = agwg, где ag ≠ e, ag ≠ wg,

то есть wg – нетривиально коммутирующий элемент.
2) Пусть u1, u2 ∈U.
Если u1 = u2,

то u1u2 = e ∈ W.
Пусть теперь u1 ≠ u2 и u1u2 = v. Предположим, что v – тривиально коммути-

рующий элемент, тогда
o(v) = o(u1) = o(u2) = 2 ⇒

v = v–1 ⇒ u1u2 = (u1u2)–1 = u2
–1u1

–1 = u2u1,
что противоречит определению 1. Следовательно, v – нетривиально коммути-
рующий элемент. #

Теорема 3. Если множество тривиально коммутирующих элементов конечной
группы не пусто, то их ровно половина: пусть |G| = n, |U| ≠ 0, тогда |U| = |W|.

Доказательство. Рассмотрим U = {u1, …, us} и u*∈U. Согласно предложе-
нию 2,

{u1u*, …, usu*} ⊂ W.
Следовательно, |U| ≤ |W|.

С другой стороны, так как
Z(u*) = {e, u*},

то  |G/Z(u*)| = n/2.
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Легко видеть, что отображение
f : {u*g | g∈G} → G/Z(u*),

такое что f (u*g) = gZ(u*),
является биекцией.

В силу предложения 2,
|U| ≥ |{u*g | g∈G}| = n/2.

Следовательно, |U| ≥ |W|. Таким образом, |U| = |W|. #
Следствие 4. Пусть |G| = n, U ≠ ∅. Тогда
1) ∀w∈W  ∀u*∈U  ∃u′, u″∈U (w = u*u′ = u″u*).
2) Множество тривиально коммутирующих элементов совпадает с множест-

вом инволюций группы: U = J.
3) |G| = n = 4q + 2.
Доказательство.
1) Согласно теореме 3, U = {u1, …, un/2}. Пусть u*∈U.
Тогда

{u*u1,…, u*un/2} = {u1u*,…, un/2u*} = W.
2) Согласно предложению 1, U ⊂ J. Предположим теперь, что найдётся инво-

люция j, которая является нетривиально коммутирующим элементом. Тогда, со-
гласно пункту 1) данного следствия,

j = u*uk, где u* ≠ uk.
Имеем

j = j–1 ⇒ u*uk = (u*uk)–1 = uk
–1(u*)–1 = uku* ⇒ u*uk = uku*,

что противоречит определению 1. Значит, J ⊂ U. С учётом предложения 1, полу-
чаем U = J.

3) Согласно [2, с. 28, № 3.13], n/2 = 2q + 1, то есть n = 4q + 2. #
Обратимся теперь к нетривиально коммутирующим элементам.
Теорема 5. Пусть |G| = n, U ≠ ∅. Тогда W есть коммутативный нормальный

делитель группы G.
Доказательство. Воспользуемся критерием подгруппы. Пусть a, b∈W. За-

фиксируем u*∈U. Имеем
ab–1 = u′u*(u″u*)–1 = u′u″∈W.

Далее:
[a, b] = (u*ui)–1(u*uj)–1(u*ui)(u*uj) = (uiu*uj)2 = uk

2 = e.
Заметим, наконец, что, согласно предложению 2,

∀w∈W  ∀g∈G (wg∈W). #
Обратимся теперь к произвольным группам.
Предложение 6. Пусть 〈A, ⋅〉 – абелева группа, имеющая инволюции, 〈D(A), ◦〉

– обобщённо диэдральная группа [2, с. 15−16, № 1.46]. Тогда множество U триви-
ально коммутирующих элементов группы D(A) является пустым.

Доказательство. По определению
D(A) = {(a, ε) | a ∈ A, ε = ± 1; (x, ε1) ◦ (y, ε2) = (xyε1, ε1ε2)}. 

Легко видеть, что множество всех инволюций J группы D(A) есть
{(a, –1) | a∈A} ∪ {(a, 1) | a∈A, o(a) = 2}.

Убедимся, что ни одна из инволюций группы D(A) не является тривиально
коммутирующим элементом.
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Пусть a*∈A, o(a*) = 2. Тогда
∀a∈А ((a, –1) ◦ (a*, 1) = (aa*, –1) = (a*a, –1) = (a*, 1) ◦ (a, –1)).

Таким образом, в группе D(A) нет тривиально коммутирующих элементов. #
Теорема 7. Пусть D(A) – обобщённо диэдральная группа, где группа A не со-

держит инволюций. Тогда множество всех тривиально коммутирующих элемен-
тов U группы D(A) есть множество {(a, –1)| a∈A} и |U| = |W|.

Доказательство. Покажем, что
∀a∈А (|Z(a, –1)| = 2).

Пусть g∈A и
(a, –1) ◦ (g, ε) = (g, ε) ◦ (a, –1).

Отсюда
ag–1 = gаε = аεg.

При ε = 1 получаем
ag–1 = аg ⇒ g–1 = g ⇒ g = e

(так как инволюций в А нет), то есть (g, ε) = (e, 1).
Если ε = –1, то

ag–1 = а–1g = (ag–1)–1 ⇒ ag–1 = e, то есть g = a.
Следовательно, (g, ε) = (a, –1).

Так как других инволюций в D(A) нет, то
U = {(a, –1)| a∈A}.

Согласно определению 2, W = {(a, 1) | a∈A}, отсюда |U| = |W|. #
Теорема 8. Пусть 〈G, ⋅〉 – группа, множество инволюций J которой не пусто, и

множество H = G\J является её подгруппой, H ≠ {e}. Тогда
1) H – коммутативный нормальный делитель G; |G/H| = 2;
2) Множество тривиально коммутирующих элементов U группы G совпадает с

J и |W| = |U|;
3) G ≅ D(H).
Доказательство.
1) Каждый элемент g группы G либо принадлежит Н, либо J. Так как

∀g∈H ∀h∈H (hg∈H),
то убедимся, что

∀j∈J ∀h∈H (jhj = h–1).
Достаточно заметить, что jh∈J. Действительно, если jh∉J, то jh∈Н. Отсюда

j∈Н, что противоречит условию теоремы. Таким образом, jh∈J, то есть jh = h–1j.
Следовательно, H� G.
Вычислим индекс подгруппы Н в группе G. Предположим, что произведение

двух различных инволюций есть инволюция: пусть j ≠ k, и jk = j *, где
o(j) = o(k) = o(j *) = 2. Тогда

∀h∈H (j *hj * = h–1 = (jk)–1h(jk) = kjhjk = h) –
получили противоречие. Следовательно,

∀h∈H (jH = kH),
то есть |G/H| = 2.

Вычислим [h1, h2]. Имеем
[h1, h2] = (jh1j)⋅(jh2j)h1h2 = (h1h2)–1h1h2 = e.

Пункт 1) доказан.
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2) Пусть j∈J. Так как
∀h∈H (jh = h–1j),

то (jh = hj ⇒ h–1j = hj ⇒ h = e).
Если k∈J, k ≠ j, то

(jk = kj ⇒ (jk)2 = jkkj = e),
где jk∈H (смотри доказательство пункта 1) данной теоремы), (jk) ≠ e – получили
противоречие.

Следовательно,
∀j∈J  (Z(j) = {e, j}), то есть U = J.

Отсюда W = H.
Так как |G/H| = 2, то |U| = |W|. Пункт 2) доказан.
3) Убедимся, что

∀j∈J  〈H, j〉 = {h, hj | h∈H}.
Достаточно заметить, что

h1(h2 j)–1 = h1jh2
–1 = h1h2j,

(h2j)h1
–1 = h2h1j;

(h1j)(h2j)–1 = h1h2
–1.

Так как
∀k∈J (kj∈H),

то k = hj. Следовательно, ∀j∈J (G = {h, hj | h∈H}).
Зададим отображение f : G → D(H), такое, что

∀h∈H f (h) = (h, 1), f (hj) = (h, –1).
Очевидно, что  f – биекция. Проверим сохранение операции:

f (h1h2) = (h1h2, 1) = (h1, 1)◦(h2, 1) = f (h1)◦f (h2),
f (h1h2 j) = (h1h2, –1) = (h1, 1)◦(h2, –1) = f (h1)◦f (h2 j),

f (h1 jh2) = f (h1h2
–1j) = (h1h2

–1, –1) = (h1, –1)◦(h2, 1) = f (h1j)◦f (h2),
f (h1 jh2 j) = f (h1h2

–1) = (h1h2
–1, 1) = (h1, –1)◦(h2, –1) = f (h1j)◦f (h2 j).

Таким образом, G ≅ D(H). #
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Let G be an arbitrary group. An element g is trivially commuting if it does not commute with
any other elements but itself and unity. We call an element as non-trivially commuting if it is not
trivially commuting. Sets of all trivially commuting elements, non-trivially commuting elements,
and involutions of the group are denoted by U, W, J.

Proposition 1. U ⊂ J.
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Proposition 2.
1) An element conjugate to a trivially commuting element is a trivially commuting element;

an element conjugate to a not trivially commuting element is a non-trivially commuting element
элемент: ∀u∈U  ∀w∈W  ∀g∈G (ug∈U  wg∈W).

2) A product of two trivially commuting elements is a non-trivially commuting element:
u1∈U,  u2∈U ⇒ u1u2∈W.

Theorem 3. If the set of trivially commuting elements of a finite group is not empty, they are
exactly half to the group: let |G| = n, |U| ≠ 0, then |U| = |W|.

Corollary 4. Let |G| = n, |U| ≠ 0, then
1) ∀w∈W ∀u*∈U ∃u′, u″∈U (w = u*u′ = u″u*);
2) U = J;
3) |G| = n = 4q + 2.
Theorem 5. Let |G| = n, |U| ≠ 0, then W is a commutative normal divisor of the group G.
Proposition 6. Let 〈A, ⋅〉 be an Abelian group with the involution and 〈D(A), ◦〉 be a general-

ized dihedral group. Then the set U of trivial commuting elements of the group D(A) is empty.
Theorem 7. Let 〈D(A), ◦〉 be a generalized dihedral group and let the group A have no involu-

tions. Then the set U of trivially commuting elements of the group D(A) is the set {(a, –1)| a∈A},
|U| = |W|.

Theorem 8. Let 〈G, ⋅〉 be a group, the set of involutions J of the group G be not empty, and
the set H = G\J be a subgroup, H ≠ {e}. Then

1) H is a commutative normal divisor of G; |G/H| = 2;
2) The set U of trivially commuting elements of the group G coincides with J and |W| = |U|;
3) G ≅ D(H).

Keywords: group, involution, commuting element, conjugate element, generalized dihedral group.
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УСТОЙЧИВАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ В ПРОСТРАНСТВАХ
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ НЕКОТОРЫХ ДВУМЕРНЫХ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С
ОПЕРАТОРНО-ПОЛУГРУППОВЫМ ЯДРОМ

Исследуются возникающие в задачах теплопроводности двумерные гранич-
ные интегральные уравнения, операторные ядра которых выражаются через
пространственно-временнýю 0C -полугруппу. При условии 2kC +∂Ω ∈  до-
казана устойчивая разрешимость интегральных уравнений в пространствах k
раз непрерывно дифференцируемых на границе ∂Ω векторных функций со
значениями в пространствах типа Соболева, определяемых степенями гене-
ратора 0C -полугруппы .
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Одним из методов, применяемых для аналитического решения достаточно ши-
рокого класса краевых задач нестационарной теплопроводности, является метод
граничных интегральных уравнений (ГИУ) [1, с. 175]. На его основе для решения
начально-краевых задач теплопроводности был разработан ряд численных мето-
дов, традиционно объединяемых под общим названием «методы граничных эле-
ментов» [2, с. 156; 3−8]. В связи с необходимостью строгого обоснования таких
численных методов, связанного с вопросами аппроксимации и устойчивости, бы-
ли проведены исследования, посвященные устойчивой разрешимости соответст-
вующих ГИУ в пространствах дифференцируемых функций [5, 6, 9, 10].

В настоящей работе исследуются двумерные векторные ГИУ типа Фредгольма
второго рода с операторным ядром, выраженным через 0C -полугруппу ( )τU . Как
показано в работе [11], такие ГИУ позволяют решить векторные краевые задачи
первого, второго и третьего рода для линейных дифференциально-операторных
уравнений 2∆ =u B u  в плоской ограниченной односвязной открытой области +Ω

или ее внешности 2 \− +Ω ≡ ΩR . Операторный коэффициент B является генерато-
ром 0C -полугруппы ( )τU  в пространстве 2 2 ( )Y TL L I I≡ ×  ( [0, ]YI Y≡ ,

[0, ]TI T≡ ): 1

0
lim ( ( ) )−

τ→+
= τ − τB f f U f . В свою очередь, указанные краевые зада-

чи суть возможные постановки начально-краевых задач теплопроводности на
временнóм промежутке TI  в однородном цилиндре YI

+Ω ×  или YI
−Ω ×  с неод-

нородными граничными условиями первого, второго и третьего рода на боковой
поверхности цилиндра, нулевыми граничными условиями первого, второго или
третьего рода (в зависимости от оператора B) на основаниях цилиндра и нулевым
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начальным условием. Двумерные векторные ГИУ не совпадают с обычными ска-
лярными ГИУ типа Вольтерра – Фредгольма для таких задач теплопроводности,
но представляют собой по существу прямые суммы скалярных ГИУ типа Воль-
терра-Фредгольма в плоских областях ±Ω , порождаемые спектральным разложе-
нием пространственной составляющей 0C -полугруппы.

Преимущество таких двумерных ГИУ по сравнению с обычными состоит в
возможности экономного вычисления разрешающих их сеточных операторов в
алгебре полиномов, образованных степенями полугруппового оператора. В рабо-
тах [12, 13] построены соответствующие вычислительные схемы, исследованы их
аппроксимирующие свойства и вопросы устойчивости. При обосновании этих по-
ложений возникает необходимость установления инвариантности пространств

( , ( ))k n
Y TC H I I∂Ω ×  относительно прямых и обратных операторов ГИУ, а также

ограниченности таких операторов в указанных пространствах (здесь
( , ( ))k n

Y TC H I I∂Ω ×B  – пространство k раз непрерывно дифференцируемых на ∂Ω

векторных функций со значениями в ( )n
Y TH I I×B ; ∂Ω – граница области +Ω ;

( )n
Y TH I I×B  – пространство типа Соболева, определяемое n+1 степенью операто-

ра B). Основную задачу настоящей статьи составляет доказательство наличия у
таких операторов перечисленных свойств.

Хотя исследуемые здесь интегральные уравнения и отличаются сами по себе
от традиционно изучаемых, приведем еще несколько отличий полученных здесь
результатов от аналогичных результатов других авторов. Разрешимость ГИУ в
пространствах дифференцируемых функций, насколько мне известно, исследова-
лась или на границах типа C∞  [6, 9, 10], или липшицевых [5], причем в последнем
случае, как и в [6, 9], лишь в пространствах, являющихся соболевскими по всем
переменным. В работе [10] доказана устойчивая разрешимость ГИУ второго рода
в пространствах типа ( , ( ))k n

TC I C ∂Ω  или ( , ( ))k n
TC I H ∂Ω  ( ( )nH ∂Ω  – простран-

ство Соболева), причем в областях Ω произвольной размерности, но в предполо-
жении неограниченно гладкой границы. Поэтому стоит отметить, что в настоящей
работе устойчивая разрешимость ГИУ в пространстве ( , ( ))k n

Y TC H I I∂Ω ×B  дока-

зана при менее обременительном условии 2kC +∂Ω ∈ .
Работа [14] представляет собой более ранний этап настоящего исследования:

результаты получены лишь в пространствах ( , ( ))n
Y TC H I I∂Ω ×B  и 2( , )kC L∂Ω ;

достаточное условие 2kC +∂Ω ∈ , по существу, только объявлено, но отсутствует
часть доказательства, где оно используется (здесь теорема 1); исследовались лишь
первая и вторая краевые задачи.

В конце настоящей работы сделано указание на справедливость утверждений,
аналогичных полученным, для стационарных и нестационарных задач теплопро-
водности в плоской области и стационарных задач в цилиндре, а также целого
класса абстрактных краевых задач для уравнения 2∆ =u B u .
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Постановки задач и предварительные сведения

Пусть 2C∂Ω ∈ . Рассмотрим четыре краевые задачи ( 1, 2i = ):
2

2 i ia ± ±∆ =u B u   ( ( )1 2,x x x ±= ∈ Ω ), (1±)

1 1
± ±=u w   ( x ∈ ∂Ω ), (2a)

2 2 2
± ± ±∂ − η =nu u w   ( x ∈ ∂Ω ), (2b)

решения которых – функции ( )i x±u  со значениями в 2L , определенные на ±Ω .

Здесь ( )i x±w  – функции со значениями в 2L , заданные на ∂Ω; n – нормаль к кри-

вой ∂Ω  в точке x, направленная внутрь области +Ω ; 
1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂ , ∂n  –

сильные производные векторных функций; 0a >  – коэффициент температуро-
проводности, 0η ≥  – коэффициент теплообмена на боковой поверхности цилин-
дра. Оператор B определен в пространстве 2L  как t y p≡ + +B B B E  на пересече-

нии областей определения операторов tB  и yB . Здесь E – тождественный опера-

тор; оператор tB : ( ) ( , ) ( , )t ty t f y t= ∂B f , задан на абсолютно непрерывных по t
функциях 2( , )f y t L∈ , таких, что 2t f L∂ ∈  и 0| 0tf = =  при почти всех Yy I∈ ; опе-

ратор yB : ( ) 2 2( , ) ( , )y yyy t a f y t= − ∂B f , задан на абсолютно непрерывно диффе-

ренцируемых по y  функциях 2( , )f y t L∈ , таких, что 2
2yy f L∂ ∈  и

( )0 0|y yf f =∂ − λ = ( ) | 0y Y y Yf f =∂ + λ =  ( 00 , Y≤ λ λ ≤ ∞ ) при почти всех Tt I∈ ;

1p > −μ , где 1 0μ ≥  – наименьшее собственное значение оператора yB  ( 1 0μ =

лишь при 0 0Yλ = λ = ). Оператор B замкнут как сумма двух замкнутых операто-
ров в пространстве 2L , порождающих 0C -полугруппы и дейcтвующих вдоль раз-
личных переменных [15]. Оператор B порождает экспоненциально убывающую

0C -полугруппу (τ)U : ( )τ ≤U  ( )[ ]1exp p− + μ τ , причем ( )τU  – нулевые опера-
торы при Tτ ≥ .

Будем считать, что если по условию значения векторной функции принадле-
жат банахову пространству, то предельные операции над этими значениями по
умолчанию осуществляются в норме этого пространства. Обозначим через ( )C ′Ω

и ( )kC ′Ω  пространства непрерывных и k  раз непрерывно дифференцируемых

функций со значениями в 2L , определенных на множестве 2′Ω ⊂ R .

Определение 1. Решением уравнения (1 ± ) будем называть функцию
2( ) ( )x C± ±∈ Ωu  со значениями в D(B) (области определения оператора B), обра-

щающую уравнение (1±) в истинное равенство.
Определение 2. Решением задачи { }1P±  будем называть функцию

1 ( )C± ±∈ Ωu , являющуюся решением уравнения (1 ± ) и удовлетворяющую гра-
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ничному условию (2а). В случае задачи { }1P−  будем требовать также выполнения

условия: 
2

1 0
L

− →u  при x → ∞ .

Определение 3. Решением задачи { }2P±  будем называть функцию

2 ( )C± ±∈ Ωu , являющуюся решением уравнения (1±) и имеющую с внутренней

(внешней) стороны ∂Ω правильную нормальную производную 2
± ±∂nu

( 2 2( ) ( )x x± ± ±∂ ± ξ → ∂n nu n u  при 0ξ → +  равномерно относительно x ∈ ∂Ω ), опреде-

ляемую равенством (2b): 2 2 2
± ± ± ±∂ = + ηnu w u . В случае задачи { }2P−  будем требо-

вать также выполнения условия 
2 2

0
L L

x − −∇ →u u  при x → ∞

(
1 22 2 2

2 22
x xL L L

∇ = ∂ + ∂u u u ).

Пусть 1n  и 2n  – нормали к кривой ∂Ω, проходящие через точки x′  и x  соот-

ветственно и направленные внутрь области +Ω ; дифференцирование 
1

∂n  и 
2

∂n

осуществляется по точкам x′  и x соответственно. Зададим на множествах ±Ω
векторные функции ( )i x±p  ( 1, 2i = ) со значениями в пространстве 2L  с помощью
криволинейных интегралов первого рода:

11 1( ) ( ) ( )x r x ds± ±

∂Ω

′ ′≡ ∂∫ np K v ,  2 2( ) ( ) ( )x r x ds± ±

∂Ω

′ ′≡ ∫p K v ,

где r x x′≡ − , ( )i x±v  – векторные функции со значениями в 2L , заданные на ∂Ω ;
( )rK  ( 0r > ) – функция со значениями в пространстве ограниченных операторов,

действующих в 2L , определяемая равенствами

( ) ( )1 1 2 2( ) 4 exp 4 ( )
TI

r r a d− − ⎡ ⎤≡ π τ − τ τ τ⎣ ⎦∫K f U f  ( 2L∈f ).

Согласно работе [11], при условиях 2C∂Ω ∈  и ( )i C± ∈ ∂Ωv , функции 1
±p  и 2

±p
являются векторными аналогами потенциалов двойного и простого слоев соответ-
ственно. Если 2C∂Ω ∈  и ( )i C± ∈ ∂Ωw , то задачи { }iP±  однозначно разрешимы и

их решения представимы в виде соответствующих функций i
±p  с неизвестными

( )i C± ∈ ∂Ωv , однозначно определяемыми ГИУ:

( ) 11 2i
i i i i i i
± ± − ± ± ±≡ − + =G v v G v w∓ , ( 3i

± )

( )
11 ( ) ( ) ( )x r x ds

∂Ω

′ ′≡ ∂∫ nG f K f ,

( )
22 ( ) ( ) ( ) ( )x r r x ds

∂Ω

′ ′⎡ ⎤≡ ∂ − η⎣ ⎦∫ nG f K K f

( x ∈ ∂Ω ).
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Анализ интегральных операторов
в пространствах дифференцируемых функций

Введем в рассмотрение параметрические уравнения кривой ∂Ω : 1 1( )x x s= ,

2 2 ( )x x s= , где s  – длина дуги, откладываемой от некоторой фиксированной точ-
ки в определенном направлении и заканчивающейся в точке ( )1 2,x x x= . Функции

1( )x s , 2 ( )x s , периодические с периодом 2S  ( S  – половина длины ∂Ω ), осуще-
ствляют взаимнооднозначное отображение множества ( ],SI S S≡ −  на множество

∂Ω . Очевидно, что если функции 1( )x s , 2 ( )x s  принадлежат классу ( )k
SC I , т.е.

имеют непрерывные производные на замкнутом множестве SI  до порядка k

включительно, то kC∂Ω ∈ . Условимся далее писать kC∂Ω ∈ , если функции

1( )x s , 2 ( )x s  принадлежат классу ( )k
SC I . Кроме того, пусть s  и s′  – значения

параметра, соответствующие точкам x  и x′ , и пусть s s′σ ≡ − .
Введем в рассмотрение функции ( , )m s s′ψ  ( 0,1, 2m = ), заданные на множестве

S SI I×  при s s′ ≠  равенствами m m
2ψ = ρ σ , где

( ) ( ) [ ] [ ]{ }22 2 2
0 1 1 2 2( , ( ) ( ) ( ) ( )s s a r a x s x s x s x s

−1 −1 2′ ′ ′ρ ) ≡ 4 = 4 − + − ,

( ) ( ) [ ] [ ]{ }
1

1 12 2
1 1 1 2 2 2 1( , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s a r r a x s x s x s x s x s x s

− −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ρ ) ≡ 8π ∂ = 8π − − + −n ,

( ) ( ) [ ] [ ]{ }
2

1 12 2
2 1 1 2 2 2 1( , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s a r r a x s x s x s x s x s x s

− −
′ ′ ′ ′ ′ρ ) ≡ 8π ∂ = 8π − − + −n ,

а при s s′ =  равенствами

( )2( , ) 4s s a
−1

0ψ ≡ , ( ) [ ]
12

1 2 2 1( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s a x s x s x s x s
−

1 2 ′′ ′ ′′ ′ψ = ψ ≡ 16π − .

Теорема 1. Пусть 2nC +∂Ω ∈  ( { }0,1,...n +∈ ≡Z ). Тогда существуют непрерыв-

ные на множестве S SI I×  производные ji
s ms′∂ ∂ ψ  ( 0,i n j= − , 0,j n= , 0,1, 2m = ).

Лемма. Пусть I  – замкнутый интервал на вещественной оси. Предположим,
что некоторая вещественная функция ( , )f z ζ  имеет в области I I×  непрерывные

производные ji
z fζ∂ ∂  ( 0,i n= , 0,j n′= ), причем n n′<  и | 0j

zf ζ=ζ∂ =  при z I∈ ,

0, 1j q= − , где q n n′= − . Тогда функция ( , )h z ζ , заданная при zζ ≠  равенством

( )( , ) qh z f zζ ≡ ζ − , а при zζ =  равенством ( , ) | !q
zh z z f qζ=ζ≡ ∂ , имеет в области

I I×  непрерывные производные ji
z hζ∂ ∂  при 0,i n j= − , 0,j n= .

Доказательство леммы. Зададим на множестве I I×  функции , , ( , )k l mg z ζ
так, что при zζ ≠

( ) ( )
1 1

1
, ,

| | |
( , ) ...

! ( 1)! ( 1 )!

m k l m k l m n
z z z z z z n k l

k l m
f f f

g z z z
k k n l

′+ + + −
′ζ ζ= ζ ζ= ζ ζ= − − −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ζ ≡ + ζ − + + ζ − +
′+ − −

( )
( ) 11 |

( 1 )!
n lm n

z tk
z

f t dt
n l z

ζ
′− −′

ζ ζ=+ ∂ ∂ ζ −
′ − − ζ − ∫   ( 0,l n k′= − , ,k q n′= , 0,m n= )
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(если k l n′+ = , то функция , , ( , )k l mg z ζ  определяется только последним инте-

гральным слагаемым), а при zζ =  , , ( , ) | !m k l
k l m z zg z z f k+

ζ ζ=≡ ∂ ∂ . Непосредственно

проверяется существование непрерывных на I I×  производных , ,z k l mg∂  и

, ,k l mgζ∂  и выполнение равенств

, , , , 1 1, ,z k l m k l m k l mg g k g+ +∂ = + ,  , , , 1, 1, ,k l m k l m k l mg g k gζ + +∂ = −

при k n′< , m n<  и k n′< , l n′<  соответственно. Отсюда легко видеть, что произ-
водные ,0,0

ji
z qgζ∂ ∂  представляют собой линейные комбинации функций , ,k l mg  при

k l q i j n′+ ≤ + + ≤ , m i≤ . В силу формулы Тейлора с дополнительным членом в
виде определенного интеграла [16, с. 146] имеем ,0,0qh g= . Следовательно, если

i j n+ ≤ , то производные ji
z hζ∂ ∂  существуют и непрерывны. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Можно убедиться, что условия леммы выпол-
няются, если mf = ρ  и 2q = , при этом для функций ρ0 и ρ1 полагаем z s′= ,

sζ = , а для функции ρ2 полагаем z s= , s′ζ = . Тогда получаем справедливость
утверждения леммы для функций mh = ψ . Теорема доказана.

Определим в пространстве ( )C ∂Ω  норму: 
2( ) sup ( )C L

x
x∂Ω

∈∂Ω
≡f f , что делает

это пространство банаховым. Введем также в рассмотрение банаховы пространст-
ва ( )kC ∂Ω  ( 1, 2,...k = ), состоящие из функций ( )C∈ ∂Ωf , имеющих непрерыв-

ные на множестве SI  производные ( )lf : ( )( ) ( ) ( )l l ls d x s ds≡f f  ( 1,l k= ), с нор-

мой ( )
( ) ( )0

maxk
l

C Cl k∂Ω ∂Ω≤ ≤
≡f f . Будем считать, что 0 ( ) ( )C C∂Ω ≡ ∂Ω .

Оператор A, отображающий банахово пространство S само в себя, условимся
обозначать как [ ]A S .

Теорема 2. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы ( )k
i C⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ( k +∈ Z , 1, 2i = )

всюду определены и ограничены.
Доказательство. Введем в рассмотрение вещественные функции
( , ) ( , )m ms s sχ σ ≡ ψ + σ  ( 0,1, 2m = ). Пусть ( )kC∈ ∂Ωf . Запишем выражение iG f

в следующем виде:

( )( ) ( )( , ) ( )
S

i i
S

s s x s d−α

−

= σ σ + σ σ∫G f Z f ,

2 1

0

( , ) ( , , ) ( )
T

i is z s dα −σ ≡ τ σ τ τ τ∫Z f U f ,

[ ]1 2
1 1 0( , , ) ( , ) exp ( , )z s s s+ασ τ ≡ λ χ σ −χ σ λ ,

 [ ] [ ]2
2 2 0( , , ) ( , ) exp ( , )z s s sασ τ ≡ λ χ σ λ − η −χ σ λ� , (4)

где (0,1)α ∈  – некоторое фиксированное число; 2λ = σ τ , 22aη = η� ; iZ  – функ-
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ции со значениями в пространстве ограниченных операторов, действующих в 2L .

В силу теоремы 1 существуют непрерывные при ( , ) S Ss I Iσ ∈ ×  производные
l
s m∂ χ  ( 0,l k= ). Отсюда с учетом неравенства 0 0χ >  получаем существование

непрерывных и ограниченных на множестве (0, )S SI I× × ∞  производных l
s iz∂

( 0,l k= ). В результате, принимая во внимание ограниченность операторов ( )τU
( τ ≥ 0 ) в совокупности, приходим к существованию в операторной норме непре-
рывных на множестве S SI I×  производных l

s i∂ Z  ( 0,l k= ). Тогда, используя

представление (4) и учитывая, что ( )kC∈ ∂Ωf , имеем ( )k
i C∈ ∂ΩG f  и оценки:

( ) ( )
2

2

( )

0
( ) ( , ) ( )

Sl
l l l l l

i l s i sL l S L

s C s x s d−α′ ′ ′−

′= −

= σ ∂ σ ∂ + σ σ ≤∑ ∫G f Z f

( ) ( )
2

1 11 ( ) 1 1
, , ( )0 , 0

2 1 max ( ) 2 1 k

S

l
l l k

i l l i k CLl l s I l
S c s C S c− −′ ′−α + −α

∂Ω′≤ ≤ ∈ ′=
≤ − α ≤ − α∑f f ,

где ,
0 ,( , )

max ( , )
S S

l
i l s i

l l s I I
c s′

′≤ ≤ σ ∈ ×
= ∂ σZ , Ss I∈ , ( )[ ]! ! !l

lC l l l l′ ′ ′= −  ( 0,l k= ). Из полу-

ченных оценок вытекает ограниченность операторов ( )k
i C⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G . Теорема дока-

зана.
Обозначим через nHB  пространство функций 2L∈f , таких, что 2

m L∈B f

( 1,m n= ), с нормой 
2

1/ 22

0n
n m

H m L=
⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑B

f B f . В силу замкнутости оператора B

пространства nHB  банаховы. Введем в рассмотрение пространства ( )k
nC ∂Ω

( 0,1,...k = , 1, 2,...n = ), состоящие из элементов ( ),kC∈ ∂Ωf  таких, что

( ) nx H∈ Bf  при x ∈ ∂Ω  и ( )m kC∈ ∂ΩB f  ( 1,m n= ), с нормой
( )

( ) 0
max sup ( )k nn

S

l
C Hl k s I

s∂Ω ≤ ≤ ∈
≡

B
f f . Пространства ( )k

nC ∂Ω  также банаховы. Легко

видеть, что если оператор ( )kC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦A  всюду определен и ограничен и коммути-

рует с операторами mB  ( 1,m n= ) на множестве ( )k
nC ∂Ω , то оператор

( )k
nC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦A  также всюду определен и ограничен: ,k n k≤A A  (здесь ,k nA ,

kA  – нормы операторов ( )k
nC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦A , ( )kC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦A  соответственно).

Следствие 1. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы ( )k
i nC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ( k +∈ Z ,

n ∈ N , 1, 2i = ) всюду определены и ограничены.
Доказательство. Используя замкнутость оператора B и выполнение ра-

венств ( ) ( )τ = τU B BU  на множестве D(B), несложно убедиться в справедливо-

сти равенств m m
i i=G B B G  ( 1,m n= ) на множестве ( )k

nC ∂Ω . Поэтому с учетом

теоремы 2 операторы ( )k
i nC⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  всюду определены и ограничены. Утвержде-

ние доказано.
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Теорема 3. Пусть 2kC +∂Ω ∈ , ( )k
i C± ∈ ∂Ωw  ( k +∈ Z , 1, 2i = ) и 2i L± ×∈v , где

2 2 ( )Y TL L I I× ≡ ∂Ω× × . Тогда ( )k
i C± ∈ ∂Ωv .

Доказательство. Представим операторы iG  в виде , ,i iε ε′ ′′+G G , где

( ), ,( ) ( , ( ( )
S

i i
S

s s s x s dsε ε
−

′ ′ ′ ′ ′≡ ) )∫G f K f ,  ( ), ,( ) ( , ( ( )
S

i i
S

s s s x s dsε ε
−

′′ ′′ ′ ′ ′≡ ) )∫G f K f ,

, ( , ) ( , ) ( )i is s s sε ε′ ′ ′≡ ϕ σK K ,  [ ], ( , ) ( , ) ( )i is s s sε ε′′ ′ ′≡ 1− ϕ σK K ,

[ ]
1

2
1 1 0( , ) ( ) , ) exp , ) ( )

TI

s s r s s s s d−′ ′ ′≡ ∂ = ρ ( τ −ρ ( τ τ τ∫nK f K f U f ,

[ ]
2

2 1
2 2 0( , ) ( ) ( ) , ) exp , ) ( )

TI

s s r r s s s s d− −⎡ ⎤′ ′ ′≡ ∂ − η = ρ ( τ − ητ −ρ ( τ τ τ⎣ ⎦∫nK K K U f� ,

( )εϕ σ  – k  раз непрерывно дифференцируемая вещественная функция: ( ) 1εϕ σ =
при 2σ ≤ ε , 0 ( ) 1ε< ϕ σ <  при 2ε < σ < ε , ( ) 0εϕ σ =  при σ ≥ ε  ( 0 S< ε < );

, ( ,i s sε′ ′)K , , ( , )i s sε′′ ′K , ( , )i s s′K  – функции со значениями в пространстве ограни-
ченных операторов, действующих в 2L .

Так как 2kC +∂Ω ∈ , то на множестве S SI I×  при s s′ ≠  существуют непрерыв-

ные производные 0
l
s∂ ρ  ( 0, 2l k= + ) и 1

l
s∂ ρ , 2

l
s∂ ρ  ( 0, 1l k= + ). Кроме того, 0 0ρ >

при s s′ ≠ . Поэтому при s s′ ≠  в операторной норме существуют непрерывные
производные ( , )l

s i s s′∂ K  ( 0, 1l k= + ). Следовательно, если функцию , ( , )i s sε′′ ′K  до-

определить при s s′ =  нулевыми операторами, то на множестве S SI I×  сущест-

вуют непрерывные производные , ( , )l
s i s sε′′ ′∂ K  ( 0,l k= ). Тогда, учитывая, что

2i L± ×∈v  и ( )k
i C± ∈ ∂Ωw , имеем ( ),2 ( 1) ( )i k

i i i i C± ± ±
ε′′≡ − − ∈ ∂Ωh w G v∓ .

Далее заметим, что согласно теореме 6 [11] функции ( )
i

r∂n K  ограничены на

∂Ω , а согласно теореме 3 [11] функция ( )r rα K  ограничена на ∂Ω  при любом

0α > . Кроме того, кривая 2C∂Ω ∈  не имеет точек самопересечения, следова-
тельно, существует ( )0

( , )
max

S Ss s I I
c r

′ ∈ ×
≡ σ .

Зафиксируем некоторое число (0,1)α ∈ . Обозначим 
( )

2

,
max

S S
i i

s s I I
c rα

′ ∈ ×
≡ K , где

функции 2 ( , )ir s sα ′K  доопределены при s s′ =  по непрерывности. Полагая

( ) ( )2
01 8 ic c S1−α αε < − α , имеем неравенства:

( )

22
, ,

2 2 1 1
0 0

( , )

( , 4 1 2

S S
2

i i
S S

S
2

i i
S

r s s r ds ds

c r s s d ds c c S

α −α
ε ε

− −
ε

−1α α −α α −α −

− −ε

⎛ ⎞
′ ′ ′ ′≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

≤ + σ) σ σ ≤ − α ε <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

G K

K ,
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в силу которых к уравнениям ( ),1 2( 1)i
i i i

± ±
ε′− =G v h∓ , эквивалентным соответст-

вующим уравнениям ( 3i
± ), применима теорема Банаха: функции i

±v  представимы

в виде рядов ,0 i nn
∞ ±

=∑ j  ( ( ), ,2 ( 1)
ni

i n i iG± ±
ε′≡ ± −j h ), сходящихся в норме 2L× .

Используя рассуждения предыдущей теоремы и учитывая, что

( )( ) ( ), ( , ) ( ) ( )i is s x s d
ε

−α
ε ε

−ε

′ = σ σ ϕ σ + σ σ∫G f Z f

и ( ) 1εϕ σ ≤ , получаем существование непрерывных производных ( )( )
,

l
i n
±j

( 0,l k= ) на множестве SI  и справедливость оценок:

( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )112 1
, , ,

0 ,
2 ( ) 2 1 max 2 ( ) ...

S

l ln nl
i i l i

l l s IL L
s c s

′−−+ −α
ε ε

′≤ ≤ ∈
′ ′± ≤ − α ε ± ≤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦G f G f

( )( ) ( )( )
2

1 12 1 ( ) 2 1
, , ( )0 ,

2 1 max ( ) 2 1 k

S

n nl l k
i l i k CLl l s I

c s c− −′+ −α + −α
∂Ω′≤ ≤ ∈

≤ − α ε ≤ − α εf f .

Тогда, налагая дополнительное условие ( )2
,2 1k

i kc1−α − −ε < − α , получаем
оценки:

( ) ( )
2

( )
, ( )k

l n
i n i CL

s q± ±
∂Ω

≤j h

( ( ) 12 1
,2 1 1k

i kq c−+ −α≡ − α ε < , 0,l k= , Ss I∈ ), вследствие которых ряды

( )( )
,0 ( )

l
i nn s∞ ±

=∑ j  ( 0,l k= ) равномерно сходятся на SI  в норме 2L . Тогда в силу

, ( )k
i n C± ∈ ∂Ωj  имеем ( )k

i C± ∈ ∂Ωv . Теорема доказана.

Следствие 2. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы ( )k
i C± ⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ( k +∈ Z ,

1, 2i = ) ограниченно обратимы.
Доказательство. Согласно теореме 11 [11], уравнения ( 3i

± ) имеют единст-

венные решения 2i L± ×∈v  при условии 2i L± ×∈w . Следовательно, в силу теоремы 3

уравнения ( 3i
± ) имеют единственные решения ( )k

i C± ∈ ∂Ωv , если ( )k
i C± ∈ ∂Ωw .

С учетом теоремы 2 это означает, что операторы ( )k
i C± ⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  являются биек-

циями, и поскольку они при этом замкнуты, то в силу теоремы о замкнутом гра-

фике обратные операторы ( ) 1
( )k

i C
−± ⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ограничены. Утверждение доказано.

Следствие 3. Пусть 2kC +∂Ω ∈ . Тогда операторы ( )k
i nC± ⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ( k +∈ Z ,

n ∈ N , 1, 2i = ) ограниченно обратимы.
Доказательство. Оператор B ограниченно обратим как порождающий экспо-

нениально убывающую 0C -полугруппу [17, с. 136, 149]. С учетом коммутативно-

сти операторов i
±G  и mB  ( 1,m n= ) на множестве ( )k

nC ∂Ω  операторы ( ) 1
i

−±G  и
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m−B  коммутируют на множестве ( )kC ∂Ω , следовательно, множество ( )k
nC ∂Ω

инвариантно относительно ( ) 1
i

−±G . В силу следствия 1 и теоремы о замкнутом

графике операторы ( ) 1
( )k

i C
−± ⎡ ⎤∂Ω⎣ ⎦G  ограничены. Утверждение доказано.

Заключение

Следствия 2 и 3 являются обоснованием устойчивой разрешимости ГИУ ( 3i
± )

в пространствах ( )k
nC ∂Ω  ( 0,1,...k = , 0,1,...n = , 0 ( ) ( )k kC C∂Ω ≡ ∂Ω ): при любой

правой части ( )k
i nC± ∈ ∂Ωw  существует единственное решение ( )k

i nC± ∈ ∂Ωv , не-

прерывно зависящее от i
±w  в норме ( )k

nC ∂Ω .
Класс задач, для которых справедливы полученные результаты, можно расши-

рить. С учетом работы [11] для их получения к оператору B достаточно предъя-
вить следующие требования: (A) оператор B порождает экспоненциально убы-
вающую 0C -полугруппу и может быть расширен до оператора, допускающего
спектральное разложение и также порождающего экспоненциально убывающую

0C -полугруппу; (B) операторы iG  должны быть компактны. Таким требованиям,
кроме оператора t y p= + +B B B E , удовлетворяют также операторы p=B E  и

t p= +B B E  ( 0p > ), в случае которых задачи { }iP±  представляют собой соот-
ветственно стационарные и нестационарные, , задачи теплопроводности в пло-
ской области ±Ω , а также оператор y p= +B B E  ( 1p > −μ ), в случае которого

задачи { }iP±  представляют собой стационарные задачи теплопроводности в ци-

линдре YI
±Ω × . Вместе с тем стоит отметить, что компактность операторов iG

использовалась в работе [11] лишь для доказательства существования обратного

оператора ( ) 1
2i L

−± ×⎡ ⎤⎣ ⎦G  на основе теории Фредгольма. В работе [18] доказана

ограниченная обратимость операторов 2i L×⎡ ⎤⎣ ⎦G , когда оператор B фактически
удовлетворяет одному условию (A); при этом получены аппроксимации в виде
рядов по неотрицательным степеням полугруппового оператора ( )HU  ( 0H > ),

сходящиеся к оператору ( ) 1
i

−±G  при 0H → +  в норме 2L× . Поэтому представлен-

ные в настоящей статье и работе [11] результаты относительно задач { }iP±  и со-

ответствующих им ГИУ могут быть распространены на достаточно большой
класс абстрактных двумерных краевых задач для уравнений (1±), определяемый
условием (A), внутри эллиптического случая [17, с. 304].
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SOME TWO-DIMENSIONAL INTEGRAL EQUATIONS OF HEAT CONDUCTION WITH
AN OPERATOR-SEMIGROUP KERNEL
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In this paper, we study two-dimensional vector boundary Fredholm integral equations of the
second kind with an operator kernel expressed in terms of a spatial-temporal 0C -semigroup. Such
two-dimensional integral equations allow one to obtain solutions of vector boundary value prob-
lems of the first, second, and third kind for linear differential-operator equations 2∆ =u B u  in a

planar bounded simply connected domain +Ω  or its exterior 2 \− +Ω ≡ ΩR . The operator coeffi-
cient B is a generator of the 0C -semigroup in space 2( )Y TL I I×  ( [0, ]YI Y≡ , [0, ]TI T≡ ). In
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turn, these boundary value problems are possible formulations of initial boundary value problems
of heat conduction on the time interval TI  in a homogeneous cylinder YI

+Ω ×  or YI
−Ω ×  with

inhomogeneous boundary conditions of the first, second, and third kind on the lateral surface of
the cylinder, zero boundary conditions of the first, second, or third kind (depending on the opera-
tor B) on the cylinder bases and zero initial conditions. The main result of this paper is as follows:
under condition 2kC +∂Ω ∈ , the spaces ( , ( ))k n

Y TC H I I∂Ω ×B  are invariant with respect to direct
and inverse operators of the integral equations, and such operators are bounded in these spaces.
Here, ( , ( ))k n

Y TC H I I∂Ω ×B  is the space of vector functions, k times continuously differentiable

on the border ∂Ω with values in the Sobolev type space ( )n
Y TH I I×B  defined by powers n + 1 of

the operator B.

Keywords: boundary integral equation, heat conduction, existence, uniqueness, regularity.
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ОБ УСОВЕРШЕНСТВОВАНИИ КРИТЕРИЕВ ОЦЕНКИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЕЙСМИЧНОСТИ ПО ШИРОТНЫМ ИНТЕРВАЛАМ

Предлагается корректировка методов исследования распределения сейсмич-
ности по широтным интервалам. Вводятся нормирующие коэффициенты для
широтных интервалов, что позволит учитывать такой фактор, как доля пло-
щади земной поверхности, которую занимает тот или иной широтный ин-
тервал, и более корректно отображать влияние приливных сил на сейсмич-
ность в каждом широтном интервале.

Ключевые слова: распределение землетрясений, широтный интервал

В работах [1, 2] рассматривается распределение землетрясений по широтным
интервалам. Отмечено, что «в районе полюсов землетрясения практически не
происходят вообще, в высоких широтах их количество весьма невелико» [2, с. 52].
Согласно упоминаемой там же, а также в [3] теоретической модели приливного
воздействия, максимумы значений энергии, передаваемой литосфере в результате
воздействия приливных сил, должны быть расположены в районе 45° северной и
южной широты. В то же время из гистограммы [2, с. 52, рис.1], видно, что наи-
большее количество землетрясений происходит в интервалах между 0 и 10° ю.ш.
и 30 и 40° с.ш. В северном полушарии максимум располагается не на широте 45°,
а между 30 и 40° , в южном полушарии совсем близко к экватору, между 0 и 10°,
что противоречит фразе «в районе экватора отчётливо виден неглубокий локаль-
ный минимум» [2, с. 52]. Всё это также не согласуется с утверждением о том, что
«сопоставление теоретической модели с материалами наблюдений показывает
достаточно удовлетворительное согласие» [2, с. 53]. Несоответствия свидетельст-
вуют о том, что остаётся ещё много открытых проблем, и исследования в данной
области очень актуальны. Проблема воздействия приливных сил на сейсмичность
становилась темой изучения примерно в те же годы и в других работах, например
[4, с. 219; 5].

Предлагаемый Левиным метод исследования распределения сейсмичности по
широтным интервалам обладает следующим существенным недостатком: он учи-
тывает абсолютное количество землетрясений на том или ином широтном интер-
вале, но не учитывает тот очевидный факт, что площади широтных интервалов
различны.

Некорректность существующего учёта сейсмичности по широтным интер-
валам состоит в том, что в указанных источниках рассматривается непосред-
ственно количество землетрясений на том или ином широтном интервале, без
учёта площади, занимаемой широтным интервалом на земной поверхности.

Применим понятие условной вероятности, формулу полной вероятности и
формулу  Байеса к рассмотрению указанных величин. Обозначим через iН  собы-
тие, состоящее в том, что  точка земной поверхности находится в i-м широтном
интервале, тогда ( )iP Н  – вероятность того, что случайно взятая точка на земной
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поверхности находится именно в i-м широтном интервале. Эта величина прямо
пропорциональна доле площади, занимаемой данным широтным интервалом на
земной поверхности.   Обозначим через ( / )iP A Н  сейсмичность i-го широтного
интервала, то есть вероятность того, что на единице площади, принадлежащей
i-му широтному интервалу, произойдёт землетрясение. ( / )iP Н A  – апостериорная
вероятность события, состоящего в том, что если землетрясение произошло, то
оно произошло именно в i-м широтном интервале. Согласно формуле Байеса,

1 1

( ) ( / )
( / )

( ) ( / ) ... ( ) ( / )
i i

i
n n

P Н P A Н
P Н A

P Н P A H P Н P A H
=

+ +

Плотность распределения вероятности землетрясения на каком-либо широт-
ном интервале в целом и вероятности землетрясения на произвольной единице
площади, принадлежащей этому интервалу, – различные величины. Первая соот-
ветствует ( ) ( / )i iP Н P A Н , вторая ( / )iP A Н . В работе [2] рассматривается факти-
ческое число землетрясений на каждом широтном интервале, то есть сейсмич-
ность широтного интервала отождествляется с величиной ( ) ( / )i iP Н P A Н . В то
же время для оценки сейсмичности территории, то есть вероятности землетрясе-
ния на одной и той же единице площади, например 1 кв. км, необходимо рассмат-
ривать величину ( / )iP A Н , то есть поделить количество землетрясений на нор-
мирующие коэффициенты, равные площади земной поверхности, приходящейся
на тот или иной широтный интервал. Напрямую сопоставлять разность широт с
количеством землетрясений не вполне корректно, так как площадь широтного ин-
тервала, расположенного между широтами 1ϕ  и 2ϕ , зависит не только от разно-
сти широт  2 1∆ϕ = ϕ − ϕ , но и ещё и от абсолютного значения широт, между кото-
рыми расположен данный интервал. Эта площадь сильно уменьшается по мере
движения от экватора к полюсам, поэтому при изучении плотности распределения
землетрясений по широтам более корректно нормировать показатели сейсмично-
сти с учётом фактической площади данного пояса.

Рассчитаем нормирующие коэффициенты  ( )iP Н . Отметим, что в рассматри-
ваемых публикациях n = 18, так как взяты широтные интервалы по 10°, однако
можно обобщить для любого разбиения.

Ниже выведены коэффициенты нормирования и показана скорректированная
гистограмма сейсмичности по широтам. Площадь той части поверхности сферы
радиуса R , которая расположена в полосе между широтами 1ϕ  и 2ϕ , составляет

( )2
2 12 sin sinRπ ϕ − ϕ .

П р и м е ч а н и е .  Площадь шарового слоя вычисляется либо по известной

формуле, либо   с помощью двойного интеграла 2 21 ( ) ( )x y
D

S f f dxdy′ ′= + +∫∫  для

функции 2 2 2( , )f x y R x y= − − .
Таким образом, доля поверхности Земли, расположенная между широтами 1ϕ

и 2ϕ , составляет ( )2
2 1
2

2 sin sin
4

R
R

π ϕ − ϕ

π
 = ( )2 1

1 sin sin
2

ϕ − ϕ . Соответственно доля

площади широтного интервала, расположенного между широтами 1ϕ  и 2ϕ , отно-
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сительно площади всего полушария, есть ( )2 1sin sinϕ − ϕ . Чтобы оценить, на-
сколько данная площадь отклоняется от величины ( )1 2ϕ − ϕ , поделим на 1 9  (так
как базовое значение разности широт в [2] изначально полагается 10°). Можно та-
ким же образом вводить и более мелкие широтные интервалы и формировать ана-
логичные нормирующие коэффициенты для них.

Широтный
интервал 2 1sin sinϕ − ϕ 2 1

2 1

sin sinϕ − ϕ
ϕ − ϕ

Нормирующий
коэффициент

0°-10° 0,17365 1,56285 0,639856
10°-20° 0,16838 1,51533 0,659922
20°-30° 0,15789 1,42101 0,703725
30°-40° 0,14279 1,28511 0,778143
40°-50° 0,12326 1,10925 0,901510
50°-60° 0,09999 0,89991 1,111222
60°-70° 0,07367 0,66294 1,508432
70°-80° 0,04513 0,40608 2,462569
80°-90° 0,01519 0,13671 7,314754

О п и с а н и е  т а б л и ц ы .  В первом столбце вводятся рассматриваемые ши-
ротные интервалы. Во втором столбце показана доля площади поверхности по-
лушария Земли, приходящаяся на диапазон между данными широтами. В третьем
столбце вычислены коэффициенты, показывающие, во сколько раз площадь дан-
ной полосы больше либо меньше, чем было бы без учёта площади поверхности, а
с учётом только разности широт, как было сделано в [2]. В четвертом столбце
приводятся величины, обратные к величинам предыдущего столбца, то есть ко-
эффициенты нормировки, на которые нужно умножить, чтобы получить значение
сейсмичности в данном диапазоне широт с учётом площади, занимаемой этой по-
лосой на поверхности Земли.
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 Рис. 1 Рис. 2

Слева приводится рис. 1 из [2, с. 52], справа – с учётом корректировки, предла-
гаемой в данной статье.

Следует отметить, что широтное распределение сейсмичности не может быть
связано только с распределением подземной энергии по широтам, а зависит ещё и
от особенностей строения земной коры в конкретных областях Земли, то есть от
того, где именно проходят геологические разломы, от распределения площади
суши и океанов на той или иной широте. Например, в северном полушарии мате-
рики занимают гораздо больший процент территории, чем в южном полушарии.
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Это значит, что там, как минимум, больше сейсмических станций и больше за-
фиксированных землетрясений, даже если сейсмичность полушарий была бы
примерно одинакова. На гистограммах, как без нормировки (из [2]), так и с нор-
мировкой, публикуемой в данной работе, видна явная асимметрия: сейсмичность
северного полушария больше, чем южного, и простирается до широт 80°, тогда
как в южном полушарии, несмотря на наличие сейсмостанций в Антарктиде,
сейсмичность в широтном интервале 70–90° практически не наблюдается. Сейс-
мическая активность явно смещена в сторону северного полушария.

Предлагается в исследованиях распределения сейсмичности по широтам ис-
пользовать нормирующие коэффициенты, вводимые в данной работе, что приве-
дёт к более корректному учёту сейсмичности при исследовании распределения
землетрясений по широтным поясам.
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ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ МЕРЫ НА ТОПОЛОГИЧЕСКИХ n-АРНЫХ
ПОДПОЛУГРУППАХ БИНАРНЫХ ГРУПП

Свертки мер и функций, преобразование Фурье мер на локально компактных
абелевых n-арных группах были введены в работе [1]. Развитие гармониче-
ского анализа на n-арных алгебраических объектах, наделенных топологией,
тесно связано с существованием на подобных объектах ненулевой инвари-
антной меры. Инвариантные меры на топологических n-арных полугруппах
рассматривались в [2] и [3]. В теореме 2 данной работы установлены необ-
ходимые и достаточные условия существования левоинвариантной меры на
топологических n-арных подполугруппах бинарных групп. Ее можно рас-
сматривать, как распространение результатов работы [4] на случай тополо-
гических n-арных полугрупп. Теорема 1 устанавливает результат представ-
ляющий интерес для топологической алгебры.

Ключевые слова: левоинвариантная мера, топологическая n-арная полу-
группа, идеал n-арной полугруппы.

1. Терминология и обозначения

Терминология и обозначения, относящиеся к n-арным алгебраическим систе-
мам, в основном, соответствуют монографии [5]. Последовательность

1 1, , , , ,k na a c c… …  элементов множества X  обозначаем 1 1
k na c . Отображение

[ ] : nX X→  называют n-арной операцией на X . Данная операция ассоциативна,

если для любой последовательности 2 1 2 1
1

n nx X− −∈  имеют место следующие ра-
венства:

( )1 2 1 2 1
1 11 1 1, 2, , 1j j nn n n

n j njx x x x x j n+− − −
+ ++⎡ ⎡ ⎤ ⎤⎡ ⎡ ⎤⎤ = = −⎣ ⎣ ⎦⎦ ⎣ ⎣ ⎦ ⎦ … .

Непустое множество X  с ассоциативной n-арной операцией называют n-арной
полугруппой. n-Арную полугруппу будем обозначать [ ];X  или одной буквой
X . n-Арную полугруппу [ ],X  называют n-арной группой, если каждое из
уравнений

1
1
nxa a−⎡ ⎤ =⎣ ⎦  и 1

1
na x a−⎡ ⎤ =⎣ ⎦

разрешимо для любой последовательности 1
1
n na a X− ∈ .  При 2n =  n-арную груп-

пу будем называть бинарной группой.
Непустое множество I X⊂  называют идеалом n-арной полугруппы [ ];X ,

если 1
11

j n
jx x x I−
+⎡ ⎤ ∈⎣ ⎦  для любых 1 1

1
n nx X− −∈ , любого x I∈  и любого

0,1, , 1j n= −… . Если же 1
1
nx x I−⎡ ⎤ ∈⎣ ⎦  для любых 1 1

1
n nx X− −∈  и любого x I∈ , то

I  называют левым идеалом n-арной полугруппы [ ];X .
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Пусть K X⊂ , 1 1
1
n nx X− −∈ . Множество { }1

1 |nx k k K−⎡ ⎤ ∈⎣ ⎦  обозначаем
1

1
nx K−⎡ ⎤⎣ ⎦ . Отображение ( )1

1 1
i n

ix x x x x X−
+⎡ ⎤→ ∈⎣ ⎦  называют трансляцией n-арной

полугруппы [ ];X . При 1i n= −  трансляцию будем называть левой трансляци-
ей, а при 0i =  правой трансляцией.

n-Арная полугруппа [ ];X , наделенная топологией τ , называется тополо-
гической полугруппой, если n-арная операция непрерывна по совокупности аргу-
ментов. Топологическую n-арную полугруппу будем обозначать парой ( ),X τ .
Ниже, не оговаривая особо, предполагаем, что все рассматриваемые топологии
хаусдорфовы. Идеал I X⊂ называем идеалом с открытыми трансляциями на эле-
менты X , если для любого U I⊂ , U ∈ τ  и любой трансляции λ  множество

( )Uλ  является открытым в ( ),X τ .
Левоинвариантной мерой на топологической n-арной полугруппе ( ),X τ  на-

зываем счетно-аддитивную неотрицательную функцию μ , определенную на наи-
меньшем σ -кольце ( )XΒ  подмножеств X , содержащем семейство ( )XΚ  всех
компактных подмножеств X , конечную на каждом компактном множестве,
такую, что ( ) ( ) ( ){ }sup | ,B C C B C Xμ = μ ⊂ ∈ Κ  для любого ( )B X∈ Β  и

( ) ( )1
1
na B B−⎡ ⎤μ = μ⎣ ⎦  для любых 1 1

1
n na X− −∈  и ( )B X∈ Β , таких, что множество

1
1
na B−⎡ ⎤⎣ ⎦  принадлежит ( )XΒ . Элементы σ -кольца ( )XΒ  называют борелев-

скими подмножествами топологического пространства ( ),X τ .

2. Основные результаты

Далее всюду ,G ⋅  − бинарная группа, n N∈  и 2n > , X  − система образую-

щих для G , такая, что 1 2 na a a X⋅ ⋅ ⋅ ∈…  для любой последовательности 1
n na X∈ .

Формула 1 1 2
n

na a a a⎡ ⎤ = ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦ …  ( )1
n na X∈  определяет n-арную операцию [ ]  на X и

алгебра [ ];X  является n-арной полугруппой. Ее будем называть n-арной под-
полугруппой группы ,G ⋅ .

Пример 1. Группа G   − множество целых чисел относительно операции сло-
жения, X   − множество всех нечетных положительных чисел, 3n = . Тогда X   −
система образующих для G , для любых 1x , 2x , 3x  из X  их сумма принадлежит
X . Следовательно, X  с тернарной операцией сложения трех чисел является тер-
нарной подполугруппой G .

Теорема 1. Пусть [ ];X  − n-арная подполугруппа бинарной группы G , Gτ
− топология на G , такая, что ( ), GG τ  является топологической группой, τ  − то-
пология на X , причем ( ),X τ  является топологической n-арной полугруппой.
Пусть каждое GU ∈ τ , U X⊂  является открытым подмножеством ( ),X τ  и су-
ществует непустое множество V X⊂ , удовлетворяющее следующему условию:

(i) GV ∈ τ ∩ τ  и сужение топологий Gτ  и τ  на V  совпадают.
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Тогда существует наибольшее (по включению) множество I  среди подмно-
жеств X , удовлетворяющих условию (i). I  будет идеалом [ ];X , обладающим
открытыми трансляциями на элементы X .

Доказательство. Пусть { }V  − семейство всех подмножеств X , удовлетво-
ряющих условию (i). Покажем, что множество { }{ }|I V V V= ∈∪  также удовле-
творяет условию (i). Имеем I X⊂  и GI ∈ τ ∩ τ . Пусть U I⊂  и GU ∈ τ . Тогда по
предположению теоремы U ∈ τ . Если же U ∈ τ , то { }{ }|U V U V V= ∩ ∈∪ .
Имеем V U∩ ∈ τ . Отсюда следует, что GU ∈ τ . Таким образом, множество I
удовлетворяет условию (i), т.е. { }I V∈  и, по построению, является наибольшим
подмножеством (по включению) семейства V .

Покажем, что I   является идеалом X . Пусть 1 1
1
n nx X− −∈ . Имеем:

1
1 1 1 11

j n
j j j nx I x x x I x x X−
+ + −⎡ ⎤ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⊂⎣ ⎦ … …  и является открытым подмножеством

( ), GG τ . Следовательно, 1
11

j n
j Gx I x −
+⎡ ⎤ ∈ τ ∩ τ⎣ ⎦ . Пусть 1

11
j n

jU x I x −
+⎡ ⎤⊂ ⎣ ⎦  и U ∈ τ . То-

гда множество ( )1 1 1 1 1
1 1 1j n jW x x U x x U− − − − −

− += ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = λ ∈ τ… … , так как трансляция

( ) ( )1
11

j n
jx x x x x X−
+⎡ ⎤λ = ∈⎣ ⎦  является непрерывным отображением топологическо-

го пространства ( ),X τ  в себя и W I⊂ . Следовательно, GW ∈ τ  в силу выполне-
ния для I  условия (i). Имеем 1 1 1j j n Gx x W x x U+ −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ∈ τ… … . Отсюда вытека-

ет, что для множества 1
11

j n
jx I x −
+⎡ ⎤⎣ ⎦  условие (i) выполняется и поэтому

1
11

j n
jx I x I−
+⎡ ⎤ ⊂⎣ ⎦ . Таким образом, I − идеал [ ],X .

Покажем, что если ,V I V⊂ ∈ τ , то для любой трансляции λ  полу-

группы X  множество ( )Vλ ∈ τ . В самом деле ( ) 1
11

j n
jX V x V x −
+⎡ ⎤⊃ λ = =⎣ ⎦

1 1 1j j n Gx x V x x+ −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ τ… … , так как GV ∈ τ , в силу условия (i) для I . Следо-

вательно, ( )Vλ ∈ τ . Теорема доказана.
Следующий пример иллюстрирует теорему 1.
Пример 2. Пусть группа G  − множество действительных чисел с операцией

сложения, Gτ  − естественная топология на множестве действительных чисел,
3n =  и  { } ( )1,3,5 6;X = ∪ + ∞ , топология τ  является сужением топологии Gτ

на X .  Тогда ( ),X τ  − топологическая n-арная полугруппа. Очевидно, что если

GU ∈ τ  и U X⊂ , то ( )6,U ⊂ + ∞  и, следовательно, U ∈ τ . В качестве множества
V  возьмем непустое открытое в Gτ  подмножество  ( )6, + ∞ . Тогда условие (i)
теоремы 1 будет выполнено. Очевидно, что множество ( )6,I = + ∞  будет откры-
тым идеалом ( ),X τ , обладающим открытыми трансляциями на элементы X , и
будет являться наибольшим по включению среди подмножеств X , удовлетво-
ряющих условию (i).
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Теорема 2. Пусть на [ ];X  задана хаусдорфова топология τ , такая, что
( ),X τ  является топологической n-арной полугруппой. Тогда следующие условия
равносильны:

(а) на ( ),X τ  существует ненулевая левоинвариантная мера μ , такая, что для

любой последовательности 1 1
1
n nx X− −∈  существует компактное множество K ,

такое, что ( )1
1 0nKx −⎡ ⎤μ >⎣ ⎦ ;

(б) ( ),X τ  обладает открытым локально компактным идеалом I  с открытыми
трансляциями;

(в) на ,G ⋅  существует локально компактная топология Gτ , такая, что
( ), GG τ  является топологической группой, сужение топологии Gτ  на X  слабее
топологии τ , ( ),X τ  обладает открытым идеалом I , причем, сужение топологий
τ  и Gτ  на I  совпадают.

Доказательство. Пусть выполнено условие (а) теоремы и μ  – ненулевая лево-

инвариантная на ( ),X τ  мера. Пусть 2 2
1
n na X− −∈  и 1 2 2na a a a G−= ⋅ ⋅ ⋅ ∈… . На

группе ;G ⋅  зададим бинарную операцию ∗  следующим образом:

( )2
1 ,nx y xa y x y G−∗ = ∈ . Легко проверяется, что ;G ∗  является бинарной груп-

пой, а ;X ∗  – устойчивым подмножеством ;G ∗ , 1a−  является нейтральным эле-

ментом ;G ∗  и 1 1 1a x a− − −⋅ ⋅  является элементом, обратным для x . Очевидно, что
2

1
nx y xa y−⎡ ⎤∗ = ⎣ ⎦  для любых ,x y  из X и что бинарная операция ∗  в ;X ∗  непре-

рывна по совокупности аргументов. Мера μ  является левоинвариантной мерой на
;X ∗ . Пусть x X∈ . В силу условия (а) найдется компактное множество K  в то-

пологическом пространстве ( ),X τ  такое, что ( ) ( )2
1 0nK x Ka x−⎡ ⎤μ ∗ = μ >⎣ ⎦ .

Из теоремы 4.8 работы [4] следует, что на ;G ∗  существует локально ком-
пактная топология Gτ , такая, что ;G ∗  становится топологической группой, су-
ществует непустое множество V X⊂ , такое, что GV ∈ τ ∩ τ  и сужение топологий

Gτ  и τ  на V  совпадают.
Покажем, что ;G ⋅  с топологией Gτ  является топологической группой. В то-

пологическом пространстве ( ), GG τ  операция 1 1 1x a x a− − −⋅ ⋅6  ( )x G∈  непре-
рывна, а операция ( ),x y x a y⋅ ⋅6  ( ),x y G∈  непрерывна по совокупности аргу-

ментов. Полагая в последней операции 1y a b−= ⋅ , получаем непрерывность опе-

рации 1x x a a b x b−⋅ ⋅ ⋅ = ⋅6 , для любого b G∈ . Аналогично устанавливаем не-
прерывность сдвига x b x⋅6  ( )x G∈ . Так как ( )1x y x a a y−⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ , то бинарная

операция ( ),x y x y⋅6  непрерывна по совокупности аргументов. Наконец, из ра-

венства ( )1 1 1 1x a a x a a− − − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  следует, что операция 1x x−6  ( )x G∈  непре-

рывна в ( ), GG τ .
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Из теоремы 1 сразу вытекает справедливость условия (в) теоремы.
Если выполнено условие (в), то из теоремы 1 вытекает справедливость условия

(б).
Пусть выполнено условие (б) и пусть a I∈ , x X∈ . Тогда

( ) ( ) 11 1 nnx xa a
−− −= ⋅  и ( ) 11 1 1n nx a x a

−− − −= ⋅ ⋅ . Так как 1

1

n

n

x a x a a I−

−

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ∈⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

…��	�
 ,

то отсюда вытекает, что открытый идеал I  является системой образующих для
G . Заметим, что сужение топологии τ  на I  является локально компактной топо-
логией, [ ];I  является топологической n-арной полугруппой. Из теоремы и
следствия 2 к ней работы [6] вытекает, что на G  существует локально компактная
топология Gτ , такая, что ( ), GG τ  является топологической полугруппой, GI ∈ τ
и сужение топологии Gτ  на I  совпадает с сужением τ  на I . Пусть a I∈ . Так

как для каждого компактного множества K X⊂  имеем 1nK a K I−⊂ ⊂  и 1
1
na K−

является компактным подмножеством в топологии τ , то 1na K−  является ком-
пактным подмножеством топологического пространства ( ), GG τ . Отсюда следу-
ет, что K  также, является компактным подмножеством ( ), GG τ . Из этого выте-
кает, что каждое борелевское подмножество ( ),X τ  является борелевским под-
множеством ( ), GG τ . Пусть λ  – левая мера Хаара группы ( ), GG τ . Отметим,
что если K  – компактное подмножество G  положительной меры, x G∈ , то

( ) 0Kxλ > . Сужение μ  меры λ  на борелевские подмножества ( ),X τ  будет
удовлетворять всем требованиям условия (а). Теорема доказана.
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А.Ш. Шукюров

ОБ ОДНОЙ РАБОТЕ ХМЫЛЕВОЙ И БУХТИНОЙ

Хорошо известно, что в каждом сепарабельном гильбертовом пространстве
существует ортонормированный базис Шаудера, т.е. базис Шаудера { } 1n nx ∞

= ,

для которого 1nx =  и ( ), 0n mx x =  для любых ,n m N∈ , .n m≠  Рассматри-
вается последовательность элементов гильбертова пространства, для кото-
рой углы между любыми двумя элементами одинаковы, но не равны нулью.
Изучается базисность и некоторые другие свойства таких систем. В частно-
сти, дается краткое доказательство одного результата Хмылёвой и Бухтиной
и приводится обобщение этого результата.

Ключевые слова: базис Шаудера, система представления, гильбертово
пространство, ортонормированная система.

Приведем следующие определения.
Определение 1. Система { } 1n nx ∞

=  элементов банахова пространства X  называ-
ется базисом Шаудера, если для любого элемента x X∈  существует единствен-

ная числовая последовательность { } 1n n
∞

=α , такая, что ряд 
1

n n
n

x
∞

=
α∑  сходится к эле-

менту x  по норме пространства X .
Определение 2. Система { } 1n nx ∞

=  ненулевых элементов банахова пространства
X  называется системой представления, если для любого элемента x X∈  сущест-

вует числовая последовательность { } 1n n
∞

=α , такая, что ряд 
1

n n
n

x
∞

=
α∑  сходится к

элементу x  по норме пространства X .
Очевидно, что любой базис Шаудера является в то же время и системой пред-

ставления; но обратное утверждение неверно, т.е. существуют системы представ-
ления, которые не являются базисами Шаудера.

Хорошо известно, что в каждом сепарабельном гильбертовом пространстве
существует ортонормированный базис Шаудера, т.е. базис Шаудера { } 1n nx ∞

= , для
которого 1nx =  и ( ), 0n mx x =  для любых , , .n m N n m∈ ≠  Тот факт, что сущест-
вует базис, где 1 заменена на любое другое положительное число, тривиален. По-
этому, естественно, возникает вопрос о существовании базиса, где углы между
любыми двумя элементами одинаковы, но не равны нулю, т.е. 0 заменен на другое
число. Первый, известный нам, ответ на этот вопрос дается в следующей привле-
кательной теореме Хмылёва и Бухтиной [1]:

Теорема [1]. Пусть H  – гильбертово пространство, { } 1n nx ∞
=  – последователь-

ность элементов пространства Н, удовлетворяющая условиям:
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a) 1nx =  для любого n N∈ ,
b) ( ),n mx x a= ,  0 1a< < , , , .n m N n m∈ ≠

Тогда последовательность { } 1n nx ∞
=  не является базисной в пространстве H .

Отметим, что система { } 1n nx ∞
=  называется базисной, если { } 1n nx ∞

=  является ба-
зисом Шаудера в замыкании своей линейной оболочки.

В этой заметке предлагаются некоторые уточнения к формулировке этой тео-
ремы и дается более короткое и простое доказательство этого результата. Кроме
этого, применяемое доказательство дает возможность получать обобщение этого
результата.

Сначала сформулируем некоторые факты, которые имеют и некоторый само-
стоятельный интерес.

Утверждение 1. Пусть H  – гильбертово пространство, { } 1n nx ∞
=  – последова-

тельность элементов пространства H , удовлетворяющая условиям
a) 1nx =  для любого n N∈ ,
b) ( ),n mx x a= ,  , ,n m N n m∈ ≠ , где a  некоторое число, такое, что 1a ≠ .

Тогда система элементов { } 1n nx ∞
=  ω  – линейно независима.

Доказательство. Пусть 1 1 2 2 ... ...n na x a x a x⋅ + ⋅ + + ⋅ + = θ . Скалярное умноже-
ние обеих частей на nx  дает нам

( ) ( )1 2 ... ... 1 0n na a a a a a⋅ + + + + + − = .

Отсюда вытекает constna =  для любого n N∈ .  Поэтому, так как ряд

1 1 2 2 ... ...n na x a x a x⋅ + ⋅ + + ⋅ +

сходится, то 0,na n N= ∀ ∈ . Утверждение доказано.
Очень интересно, что при 1a =  это утверждение уже неверно (это легко сле-

дует из теоремы Коши – Буняковского – Шварца).
Утверждение 2. Пусть H  – гильбертово пространство, { } 1n nx ∞

=  – последова-
тельность элементов пространства H , удовлетворяющая условиям:

a) 1nx =  для любого n N∈ ,
b) ( ),n mx x a= , , ,n m N n m∈ ≠ , где a  – некоторое число.
Тогда 0.a ≥
Доказательство. Известно (см. например, [3, задача 549]), что при этих усло-

виях последовательность { } 1n nx ∞
=  слабо сходиться к некоторому элементу 0x .

Поэтому в равенствах ( ),m nx x a= , переходя к пределу сначала при m → ∞ ,
получаем

( )0 , nx x a= , при n N∀ ∈ . (1)

А потом предельным переходом при n → ∞  получаем окончательно, что

( ) 2
0 0 0,a x x x= = , (2)

и поэтому 0.a ≥  Утверждение доказано.
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Из этого утверждения следует, что нет надобности использовать символ моду-
ля для числа a  в формулировке вышеприведенной теоремы. Более того, как пока-
зывает следующий уточненный вариант этой теоремы, вообще нет никакой нуж-
ды налагать на число a  какие-то условия, кроме условия 0a ≠ .

Теорема. Пусть H  – гильбертово пространство, { } 1n nx ∞
=  – последовательность

элементов пространства H , удовлетворяющая условиям:
a) 1nx =  для любого n N∈ ,
b) ( ),n mx x a= , 0a ≠ , , , .n m N n m∈ ≠

Тогда последовательность { } 1n nx ∞
=  не является базисной в пространстве Н.

Доказательство. Как уже отмечено, известно (см., например, [3, задача 549]),
что при этих условиях последовательность { } 1n nx ∞

=  слабо сходиться к некоторому
элементу 0x . Так как 0x  принадлежит замкнутому линейному многообразию, по-

рождаемому множеством { } 1n nx ∞
=  (см., например, лемму 27 из [4, с. 81]), то для

доказательства достаточно показать, что элемент 0x  не имеет разложения:

0 1 1 2 2 ... ...n nx a x a x a x= ⋅ + ⋅ + + ⋅ + .
Пусть это разложение имеет место. Тогда, используя (1) и (2), имеем

( ) ( )0 0 1 2, ... ...na x x a a a a= = ⋅ + + + + ,

( ) ( ) ( )0 1 2, 1 ... ...n n na x x a a a a a a= = ⋅ − + ⋅ + + + + .

Отсюда получается ( )1na a a a= − + , и поэтому 0,na n N= ∀ ∈ . Это означает,
что 0x = θ .  А это противоречит (2). Теорема доказана.

Замечание. При доказательстве теоремы считается, что 1a ≠ , так как при
1a =  система элементов { } 1n nx ∞

=  линейно зависима (случай равенства в неравен-
стве Коши – Буняковского – Шварца возможен только в этом случае).

Приведенное доказательство этой теоремы показывает справедливость сле-
дующего более общего результата:

Теорема. Пусть H  – гильбертово пространство, { } 1n nx ∞
=  – последовательность

элементов пространства H , удовлетворяющая условиям:
a) 1nx =  для любого n N∈ ,
b) ( ),n mx x a= , 0a ≠ , , , .n m N n m∈ ≠

Тогда последовательность { } 1n nx ∞
=  не является системой представления в под-

пространстве Н, порожденного этими элементами (и поэтому и в пространстве Н).
Автор выражает благодарность А.А. Гусейнли за полезное обсуждение.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ
ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЫ

Работа посвящена моделированию течения двухфазной среды в энергосис-
темах, рабочим телом которых являются продукты сгорания металлизиро-
ванных топлив. Описание взаимодействия частиц дискретной фазы базиру-
ется на непрерывном подходе. В рамках предлагаемой модели представлен
численный расчёт течения двухфазной среды в сопле РДТТ.

Ключевые слова: двухфазное течение, полидисперсный ансамбль частиц,
коагуляция, дробление, энергия флуктуаций.

Продукты сгорания металлизированного топлива представляют смесь газа и
полидисперсного ансамбля жидких частиц оксида металла, используемого в каче-
стве добавки в топливе. Подавляющее большинство исследователей для описания
дискретной фазы используют одномерную функцию распределения частиц по
размерам, подробный библиографический список этих работ представлен в обзо-
рах [1, 2] и монографии [3]. В процессе движения частицы разных размеров стал-
киваются, это сопровождается их слиянием и дроблением, кроме этого, крупные
частицы дробятся за счёт взаимодействия с газом. Следовательно, частицы,
имеющие равные размеры, но разную предысторию («рождённые» за счёт слия-
ния, дробления и не участвующие во взаимодействии) отличаются друг от друга
импульсом и энергией. Решение задачи двухфазного течения в данном случае
требует введения функции распределения частиц не только по размерам, но и по
скоростям и температурам внутри каждой фракции.

По данному пути пошли авторы работы [4]. Перераспределение энергии стал-
кивающихся частиц внутри фракции учитывается через энергию хаотического
движения частиц. Последующее развитие этой модели представлено в [5]. Работа
[4] базируется на дискретной модели взаимодействия частиц. Попытка построе-
ния статистической модели с использованием непрерывного подхода описания
взаимодействия частиц предпринята авторами работы [6]. Однако надо отметить,
что операция осреднения ансамбля частиц по параметрам в этой работе проводит-
ся формально и, зачастую, не согласуется с физическим смыслом.

Целью данной работы является рассмотреть течение газо-капельной среды в
рамках статистической модели с использованием непрерывного подхода описания
взаимодействия частиц жидкой фазы.
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1. Кинетический подход моделирования дисперсной среды

Для описания полидисперсного ансамбля жидких частиц в многомерном фазо-
вом пространстве введем функцию распределения ( ), , , ,f f m T t= U r , где , ,m TU
– масса, скорость, температура частиц; , tr  – пространственная и временная коор-
динаты. Кинетическое уравнение для функции распределения запишем в виде

r U
f qf f f I
t m T cm

∂ ∂
+ ∇ + ∇ + =

∂ ∂
FU . (1.1)

Здесь F  – сила, действующая на частицу со стороны несущей среды; q  – тепло-
вой поток между частицей и несущей средой; c  – теплоемкость материала части-
цы; r∇ , U∇  – операторы градиента в физическом и скоростном пространствах;

( ), , , ,f f m T t= U r  – введена для краткости записи; I  – интеграл столкновения.
Рассмотрим уравнение (1.1) при фиксированном значении массы m , которая

входит в него как параметр. Индивидуальную скорость частицы можно предста-
вить в виде суммы средней 0U  и пульсационной составляющей ′U  скорости час-
тиц массой m : 0 ′+U=U U .

Также можно ввести среднюю 0T  и пульсационную составляющую T ′  темпе-
ратуры для частиц массой m : 0T T T ′= + .

Уравнение (1.1) в новых переменных ′U , T ′  запишем в виде

0 0
0

0

:

,

r U U r U

r

d dTf ff f f f
t dt m dt T

f qT f I
T T cm

′ ′
∂ ∂⎛ ⎞′ ′+ ∇ − ∇ − ∇ ∇ + ∇ − −⎜ ⎟ ′∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ⎛ ⎞′− ∇ + =⎜ ⎟′ ′∂ ∂ ⎝ ⎠

U FU U U

U
(1.2)

где U ′∇  – оператор градиента в пространстве пульсационных скоростей; (:) –

двойное тензорное умножение; 0 r
d
dt t

∂
= + ∇

∂
U .

Для получения системы уравнений, описывающей течение полидисперсной
среды, вводится понятие признака частиц. Признаком может быть любая величи-
на, характеризующая частицу и переносимая вместе с ней ( ), , , ,m T t= U rψ ψ .
Среднее значение признака частиц ψ  по ансамблю частиц с массами
( ),m m dm+  определим равенством

( )
0 0

m dT fd dT fd
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫ ∫ ∫U Uψ ψ .

Умножая кинетическое уравнение (1.2) на признак ψ  и интегрируя по всему
пространству скоростей и температур, получим уравнение переноса признака
частиц

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

0
0

( ) ( ) :

r r

r r

d f m m f m m f m m
dt

dd mf m m m m
dt m dt ′ ′

′+ ∇ + ∇ −

⎛ ⎞⎡ ′ ′− + ∇ + − ∇ − ∇ ∇ +⎜ ⎟⎢⎣ ⎝ ⎠ U U

U U

F U
U U U

ψ ψ ψ

ψ
ψ ψ ψ
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( ) ( ) ( )0
0

1 ( ) ,r
m m mdT

q T m
cm T dt T T

∂ ∂ ∂ ⎤′+ − − ∇ = ∆⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂ ⎦
U

ψ ψ ψ
ψ (1.3)

где ( )
U T

m IdT d
′ ′

′ ′∆ = ∫ ∫ Uψ ψ  представляет собой выражение для скорости измене-

ния признака ψ -частиц массой m за счёт столкновений.
Подставив в уравнение (1.3) в качестве признака частиц моменты скорости

( ), ,...′ ′ ′U U U , температуры ( ), ,...T T T′ ′ ′ , смешанные моменты ( ), ,...T T T′ ′ ′ ′ ′U U ,
получим систему моментных уравнений. В работе [4] показано, что при исследо-
вании течения продуктов сгорания металлизированных топлив в камере сгорания
и сопловом блоке РДТТ можно ограничиться рассмотрением системы уравнений,
включающей моменты второго порядка. Многократные интегралы в правой части
уравнения (1.3), описывающие скорость изменения признака ψ  вследствие
столкновений, в общем случае слишком сложны для практических приложений.
Однако, если предположить, что изменение признака ψ  при столкновении опре-
деляется только средними параметрами сталкивающихся фракций, их можно за-
писать в упрощенном виде. Итак, пусть функция распределения сталкивающихся
частиц зависит только от массы этих частиц. В этом случае число и параметры
образующихся при столкновении осколков будут зависеть только от масс взаимо-
действующих частиц. Плотность распределения осколков, образующихся при
столкновении частиц с массами 1m  и 2m  по массам m , обозначим ( )1 2, ,m m mϕ .

С целью упрощения дальнейших рассуждений умножим левую и правую
части уравнения (1.3) на dm . Полученное дифференциальное равенство пред-
ставляет собой выражение для скорости изменения признака частиц из диапазона
[ ],m m dm+ . Найдем вклад, который вносят в это выражение осколки сталкиваю-
щихся частиц. Для этого вычислим число столкновений между частицами с мас-
сами из диапазонов [ ]1 1 1,m m dm+  и [ ]2 2 2,m m dm+ . Каждая частица массы 2m
обтекается «жидкостью» из частиц массы 1m . Объем «жидкости», обтекающей

частицу за единицу времени, равен ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2,Э m m r r m m+ −U Uπ , где

( )1 2,Э m m  – коэффициент, учитывающий изменение траектории малых частиц.
В единице объема содержится ( )1 1f m dm  частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  и

( )2 2f m dm  частиц из диапазона [ ]2 2 2,m m dm+ . Поэтому на одну частицу массы 2m

в единицу времени приходится ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2 1 1,Э m m r r m m f m dm+ −U Uπ

столкновений с частицами из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+ . Суммарное число столкнове-
ний в единицу времени в единице объема между частицами из рассмотренных диа-
пазонов будет

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 0 1 0 2 1 1 2 2,Э m m r r m m f m dm f m dm+ −U Uπ . (1.4)

Число осколков массы m , попадающих в диапазон [ ]1 1 1,m m dm+  при каждом
столкновении, согласно сказанному выше, ( )1 2, ,m m m dmϕ .

Эти осколки приносят во фракцию частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  количе-
ство признака ψ , равное

( )1 2, ,m m m dmψ ϕ . (1.5)
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Перемножая (1.4), (1.5) и интегрируя по всем массам сталкивающихся частиц,
найдем вклад в изменение признака ψ  осколков столкновений

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

1 , , ,
2

dm k m m m m m f m f m dm dm
∞ ∞

∫ ∫ ψ ϕ . (1.6)

Здесь ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 0 1 0 2, ,k m m Э m m r r m m= + −U Uπ .

Столкновение частиц массы m  с другими частицами приводит к их уничтоже-
нию, следовательно, скорость уноса признака ψ определяется интегралом

( ) ( ) ( )1 1 1
0

,dm k m m R f m f m dm
∞

− ∫ ψ , (1.7)

где оператор R  записывается в соответствии с выбранной моделью взаимодейст-
вия. Объединяя (1.6), (1.7) и сокращая на величину dm , получим для скорости
изменения признака ψ  в результате столкновений формулу

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2
0 0

1 1 1
0

1 , , ,
2

, .

k m m m m m f m f m dm dm

k m m R f m f m dm

∞ ∞

∞

∆ = −

−

∫ ∫

∫

ψ ψ ϕ

ψ
(1.8)

2. Уравнение среды в случае непрерывной модели столкновения частиц

Согласно данной модели, при столкновении меньшей частицы – снаряда 2m  с
большей частицей-мишенью 1m  – происходит изменение частицы мишени на ве-
личину 12 2mΦ , где 12Φ  или ( )1 2,m mΦ  – коэффициент эффективности столкно-
вений [3]. При этом указанное изменение массы вследствие статистического ос-
реднения по большому числу подобных столкновений равномерно распределяется
по всем n  частицам фракции 1m . Таким образом, изменение массы каждой час-
тицы 1m  в среднем за одно столкновение будет равно 12 nΦ . Если, кроме того,
предположить, что среднестатистическая масса образующихся мелких осколков
равна массе частиц снарядов, то функция распределения вторичных частиц по
массам можно представить в виде

( ) ( ) ( )( )12 2
1 2 1 12 2, , 1

m
m m m n m m m m

n
Φ⎛ ⎞= − − + − Φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
ϕ δ δ . (2.1)

Чтобы быть последовательными, необходимо одновременно предположить,
что при каждом столкновении с меньшими частицами уничтожаются все n  час-
тиц фракции m , в то время как при столкновении с частицами больших размеров
уничтожается только одна такая частица. Подставим функцию ( )1 2, ,m m mϕ  в

правую часть соотношения (1.8). Заменим оператор ( ) 1 2
0 0

1
2

dm dm
∞ ∞

∫ ∫  на эквива-

лентные интегралы, либо ( ) 1 2
0 0

dm dm
∞ ∞⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ , либо ( )
1

2 1
0 0

m

dm dm
∞ ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ .
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Оператор R  запишем в виде
( ) ( )[ ] ( )1 1 1R n h m h m m h m m= − − + − ,

где h  – единичная функция Хевисайда.
В результате из уравнения (1.3) для функции ( )f m  получим уравнение

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

0

12 2
2 1 2 1 1 2 2

0

1 1 2 2 12 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1
0

,

, 1

, , .

r

m
m

m

m

f m
f m m

t
m

dm k m m n m m f m f m dm
n

dm k m m m m f m f m dm

n f m f m k m m dm f m f m k m m dm

∞ ∞

∞

∞

∂
+ ∇ =

∂
Φ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ − − Φ −

− −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

U

δ

δ

При упрощении интегралов, содержащих 12 2
1

m
m m

n
Φ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
δ , сделаем замену

12 2
1

m
m

n
Φ

= +ξ  и при больших n  для вычисления 1m  из этого выражения вос-

пользуемся разложением ( ) 2
1 2 2

1, 0
m

m m
n n

⎛ ⎞= − Φ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ ξ .

Полагая дополнительно, что частицы, которые сталкиваются с нулевой разно-
стью скоростей, обязательно сливаются ( )( )1 2, 1m mΦ = , найдем

( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

2
1 1 2 2

1 2
2 2 2

1 2 20

1 1 1 1

2 2 2 1 1 1
0

,

1

, 1 ,

, , .

r

mn
n

m
m

m

f m
f m m

t
mm m m m m mnnk f m m f m dm

m m m n
m n

k m m m m f m f m dm

n k m m f m f m dm k m m f m f m dm

+

∞

∞

∂
+ ∇ =

∂
⎡ ⎤− Φ⎢ ⎥ Φ⎛ ⎞= − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂Φ ⎝ ⎠⎢ ⎥+
⎣ ⎦∂

+ − Φ −

− −

∫

∫

∫ ∫

U

Разлагая подынтегральное выражение в ряд по малому параметру 1 n  и учи-

тывая, что ( ), 0k m m =  с точностью до величины 21 n∼ , получим уравнение для
функции ( )f m  в случае непрерывной модели столкновений:

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 1 1, , ,

r t

m

f m
m f m f m m

t m

f m k m m m m f m dm
∞

∂ ∂
+ ∇ + =

∂ ∂

= − Φ∫

U

(2.2)
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где ( ) ( )2 2 2 2
0

, ,
m

tm k m m m m m dm= Φ∫  – скорость возрастания среднестатистической

массы частиц фракции m .
В работе [5] уравнения движения и теплообмена непрерывной модели выво-

дятся в допущении равновесной модели столкновений. При этом предполагается,
что количество движения и температура частиц фракции 1m  при столкновении с
меньшими частицами 2m  изменяется так, как будто происходит столкновение
частиц из диапазона [ ]1 1 1,m m dm+  с очень маленькими частицами с массой

2m n . Полученные уравнения совпадают с известными уравнениями непрерыв-
ной модели [3]. Однако данный подход противоречит физическому смыслу. Более
логичным является такой способ вывода этих уравнений, при котором сначала
вычисляется изменение признака при индивидуальном столкновении частиц с
массами 1m  и 2m , а затем с учетом большого числа подобных столкновений про-
водится статистическое осреднение этой величины по всем частицам фракции m .
Для иллюстрации данного способа рассмотрим подробнее вывод уравнения дви-
жения.

В результате равновесного обмена количеством движения скорости изменения
признака U  частиц после столкновения будут равны

( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 2
1 2

1 2
, ,

m m m m
m m m

m m
+

=
+

U U
V ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

1 0 1 2 0 2
1 2 0 0 1 0 1 0

1 2

2
0 2 0 1 0 1 0

1 2

, ,

.

m m m m
m m m m m m m

m m
m

m m m m
m m

+
− = − + − =

+

= − + −
+

U U
V U U U U

U U U U

Предполагая, что изменение массы ( )1 2 2,m m m m∆ = Φ  при столкновении ма-
ло, приближенно запишем

( ) ( ) ( ) ( )0
0 1 0 1 2 2,

m
m m m m m

m
∂

− ≈ − Φ
∂

U
U U .

Тогда получим

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )02
1 2 0 0 2 0 1 1 2 2

1 2
, , , .

mm
m m m m m m m m m

m m m
∂

− ≈ − − Φ
+ ∂

U
V U U U

При статистическом усреднении этого приращения по всем частицам фракции
m  найдем, что каждая частица фракции получит приращение признака за счет
одного столкновения, равное

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )0 2 0 10 02 2
1 2

1 2
,

m mm mm m
m m

n m m n m n
−− ∂

≈ − Φ
+ ∂

U UV U U
. (2.3)

При столкновении частиц фракции m  с более крупными частицами меняется
только их число, но не масса. Поэтому для таких столкновений

( ) ( ) ( )[ ]2
0 0 2 0 1

1 2

m
m m m

m m
− = −

+
V U U U . (2.4)
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Используя (2.1), (2.3) и (2.4), уравнение движения запишем как

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2

1

0

12 2
2 1 2 1

0

0 2 0 1 0 1 22 2

1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2
0 0

2
0 2 0 1 1 2 2

1 2

,

,

, 1 ,

.

i i
r i

m

i i i

m

i i

dU m F
f m f m U f m

dt m
m

dm k m m n m m
n

U m U m U m m mm m
m m n m n n

f m f m dm dm k m m m m m m

m
U m U m f m f m dm

m m

∞ ∞

∞

+ ∇ − =

Φ⎛ ⎞= − − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ∂ Φ⎡ ⎤
× − ×⎢ ⎥+ ∂⎣ ⎦

× + − − Φ ×

× −
+

∫ ∫

∫ ∫

U

δ

δ

(2.5)

Используя свойства δ -функции и переходя затем к пределу при n → ∞ , полу-
чим уравнение движения в рамках непрерывной модели

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0

2
1 0 2 0 2 2

20

1 1 0 1 0 1 1
1

,

, 1 , .

i i
r i t

m
i

i i

i i
m

dU m U m
f m f m U m f m

dt m
F m

f m k m m U m U m f m f m dm
m m m

mk m m m m U m U m f m f m dm
m m

∞

∂
+ ∇ + =

∂

= + − +
+

+ − Φ −
+

∫

∫

U

(2.6)

Аналогичный подход приводит к уравнению для температуры частиц:

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0

2 2 2 2
0

1 1 1 1 1

,

, 1 , ,

r i t

m

m

dT m T m
f m c c T m f m cm f m

dt m
q

f m k m m E m E m f m f m dm
m

k m m m m E m E m f m f m dm
∞

∂
+ ∇ + =

∂

= + − +

+ − Φ −

∫

∫

U

(2.7)

где ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )2
22 2

2 0 2 0 2
1 2 2 2

U m U mm mm
E m E m c T m T m

m m m m

−
− = − +

+ +
,

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )2
11 1

1 0 1 0 2
1 1 2

U m U mm mm
E m E m c T m T m

m m m m

−
− = − +

+ +
.

В уравнении движения частиц входят элементы тензора напряжений, энергия
хаотичного движения выражается через линейный инвариант этого тензора

3

1

1
2 i i

i
U U

=

′ ′= ∑ε . Для вывода уравнения энергии хаотического движения восполь-

зуемся уравнением переноса и для признака i jU U′ ′=ψ  запишем уравнение
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

1 2 1 2 1 2 0 1 2 0
0 0

2 1 2 1 1 1
0

1 , , , , , , ,
2

, ,

i j
r i j r i j

i j j i i r j j r i

i i j j

i i j

f m U U
f m m U U f m U U

t
f m

FU F U f m U U m U U
m

k m m m m m V m m m U m V m m m U m

f m f m dm dm U U k m m f m f m dm

∞ ∞

∞

′ ′∂
′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ∇ + ∇ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂

⎡ ⎤− + + ∇ + ∇ =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − ×⎣ ⎦

′ ′× −

∫ ∫

∫

U U

U U

ϕ

просуммируем это уравнение при i j= . В результате получим

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

3

0
1

3

0 1 1 1
1 0

3
2

1 2 1 2 0 1 2 1 2
10 0

1 2
2

,

1 1, , , .
2 2

r r i i
i

i r i
i

i i
i

f m
f m m f m U U f m

t m

f m U U m m k m m f m f m dm

k m m m m m V U m f m f m dm dm

=
∞

=
∞ ∞

=

∂ ⋅⎡ ⎤
+ ∇ + ∇ + +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

+ ∇ = − +

+ −

∑

∑ ∫

∑∫ ∫

F U
U U

U

ε
ε

ε

ϕ

В силу предположений равновесной модели вновь образовавшаяся частица
массы m  приобретает скорость и энергию пульсаций

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
0

1 2

m m m m
m m

m m
+

′ = −
+

U U
U U ; ( ) 2

2
m′U

.

Распределив эту энергию путем усреднения по всем n  частицам массы 1m ,
найдем, что в результате такого столкновения эти частицы будут обладать энер-

гией ( ) ( )
2

12
m

m
n

′
+

U
ε , где ( )1mε  – энергия частицы 1m  до столкновения и обра-

зования осколков массы 12
1 2m m m

m
Φ

= + .

Одновременно в этой модели уничтожаются все n  частицы массы m , поэтому
уравнение для энергии хаотического движения примет вид

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1

3

0
1

3

0
1

2
012 2

2 1 2 1 1 1 2 2
0

2
0

1 1 2 2 12 1 2 2
0 0

1 1 1 1

1 2
2

,
2

, 1
2

, ,

r r i i
i

i r i
i

m
m

m

f m
f m m f m U U f m

t m

f m U U m

mm
dm k m m n m m m f m f m dm

n n

m
dm k m m m m f m f m dm

n m k m m f m f m dm m k m m

=

=
∞ ∞

∞

∂ ⎡ ⎤
+ ∇ + ∇ + +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

+ ∇ =

⎡ ⎤−Φ⎛ ⎞= − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−
+ − − Φ −

− −

∑

∑

∫ ∫

∫ ∫

FU
U U

U

V U

V U

ε
ε

δ ε

δ

ε ε ( ) ( )1 1
0

.
m

f m f m dm
∞

∫ ∫
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Используя свойства δ -функции, разлагая затем подынтегральное выражение в
ряд по малому параметру 1 n , получим уравнение для энергии хаотического дви-
жения в виде

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

0
1

3

0
1

2
0 2 0 2

2 0 2 2
20

2
0 1 0

1 1 1 1
1

1 1 1

1 2
2

1,
2

1, 1 ,
2

, .

r r i i
i

i r i t
i

m

m

m

f m
f m m f m U U

t m

f m U U m f m m
m

m m m m
f m k m m m f m dm

m m

m m m m
k m m m m f m f m dm

m m

m f m f m k m m dm

=

=

∞

∞

∂ ⎡ ⎤
+ ∇ + ∇ + +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

∂
+ ∇ + =

∂

+⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥+⎣ ⎦

+⎡ ⎤
+ − Φ −⎢ ⎥+⎣ ⎦

−

∑

∑

∫

∫

∫

FU
U U

U

U U
U

U U

ε
ε

ε

ε

(2.8)

К уравнениям (2.2), (2.6) – (2.8) добавим уравнение изменения массы

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2 2
0

mdm k m m m m m f m dm
dt

= Φ∫ . (2.9)

В общем случае для расчёта энергии ε  необходимо знать все компоненты тен-
зора напряжений, исключением является квазиодномерный случай. Записывая
систему уравнений (2.2), (2.6) – (2.9) для квазиодномерного течения и пренебрегая
моментами третьего порядка, получим систему, которая является замкнутой и
описывает поведение жидких частиц полидисперсного ансамбля.

3. Результаты численного расчета

В качестве примера использования предлагаемой модели проведен расчёт ус-
тановившегося движения продуктов сгорания металлизированного топлива в со-
пле ракетного двигателя в квазиодномерной постановке. Математическая поста-
новка задачи подробно представлена в работах [5, 6]. Уравнения для газовой фазы
заимствованы из работы [3]. Коэффициенты и безразмерные критерии, опреде-
ляющие взаимодействие частиц между собой и газом заимствованы из работ [3,
5]. Система уравнений решалась на основе обратной задачи. Для численного ин-
тегрирования системы уравнений газа использовался стационарный аналог нецен-
тральной конечно-разностной схемы Мак-Кормака [7] второго порядка точности.
Интегрирование системы уравнений фракции частиц осуществлялось с помощью
неявной разностной схемы [8], имеющей также второй порядок точности. На
входном сечении использовалось условие скоростного и температурного равнове-
сия между газовой фазой и частицами. Течение рассчитывалось в квазиодномер-
ной постановке для модельного радиусно-профилированного сопла [9]. Радиус
скругления в горловине сопла r r∗= ( r∗  – радиус минимального сечения сопла),

углы поджатия: в дозвуковой области 1 45= Dα ; в сверхзвуковой 2 24= Dα и

3 7= Dα ; в качестве металлической добавки топлива используется порошок алю-
миния.
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Значение исходных параметров:
3200kT = К; 65.89 10kP = ⋅ Па;
40.89 10−= ⋅μ кг·м−1·с−1; 300R =  Дж·кг−1·К−1.

Непрерывная функция распределения частиц оксида алюминия по размерам на
входе в сопло задавалась в виде нормально-логарифмического закона с парамет-
рами: 6

0 1.4 10r −= ⋅ м (средний радиус частиц); 1.5=σ  (дисперсия). Дробление
частиц определяется двумя механизмами – взаимодействием с газом и взаимодей-
ствием между собой [5].

На рис. 1 представлен результат расчета изменения среднемассового размера
частиц конденсата вдоль оси сопла х (здесь x = L/r∗, L – размерная длина сопла).
В дозвуковой области сопла процесс коагуляции превосходит процесс дробления
и достигает своего максимального значения в области критического сечения со-
пла. В трансзвуковой области процесс дробления значительно превосходит про-
цесс коагуляции, что влечет уменьшение среднемассового размера частиц. В
сверхзвуковой области за счет уменьшения разности скорости частиц разных раз-
меров и расширения сопла число столкновений между частицами мало, и, как
следствие, среднемассовый размер частиц практически не изменяется. Изменение
D43 вдоль сопла с учетом флуктуации энергии частиц представлен штрихованной
кривой.

D43, мкм

0

4

8

–2 0 2 4 6 8 х

Рис. 1. Изменение среднемассового размера частиц (D43)
вдоль сопла (r∗ = 0.2 м; z = 0.4)

Рис. 2 иллюстрирует зависимость двухфазных потерь от критического радиуса
сопла. Сплошная линия соответствует расчету без учета флуктуаций энергии час-
тиц, штрихованная с учетом флуктуаций.

На рис. 3 представлен результат расчета зависимости двухфазных потерь от ве-
совой доли конденсата. Как и в вышеприведенных графиках, сплошная линия соот-
ветствует расчету без учета флуктуаций энергии частиц, штрихованная – с учетом.

Двухфазные потери в данных расчётах обусловлены скоростной и темпера-
турной неравновесностью потока.
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Рис. 2. Зависимость двухфазных потерь от критического радиуса сопла (z = 0.4)
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Рис. 3. Зависимость двухфазных потерь от весовой доли конденсата (r∗ = 0.2 м)

Заключение

Разработана статистическая модель течения двухфазной смеси, в которой
взаимодействие частиц дискретной фазы базируется на непрерывном подходе.
Модель имеет более строгое физическое обоснование и более удобное в числен-
ной реализации по сравнению с ранее предлагаемыми моделями данного класса.
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МОНИТОРИНГ И ВИЗУАЛИЗАЦИЯ НАПРЯЖЕННО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ ПРИЧАЛЬНОЙ КОНСТРУКЦИИ

В РЕЖИМЕ РЕАЛЬНОГО ВРЕМЕНИ

Описана методика визуализации текущего напряженно-деформированного
состояния (НДС) конструкции. Для решения поставленной задачи рассмот-
рена методика использования базы данных отклика конечно-элементной
(КЭ) модели конструкции пирса, построенной при помощи программного
комплекса ANSYS. Используя средства объектно-ориентированного про-
граммирования в среде С++, КЭ-модель актуализируется поступающей ин-
формацией с датчиков измерительной системы в режиме реального времени
с визуализацией текущей картины НДС.

Ключевые слова: причал, конечно-элементная модель, ANSYS, система мо-
ниторинга, датчики, визуализация НДС.

Оценка технического состояния промышленных объектов ведется в значитель-
ной степени визуально при помощи контрольно-измерительной техники монито-
ринга. Так называемый периодический мониторинг не всегда позволяет оперативно
отслеживать критические нагрузки, смену их характера и причину возникновения,
что может привести к необратимым скрытым деформационным процессам. Исполь-
зование автоматических информационно-измерительных систем (ИИС) ввиду их
большой стоимости дает ограниченную информацию только по выбранным кон-
трольным точкам и не позволяет оценивать полную картину НДС [1–3].

В настоящей работе поставлена цель создать такую методику, которая позво-
лила бы организовать переход от фиксирования параметров пространственного
деформирования в строго определенных местах к визуализации распределения
внутренних усилий, возникающих по всей конструкции в режиме реального вре-
мени для принятия превентивных мер безопасности.

В инженерной практике применение численных расчетов НДС всех конструк-
ций сооружения под действием эксплуатационных нагрузок в непрерывном ре-
жиме организовать не представляется возможным. Решение подобного класса за-
дач является ресурсоемкой как с точки зрения вычислительных, так и временных
затрат. Например, при решении методом конечных элементов, реализованном в
программном комплексе ANSYS, конечно-элементная модель причальной конст-
рукции [4, 5], длина которой составляет 300 метров, а высота 35 метров, может
быть представлена количеством элементов, превышающим 500 тысяч. При таких
параметрах КЭ-модели время расчета при использовании компьютера со средни-
ми вычислительными ресурсами может составлять несколько часов.

Причальная конструкция, рассматриваемая в настоящей работе, была обору-
дована ИИС, состоящей из шестнадцати деформационных и четырех GPS-датчи-
ков позиционирования. Подобная система выполняет контроль смещения носовой
и подходной эстакады пирса по четырем датчикам позиционирования (по два на
каждую часть пирса) в трех пространственных координатах и относительную де-
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формацию свай по 16 деформационным датчикам (по два датчика на каждую
сваю, то есть контроль ведется только по 8 сваям из 122).

Постановка задачи численного расчета НДС причала рассматривается как об-
щая задача механики сплошной среды и может быть сформулирована следующим
образом: известны (заданы) внешние воздействия на объект, определенным обра-
зом закрепленный в пространстве. Необходимо найти некоторые функции коор-
динат, описывающие состояние рассматриваемого объекта [6, 7].

В систему исходных функций входят компоненты вектора перемещений
{ } { ( , , ), ( , , ), ( , , )}u x y z v x y z w x y z=u ,

а также вектор напряжений
{ } { ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y z xy yz xzx y z x y z x y z x y z x y z x y z= σ σ σ τ τ τσ

и деформаций
{ } { ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y z xy yz xzx y z x y z x y z x y z x y z x y z= ε ε ε γ γ γε .

Процедура определения указанных функций применительно к инженерным
задачам называется расчетом конструкции. С математической точки зрения он
сводится к решению краевых задач для системы уравнений, включающих:

уравнения равновесия
 [ ] { } { }v

Τ =Φ σ Γ ; (1)
геометрическое уравнение (Коши)

{ } [ ]{ }= uε Φ ; (2)
определяющие физические уравнения

{ } [ ]{ }= Dσ ε , (3)
где [Ф] – матрица дифференциальных операторов
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Ф ;

{ } { ( , , ), ( , , ), ( , , )}v X x y z Y x y z Z x y z=Γ  – вектор-функция объемных сил;
[D] – матрица механических характеристик материала
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D ;

E – модуль упругости материала; ν – коэффициент Пуассона.
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Решая совместно (1)–(3) относительно неизвестных перемещений, можно по-
лучить разрешающее уравнение

[ ] [ ][ ]{ } { }v
Τ =D uФ Ф Γ . (4)

Уравнение (4) дополняется кинематическими и статическими граничными ус-
ловиями.

В методе конечных элементов, суть которого хорошо описана в [8], задача ста-
тического нагружения сводится к решению системы сходных уравнений, в кото-
рых искомыми являются лишь дискретные (узловые) значения функций:

[ ]{ } { }=K u Γ , (5)

где {u} – вектор искомых значений в узловых точках; [K] – матрица, называемая
матрицей жесткости, которая описывает связь между прикладываемыми усилия-
ми и соответствующими им перемещениями; {Г} – вектор известных правых час-
тей.

Искомые перемещения узлов могут быть получены после обращения матрицы
[K] в виде

[ ] 1{ } { }−=u K Γ . (6)

После создания КЭ-модели конструкции причала определяется набор наиболее
вероятных сценариев внешних эксплуатационных воздействий. К рассматривае-
мым внешним воздействиям можно отнести набор следующих типовых нагрузок:
навал судна вблизи носовой, средней части причала и вблизи подходной эстака-
ды; температурные деформации; волновые, ветровые нагрузки. Решая, например,
задачу швартовки судна, фактически определяется отклик конструкции пирса на
воздействие поперечной силы, действующей на определенное количество отбой-
ных устройств. В случае температурных сезонных деформаций надводная часть
причала охлаждается в соответствии с текущей температурой окружающего воз-
духа.

Для контроля отклика КЭ-модели конструкции пирса выбраны такие конечные
элементы (в дальнейшем будем называть их «модельными датчиками»), размер и
расположение которых соответствует месту установленных датчиков деформа-
ции. Набор значений модельных датчиков обозначим числовым вектором {b}.
В процессе верификации КЭ-модели причала показания модельных датчиков при-
водятся в соответствие текущим значениям деформационных датчиков, которые
обозначим вектором {B}, при известных заданных воздействиях {Γ}.

Считается, что деформации конструкции {ε} в штатном режиме эксплуатации
могут быть вызваны линейной комбинацией m известных независимых механиче-
ских типовых нагрузок {Γk} с некими коэффициентами xk:

{ } { }
m

k
k

x= ∑ kΓ Γ . (7)

Учитывая, что объект находится под действием набора независимых механи-
ческих нагрузок и ведет себя линейным образом, его результирующее состояние
может быть получено простой линейной комбинацией вклада каждой из нагрузок:
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[ ] 1{ } { } { }
m m

k k
k k

x x −= =∑ ∑k ku u K Γ . (8)

Ключевым моментом организации системы мониторинга является создание
базы данных (БД), содержащей информацию об отклике конструкции на типовые
воздействия. Для каждой типовой нагрузки {Γk} из решения (6) определяются и
записываются в БД значения величин {u}, {ε} и {σ} для всей конструкции пирса.
Из вектора деформаций {ε} выделяется вектор {b}, включающий только значения
деформации модельных датчиков. Данные векторы формируют матрицу [A] сле-
дующим образом:

{ } { } { }[ ]1 2[ ] ... m=Α b b b  (9)
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A . (10)

Таким образом, матрица состоит из m столбцов, каждый из которых соответст-
вует одной типовой нагрузке, и n строк, каждая из которых содержит значения
деформации модельного датчика.

Основным предположением в работе считается то, что вектор искомых коэф-
фициентов комбинирования типовых нагрузок {x}, состоящий из компонент xк
уравнения (7), может быть использован для определения НДС конструкции пирса
путем решения обратной задачи – системы уравнений, записанной в виде

[ ] { } { }⋅ =A x B , (11)

где {B} – вектор показаний реальных датчиков деформации в условиях комбини-
рованной нагрузки на сооружение.

Другими словами, получив информацию от ИИС о текущих значениях дефор-
мационных датчиков, решая систему уравнений (11), подбирается такая комбина-
ция известных типовых нагрузок {Г} с весовыми коэффициентами {x}, при кото-
рых расчетное результирующее состояние НДС совпадет с текущим.

Фактически, в рамках решения обратной задачи вместо исходной системы
уравнений (5) решается родственная система уравнений (11). Решение обратной
задачи деформирования такой сложной конструкции, как причал, с большим чис-
лом конечных элементов занимает доли секунды, поскольку в поиске решения
участвуют не все точки расчетных вариантов НДС, а только точки, соответст-
вующие местам установки датчиков измерительной системы.

Описываемый в работе алгоритм методики системы мониторинга (7) – (11)
может быть представлен схемой, изображенной на рис. 1.

Текущие данные с датчиков системы мониторинга поступают по электронным
каналам связи на персональный компьютер оператора. При этом в окне интерфей-
са программы происходит обновление табличных данных и графиков (рис. 2).
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Рис. 1. Схема работы системы мониторинга

Рис. 2. Окно интерфейса программного комплекса с поступающими показаниями
деформационных датчиков системы мониторинга

В процессе поступления информации о значениях деформационных сенсоров
согласно уравнению (11) происходит поиск коэффициентов {x}. После чего полу-
ченные коэффициенты подставляются в уравнение (7). Чтение исходных данных
из БД (типовые нагрузки {Гk}) и решение данного алгебраического уравнения
осуществляется за считанные доли секунды с последующим обновлением контур-
ной карты пространственной визуализации результирующей картины НДС
(рис. 3).

Заложенный функционал позволяет осуществлять непрерывную обработку по-
ступающей информации с датчиков, выполнять анализ архивной информации и
визуализацию состояния причала за выбранный промежуток времени.
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Рис. 3. Общий интерфейс программного комплекса мониторинга конструкции причала.
Навал судна на отбойные устройства центральной части пирса

Рис. 4. Общий интерфейс программного комплекса мониторинга конструкции причала.
Навал судна на отбойные устройства носовой части пирса
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССА ВЗРЫВНОГО НАГРУЖЕНИЯ ЛЬДА1

Представлены результаты комплексных теоретико-экспериментальных ис-
следований по взрывному нагружению льда. Описана физико-математиче-
ская модель деформирования и разрушения льда при взрывных нагрузках.
Приведены результаты натурных испытаний по взрывному нагружению
речного льда эмульсионным зарядом взрывчатого вещества (ВВ). Проведе-
ны параметрические исследования разрушения льда в зависимости от глу-
бины закладки ВВ. Получены рекомендации по более эффективному разру-
шению льда с учетом влияние слоя воды.

Ключевые слова: лед, модель, метод, расчет, эксперимент, взрыв, взрыв-
чатое вещество, деформация, разрушение.

Актуальность исследований поведения льда при взрывных нагрузках в на-
стоящее время не вызывает сомнений. Российская Федерация входит в пятерку
«ледовых» стран, поэтому существует необходимость в развитии транспортных
связей  и проектировании портов в замерзающих морях Крайнего Севера, а также
увеличении добычи природных ископаемых в районах вечной мерзлоты. Острой
проблемой все еще стоит образование весенних заторов на сибирских реках, дли-
на которых достигает более 150 километров. Основная сложность исследований
определена в прошлом веке в работах Мальгрема, Канна, Маэно, Богородского и
заключается в том, что такой древнейший природный материал, как лед (сегодня
известно более 15 его разновидностей), мало изучен в  условиях динамического
нагружения [1]. Это объясняется сложной внутренней структурой, особенностями
кристаллической решетки, аномальными пластическими свойствами, многократ-
ными фазовыми переходами в процессе деформирования и т.д. С точки зрения
разрушения, лед вообще может не иметь аналогов.

В России нет такой государственной поддержки «ледовых» исследований, как,
в США, где совместно с военно-морскими силами возобновлена программа «SCI-
CEX»,  в рамках которой идет сбор научных данных с помощью новейших над-
водных и подводных средств. В Англии протестирован Зонд «Penetrator», способ-
ный внедрятся в толстые массивы льда без повреждения высокоточного оборудо-
вания, установленного внутри. Разработка опытного образца была бы невозможна
без знания прочностных свойств льда [2].

В НИИ прикладной математики и механики Томского государственного уни-
верситета постоянно ведутся поисковые научные исследования процесса динами-
ческого нагружения льда: разработана физико-математическая модель деформи-
рования и разрушения льда при ударных и взрывных нагрузках, численный метод
расчета его напряженно-деформированного и термодинамического состояния с
учетом разрушения на фрагменты, обобщены теоретические и экспериментальные
результаты. По инициативе сотрудников лаборатории прочности неоднократно

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта 13-08-00509а).
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были организованы экспедиции с целью проведения натурных испытаний по
взрывному нагружению льда и других природных материалов.  На территории За-
падно-Сибирского федерального округа проведено более 10 экспедиций и подор-
вано более 10 000 кг взрывчатки в тротиловом эквиваленте. Целью данной работы
явилось теоретико-экспериментальное исследование поведения льда при взрыв-
ных нагрузках с целью получения новых знаний о его поведении при данных ус-
ловиях.

Экспериментальное исследование взрывного разрушения льда
эмульсионным ВВ

В апреле 2015 г. проведены натурные испытания по подрыву пресноводного
льда штатным эмульсионным ВВ Эмуласт АС-30 ФП. Начальная плотность
1,34 г/см3, скорость детонации 4700 м/с. Масса заряда ВВ – 4 кг. Эксперимент
проведен совместно с ОАО «КузбаcсСпецВзрыв» и МЧС РФ по ТО в рамках еже-
годных противопаводковых мероприятий. Объект исследования − заснеженный
ледяной покров. Первичный осмотр экспериментальной площадки показал, что
лед имел сэндвич-структуру: снег (55 см) + шуга (20 см) + монолитный лед
(50 см). Экспериментальная площадка выбрана почти в середине реки. Визуально
установлено, что ледяной покров был ровным. Течение воды незначительное.
В радиусе 500 м обнаружен торос, а полыньи и разводьев не было. Температура
воздуха  −1 °С. Накануне эксперимента шел мокрый снег. Согласно метеоданным,
зима была относительно теплая, аномально низкой температуры (−45 °С) отмече-
но не было.

Ниже представлены результаты последней экспедиции, в результате которой
подорвано более 1500 кг в тротиловом эквиваленте. Первые фотографии получе-
ны через 5 минут после подрыва ВВ со спасательного катера. Исследовано 6 лу-
нок до и после  взрыва. В первые две лунки помещали по два заряда ВВ в поли-
этиленовой оболочке, а в остальные – по одному. На рис. 1, а зафиксировано со-
стояние ледяного покрова до подрыва и некоторые компоненты ВВ. На рис. 1, б, в
показана лунка в заснеженном ледяном покрове с погруженным в воду зарядом
ВВ. Рис. 1, г иллюстрирует состояние ледяного покрова после подрыва первой
лунки. Видно, что во льду сформировалась майна, по форме близкая к окружно-
сти. Диаметр составил около 3,5 м. При последующем детальном осмотре кромка
льда оказалась довольно развитой.

Физико-математическая модель поведения льда при взрывном нагружении

Описание поведения льда при динамических нагрузках проводится с позиции
феноменологической макроскопической теории механики сплошных сред на ос-
нове фундаментальных законов сохранения. Лед моделировался упругопластиче-
ской пористой сжимаемой средой с учетом свойств прочности, ударно-волновых
явлений, а также совместного образования разрушений по типу отрыва и сдвига.
Упругопластическое течение описывается уравнениями Прандтля – Рейса при ус-
ловии текучести Мизеса. Уравнение состояние выбрано в форме Уолша.

Уравнение состояния льда принято в виде
Р(ρ) = В (ρ/ρ0  – 1)(ρ/ρ0)2 ,

где  В = 8.4 ГПа, ρ0 = 0.92 г/см3.
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Рис. 1. Натурные испытания по подрыву заснеженного ледяного покрова: а – подготовка к
эксперименту, ВВ и шнур ДШЭ; б – лунка для закладки ВВ диаметром 14 см; в – заряд
взрывчатки Эмуласт АС-30 ФП при погружении в воду; г – взрывная майна после подрыва
двух зарядов ВВ массой 8 кг

Уравнение состояние воды принято в виде полинома:
Р(ρ) = 0.0225(ρ/ρ0  – 1) + 0.085(ρ/ρ0  – 1)2.

Действие взрывного нагружения задается в приближении модели мгновенной
детонации заряда ВВ. Уравнение состояния продуктов детонации (ПД) выбрано в
виде политропы Ландау−Станюковича [3]:

P = Aρ3.
Известно, что разрушение материалов при действии динамического нагруже-

ния может происходить по отрывному или сдвиговому механизму. Это наблюда-
ется в конструкционных, композиционных и геологических материалах. Экспе-
риментальные данные показали, что лед не является исключением [4]. Детерми-
нированная модель разрушения предусматривает реализацию обоих механизмов
разрушения. Считается, что при достижении главным растягивающим напряже-
нием значения откольной прочности лед разрушается по типу отрыва. Разрушения
по типу сдвига происходят при достижении удельной работой сдвиговых пласти-
ческих деформаций некоторого предельного значения [5].
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Численный метод расчета динамического нагружения льда

В качестве основного инструмента исследований использован модифициро-
ванный лагранжев метод, расчетная часть которого дополнена механизмами рас-
щепления расчетных узлов и разрушения расчетных элементов. Оригинальность
метода заключается в новом способе выделения поверхностей разрыва сплошно-
сти материалов, который не накладывает серьезных ограничений на решение со-
временных динамических многоконтактных задач МДТТ. Последние нововведе-
ния заключаются в алгоритме расчета свободных и контактных поверхностей, по-
зволяющем описывать более гладкую поверхность между продуктами детонации
и льдом при взрывном нагружении [5].

Для двумерного плоского и осесимметричного случая разработан пользова-
тельский многофункциональный программный комплекс решения динамических
многоконтактных задач МДТТ, позволяющий в интерактивном режиме подготав-
ливать начальные данные, включая автоматическое разбиение расчетной области,
осуществлять расчет в консольном режиме, а также проводить графическую и
табличную обработку полученных результатов. Программная реализация метода
взрывного нагружения льда осуществлена при помощи специально разработанно-
го нового решателя [6].

Достоверность результатов численного моделирования установлена путем ре-
шения ряда тестовых задач,  сравнением с известным аналитическим решением и
экспериментальными результатами. Отдельные эксперименты специально прове-
дены в ЦНИИ им. А.Н. Крылова. Некоторые эксперименты проведены на уни-
кальном баллистическом стенде с высокоточными приборами регистрации в НИИ
прикладной математики и механики. Расхождение между расчетными и экспери-
ментальными данными не более 10 % [7].

Исследование процесса взрывного нагружения льда на воде

Ниже представлены результаты численных исследований взрывного нагруже-
ния льда на воде. Практическая значимость состоит в необходимости более эф-
фективного разрушения толстого (2 м и более) слоя льда при взрыве. Лед такой
толщины нередко образуется на сибирских реках зимой в результате экстремаль-
но низких температур (–40°С и ниже). Цель исследований заключается в выявле-
нии влияния глубины закладки заряда ВВ на процесс  разрушения льда на водной
подложке.

 Объект исследования – это массивный ледяной цилиндр размерами в сечении
500×250 см. Глубина закладки ВВ варьировалась в диапазоне от 22 до 221 см.
В качестве ВВ использован безоболочечный заряд тринитротолуола (ТНТ): на-
чальная плотность  ρ0 = 1.6 г/см3, скорость детонации 6900 м/с. Масса заряда была
4.8 кг, размеры в сечении 21×23 см. На контактной границе «Лед − ВВ», «Лед –
Вода», а также кромках льда задано условие скольжения. Расчетная область авто-
матически разбивалась «конвертом» на 10 000 триангуляционных элементов.
Серия вычислительных экспериментов состояла из 8 вариантов (таблица) и про-
ведена в двумерной постановке с учетом осевой симметрии. Расчеты проведены
с использованием предложенного алгоритма расчета свободных и контактных
поверхностей. Физико-механические характеристики льда следующие: началь-
ная плотность 0.92 г/см3, объемная скорость звука оС = 3020 м/с, модуль сдвига
G = 0.32 ГПа, предел текучести тσ = 2.2·10−3 ГПа, откольная прочность
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kσ = 3·10−3 ГПа, удельная работа сдвиговых пластических деформаций
*
pA  = 5 кДж/кг и эквивалентная пластическая деформация eqpε = 1.
Для детального изучения процесса разрушения льда на воде продуктами дето-

нации в 8 вариантах было сделано следующее. На всех стадиях процесса разру-
шения вплоть до 4 мс проанализированы картины разрушения льда, а именно за-
фиксированы время и место зарождения первых очагов разрушения, направление
их дальнейшего распространения относительно эпицентра взрыва. Отдельно рас-
смотрен процесс образования магистральных трещин. Построены графики вре-
менных зависимостей скорости свободной поверхности льда, поврежденности и
скорости изменения поврежденности льда, а также гидростатического давления и
девиаторных напряжений в контрольных точках.

На рис. 2 показаны рассчитанные конфигурации системы «Лед – ВВ – Вода»
для вариантов 2 и 5 соответственно. Рис. 2, а, б дают детальную информацию о
картинах разрушения льда на 4 мс после подрыва ВВ.
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Рис. 2. Рассчитанные конфигурации системы «Лед – Вода ─ ВВ»
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Расчетным путем установлено, что независимо от глубины закладки ВВ, очаги
разрушения формируются во льду на первых микросекундах процесса в области
контакта «Лед − ВВ». Под действием продуктов детонации зона разрушений рас-
пространяется в радиальном и осевом направлениях от эпицентра взрыва к кромке
льда. На стадии предразрушения было отмечено незначительное пластическое
деформирование льда. Формируются многочисленные магистральные трещины,
ориентированные под различным углом к оси симметрии. Разрушение льда на
фракции сопровождалось выплеском отдельных кусков наружу через взрывную
майну. Установлено, что после 2 мс картины разрушения льда практически не ме-
нялись. Анализ эволюции разрушения льда показал, что в четвертом варианте ма-
гистральная трещина разделяла лед на две одинаковые части.

На рис. 3 приведены графические зависимости поврежденности льда от време-
ни. Параметр поврежденности впервые был предложен в работе [8]. Видно, что
основной объем повреждений во льду сформировался в течение первой миллисе-
кунды. Кривые поврежденности от 0 до 300 мкс близки друг к другу. В некоторых
вариантах кривые также практически совпадали на отдельных участках (напри-
мер, в варианте 1 и 7 после 2 мс).  В варианте 8 на кривых проявились «ступень-
ки», которые объясняются зарождением зон разрушения в области контакта «Лед
– ПД» и вблизи свободной границы «Лед – Вода».  Минимальный объем повреж-
дений, равный 26.96 %, зафиксирован в варианте 8, а максимальный, равный
38.3 %, в варианте 4. Получено, что только в последнем варианте объем разруше-
ний был меньше 30 %.

0 1 10⋅ 3 2 10⋅ 3 3 10⋅ 3 4 10⋅ 3

Время, мкс

П
ов
ре
ж
де
нн
ос
ть

 л
ьд
а,

 %

0

10

20

30

40

Вариант 6, 5 ,4, 3

Вариант 8

Вариант 2
Вариант 7, 1

Рис. 3. Графическая зависимость
поврежденности льда от времени

Во льду также было вычислено гидростатическое давление и девиаторные на-
пряжения для восьми вариантов расчетов. Контрольная точка расположена прак-
тически в середине льда на расстоянии 88 см от боковой поверхности. Пиковые
давления отмечены в моменты времени 700 мкс. С 700-й по 900-ю мкс идет убы-
вание, а после 1000 мкс давления становятся нулевыми.  Максимальное давление,
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равное 0.042 ГПа, зафиксировано в варианте 6. Минимальное давление отмечено
в варианте 8 и составило 0.0215 ГПа (рис. 4).
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Рис. 4. Результаты расчетов процесса взрывного нагружения льда

Для выявления влияния массы заряда ВВ на процесс разрушения льда прово-
дились дополнительные расчеты. В дополнительном варианте расчетов масса ВВ
была увеличена на 50 % и составила 7.2 кг, при этом глубина закладки была такая
же, как в варианте 5.  Результаты расчетов суммированы даны в таблице.

Результаты расчетов процесса взрывного нагружения льда на воде

Вариант №
Глубина

закладки ВВ,
см

Поврежденность
льда,

%

Диаметр
майны во льду,

см

Скорость
свободной

поверхности,
м/с

1 22 30.76 110 614
2 45 33.22 130 282
3 73 36.82 135 163
4 102 38.30 137 105
5 130 36.86/41.70 140/156 77/89
6 153 37.25 135 53
7 193 30.94 128 41
8 221 26.96 150 32

Примечания: 1. Данные получены в момент времени 4 мс. 2. В знаменателе приведены зна-
чения для варианта расчетов с массой ВВ m = 7.2 кг.

Из таблицы видно, что объем разрушений льда не превышал 40 %. При этом
наличие большого количества очагов и зон разрушения во льду позволяет утвер-
ждать, что исследуемый образец значительно поврежден. С увеличением глубины
закладки ВВ до 153 см (вариант 6)  отмечен рост объема поврежденности льда, а в
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вариантах 7, 8 отмечено снижение объема поврежденности льда. Установлено,
что максимальный диаметр майны во льду зафиксирован в варианте 8 (в данном
варианте ВВ в нижней части соприкасалось с водой). Постоянное увеличение
диаметра майны зафиксировано до глубины 130 см (вариант 5). В вариантах 6, 7
отмечено уменьшение диаметра, а в варианте 8 – его максимальное значение.
Скорость свободной поверхности уменьшалась с ростом глубины закладки ВВ.
Увеличение массы ВВ приводило к увеличению диаметра майны, объема повреж-
денного льда и скорости свободной поверхности.

Проведенные исследования позволяют рекомендовать для более эффективного
разрушения льда в данных условиях закладывать ВВ в середине слоя преграды.
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Nowadays, researches of the behavior of certain natural materials are relevant. This is due to
the development of northern territories, extraction of natural resources in the Far North, etc. Ice is
an understudied natural material. The modern concept of ice failure is just beginning to develop.

The work presents results of parametric studies on dynamic loading of ice, as well as results
of field experiments on explosive loading of ice consisting of snow, slush, and ice. It was found
that a ice blast lane with a cross section size of 350 cm is formed after the explosion of the explo-
sive substance in water under ice.

The behavior of ice under explosive loading is described from the standpoint of the phenome-
nological macroscopic theory of continuum mechanics based on fundamental laws of conserva-
tion. The ice is modeled by a single-phase, elastic-plastic, and compressible medium, with allow-
ance for strength properties, shock-wave phenomena, and joint formation of separated and shear
damages.

The behavior of a massive ice cylinder upon undermining a bulk explosive at different depths
is investigated. The diameter of explosive lanes, the speed of the free surface, ice damages, as
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well as hydrostatic pressure and deviatoric stresses at the control points have callculated. For a
more effective destruction, it is recommended to lay explosives in the middle of the ice cylinder.

Keywords: ice, model, method, calculation, experiment, explosion, explosive, deformation, de-
struction.
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ТЕЧЕНИЕ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ
В КВАДРАТНОЙ КАВЕРНЕ ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА1

Рассмотрен вопрос о распределении кинематических и динамических харак-
теристик течения неньютоновской жидкости в квадратной каверне. В каче-
стве реологической модели использовался степенной закон. Численное ре-
шение получено в приближении ползущего течения непрямым методом гра-
ничных элементов. Исследования проведены в диапазоне изменения показа-
теля нелинейности n от 0.2 до 1.2. Приведены профили компонент вектора
скорости в характерных сечениях каверны. Результаты для ньютоновского
случая совпадают с данными других авторов. Показано, что уменьшение ве-
личины n приводит к смещению центра, вокруг которого вращается жид-
кость, к верхней крышке каверны. Представлены поля распределения эф-
фективной вязкости и интенсивности скоростей деформаций по области те-
чения.

Ключевые слова: неньютоновская жидкость, течение в каверне, непрямой
метод граничных элементов.

Задача о течении вязкой несжимаемой жидкости в квадратной каверне с
верхней стенкой, движущейся с постоянной скоростью в горизонтальном на-
правлении, является известным и широко используемым тестом для верифика-
ции и оценки эффективности численных методов, применяемых для решения
уравнений Стокcа. В связи с широким использованием такого варианта тестиро-
вания, имеется большое количество накопленных данных, позволяющих опре-
делить правильность новых результатов, тем самым гарантируя их достовер-
ность. Основное количество результатов имеется для течений при больших чис-
лах Рейнольдса [1−6]. В работах [7, 8] рассмотрены случаи малых чисел Рей-
нольдса Re = 1 и 0. Рассмотрение в этих работах проведено для ньютоновской
жидкости. В то же время актуальным представляется проведение исследований
данного течения при малых числах Рейнольдса, но с учетом неньютоновского
поведения жидкости.

Основные уравнения

Основными уравнениями для описания двумерного течения неньютоновской
жидкости при малых числах Рейнольдса являются уравнения Стокса. Математи-
ческая постановка задачи записывается в безразмерных переменных. В качестве
характерного размера выбрана длина стенки каверны, в качестве характерной
скорости – скорость движения верхней крышки каверны. В приближении пол-
зущего течения и при отсутствии массовых сил уравнения движения имеют вид

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Гранта Президента РФ (МК-3687.2014.1) и
РФФИ в рамках научного проекта № 14-08-31579 мол_а.
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0,    , 1, 2,ij
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i j

x
∂σ

= =
∂

 (1)

где ij ij ijpσ = − δ + τ  – компоненты полного тензора напряжений, p  – давление, ijδ

– символ Кронекера, ijτ  – компоненты тензора вязких напряжений, jx  – декарто-
вы координаты.

В качестве реологической модели, описывающей неньютоновское поведение
жидкости, выбран степенной закон, также известный как модель Оствальда де-
Виля, характеризующий зависимость вязкости от скорости сдвига:

2 ,ij ijeτ = η � (2)

где 1n−η = γ�  – коэффициент эффективной вязкости, n  – показатель нелинейности,
1/ 2(2 )ij jie eγ =� � �  – интенсивность скоростей деформаций, ( / / ) / 2ij i j j ie u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂�

– компоненты тензора скоростей деформаций, iu  – компоненты вектора скорости.
Жидкости, поведение которых описывается данной моделью, можно подразде-
лить на три типа: псевдопластичные ( 1)n < , ньютоновские ( 1)n =  и дилатантные
( 1)n > .

На рис. 1 представлена область реше-
ния. Верхняя стенка каверны движется в
горизонтальном направлении с постоянной
скоростью.

Систему (1) необходимо дополнить
уравнением неразрывности

0i

i

u
x

∂
=

∂
(3)

и граничными условиями, которые состоят
в задании компонент скорости на стенках
каверны: на верхней подвижной стенке

1 21, 0u u= = (4)
и на остальных стенках

0.iu = (5)

Гранично-интегральная формулировка задачи и метод решения

Представим уравнение (1) в виде

,
N
ij

i
jx

∂σ
= Ψ

∂
(6)

где 2N
ij ij ijp eσ = − δ + �  – линейная часть полного тензора напряжений;

2(1 )
NN
ij

i ij
j j

e
x x

∂τ∂
⎡ ⎤Ψ = − η =⎣ ⎦∂ ∂

�  – нелинейная векторная функция, которую будем

рассматривать как плотность источников, распределенных по области течения Ω .

Рис. 1. Область решения
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Тогда, в соответствии с положениями непрямого метода граничных элементов [9],
можно записать

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i ij j ij ju x G x d G x z z d z
Γ Ω

= ξ φ ξ Γ ξ + Ψ Ω∫ ∫ (7)

где ( )jφ ξ  – плотность фиктивных источников, распределенных по границе об-

ласти течения Γ . Функции ijG  являются фундаментальными решениями уравне-
ний Стокса и определяются формулой [10]

( ) 2
1 1, ln ,

4
i j

ij ij
y y

G x
r r

⎛ ⎞
ξ = − δ +⎜ ⎟π ⎝ ⎠

(8)

где ( )
1
2,i i i i iy x r y y= − ξ = . Если на границе области течения Γ  заданы значения

скорости, то уравнения (7) позволяют получить значения неизвестных граничных
сил ( ) ( )jφ ξ ξ ∈ Γ . Это возможно сделать при известной функции ( ) ( )j z zΨ ∈ Ω .
Так как эта функция заранее неизвестна, возникает необходимость организации
итерационного процесса.

Для численного решения уравнений (7) используются постоянные элементы и
постоянные ячейки. Граница области течения Γ  разбивается на N  элементов.
Функции ( )jφ ξ  считаются постоянными на каждом элементе. Область течения

разбивается на 2N  квадратных ячеек. Функции ( )j zΨ  считаются постоянными
внутри ячейки. Тогда уравнения (7) в дискретной форме приобретают вид

( )
1 1 1

,
N N N

p q pq km pkm
i j ij j ij

q k m
u x G G

= = =
= φ ∆ + Ψ ∆∑ ∑ ∑ (9)

где ( ) ( ), ,
q

pq p
ij ijG G x d

∆Γ

∆ = ξ Γ ξ∫  ( ) ( ), ,
km

pkm p
ij ijG G x z d z

∆Ω

∆ = Ω∫  px  – середина

элемента p  (узел).

Для вычисления 2N  неизвестных q
jφ  используются 2N  уравнений (9), соот-

ветствующие N  элементам, на которых заданы ( )p
iu x . Коэффициенты получае-

мой системы линейных алгебраических уравнений pq
ijG∆  в случае постоянных

элементов можно вычислить аналитически. Технология вычисления изложена в
[11].

Для вычисления интегралов по области pqm
ijG∆  используются стандартные

квадратурные формулы Гаусса без выделения особенностей. Особенности в этих
интегралах имеют вид ln(1/ )r . Следовательно, при интегрировании по области
эти интегралы существуют в обычном смысле. Такой подход значительно упро-
щает алгоритм решения. При проведении расчетов использовалась квадратурная
формула с 64 узлами. Для решения системы нелинейных алгебраических уравне-
ний (9) относительно q

jφ  применялся метод простой итерации. На первой итера-

ции использовались значения km
iΨ  определенные по ньютоновскому полю тече-
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ния. Для решения соответствующей системы линейных алгебраических уравне-
ний использовался метод Гаусса. Далее использовались значения km

iΨ , рассчи-
танные в соответствии с полем течения, полученным на предыдущей итерации.
Функции km

iΨ  в центре ячейки ( , )k m  вычислялись конечно-разностным спосо-

бом с использованием рассчитанных ( )kmNN
ijτ  в вершинах ячеек (узлах сетки).

Значения ( )kmNN
ijτ  полностью определяются производными ( )/ km

i ju x∂ , значения

которых находились с использованием центральных разностей во внутренних уз-
лах и односторонних разностей в приграничных узлах в соответствии со значе-
ниями km

iu , вычисленными в узлах сетки. Для улучшения сходимости итерацион-
ного процесса в случае сильной нелинейности использовался метод релаксации с
динамическим подбором коэффициента релаксации. Кроме того, процесс вычис-
ления оптимизировался путем распараллеливания алгоритма.

Анализ полученных результатов

Вышеописанный метод расчета позволил провести вычисления в диапазоне
изменения параметра нелинейности n  от 0.2 до 1.2. Результаты расчетов пред-
ставлены на рис. 2 – 8.

Исследование аппроксимационной сходимости (рис. 2) показало, что прием-
лемая точность расчетов обеспечивается при разбиении границы Γ  на 160 и бо-
лее элементов. Представленные в работе расчеты были проведены при 256N = .

Рис. 2. Аппроксимационная сходимость решения для 0.5n = : а – профили составляющей
скорости 1 1( 0)u х = , б – профили составляющей скорости 2 2( 0.5)u х =

Изменение параметра n  приводит к смещению центра основной вихревой зо-
ны. Причем уменьшение n  по сравнению с ньютоновским случаем ( 1.0)n =  со-
провождается смещением центра к верхней крышке, а увеличение – к нижнему
основанию. Соответствующие качественные и количественные результаты пока-
заны на рис. 3 и 4.
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Рис. 3. Изолинии функции тока Φ  ( 1 2 2 1;u x u x= ∂Φ ∂ = −∂Φ ∂ ) с шагом 0.2∆Φ =  для раз-
личных значений показателя нелинейности: 0.5n =  (а), 0.7n =  (б), 1.0n =  (в), 1.2n =  (г)

Рис. 4. Зависимость координаты 2
cx  цен-

тральной точки основного вихря от вели-
чины n

В работах, касающихся исследо-
вания данного течения, стандартно
приводятся профили компонент ско-
рости 1u  и 2u  при 1 0х = , 2 0.5х =
соответственно. Для рассматривае-
мого в настоящей работе нелинейно-
го случая и малых чисел Рейнольдса
указанные данные содержатся на
рис. 5 и 6.
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Рис. 5. Профили составляющей скорости 1u  вдоль линии 1 0х =  для 0.2 1.2n≤ ≤  (а)
и сравнение с известными данными для ньютоновской жидкости (б)

Рис. 6. Профили составляющей скорости 2u  вдоль линии 2 0.5х =  для 0.2 1.2n≤ ≤  (а)
и сравнение с известными данными для ньютоновской жидкости (б)

Распределение величины эффективной вязкости η  по области течения соот-
ветствует распределению интенсивности скоростей деформаций γ�  и параметру
нелинейности n  (псевдопластичному и дилатантному реологическому поведе-
нию). Это соответствие показано на рис. 7, 8. Зоны высоких значений эффектив-
ной вязкости наблюдаются в областях низких скоростей сдвига для псевдопла-
стичных жидкостей (центр и нижние углы каверны) и в областях высоких скоро-
стей сдвига для дилатантных жидкостей (верхние углы каверны). Размеры таких
зон увеличиваются при уменьшении ( 1)n n < .
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Рис. 7. Поле интенсивности скоростей деформаций γ�  для различных значений
величины n : 0.2n =  (а), 0.5n =  (б), 0.7n =  (в), 1.0n =  (г), 1.2n =  (д)



Течение неньютоновской жидкости в квадратной каверне при малых числах Рейнольдса 97

Рис. 8. Поле эффективной вязкости η  внутри области течения для различных значений по-
казателя нелинейности: 0.2n =  (а), 0.5n =  (б), 0.7n =  (в), 1.2n =  (г) (область течения,
закрашенная черным цветом, соответствует  значениям 5.5η >  для псевдопластичной
жидкости и 1.8η >  для дилатантной)

Заключение

Непрямым методом граничных элементов проведено исследование течения
неньютоновской жидкости в квадратной каверне при малых числах Рейнольдса.
Значение показателя нелинейности n  варьировалось в диапазоне от 0.2 до 1.2.
Получены профили компонент вектора скорости в характерных сечениях кавер-
ны. Для ньютоновской жидкости проведено сравнение полученных данных с ре-
зультатами других исследователей. Показано, что уменьшение величины n приво-
дит к смещению центра, вокруг которого вращается жидкость, к верхней крышке
каверны. Представлены поля распределения эффективной вязкости и интенсивно-
сти скоростей деформаций по области течения. Полученные результаты могут
быть использованы для тестирования численных методов решения уравнений
Стокса при степенной зависимости вязкости от скорости сдвига.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД
ДЛЯ РАСЧЕТА ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ В РУСЛЕ РЕКИ1

Представлена математическая модель и численный метод для исследования
турбулентных течений в речных потоках на основе приближения мелкой во-
ды. Модель строится с учетом наиболее важных явлений, влияющих на те-
чение в природных водоемах. В модель также включена осредненная по
глубине версия двухпараметрической модели турбулентности с дополни-
тельными слагаемыми генерации турбулентности за счет трения речного по-
тока о дно русла. Результаты расчетов турбулентного течения в открытых
каналах и стационарного турбулентного течения в неглубокой реке анализи-
руются и сравниваются с результатами измерений, а также расчетами других
авторов.

Ключевые слова: математическое моделирование речного потока, при-
ближение мелкой воды, турбулентное течение, распространение примеси,
метод конечного объема.

Численное моделирование русловых течений берет начало еще в первой поло-
вине 20 века в связи с активным развитием гидромеханики и необходимостью ис-
следования поведения водного объекта при строительстве гидротехнических со-
оружений.

Для корректного описания горизонтального перемешивания и учета влияния
придонного течения необходим учет турбулентности потока, оказывающей значи-
тельное влияние на обмен массой и импульсом. Впервые исследования турбу-
лентности в русловых потоках были проведены в связи с необходимостью оценки
точности измерения средней скорости течения приборами. Одним из первых тео-
ретических результатов советских гидравликов по турбулентности является
«диффузионная теория турбулентности», которая развивалась в 30−60 гг. прошло-
го века. В основе теории лежат постулаты, выдвинутые Буссинеском в 1877 г. и
Тейлором и Шмидтом в 1915−1925 гг. [1]. С тех пор разработке методов расчета
различных течений в каналах и руслах рек уделяется значительное внимание как в
отечественной науке, так и за рубежом [2−6]. По мере развития вычислительной
математики и компьютерной техники разрабатывались все более сложные и точ-
ные методы и модели, в том числе и для нестационарных течений и течений в де-
формируемом русле.

Наиболее общим подходом к расчету русловых течений является решение
полных нестационарных трехмерных уравнений гидродинамики с соответствую-
щими граничными условиями на дне и свободной поверхности. Обзор литературы
показывает, что полные уравнения или решаются в рамках вихреразрешающего
LES-подхода [7, 8], или используются для расчета в небольшой области (напри-
мер, течения в лабораторной установке, как в [8, 9]), коротком участке реки, при-

                                                          
1 Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки РФ № 5.628.2014/К.
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мыкающем к гидротехническому сооружению, где требуется детальное описание
течения для определенного сценария [5, 10].

В исследованиях, связанных с изучением окружающей среды, решение трех-
мерных уравнений не всегда является оправданным из-за существенного различия
в масштабах происходящих процессов, а также значительных размеров расчетной
области и сложности ее границы. Вычислительная стоимость таких расчетов
слишком высока даже при использовании современных суперкомпьютеров. Дан-
ный вопрос подробно обсуждается в [11, 12]. Альтернативой является построение
на основе классических уравнений Рейнольдса, осредненных по глубине, модели
руслового турбулентного течения, включающей уравнения мелкой воды [13].

При рассмотрении течений в равнинных медленно текущих реках (средняя
скорость 0.01м/сu ≈ ) генерация турбулентности в основном происходит за счет
трения о дно, а также при резком изменении направления потока, обтекании пре-
пятствий (островов, опор моста) и в области разветвления и слияния рек. В этом
случае поведение свободной поверхности, в основном, определяется горизонталь-
ной скоростью течения и потому осредненные по глубине модели позволяют по-
лучить решение, отражающее нелинейные эффекты течения, и при этом доста-
точно устойчивое, так как двумерные силы подавляют генерацию трехмерных
структур.

Существует множество исследований течений в реках, их эстуариях, прибреж-
ных областях морей с применением осредненных по глубине уравнений. Все они
основываются на осредненных уравнениях Рейнольдса, но существенно отлича-
ются учитываемыми явлениями: влиянием турбулентности потока, силы Корио-
лиса, ветрового трения [4, 6, 14].

Численный расчет течения в реке или эстуарии даже с применением осреднен-
ных уравнений и простейших моделей турбулентности представляет значитель-
ную вычислительную сложность, поэтому для моделирования распространения
загрязнений в большом пространственном масштабе остаются актуальными од-
номерные модели и сочетания одномерных и двумерных моделей, когда расчет по
одномерной модели служит для задания граничных условий для расчета по дву-
мерной или трехмерной модели, как в [15, 16].

Для исследования течения на протяженном участке реки в основном исполь-
зуются модели со значительным упрощением: одномерные [15, 16], осредненные
по глубине без учета турбулентности [6] или с использованием простых моделей
турбулентности [17]. Однако в последние полтора десятилетия качество моделей
и точность получаемых с их помощью результатов значительно улучшились [18].

Для замыкания осредненных уравнений мелкой воды предложены модель с
параболической турбулентной вязкостью, модификация модели пути смешения
Прандтля, модели с постоянным коэффициентом диффузии или простыми алгеб-
раическими соотношениями для его получения [4, 17], а также ряд модификаций
классических двухпараметрических моделей, таких как k − ε  [13], k − ω  [18]. Но в
целом, нужно отметить, что турбулентные модели для осредненных течений раз-
работаны значительно меньше, чем модели для классических уравнений Рей-
нольдса. Одной из первых осредненных моделей была модификация k − ε -модели,
предложенная Растоги и Роди [13]. Она успешно применялась для моделирования
течений в упрощенных геометриях. Отметим также ее модификацию, предложен-
ную Барбарутси и Чу [19], в которой учитываются эффекты трехмерной турбу-
лентности, генерируемой шероховатой донной поверхностью. В работах [20, 21]
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проведено сравнение этих моделей, которое показывает, что существенные разли-
чия в результатах возникают лишь при моделировании течений с доминирующим
донным трением, где модель Барбарутси и Чу показывает несколько лучшее со-
гласование с экспериментом.

Таким образом, выбор уровня сложности модели при расчете руслового тече-
ния определяется характером рассматриваемой задачи.

Целью данной работы является построение двумерной математической модели
и численного метода расчета руслового течения на протяженном участке реки,
которые позволят получить достаточно точные сведения о структуре турбулент-
ного течения, необходимые для прогноза распространения примеси.

Математическая модель

В рамках данной работы рассматривается стационарное изотермическое тур-
булентное течение несжимаемой жидкости (воды) в относительно небольшой не-
глубокой реке, русло которой резко меняет свое направление.

Математическая модель строится на основе осредненных по глубине уравне-
ний Рейнольдса для вязкой жидкости. При этом предполагается, что распределе-
ние давления является гидростатическим и характеристики потока слабо меняют-
ся по глубине, и глубина реки значительно меньше горизонтальных размеров об-
ласти исследования, что, соответственно, ограничивает формирование трехмер-
ных вихрей, определяя доминирующий двумерный характер течения.

Математическая модель включает уравнение неразрывности
( ) ( ) 0,hu hv

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

уравнения движения
2

2

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 1 ,

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 1 1

xyb xx xz s xz b
x

yx yy yz s yz bb
y

hz h hhu hu v gh hF
x y x x y

h hz hhu v hv gh hF
x y y x y

∂ τ∂ + ∂ τ τ − τ∂ ∂
+ = − + + + −

∂ ∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ
∂ τ ∂ τ τ − τ∂ +∂ ∂

+ = − + + + −
∂ ∂ ∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ

и уравнение переноса концентрации примеси

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) x y

z zs b

hq hqhu c hv c q q S
x y x y

∂ ∂∂ ∂
+ = + + − +

∂ ∂ ∂ ∂

для расчета распространения загрязняющих веществ, скорость движения которых
совпадает со скоростью речного потока и концентрация которых в воде относи-
тельно невелика.

Здесь ( , )h x y  – глубина, ( , ), ( , )u x y v x y  – осредненные по глубине значения
компонент вектора скорости ( ), ;w u v=

G  ( , )bz x y  – рельеф дна; ρ  – плотность во-

ды, 29.81 /g м с=  – ускорение свободного падения; , , ,xx xy yx yyτ τ τ τ  – осредненные
по глубине компоненты тензора вязких напряжений и напряжений Рейнольдса;
( ) , ( ) , ( ) , ( )xz s xz b yz s yz bτ τ τ τ  – трение на поверхности реки и ее дне, соответственно;

,x yF F  – осредненные по глубине компоненты силы Кориолиса; c  – осредненная

по глубине концентрация примеси; ,x yq q  – диффузионные и турбулентные пото-
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ки массы; S  – источник примеси; ( ) ( ),z zs bq q  – потоки примеси на поверхности и
дне соответственно.

В силу того, что в данной работе моделируется распространение примеси от-
носительно небольшой массы (в сравнении с массой текущей воды), поступаю-
щей в реку с низкой скоростью, предполагается, что вблизи выброса не возникает
трехмерных турбулентных эффектов.

Для получения неизвестных значений компонент тензора напряжений ijτ  в
уравнениях Рейнольдса используются соотношения Буссинеска

( )1 2
3

ji
ij t ij

j i

uu
k

x x
∂⎛ ⎞∂

τ = ν + ν + − δ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ∂ ∂⎝ ⎠
,

где ν  – молекулярная кинематическая вязкость воды.
Подобного вида замыкающие соотношения применяются для потоков массы

примеси

 t
i

t i

cq
Sc Sc x

ν⎛ ⎞ν ∂
= +⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

.

Здесь , tSc Sc  – молекулярное и турбулентное числа Шмидта.

Турбулентная вязкость tν  и кинетическая энергия турбулентности k  нахо-
дятся с использованием осредненной по глубине версии k − ε -модели Растоги и
Роди [13]:

2

t
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Здесь ( , )k x y  – осредненная по глубине кинетическая энергия турбулентности;
( , )x yε  – осредненная по глубине диссипация кинетической энергии; n – коэффи-

циент Маннинга [22], характеризующий шероховатость русла; *v  – динамическая
скорость; fc  – коэффициент трения.
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Граничные условия

На входе в область исследования руслового потока задавались однородные
распределения искомых величин, на выходе простые градиентные условия. На
боковых стенках русла применялись условия непротекания и прилипания для
компонент скорости. В случае, когда tν ν�  вблизи боковых стенок, в присте-
ночной области трение и турбулентные характеристики определяются с помощью
метода пристеночных функций Лаундера – Сполдинга [23]. Для концентрации
примеси на боковых границах руслового потока ставились простые градиентные
условия.

Численный метод решения уравнений модели

В данной работе для решения задачи применяются метод конечного объема
[23] и метод фиктивных областей. Расчетная область вписывается в прямоуголь-
ник, покрытый структурированной сеткой, где глубина руслового течения h  оп-
ределяется в центрах ячеек (конечных объемов), а компоненты скорости ,u v  – на
их границах (рис. 1).

Рис. 1. Сеточный шаблон разностной схемы

Большими буквами отмечено положение центров конечных объемов, малыми
– середин их граней [24]

Широко используемые в гидрологических расчетах схемы первого порядка
для аппроксимации конвективных членов зачастую обладают слишком большой
схемной вязкостью и не обнаруживают области рециркуляционного течения, дают
существенно сглаженные профили скорости и потому малоприменимы для от-
рывных течений. В данной работе конвективные слагаемые аппроксимируются
MUSCL (Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws) схемой 3-го
порядка точности, а также схемой MLU (Monotonic Linear Upwind) [25]. Для диф-
фузионных членов уравнений используется аппроксимация второго порядка.

Построим SIMPLE-подобный алгоритм для решения уравнений мелкой воды с
неизвестными ( , ), ( , ), ( , )h x y u x y v x y . Получим сначала формулы алгоритма.
Предположим, что начальное приближение для компонент вектора скорости

( , ), ( , )u x y v x y  и глубины потока ( , )h x y  известно из физических соображений.
Уточнение значений этих характеристик, удовлетворяющих соответствующим
уравнениям мелкой воды, будем проводить с помощью итерационной процедуры.
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Используя полученные на предыдущей итерации значения глубины потока, рас-
считаем компоненты скорости из следующих сеточных уравнений [24]:

( )* * ;u u u i i u
e e nb nb e E P e

nb
a u a u d h h b= + − +∑ (1)

( )* * .v v v i i v
n n nb nb n N P n

nb
a v a v d h h b= + − +∑ 2)

Здесь * *,e nu v  – промежуточные значения компонент вектора скорости, не удовле-
творяющие в общем случае разностному уравнению неразрывности. Потребуем,
чтобы на следующей итерации ( )1i +  все уравнения выполнялись точно, т.е.
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( )

1 1 1 1
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∑
Вычтем из этих уравнений соответствующие уравнения (1) и (2) и, пренебре-

гая, как в [24], слагаемыми ( ) ( )1 * 1 *,u i v i
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Разностные уравнения для нахождения { }Ph ′ , полученные из уравнения нераз-
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(5)

Таким образом, предлагаемый алгоритм итерационного уточнения неизвест-
ных сеточных значений компонент скорости и глубины руслового потока можно
представить следующим образом:

1. Задаем 0 0 0, , .i i iu u v v h h= = =

2. Решаем (1) и (2) методом нижней релаксации и находим { } { }* *, .u v

3. Решаем (5) методом верхней релаксации или методом Н.И. Булеева и нахо-
дим { }.Ph ′

4. Корректируем { } { }1 1,i iu v+ +  по (3), (4) и { }1ih +  по 1 , 0.2.i i
P P Ph h h+ ′= + β β =

5. Решаем уравнения k − ε -модели турбулентности.



106 В.В. Чуруксаева, А.В. Старченко

6. Если h ′  велика, то 1i i= +  и переходим к п. 2 (продолжаем итерационный

процесс пока h′ > ε ).
7. Решаем уравнение для концентрации примеси.
Предложенный метод отличается от широко используемого SIMPLE-

алгоритма тем, что в уравнении неразрывности учитывается изменчивость h , в то
время как в [4, 18, 26] учет изменения h  осуществляется только в первых членах
уравнений движения.

С помощью разработанной модели и численного метода были проведены рас-
четы некоторых тестовых сценариев, иллюстрирующих различные режимы ру-
словых течений, влияние на них трения и рельефа дна. Для оценки полученных
результатов приведено сравнение расчетов с экспериментальными данными, а
также расчетами, приведенными в [2, 26]. Сравнение позволяет судить о том, на-
сколько приближение мелкой воды применимо для моделирования подобных
случаев.

Расчет руслового течения в лабораторных установках

Одним из самых распространенных приложений двумерной модели мелкой
воды является расчет течения в открытых каналах. Резкое изменение направления
течения может вызывать проявление трехмерного характера турбулентности, что
может ухудшить достоверность численного прогноза с использованием осреднен-
ных по глубине уравнений.

Канал с поворотом

В качестве расчетной области использовался открытый канал с поворотом под
прямым углом. Входной участок имеет длину 5.555 м, ширину 0.86м  и ровное
дно. Сразу перед поворотом уровень дна понижается на 0.013м . Выходной уча-
сток имеет длину 4.43м , ширину 0.72м  и ровное дно. Средняя глубина воды

0.175мh ≈ , величина продольной компоненты скорости 0.2м/с≈ .
На рис. 2 приведено сравнение полученных результатов с расчетом из [26], где

авторы исследуют течение в канале с применением подобной математической мо-
дели, но другим методом расчета.
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Рис. 2. Течение в канале с поворотом, карты продольной компоненты скорости ,u
а – расчет из [26],  б – расчет по рассматриваемой модели



Математическая модель и численный метод для расчета турбулентного течения 107

Из рисунка видно, что выбранная модель успешно обнаруживает обширную
циркуляционную зону за поворотом и небольшую во внешнем углу канала.

Для более детального сравнения полученных численных расчетов и исследо-
вания влияния способа аппроксимации конвективных членов в уравнении движе-
ния на решение, рассмотрим изменение продольной скорости u и кинетической
энергии турбулентности k  поперек канала в сечении за поворотом в середине зо-
ны рециркуляции потока.
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Рис. 3. Кинетическая энергия турбулентности k
и продольная компонента скорости u  в сечении 1.23мx =  (рис. 2, б)

Из рис. 3 видно, что рассматриваемые в работе модель и численный метод по-
зволяют хорошо предсказать распределение компоненты скорости и кинетиче-
ской энергии поперек канала. Причем использование разностных аппроксимаций
MUSCL и MLU [25] для конвективных членов дает близкие по значениям числен-
ные решения. Из рисунка видно, что расчеты фиксируют отрицательные значения
осредненной по глубине продольной компоненты скорости в средней части об-
ласти рециркуляции потока, максимальные значения скорости u  в рассматривае-
мом сечении, как в расчетах, так и в эксперименте [26], наблюдаются в центре ка-
нала. Осредненная по глубине кинетическая энергия турбулентности имеет наи-
меньшие значения в области, где наблюдается максимум скорости, а наибольшие
– на границе зоны рециркуляции потока, что отвечает современным представле-
ниям о структуре турбулентных отрывных течений в каналах [13, 23].

Заметим, что представленные на рис. 3 экспериментальные данные [26] соот-
ветствуют измерениям локальной продольной компоненты скорости и кинетиче-
ской энергии, проведенным на середине глубины течения в канале в указанном
сечении.

Прямой канал с притоком

Решается задача о распространении примеси, поступающей в канал вместе с
боковым притоком. Расчет проводится для турбулентного течения в канале ши-
риной 10 и глубиной 2м  при скорости входного потока 1 м/с и средней глубине
руслового течения 1 м. Скорость притока составляет 1 м/с, а ширина входной об-
ласти притока равна 0.17м (рис. 4).
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На рис. 4 представлены линии тока, изолинии глубины и концентрации приме-
си, полученные численно на основе предлагаемой математической модели и чис-
ленного метода. Из рисунка видно, что приток проникает на расстояние до 0.6м ,
за ним образуется протяженная зона рециркуляционного течения. Перед прито-
ком глубина руслового течения увеличивается, сразу за притоком снижается с по-
следующим выходом на значение 1 м вдоль течения в канале. Эти результаты ка-
чественно согласуются с расчетами, приведенными в [2, 13].

На рис. 5 показаны рассчитанные изменения концентрации примеси вдоль пра-
вой (y = 0) боковой стенки канала, полученные с использованием различных схем

x, м0 2 4 6 8

0.4

0.8

C

Рис. 5. Изменение концентрации примеси вдоль правой стенки канала
(сплошная линия – расчет по схеме MUSCL, пунктирная – по схеме
MLU, точечная – по противопотоковой схеме первого порядка [24])
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аппроксимации конвективных членов в уравнениях движения. Сравнение графи-
ков показывает, что хотя все схемы хорошо предсказывают положение макси-
мального значения концентрации, однако схемы более высоких порядков аппрок-
симации (MLU, MUSCL) фиксируют более резкое уменьшение концентрации
примеси вдоль рассматриваемой границы области. При этом рассчитанные значе-
ния с использованием схем MLU и MUSCL для моделируемого случая почти сов-
падают. Обычная противопотоковая схема первого порядка максимальные значе-
ния схемной вязкости проявляет в областях течения, где вектор скорости направ-
лен по углом 45° к линиям сетки [24] и поэтому приводит к существенному сгла-
живанию поперечных профилей концентрации в области рециркуляционного те-
чения.

Расчет турбулентного течения в русле реки

Разработанные математическая модель и численный метод были применены
для исследования стационарного турбулентного течения в небольшой неглубокой
реке, русло которой резко меняет своё направление. Для исследования выбран
участок реки Доммель длиной около 250 м, расположенный вблизи границы Бель-
гии и Нидерландов. Выбор объекта исследования обусловлен наличием данных
измерений (глубины, скорости, рельефа дна) хорошего качества [28], позволяю-
щих провести проверку расчетов, а также характером русла, способствующим об-
разованию крупных турбулентных структур (рис. 6).
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Рис. 6. Геометрия исследуемой области
(батиметрия реки и расположение сечений, где проводились измерения)

Ширина речного русла составляет в среднем около 6 м, скорость речного по-
тока на входе в рассматриваемой области 0.85 м/с, глубина течения на выходе
0.3 м. Для коэффициента Маннинга было выбрано значение 0.02. В расчетах ис-
пользовалась равномерная структурированная сетка 887×401 узлов. Сходимость
итерационного вычислительного процесса контролировалась по величине расхода
на выходе из рассматриваемой области.

На рис. 7 представлены измеренные и рассчитанные распределения поперек
потока осредненной по глубине скорости в указанных на рис. 6 сечениях на
S-образном участке реки, резко меняющей направление течения.
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Рис. 7. Распределение осредненной по глубине скорости потока в сечениях, обозначенных
на рис. 6 (сплошная линия – расчет, точки – измерения из [28])

Из рисунка видно, что рассчитанные и измеренные значения осредненной по
глубине скорости в условиях некоторой неопределенности входных данных хо-
рошо согласуются между собой. Кроме того, из анализа полученных полей векто-
ра скорости, энергии турбулентности и глубины потока было установлено, что
турбулентное течение в поворотных участках русла реки имеет схожие характе-
ристики с течением в поворотном канале с открытой границей (рис. 2). Также за
первым поворотом реки образуется обширная область рециркуляционного тече-
ния, поток стремится приблизиться к противоположной границе. Скорость речно-
го потока снижается над небольшими углублениями русла реки и увеличивается
над его возвышениями.

Выводы

Представлена математическая модель и численный метод для исследования
турбулентных течений в речных потоках на основе приближения мелкой воды.
В модели учтено влияние трения о дно русла, ветрового трения, силы Кориолиса,
сложной геометрии речного русла с притоками и изменением его глубины. Для
описания турбулентной структуры речного течения в модель включена осреднен-
ная по глубине версия двухпараметрической модели турбулентности с дополни-
тельными слагаемыми генерации турбулентности за счет трения речного потока о
дно русла. Численный метод представляет собой модификацию известного метода
SIMPLE Патанкара, в которой дополнительно рассматривается изменение глуби-
ны потока в уравнениях модели.

Математическая модель и численный метод были применены для исследова-
ния турбулентного течения в открытом канале прямоугольного поперечного сече-
ния с поворотом на 90°, в прямом открытом канале с боковым притоком примеси
и для моделирования течения в неглубоком речном потоке. Результаты расчетов
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по разработанной численной модели для течения в лабораторной установке хо-
рошо согласуются как по значениям скорости, так и по значениям энергии турбу-
лентности с экспериментальными данными и расчетами других авторов. На осно-
вании проведенного сопоставления расчетов показано, что более высокого каче-
ства воспроизведения наблюдений в рециркуляционных течениях можно достичь,
применяя численную схему более высокого порядка аппроксимации для конвек-
тивных членов транспортных уравнений. Результаты расчетов в S-образном реч-
ном потоке также хорошо согласуются с данными наблюдений и, в целом, соот-
ветствуют представлениям о таких течениях и закономерностям, наблюдаемым
при их изучении.
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A mathematical model and a computational method for numerical investigation of turbulent
river streams are proposed. The mathematical model is based on the shallow water approach. The
model takes into account the influence of bottom friction, wind friction, Coriolis force, and com-
plex geometry of the river bed with inflows and irregular bathymetry. A depth-averaged version
of the k-epsilon turbulence model with a specific term for the generation of turbulence by the
river bottom friction is used to describe the turbulent structure of the flow.

The numerical method for solving discretized equations is a modification of the SIMPLE al-
gorithm proposed by Patankar. A novel feature of the algorithm is considering the water depth
variation in the equations of the model.

The model and the method proposed were applied to computations of a turbulent flow in labo-
ratory open channels and of steady flow in a shallow river with a sharply curved bed.

Computations of the flow in the laboratory channel show a good agreement with the experi-
mental observations and results from references. The results of the calculations of the flow in an
S-shaped river flow represent flow patterns observed in studying river flows and show agreement
with general concepts.
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