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Исследуется сложность реализации булевых функций и систем булевых функций
схемами в базисе, состоящем из элементов двух сортов. Элементами первого сорта
являются произвольные монотонные функции, таким элементам приписан нуле-
вой вес. Конечное число немонотонных функций образует непустое множество
элементов второго сорта, каждой такой функции приписан положительный вес.
Для случая, когда отрицание является единственным элементом второго сорта,
А.А. Марковым в 1957 г. показано, что минимальное число немонотонных эле-
ментов, достаточное для реализации функции f , равно dlog2(d(f)+1)e, где d(f) —
максимальное число переключений значений функции f с 1 на 0 (максимум берёт-
ся по всем возрастающим цепям наборов значений переменных). В работе уста-
новлено, что в общем случае сложность реализации булевой функции f равна
ρdlog2(d(f)+1)e−O(1), где ρ—минимальный вес немонотонных элементов базиса.
Получено также аналогичное обобщение классического результата А.А. Маркова
о сложности реализации систем булевых функций.
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Complexity of Boolean functions and Boolean function systems realization in a base
consisting of all monotone functions and a finite number of non-monotone functions
is researched. The weight of any monotone function in the base is supposed to be 0,
the weight of non-monotone function in it is positive. A. A. Markov studied special
case of this base, where the non-monotone part consisted of the negation function. He
showed that the minimum number of negation elements which are needed to realize
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an arbitrary function f equals dlog2(d(f) + 1)e. Here d(f) is the maximum number of
value changes from 1 to 0 over all increasing chains of arguments tuples. The aim of
this paper is to prove that the complexity of a Boolean function f realization equals
ρdlog2(d(f) + 1)e −O(1), where ρ is the minimum weight of non-monotone elements
in the base. Similar generalization of the classical Markov’s result concerning the
realization of Boolean function systems is obtained too.

Keywords: Boolean circuits, logic circuits, bases with zero weight elements, Boolean
function complexity, circuit complexity, inversion complexity, Markov’s theorem.

Введение
При построении логических схем (схем из функциональных элементов) [1, 2], а так-

же формул (называемых также суперпозициями или схемами без ветвления выходов
элементов) над конечными и бесконечными системами базисные элементы могут иметь
разные сложностные характеристики, определяющие преимущество одних элементов
над другими, причём эта разница может быть столь большой, что можно считать веса
некоторых элементов нулевыми. Такой подход даёт возможность выявить более выпук-
ло роль элементов того или иного типа при реализации заданных функций или систем
функций. Таким образом, возникает задача о синтезе схем в вырожденных базисах, а
именно требуется найти минимальное число элементов (сумму весов) некоторых сор-
тов (положительной части базиса), необходимое для реализации произвольной буле-
вой функции или системы функций с использованием произвольного числа элементов
других сортов (нулевой части базиса). Исторически наибольший интерес вызывала за-
дача о сложности реализации функций схемами и формулами в базисe, нулевая часть
которых порождает множество всех монотонных булевых функций, а положитель-
ная часть состоит из отрицания. Первые результаты относительно этой меры сложно-
сти, которую принято называть инверсионной сложностью, получил Э.Н. Гилберт [3].
Позднее А.А. Марков установил [4, 5] точные формулы для инверсионной сложно-
сти произвольной булевой функции и произвольной системы булевых функций при
реализации схемами. Точное значение инверсионной сложности любой булевой функ-
ции при реализации формулами было найдено Э.И. Нечипоруком [6] (им же установ-
лены экспоненциального вида асимптотики роста функций Шеннона [1] сложности
схем и формул в некоторых других базисах, содержащих элементы с нулевыми весами
[6 – 8]). В настоящей работе исследуется сложность реализации булевых функций и
систем функций в базисах, нулевая часть которых состоит из всех монотонных функ-
ций (или, что то же самое, из какого-либо порождающего множества класса монотон-
ных функций), а ненулевая часть — произвольное конечное множество немонотонных
функций. Для произвольной системы булевых функций значение сложности её реали-
зации в базисе такого типа установлено с точностью до аддитивной константы, зави-
сящей только от базиса. Предварительный вариант настоящей работы можно найти
в [9].

1. Определения, известные результаты и некоторые наблюдения
Чтобы дать точные формулировки упомянутых результатов, а также основного

утверждения настоящей работы, введём необходимые понятия.
Обозначим множество {0, 1} через E2. Последовательность

α̃1 = (α11, . . . , α1n), α̃2 = (α21, . . . , α2n), . . . , α̃r = (αr1, . . . , αrn)
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наборов из множества En
2 назовём возрастающей цепью или просто цепью, если все

наборы α̃1, α̃2, . . . , α̃r различны и выполняются неравенства

αij 6 αi+1,j, i = 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , n.

Наборы α̃1 и α̃r будем называть началом и концом этой цепи соответственно.
Пусть f(x1, . . . , xn) — булева функция. Упорядоченную пару наборов α̃ = (α1, . . . , αn)

и β̃ = (β1, . . . , βn), α̃, β̃ ∈ En
2 , будем называть обрывом для функции f , если выполнены

следующие условия:
1) αj 6 βj, j = 1, . . . , n;
2) f(α̃) > f(β̃).
Обрывом для системы функций будем называть любую пару наборов, являющуюся

обрывом хотя бы для одной функции системы.
Пусть F = {f1, . . . , fm}, m > 1, — система булевых функций от переменных

x1, . . . xn, а C —цепь, имеющая вид

α̃1, α̃2, . . . , α̃r.

Под падением dC(F ) системы F на цепи C будем понимать число обрывов для сиcте-
мы F на парах вида (α̃i, α̃i+1).

Спад d(F ) системы F определим равенством d(F ) = max dC(F ), где максимум бе-
рётся по всем цепям C.

Пусть P2 —множество всех булевых функций, M —класс всех монотонных функ-
ций из P2. Будем исследовать сложность реализации булевых функций и систем функ-
ций в базисах B следующего вида:

B = M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \M, i = 1, . . . , p,

причём функциям из множества M приписан нулевой вес, а функциям ω1, . . . , ωp —
положительные веса ρ1, . . . , ρp соответственно. В дальнейшем, если не оговорено иное,
будем под базисом понимать базис такого вида.

Для сложности над базисом B схемы S, функции f и системы функций F будем
использовать обозначения IB(S), IB(f) и IB(F ).

Исчерпывающее описание сложности булевых функций и систем функций в базисе
B0 = M ∪ {x} (т. е. инверсионной сложности) было получено А.А. Марковым [4, 5]:
для любой системы F булевых функций в предположении, что вес инвертора равен
единице, установлено равенство

IB0(F ) = dlog2(d(F ) + 1)e .

Для случая реализации в базисе B0 булевых функций схемами без ветвления выхо-
дов элементов (формулами) окончательное решение получено Э.И. Нечипоруком [6].
Им показано, что минимальное число отрицаний, достаточное для вычисления форму-
лами произвольной булевой функции f , равно d(f) (стоит сказать, что этот результат
спустя почти полвека был «переоткрыт» в [10]).

Отметим также работы [11–15], в которых рассматривались близкие задачи.
Переходя к изучению сложности реализации функций в произвольном базисе B

описанного вида, заметим, что в силу того факта, что из любой немонотонной функции
путём подстановки констант (являющихся монотонными функциями) можно получить
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отрицание, теоремы Маркова дают такую верхнюю оценку сложности произвольной
системы F булевых функций:

IB(F ) 6 ρB dlog2(d(F ) + 1)e ,

где ρB = min
i
ρi.

Если в базисе B для всех i, 1 6 i 6 p, выполняются равенства d(ωi) = 1, то для
сложности в таком базисе справедлива точно такая же нижняя оценка:

IB(F ) > ρB dlog2(d(F ) + 1)e .

Для её доказательства можно использовать с минимальными изменениями вариант
из [16] доказательства нижней оценки теоремы Маркова.

Если же в базисе, в котором все немонотонные функции имеют единичный вес,
есть хотя бы одна немонотонная функция ωj, удовлетворяющая условию d(ωj) > 1,
то такое равенство становится, вообще говоря, неверным. Действительно, с одной сто-
роны, очевидно равенство IB(ωj) = 1, а с другой стороны, выполняется соотношение
dlog2(d(ωj) + 1)e > 2. Кроме того, в этом случае сложность системы булевых функций
уже может определяться не только значением спада этой системы. В качестве примера
достаточно взять в некотором смысле самый простой базис, содержащий немонотон-
ную функцию, имеющую падение более единицы: B2 = M ∪ {x⊕ y⊕ z⊕ 1}. Тогда для
систем F1 = {x⊕ y ⊕ z ⊕ 1} и F2 = {x, y} имеем

d(F1) = d(F2) = 2, IB2(F1) = 1, IB2(F2) = 2.

Для доказательства последнего равенства достаточно учесть тот факт, что никакая
функция от двух переменнных не может иметь падение более единицы.

Однако при переходе от базиса B0 к произвольному базису B, несмотря на указан-
ные изменения даже в простейших случаях и на кажущееся значительное увеличение
«инверсионнной силы» базиса, качественных изменений роста инверсионной сложно-
сти (с ростом значения спада системы) не происходит. В установлении этого факта и
заключается основной результат работы.

2. Формулировка основного результата и его доказательство
Теорема 1. Для любого базиса B, имеющего вид

B = M ∪ {ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \M, i = 1, . . . , p,

где все монотонные функции имеют нулевой вес, а функции ω1, . . . , ωp —положитель-
ные веса ρ1, . . . , ρp соответственно, найдётся такая константа c(B), что для любой си-
стемы F булевых функций справедливы неравенства

ρB dlog2(d(F ) + 1)e − c(B) 6 IB(F ) 6 ρB dlog2(d(F ) + 1)e ,

где ρB = min{ρ1, . . . , ρp}.
Верхняя оценка, как уже говорилось, следует из верхней оценки теоремы Маркова

и того факта, что из любой немонотонной функции путём подстановки констант можно
получить отрицание.

Переходя к доказательству нижней оценки, для произвольной схемы S в базисе B
обозначим число немонотонных элементов в этой схеме через I1

B(S). Величина I1
B(S)

численно равна сложности схемы S как схемы в базисе, отличающемся от базиса B
только тем, что все немонотонные элементы имеют вес 1.

Положим r(B) = max{d(ω1), . . . , d(ωp)}.
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Лемма 1. Для любой схемы S справедливо неравенство

d(FS) 6 (2r(B) + 1)
(

2I
1
B(S) − 1

)
,

где FS —реализуемая схемой S система булевых функций.
Доказательство. Проведём индукцию по I1

B(S).
Если I1

B(S) = 0, то все функции системы FS монотонны. Следовательно, d(FS) = 0.
Пусть для любой схемы S ′, такой, что I1

B(S ′) 6 I1
B(S) − 1, утверждение леммы

выполняется.
В схеме S со входами x1, . . . , xn выделим первую (относительно некоторой пра-

вильной нумерации) вершину, которой приписана какая-либо функция из множества
{ω1, . . . , ωp}, и функциональный элемент, соответствующий этой вершине, обозначим
через E. Пусть на выходе элемента E реализуется функция h(x1, . . . , xn). Преобразу-
ем схему S, удалив из неё элемент E и создав вместо него ещё один вход схемы, на
который подадим переменную y. Полученная таким перестроением схема S ′ реализует
систему функций G = {g1, . . . , gm}, причём выполняются следующие условия:

fi(x1, . . . , xn) = gi (h(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) , i = 1, . . . ,m.

Кроме того, справедливо равенство I1
B(S ′) = I1

B(S)− 1.
Пусть цепь C = (α̃1, α̃2, . . . , α̃r) удовлетворяет условию dC(F ) = d(F ). Рассмотрим

последовательность C ′ наборов длины n+ 1:

C ′ = (h(α̃1), α̃1), . . . , (h(α̃r), α̃r).

Последовательность C ′, вообще говоря, не является цепью. В силу неравенства
d(h) 6 r(B) первые разряды в наборах последовательности C ′ меняют своё значе-
ние не более 2r(B) + 1 раз. Обозначим через C ′1 подпоследовательность последова-
тельности C ′, включающую в себя все наборы из C ′, начинающиеся с нуля, а через
C ′2 —подпоследовательность последовательности C ′, включающую в себя все наборы
из C ′, начинающиеся с единицы. Каждая из последовательностей наборов C ′j, j = 1, 2,
является цепью наборов длины n+ 1.

По предположению индукции для j, j = 1, 2, выполняются соотношения

dC′j(G) 6 d(G) 6 (2r(B) + 1)
(

2I
1
B(S′) − 1

)
= (2r(B) + 1)

(
2I

1
B(S)−1 − 1

)
.

Теперь, учитывая, что справедливы равенства

fi(x1, . . . , xn) = gi (h(x1, . . . , xn), x1, . . . , xn) , i = 1, . . . ,m,

получаем

d(F ) = dC(F ) 6 dC′1(G) + dC′2(G) + 2r(B) + 1 6

6 (2r(B) + 1)
(

2(2I
1
B(S′) − 1) + 1

)
= (2r(B) + 1)

(
2I

1
B(S) − 1

)
.

Лемма 1 доказана.

Положим c(B) = ρB
(

log2(2r(B) + 1) + 1
)
.

Лемма 2. Для любой системы F булевых функций справедливо неравенство

IB(F ) > ρBdlog2(d(F ) + 1)e − c(B).
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Доказательство. Для любой схемы S, реализующей систему функций F , в силу
леммы 1 справедлива оценка

2I
1
B(S) − 1 >

d(F )

2r(B) + 1
.

Следовательно,

I1
B(S) > log2

(
d(F )

2r(B) + 1
+ 1

)
> log2

d(F ) + 1

2r(B) + 1
= log2(d(F ) + 1)− log2(2r(B) + 1) >

> dlog2(d(F ) + 1)e − (log2(2r(B) + 1) + 1) .

Таким образом, любая схема, реализующая систему F в базисе B, содержит не
менее dlog2(d(F ) + 1)e− (log2(2r(B) + 1) + 1) немонотонных элементов. Учитывая, что
вес любого немонотонного элемента не менее ρB, получаем

IB(F ) > ρB
(
dlog2(d(F ) + 1)e − (log2(2r(B) + 1) + 1)

)
= ρBdlog2(d(F ) + 1)e − c(B).

Лемма 2 доказана.

Лемма 2 завершает доказательство теоремы.
Замечание 1. Оценка из леммы 1 является достаточно грубой. Более аккурат-

ные рассуждения дают возможность уменьшить значение величины c(B) из теоремы 1.
Замечание 2. Можно подобрать базис B, все немонотонные функции которого

имеют вес 1, и функцию f так, что величина dlog2(d(f) + 1)e − IB(f) будет больше
любого наперёд заданного значения. Действительно, при n > 2 в базисе Bln = M∪{x1⊕
⊕ . . .⊕xn}, где все монотонные функции имеют нулевой вес, а функция ln = x1⊕ . . .⊕
⊕ xn — единичный, выполняются равенства

dlog2(d(ln) + 1)e − IBln (ln) =
⌈
log2

(⌊n
2

⌋
+ 1
)⌉
− 1 = blog2(n+ 1)c − 1.

Таким образом, константа c(B) из теоремы 1 не может быть абсолютной, не зависящей
от базиса, даже если вес всех немонотонных элементов базиса равен единице.

Замечание 3. Оценки из теоремы 1 не изменятся, если в нулевой части базиса
множество всех монотонных функций заменить на какое-либо порождающее множе-
ство класса монотонных функций, например на множество {x&y, x ∨ y, 0, 1}.

Следующая теорема является следствием теоремы 1 и трёх простых фактов: 1) из
функции, не сохраняющей 0, отождествлением переменных получается либо констан-
та 1, либо отрицание; 2) из функции, не сохраняющей 1, отождествлением переменных
получается либо константа 0, либо отрицание; 3) из немонотонной функции подста-
новкой констант можно получить отрицание.

Теорема 2. Для любого полного базиса B, имеющего вид

B = {x&y, x ∨ y, ω1, . . . , ωp}, ωi ∈ P2 \M, i = 1, . . . , p,

где конъюнкция и дизъюнкция имеют нулевой вес, а функции ω1, . . . , ωp — единичный,
найдётся такая константа c(B), что для любой системы F булевых функций справед-
ливы неравенства

dlog2(d(F ) + 1)e − c(B) 6 IB(F ) 6 dlog2(d(F ) + 1)e+ 2.
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Замечание 4. В силу того, что из функции, сохраняющей 1, но не сохраняю-
щей 0, отождествлением переменных получается константа 1, а из немонотонной функ-
ции, сохраняющей 0, но не сохраняющей 1, подстановкой константы 1 и отождествле-
нием переменных можно получить отрицание, следует, что в условиях теоремы 2 для
любой системы функций F , отличной от системы {0, 1} (состоящей из двух констант),
верхнюю оценку можно усилить:

IB(F ) 6 dlog2(d(F ) + 1)e+ 1.

В случае реализации системы {0, 1} такое усиление не имеет места, например, для
базиса, в котором к функциям x&y и x ∨ y нулевого веса добавлены функции x⊕ y и
x⊕ y ⊕ 1 единичного веса.
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