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Введение
Для натурального числа n введём обозначения: Vn = Fn2 ; (x, y) — стандартное ска-

лярное произведение векторов x, y ∈ Vn.
Напомним некоторые определения [1].
Преобразованием Уолша—Адамара булевой функции f : Vn → F2 называется це-

лочисленная функция Wf : Vn → R, определяемая равенством

Wf (a) =
∑
x∈Vn

(−1)f(x)+(a,x) для всех a ∈ Vn.

Здесь суммирование производится в действительной области, при этом считается, что
(−1)0 = 1, (−1)1 = −1. Для каждого a ∈ Vn значение Wf (a) называется коэффи-
циентом Уолша—Адамара функции f. Иногда используется термин «коэффициент
Уолша—Адамара второго рода».

Нелинейностью Nf булевой функции f : Vn → F2 называется расстояние по
Хэммингу между функцией f и множеством всех аффинных функций An = {f :
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Vn→GF(2) : deg f 6 1}. Здесь через deg f обозначена алгебраическая степень функ-
ции f, равная степени её многочлена Жегалкина. Известно выражение нелинейно-
сти Nf через коэффициенты Уолша—Адамара функции f :

Nf = 2n−1 − 1

2
max
a∈Vn
|Wf (a)| .

Напомним, что любое отображение F : Vn → Vm задаётся набором координатных
функций (f1, . . . , fm), таких, что

F (x) = (f1(x), . . . , fm(x)) для всех x ∈ Vn.

В этом случае пишут F = (f1, . . . , fm).
Нелинейностью или показателем нелинейности [2] отображения F называется чис-

ло NF , определяемое равенством

NF = min
β∈Vm\{0}

NβF ,

где βF = β1f1 + . . . + βmfm для произвольного вектора β ∈ Vm и F = (f1, . . . , fm).
Выражение показателя нелинейности NF через коэффициенты Уолша—Адамара ко-
ординатных функций f1, . . . , fm имеет вид

NF = 2n−1 − 1

2
max

β∈Vm\{0}
max
a∈Vn
|WβF (a)| .

Рассмотрим поле Fq из q = 2n элементов с нулём 0 и единицей 1, и пусть F : Fq→Fq.
Обозначим через ζ образующий элемент группы F∗q. Поле Fq является векторным про-
странством размерности n над полем F2, а каждый его элемент x ∈ Fq задаётся век-

тором x = (x0, . . . , xn−1) ∈ Vn, таким, что x =
n−1∑
i=0

xiζ
i.

Если a ∈ Vn —фиксированный вектор и x ∈ Vn, то (a,x) —линейная функция
на Vn. Значит, существует однозначно определённый элемент α ∈ Fq, такой, что
(a,x) = Tr(αx), где Tr : Fq → F2 —функция абсолютного следа элементов поля Fq [3,
теорема 2.24]. Данное наблюдение и свойство линейности функции следа позволяют
для показателя нелинейности отображения F : Fq → Fq получить формулу

NF = 2n−1 −∆F ,

где
∆F =

1

2
max
α∈Fq

max
β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ , UF
α,β =

∑
x∈Fq

(−1)Tr(αx+βF (x)).

В данной работе исследуется параметрNF подстановок из класса подстановок груп-
пы (Fq,+), взятого из [4], являющихся при выполнении одного условия ортоморфиз-
мами. Дадим определение.

Пусть (G, ·) —конечная группа с единицей e. Подстановка τ из симметрической
группы S(G) подстановок на множестве G называется ортоморфизмом группыG [4, 5],
если отображение τ ′ : G→ G, определяемое условием

τ ′(g) = g−1τ(g) для всех g ∈ G,

является подстановкой из S(G).
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Известно, что ортоморфизмы существуют для любой группы нечётного порядка [4,
theorem1.22]. Ортоморфизмами групп (Z3,+) и (Z5,+) являются, например, следую-
щие подстановки: (

0 1 2
1 0 2

)
,

(
0 1 2 3 4
0 2 4 1 3

)
.

Примером ортоморфизма группы (G, ·), |G| = m, является отображение ϕ : G → G,
ϕ(g) = gk для всех g ∈ G, где k ∈ N, (k,m) = (k − 1,m) = 1.

Для ортоморфизмов могут находиться применения, например при построении си-
стем ортогональных латинских квадратов [6].

1. Определение кусочно-линейного преобразования конечного поля
Пусть H < F∗q —подгруппа порядка l мультипликативной группы поля Fq,

0 < l 6 q − 1, q − 1 = l · r, где r ∈ N. Группа F∗q раскладывается в объединение
смежных классов по подгруппе H:

F∗q =
r−1⋃
j=0

Hj, Hj = ζjH, j = 0, . . . , r − 1.

Рассмотрим кусочно-линейное отображение F : Fq → Fq, F (0) = 0, ограничение
которого на каждый смежный класс Hj имеет вид

x 7→ Ajx для всех x ∈ Hj,

где Aj ∈ F∗q, j = 0, . . . , r − 1 (отображения такого вида изучаются в [4, сhapter 3]).
Заметим, что существуют однозначно определённые числа aj ∈ {0, . . . , q − 2}, j =
= 0, . . . , r − 1, при которых Aj = ζaj .

Отображение F переводит смежные классы по подгруппе H в смежные классы по
подгруппе H. Значит, F биективно в том и только в том случае, когда F осуществляет
перестановку указанных смежных классов. Это выполняется тогда и только тогда,
когда набор чисел a0, a1 + 1, . . . , ar−1 + r − 1 образует полную систему вычетов по
модулю r, то есть тогда и только тогда, когда отображение π : Zr → Zr,

π(j) = (aj + j) mod r, j = 0, . . . , r − 1, (1)

является биективным.
Подстановка F указанного вида является ортоморфизмом группы (F2n ,+) в том и

только в том случае, если Aj 6= 1 для всех j = 0, . . . , r− 1 и отображение π′ : Zr → Zr,

π′(j) = (logζ(Aj + 1) + j) mod r, j = 0, . . . , r − 1,

является биективным, где функция logζ : F∗q → {0, . . . , q − 2} определяется условием:
для любых γ ∈ F∗q, c ∈ {0, . . . , q − 2} равенство logζ(γ) = c имеет место в том и только
в том случае, когда ζc = γ.

2. Оценка показателя нелинейности кусочно-линейного преобразования
поля характеристики 2

Теорема 1. Пусть n, r, l ∈ N, q = 2n, q− 1 = rl, 3 6 r 6
√
q+ 1, ζ —примитивный

элемент поля Fq, H = 〈ζr〉—подгруппа группы F∗q порядка l, числа aj ∈ {0, . . . , q− 2},
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j = 0, . . . , r−1, попарно различные и такие, что отображение (1) является биективным,
и отображение F : Fq → Fq имеет вид

F (x) =

{
0, x = 0,

ζajx, x ∈ ζjH, j = 0, . . . , r − 1.

Тогда выполнено неравенство

NF >
√
q(r − 1)(

√
q − r + 1)

2r
.

Доказательство. Для произвольных α ∈ Fq, β ∈ F∗q имеем равенство

UF
α,β =

∑
x∈Fq

χ(αx+ βF (x)),

где функция χ—канонический аддитивный характер поля Fq, определяемый равен-
ством

χ(y) = (−1)Tr(y) для всех y ∈ Fq.

Получим далее

UF
α,β = 1 +

r−1∑
j=0

∑
x∈Hj

χ(αx+ βF (x)),

или
UF
α,β = 1 +

r−1∑
j=0

∑
x∈H

χ(γjζ
jx), (2)

где γj = α + βAj = α + βζaj , j = 0, . . . , r − 1.
Заметим, что по условию теоремы числа a0, a1, . . . , ar−1 попарно различны. Поэто-

му при фиксированных элементах α ∈ Fq, β ∈ F∗q элементы γ0, γ1, . . . , γr−1 попарно
различны, и возможен один из двух случаев:

а) γj 6= 0 для всех j ∈ {0, . . . , r − 1};
б) γj0 = 0 для некоторого j0 ∈ {0, . . . , r−1} и γj 6= 0 для всех j ∈ {0, . . . , r−1}\{j0}.
1. Пусть имеет место случай «а». Воспользуемся разложением аддитивного харак-

тера χ по мультипликативным характерам поля Fq [3]:

χ(y) =
1

q − 1

∑
ψ

G(ψ̄, χ)ψ(y) для всех y ∈ F∗q,

где сумма берётся по всем мультипликативным характерам поля Fq; ψ̄— характер,
сопряжённый для характера ψ; G(ψ, χ) — сумма Гаусса, определяемая равенством

G(ψ, χ) =
∑
c∈F∗q

ψ(c)χ(c).

Из (2) получим

UF
α,β = 1 +

r−1∑
j=0

∑
x∈H

1

q − 1

∑
ψ

G(ψ̄, χ)ψ(γjζ
jx) = 1 +

1

q − 1

∑
ψ

G(ψ̄, χ)
r−1∑
j=0

ψ(γjζ
j)
∑
x∈H

ψ(x).

Учитывая равенство ∑
x∈H

ψ(x) =

{
|H| , ψ ∈ Ann(H),

0, ψ /∈ Ann(H),
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получим

UF
α,β = 1 +

l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)

G(ψ̄, χ)
r−1∑
j=0

ψ(γjζ
j).

Здесь Ann(H) — аннулятор группы H = 〈ζr〉, состоящий из всех мультипликативных
характеров ψ поля Fq, для которых ψ(ζr) = 1.

Пусть ψ0 — тривиальный мультипликативный характер, тогда, учитывая равенство
lr = q − 1, получим

UF
α,β = 1 +

l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)\{ψ0}

G(ψ̄, χ)
r−1∑
j=0

ψ(γjζ
j) +G(ψ0, χ).

Так как G(ψ0, χ) = −1, то

UF
α,β =

l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)\{ψ0}

G(ψ̄, χ)
r−1∑
j=0

ψ(γjζ
j).

Учитывая неравенство

∣∣∣∣∣r−1∑
j=0

ψ(γjζ
j)

∣∣∣∣∣ 6 r и равенство |G(ψ, χ)| = √q, справедливое для

всех ψ 6= ψ0 и всех χ, получим∣∣UF
α,β

∣∣ 6 l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)\{ψ0}

∣∣G(ψ̄, χ)
∣∣ · r = (|Ann(H)| − 1)

√
q.

Так как |Ann(H)| = r [3, теорема 5.6], получим неравенство∣∣UF
α,β

∣∣ 6 (r − 1)
√
q. (3)

2. Пусть теперь имеет место случай «б», т. е. γj0 = 0 для некоторого индекса j0 ∈
∈ {0, . . . , r− 1} и γj 6= 0 для всех j ∈ {0, . . . , r− 1}\{j0}. Учитывая равенство χ(0) = 1,
из (2) получим

UF
α,β = 1 + |H|+

∑
j∈{0,...,r−1}\{j0}

∑
x∈H

χ(γjζ
jx).

Воспользовавшись разложением аддитивного характера χ по мультипликативным ха-
рактерам поля Fq и осуществив преобразования, аналогичные сделанным в п. 1, найдём

UF
α,β = 1 + |H|+

∑
j∈{0,...,r−1}\{j0}

∑
x∈H

1

q − 1

∑
ψ

G(ψ̄, χ)ψ(γjζ
jx) =

= 1 + |H|+ l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)

G(ψ̄, χ)
∑

j∈{0,...,r−1}\{j0}
ψ(γjζ

j) =

= 1 + |H|+ l(r − 1)

q − 1
G(ψ0, χ) +

l

q − 1

∑
ψ∈Ann(H)\{ψ0}

G(ψ̄, χ)
∑

j∈{0,...,r−1}\{j0}
ψ(γjζ

j).

Так как G(ψ0, χ) = −1, |H| = l и lr = q − 1, то

UF
α,β =

q

r
+

1

r

∑
ψ∈Ann(H)\{ψ0}

G(ψ̄, χ)
∑

j∈{0,...,r−1}\{j0}
ψ(γjζ

j). (4)
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Учитывая неравенство

∣∣∣∣∣ ∑
j∈{0,...,r−1}\{j0}

ψ(γjζ
j)

∣∣∣∣∣ 6 r − 1 и равенство |G(ψ, χ)| =
√
q,

справедливое для всех ψ 6= ψ0 и всех χ, получим неравенство∣∣∣UF
α,β −

q

r

∣∣∣ 6 (r − 1)

r
(|Ann(H)| − 1)

√
q,

которое равносильно ∣∣∣UF
α,β −

q

r

∣∣∣ 6 (r − 1)2

r

√
q. (5)

Объединяя оба случая, из (3) и (5) получим

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ 6 max

{
(r − 1)

√
q,

q

r
+

(r − 1)2

r

√
q

}
.

Заметим, что неравенство (r − 1)
√
q 6

q

r
+

(r − 1)2

r

√
q выполняется тогда и только

тогда, когда r 6 √q + 1. Последнее выполняется по условию, значит,

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ 6 q

r
+

(r − 1)2

r

√
q.

Таким образом, имеем неравенство NF >
√
q(r − 1)(

√
q − r − 1)

2r
.

Замечание 1. Если в условии теоремы 1 неравенство r < √q + 1 заменить на
r >
√
q + 1, то получится оценка NF > 0, которая является тривиальной.

3. Спектр показателя нелинейности кусочно-линейного преобразования
поля характеристики 2 в частных случаях

В некоторых случаях для отображения F можно находить точные значения пока-
зателя нелинейности.

Теорема 2. Пусть n ∈ N—чётное число, q = 2n, ζ —примитивный элемент по-
ля Fq,H = 〈ζ3〉—подгруппа группы F∗q порядка (q−1)/3, числа a0, a1, a2 ∈ {0, . . . , q−2}
попарно различные и такие, что отображение

π : Z3 → Z3, π(j) = (aj + j) mod 3, j = 0, 1, 2,

является подстановкой группы Z3, и отображение F : Fq → Fq имеет вид

F (x) =

{
0, x = 0,

ζajx, x ∈ ζjH, j = 0, 1, 2.

Тогда если n ≡ 0 (mod 4), то

NF =
√
q(
√
q − 1)/3,

а если n ≡ 2 (mod 4), то

NF ∈ {
√
q(2
√
q − 1)/6,

√
q(
√
q − 2)/3} .
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При этом в случае n ≡ 2 (mod 4) равенство NF =
√
q(2
√
q − 1)/6 имеет место тогда и

только тогда, когда

c(j+1) mod 3 6≡ cj + 1 (mod 3), j = 0, 1, 2,

где
cj = (logζ(ζ

a(j+1) mod 3−aj + 1) + aj) mod 3, j = 0, 1, 2.

Доказательство. Так как при r = 3 и n > 2 справедливо равенство

max

{
(r − 1)

√
q,

q + (r − 1)2√q
r

}
=
q + (r − 1)2√q

r
,

то (как следует из доказательства теоремы 1) для нахождения NF достаточно рас-
смотреть случай «б»: элементы α ∈ Fq, β ∈ F∗q —произвольные такие, что γj0 = 0 для
некоторого индекса j0 ∈ {0, 1, 2} и γj 6= 0 для всех j ∈ {0, 1, 2}\{j0}.

Обозначим {0, 1, 2}\{j0} = {j1, j2}. Так как Ann(H) = {ψ0, ψ, ψ
2}, где ψ0 — три-

виальный мультипликативный характер; ψ—мультипликативный характер порядка 3
поля Fq и G(ψ, χ) = G(ψ2, χ), то из (4) получим

UF
α,β =

q

3
+

1

3
G(ψ, χ)

(
σ(γj1ζ

j1) + σ(γj2ζ
j2)
)
,

где σ : F∗q → C∗, σ(ζu) = ψ(ζu) + ψ2(ζu) для всех u ∈ {0, . . . , q − 2}.
Известно [7, 8], что если ψ—мультипликативный характер порядка 3 поля F2n , χ—

канонический аддитивный характер поля F2n , то

G(ψ, χ) = (−1)(n−2)/2 · 2n/2.

Поэтому

UF
α,β =

q

3
+

1

3
(−1)(n−2)/2√q

(
σ(γj1ζ

j1) + σ(γj2ζ
j2)
)

=

=
q

3
+

1

3
(−1)(n−2)/2√q

(
σ
(
(α + βζaj1 )ζj1

)
+ σ

(
(α + βζaj2 )ζj2

))
.

Так как в рассматриваемом случае α + βζaj0 = 0, то

UF
α,β =

q

3
+

1

3
(−1)(n−2)/2√q (σ(αζu1) + σ(αζu2)) ,

где ζu1 = (ζaj1−aj0 + 1)ζj1 ; ζu2 = (ζaj2−aj0 + 1)ζj2 ; u1, u2 ∈ {0, . . . , q − 2}.
Заметим, что если β 6= 0 и выполняется равенство α+βζaj0 = 0, то α 6= 0. Заметим

далее, что так как σ(ζu) = e2πiu/3 + e4πiu/3 для всех u ∈ {0, . . . , q − 2}, то

σ(ζu) =

{
2, u ≡ 0 (mod 3),

−1 иначе,
т. е. σ(ζu) =

{
2, ζu ∈ H,
−1 иначе.

Поэтому если u1 ≡ u2 (mod 3), то найдётся элемент α ∈ F∗q, для которого αζu1 ∈ H,
αζu2 ∈ H, и найдётся элемент α′ ∈ F∗q, для которого α′ζu1 /∈ H, α′ζu2 /∈ H. Значит, если
u1 ≡ u2 (mod 3), то

max
α∈F∗q

(σ (αζu1) + σ (αζu2)) = 4, min
α∈F∗q

(σ (αζu1) + σ (αζu2)) = −2.
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Если же u1 6≡ u2 (mod 3), то найдутся элементы α, α′ ∈ F∗q, для которых αζu1 ∈ H,
αζu2 /∈ H и α′ζu1 /∈ H, α′ζu2 /∈ H, но не найдётся элемента α′′ ∈ F∗q, для которого
α′′ζu1 ∈ H, α′′ζu2 ∈ H. Значит, в этом случае

max
α∈F∗q

(σ (αζu1) + σ (αζu2)) = 1, min
α∈F∗q

(σ (αζu1) + σ (αζu2)) = −2.

Таким образом, если n ≡ 0 (mod 4), то

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 2
√
q)/3,

а если n ≡ 2 (mod 4), то

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ ∈ {(q +
√
q)/3, (q + 4

√
q)/3} .

При этом в случае n ≡ 2 (mod 4) равенство max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q+
√
q)/3 выполняется

тогда и только тогда, когда для любого j0 ∈ {0, 1, 2} верно условие

u1 6≡ u2 (mod 3). (6)

Так как ζu1 = (ζaj1−aj0 +1)ζj1 , ζu2 = (ζaj2−aj0 +1)ζj2 , u1, u2 ∈ {0, . . . , q−2}, то выполнение
условия (6) для всех j0 ∈ {0, 1, 2} означает, что имеет место система

logζ(ζ
a1−a0 + 1) 6≡ logζ(ζ

a2−a0 + 1) + 1 (mod 3),
logζ(ζ

a0−a1 + 1) 6≡ logζ(ζ
a2−a1 + 1) + 2 (mod 3),

logζ(ζ
a0−a2 + 1) 6≡ logζ(ζ

a1−a2 + 1) + 1 (mod 3),

которая равносильна системе

c(j+1) mod 3 6≡ cj + 1 (mod 3), j = 0, 1, 2,

где cj = (logζ(ζ
a(j+1) mod 3−aj + 1) + aj) mod 3, j = 0, 1, 2.

Следствие 1. В случае n ≡ 2 (mod 4) при r = 3 оценка из теоремы 1 является
достижимой.

Доказательство. В условиях теоремы 2 в случае n ≡ 2 (mod 4) существует
отображение F рассматриваемого вида, для которого имеет место равенство

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 4
√
q)/3.

Действительно, данное равенство выполнено, если, например,

logζ(ζ
a2−a1 + 1) + a1 ≡ logζ(ζ

a1−a0 + 1) + a0 + 1 (mod 3).

Ясно, что для любого значения в правой части последнего сравнения найдётся такое
a2 ∈ {0, . . . , q − 2}, что сравнение будет справедливо.

Как и в случае мультипликативного характера порядка 3, сумма Гаусса для любо-
го мультипликативного характера порядка 5 и канонического аддитивного характера
поля Fq принимает одно и то же действительное значение.
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Лемма 1. Пусть n,m ∈ N, n = 4m, q = 2n. Если ψ′ —мультипликативный харак-
тер порядка 5 поля Fq, χ′ —канонический аддитивный характер этого поля, то

G(ψ′, χ′) = (−1)m−1√q.

Доказательство. Пусть ζ —примитивный элемент поля Fq. Тогда η = ζ(q−1)/15 —
примитивный элемент поля F16, и мультипликативный характер ψ поля F16, опреде-
ляемый равенством

ψ(η) = ψ′(ζ),

имеет порядок 5.
Пусть χ—канонический аддитивный характер поля F16. Для характера ψ поля

F16 = F42 выполняются условия теоремы Штикельбергера [3, теорема 5.16], и по этой
теореме получим равенство G(ψ, χ) = 4 (которое можно проверить и непосредствен-
ным вычислением). Так как χ′ и ψ′ —поднятия до поля Fq характеров χ и ψ поля F16

соответственно и [Fq : F16] = m, то по теореме Дэвенпорта —Хассе [3, теорема 5.14]
получим G(ψ′, χ′) = (−1)m−1G(ψ, χ)m = (−1)m−1√q.

Теорема 3. Пусть n,m ∈ N, n = 4m, q = 2n, ζ —примитивный элемент поля Fq,
H = 〈ζ5〉—подгруппа группы F∗q порядка (q − 1)/5, числа aj ∈ {0, . . . , q − 2}, j = 0,
. . . , 4, — попарно различные и такие, что отображение

π : Z5 → Z5, π(j) = (aj + j) mod 5, j = 0, . . . , 4,

является биективным, и отображение F : Fq → Fq имеет вид

F (x) =

{
0, x = 0,

ζajx, x ∈ ζjH, j = 0, . . . , 4.

Тогда если n ≡ 0 (mod 8), то

NF = 2
√
q(
√
q − 1)/5,

а если n ≡ 4 (mod 8), то

NF ∈ {
√
q(4
√
q − t)/10 : t = 1, 6, 11, 16} .

Доказательство. Так как при r = 5 и n > 4 справедливо равенство

max

{
(r − 1)

√
q,

q + (r − 1)2√q
r

}
=
q + (r − 1)2√q

r
,

то (как следует из доказательства теоремы 1) для нахождения NF достаточно рас-
смотреть случай «б»: элементы α ∈ Fq, β ∈ F∗q —произвольные такие, что γj0 = 0 для
некоторого индекса j0 ∈ {0, . . . , 4} и γj 6= 0 для всех j = {0, . . . , 4}\{j0}.

Обозначим {0, . . . , 4}\{j0} = {j1, j2, j3, j4} и пусть l = (q − 1)/5. Если ψ—
произвольный мультипликативный характер поля Fq порядка 5, χ—канонический ад-
дитивный характер поля Fq, то по лемме 1 имеем G(ψ, χ) = (−1)m−1√q. Тогда из (4)
получим

UF
α,β =

q

5
+

1

5
(−1)m−1√q

4∑
k=1

σ(γjkζ
jk),
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где σ : F∗q → C∗, σ(ζu) =
4∑
s=1

ψs(ζu) для всех u ∈ {0, . . . , q − 2}; γjk = α + βζajk ,

k = 1, . . . , 4. Так как в рассматриваемом случае α + βζaj0 = 0, то

UF
α,β =

q

5
+

1

5
(−1)m−1√q

4∑
k=1

σ(αζuk),

где ζuk = (ζajk−aj0 + 1)ζjk , uk ∈ {0, . . . , q − 2}, k = 1, . . . , 4. Заметим, что если β 6= 0 и
выполняется равенство α + βζaj0 = 0, то α 6= 0. Заметим далее, что так как

σ(ζu) =
4∑
s=1

e2πisu/5,

то

σ(ζu) =

{
4, u ≡ 0 (mod 5),

−1 иначе,
т. е. σ(ζu) =

{
4, ζu ∈ H,
−1 иначе.

Какие бы ни были числа uk ∈ {0, . . . , q− 2}, k = 1, . . . , 4, найдётся элемент α ∈ F∗q, для
которого αζuk /∈ H для всех k ∈ {1, . . . , 4}. Следовательно,

min
α∈F∗q

(
4∑

k=1

σ(αζuk)

)
= −4,

и при n ≡ 0 (mod 8) получим max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 4
√
q)/5.

Пусть теперь n ≡ 4 (mod 8).
С л у ч а й 1. Если u1 ≡ u2 ≡ u3 ≡ u4 (mod 5), то найдётся элемент α ∈ F∗q,

для которого αζuk ∈ H для всех k ∈ {1, . . . , 4}. Тогда max
α∈F∗q

(
4∑

k=1

σ(αζuk)

)
= 16, откуда

получим
max

α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 16
√
q)/5.

С л у ч а й 2. Если uk1 6≡ uk2 ≡ uk3 ≡ uk4 (mod 5), где {k1, k2, k3, k4} = {1, . . . , 4},
то возможны три подслучая:
2.1. ∃α ∈ F∗q (αζuk1 /∈ H,αζuk2 , αζuk3 , αζuk4 ∈ H);
2.2. ∃α′ ∈ F∗q (α′ζuk1 ∈ H,α′ζuk2 , α′ζuk3 , α′ζuk4 /∈ H);
2.3. ∃α′′ ∈ F∗q (α′′ζuk1 , α′′ζuk2 , α′′ζuk3 , α′′ζuk4 /∈ H).

Так как
4∑

k=1

σ(αζuk) = 11,
4∑

k=1

σ(α′ζuk) = 1,
4∑

k=1

σ(α′′ζuk) = −4, в случае 2 получим

max
α∈F∗q

(
4∑

k=1

σ(αζuk)

)
= 11, следовательно, max

α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 11
√
q)/5.

Аналогично получим следующее.

С л у ч а й 3. Если uk1 6≡ uk2 ≡ uk3 6≡ uk4 (mod 5), uk1 6≡ uk4 (mod 5), где

{k1, k2, k3, k4} = {1, . . . , 4}, то max
α∈F∗q

(
4∑

k=1

σ(αζuk)

)
= 6, следовательно,

max
α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q + 6
√
q)/5.
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С л у ч а й 4. Если uk1 6≡ uk2 (mod 5) для всех k1, k2 ∈ {1, . . . , 4}, k1 6= k2, то

max
α∈F∗q

(
4∑

k=1

σ(αζuk)

)
= 1, следовательно, max

α∈Fq ,β∈F∗q

∣∣UF
α,β

∣∣ = (q +
√
q)/5.

Теорема доказана.

Автор признателен О.В. Камловскому за полезные рекомендации и обсуждения
в ходе выполнения работы.
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