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ТЕЧЕНИЕ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ
В КВАДРАТНОЙ КАВЕРНЕ ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА1

Рассмотрен вопрос о распределении кинематических и динамических харак-
теристик течения неньютоновской жидкости в квадратной каверне. В каче-
стве реологической модели использовался степенной закон. Численное ре-
шение получено в приближении ползущего течения непрямым методом гра-
ничных элементов. Исследования проведены в диапазоне изменения показа-
теля нелинейности n от 0.2 до 1.2. Приведены профили компонент вектора
скорости в характерных сечениях каверны. Результаты для ньютоновского
случая совпадают с данными других авторов. Показано, что уменьшение ве-
личины n приводит к смещению центра, вокруг которого вращается жид-
кость, к верхней крышке каверны. Представлены поля распределения эф-
фективной вязкости и интенсивности скоростей деформаций по области те-
чения.

Ключевые слова: неньютоновская жидкость, течение в каверне, непрямой
метод граничных элементов.

Задача о течении вязкой несжимаемой жидкости в квадратной каверне с
верхней стенкой, движущейся с постоянной скоростью в горизонтальном на-
правлении, является известным и широко используемым тестом для верифика-
ции и оценки эффективности численных методов, применяемых для решения
уравнений Стокcа. В связи с широким использованием такого варианта тестиро-
вания, имеется большое количество накопленных данных, позволяющих опре-
делить правильность новых результатов, тем самым гарантируя их достовер-
ность. Основное количество результатов имеется для течений при больших чис-
лах Рейнольдса [1−6]. В работах [7, 8] рассмотрены случаи малых чисел Рей-
нольдса Re = 1 и 0. Рассмотрение в этих работах проведено для ньютоновской
жидкости. В то же время актуальным представляется проведение исследований
данного течения при малых числах Рейнольдса, но с учетом неньютоновского
поведения жидкости.

Основные уравнения

Основными уравнениями для описания двумерного течения неньютоновской
жидкости при малых числах Рейнольдса являются уравнения Стокса. Математи-
ческая постановка задачи записывается в безразмерных переменных. В качестве
характерного размера выбрана длина стенки каверны, в качестве характерной
скорости – скорость движения верхней крышки каверны. В приближении пол-
зущего течения и при отсутствии массовых сил уравнения движения имеют вид
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где ij ij ijpσ = − δ + τ  – компоненты полного тензора напряжений, p  – давление, ijδ

– символ Кронекера, ijτ  – компоненты тензора вязких напряжений, jx  – декарто-
вы координаты.

В качестве реологической модели, описывающей неньютоновское поведение
жидкости, выбран степенной закон, также известный как модель Оствальда де-
Виля, характеризующий зависимость вязкости от скорости сдвига:

2 ,ij ijeτ = η � (2)

где 1n−η = γ�  – коэффициент эффективной вязкости, n  – показатель нелинейности,
1/ 2(2 )ij jie eγ =� � �  – интенсивность скоростей деформаций, ( / / ) / 2ij i j j ie u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂�

– компоненты тензора скоростей деформаций, iu  – компоненты вектора скорости.
Жидкости, поведение которых описывается данной моделью, можно подразде-
лить на три типа: псевдопластичные ( 1)n < , ньютоновские ( 1)n =  и дилатантные
( 1)n > .

На рис. 1 представлена область реше-
ния. Верхняя стенка каверны движется в
горизонтальном направлении с постоянной
скоростью.

Систему (1) необходимо дополнить
уравнением неразрывности
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и граничными условиями, которые состоят
в задании компонент скорости на стенках
каверны: на верхней подвижной стенке

1 21, 0u u= = (4)
и на остальных стенках

0.iu = (5)

Гранично-интегральная формулировка задачи и метод решения

Представим уравнение (1) в виде
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где 2N
ij ij ijp eσ = − δ + �  – линейная часть полного тензора напряжений;
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�  – нелинейная векторная функция, которую будем

рассматривать как плотность источников, распределенных по области течения Ω .

Рис. 1. Область решения
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Тогда, в соответствии с положениями непрямого метода граничных элементов [9],
можно записать

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i ij j ij ju x G x d G x z z d z
Γ Ω

= ξ φ ξ Γ ξ + Ψ Ω∫ ∫ (7)

где ( )jφ ξ  – плотность фиктивных источников, распределенных по границе об-

ласти течения Γ . Функции ijG  являются фундаментальными решениями уравне-
ний Стокса и определяются формулой [10]
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где ( )
1
2,i i i i iy x r y y= − ξ = . Если на границе области течения Γ  заданы значения

скорости, то уравнения (7) позволяют получить значения неизвестных граничных
сил ( ) ( )jφ ξ ξ ∈ Γ . Это возможно сделать при известной функции ( ) ( )j z zΨ ∈ Ω .
Так как эта функция заранее неизвестна, возникает необходимость организации
итерационного процесса.

Для численного решения уравнений (7) используются постоянные элементы и
постоянные ячейки. Граница области течения Γ  разбивается на N  элементов.
Функции ( )jφ ξ  считаются постоянными на каждом элементе. Область течения

разбивается на 2N  квадратных ячеек. Функции ( )j zΨ  считаются постоянными
внутри ячейки. Тогда уравнения (7) в дискретной форме приобретают вид
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∆ = Ω∫  px  – середина

элемента p  (узел).

Для вычисления 2N  неизвестных q
jφ  используются 2N  уравнений (9), соот-

ветствующие N  элементам, на которых заданы ( )p
iu x . Коэффициенты получае-

мой системы линейных алгебраических уравнений pq
ijG∆  в случае постоянных

элементов можно вычислить аналитически. Технология вычисления изложена в
[11].

Для вычисления интегралов по области pqm
ijG∆  используются стандартные

квадратурные формулы Гаусса без выделения особенностей. Особенности в этих
интегралах имеют вид ln(1/ )r . Следовательно, при интегрировании по области
эти интегралы существуют в обычном смысле. Такой подход значительно упро-
щает алгоритм решения. При проведении расчетов использовалась квадратурная
формула с 64 узлами. Для решения системы нелинейных алгебраических уравне-
ний (9) относительно q

jφ  применялся метод простой итерации. На первой итера-

ции использовались значения km
iΨ  определенные по ньютоновскому полю тече-
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ния. Для решения соответствующей системы линейных алгебраических уравне-
ний использовался метод Гаусса. Далее использовались значения km

iΨ , рассчи-
танные в соответствии с полем течения, полученным на предыдущей итерации.
Функции km

iΨ  в центре ячейки ( , )k m  вычислялись конечно-разностным спосо-

бом с использованием рассчитанных ( )kmNN
ijτ  в вершинах ячеек (узлах сетки).

Значения ( )kmNN
ijτ  полностью определяются производными ( )/ km

i ju x∂ , значения

которых находились с использованием центральных разностей во внутренних уз-
лах и односторонних разностей в приграничных узлах в соответствии со значе-
ниями km

iu , вычисленными в узлах сетки. Для улучшения сходимости итерацион-
ного процесса в случае сильной нелинейности использовался метод релаксации с
динамическим подбором коэффициента релаксации. Кроме того, процесс вычис-
ления оптимизировался путем распараллеливания алгоритма.

Анализ полученных результатов

Вышеописанный метод расчета позволил провести вычисления в диапазоне
изменения параметра нелинейности n  от 0.2 до 1.2. Результаты расчетов пред-
ставлены на рис. 2 – 8.

Исследование аппроксимационной сходимости (рис. 2) показало, что прием-
лемая точность расчетов обеспечивается при разбиении границы Γ  на 160 и бо-
лее элементов. Представленные в работе расчеты были проведены при 256N = .

Рис. 2. Аппроксимационная сходимость решения для 0.5n = : а – профили составляющей
скорости 1 1( 0)u х = , б – профили составляющей скорости 2 2( 0.5)u х =

Изменение параметра n  приводит к смещению центра основной вихревой зо-
ны. Причем уменьшение n  по сравнению с ньютоновским случаем ( 1.0)n =  со-
провождается смещением центра к верхней крышке, а увеличение – к нижнему
основанию. Соответствующие качественные и количественные результаты пока-
заны на рис. 3 и 4.
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Рис. 3. Изолинии функции тока Φ  ( 1 2 2 1;u x u x= ∂Φ ∂ = −∂Φ ∂ ) с шагом 0.2∆Φ =  для раз-
личных значений показателя нелинейности: 0.5n =  (а), 0.7n =  (б), 1.0n =  (в), 1.2n =  (г)

Рис. 4. Зависимость координаты 2
cx  цен-

тральной точки основного вихря от вели-
чины n

В работах, касающихся исследо-
вания данного течения, стандартно
приводятся профили компонент ско-
рости 1u  и 2u  при 1 0х = , 2 0.5х =
соответственно. Для рассматривае-
мого в настоящей работе нелинейно-
го случая и малых чисел Рейнольдса
указанные данные содержатся на
рис. 5 и 6.
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Рис. 5. Профили составляющей скорости 1u  вдоль линии 1 0х =  для 0.2 1.2n≤ ≤  (а)
и сравнение с известными данными для ньютоновской жидкости (б)

Рис. 6. Профили составляющей скорости 2u  вдоль линии 2 0.5х =  для 0.2 1.2n≤ ≤  (а)
и сравнение с известными данными для ньютоновской жидкости (б)

Распределение величины эффективной вязкости η  по области течения соот-
ветствует распределению интенсивности скоростей деформаций γ�  и параметру
нелинейности n  (псевдопластичному и дилатантному реологическому поведе-
нию). Это соответствие показано на рис. 7, 8. Зоны высоких значений эффектив-
ной вязкости наблюдаются в областях низких скоростей сдвига для псевдопла-
стичных жидкостей (центр и нижние углы каверны) и в областях высоких скоро-
стей сдвига для дилатантных жидкостей (верхние углы каверны). Размеры таких
зон увеличиваются при уменьшении ( 1)n n < .
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Рис. 7. Поле интенсивности скоростей деформаций γ�  для различных значений
величины n : 0.2n =  (а), 0.5n =  (б), 0.7n =  (в), 1.0n =  (г), 1.2n =  (д)
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Рис. 8. Поле эффективной вязкости η  внутри области течения для различных значений по-
казателя нелинейности: 0.2n =  (а), 0.5n =  (б), 0.7n =  (в), 1.2n =  (г) (область течения,
закрашенная черным цветом, соответствует  значениям 5.5η >  для псевдопластичной
жидкости и 1.8η >  для дилатантной)

Заключение

Непрямым методом граничных элементов проведено исследование течения
неньютоновской жидкости в квадратной каверне при малых числах Рейнольдса.
Значение показателя нелинейности n  варьировалось в диапазоне от 0.2 до 1.2.
Получены профили компонент вектора скорости в характерных сечениях кавер-
ны. Для ньютоновской жидкости проведено сравнение полученных данных с ре-
зультатами других исследователей. Показано, что уменьшение величины n приво-
дит к смещению центра, вокруг которого вращается жидкость, к верхней крышке
каверны. Представлены поля распределения эффективной вязкости и интенсивно-
сти скоростей деформаций по области течения. Полученные результаты могут
быть использованы для тестирования численных методов решения уравнений
Стокса при степенной зависимости вязкости от скорости сдвига.
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