
dv ди^

+ fcj d ^ f(u ,v ,h ) d ^ f(u ,v ,h )
--------------- - + 0, ------  -------

dv^ dudv

Здесь

— j - / ( “ .v,A).
b

f ( u ,  V, A) = lim / ( и ,  V, A, e),•->0
OK + 1

(И)

a„  =Я.+е"'Я,[(1- о ) к - 1] +

e  д О - д ) , - , , < ° - b )  e .2 -A. •

a2̂1

a

2 1 ^ = 0 ,  (13)
3m 3v

где все коэффициенты имеют вид ( 12).
4«&4«

Обозначим Ф(А)= J  | / ( и , у , А ) Я ( и , у ) й?иЛ  и  
-00-00

найдем функцию Ф(Ь), для чего домножим уравне­
ние (11) на H(u,v) и проинтегрируем почленно это 
соотношение по -о о < ц , v<+ « .  После интегрирова­
ния по частям соответствующих слагаемых с учетом 
(13) получим

Ф'(А) = -(1 /А )е-'Ф (А ). (14)
В результате решения (14) в силу начального ус­

ловия Ф(0) S 1 получаем равенство

2А, = X ( l- a ) [ M l- f l )  +  l - e - ' ] + - e - ' ,
А

2Aj = аР , А,J = (об /  Ь)е~^, 
где к=А,-1/А, а g  является корнем уравнения (6). (12) 

Можно показать, что Щцу) является двумерным нор­
мальным растфедепением и удовлетворяет уравнению

Ф(А) = ехрf r ‘' 4

^ { ( а „ и  + о ,2У)Я(м,у)}+ 
ди

+ ̂  {(^21« + 022' ’)Я (и , у)} + А,J
5^Я (и ,у)

d u d v

откуда с учетом (7) следует соотношение (9). Тео­
рема 1 доказана.

Заключение

В настоящей работе найдено асимптотическое црн 
Я—*00 растфеделение времени доставки сообщения в 
сети связи с тфотоколом случайного множественного 
доступа «сиюфонная адаттгивная Алоха». Методом, из­
ложенным в работе, может быть найдено распределение 
времени доставки и для других протоколов этого класса.

ЛИТЕРАТУРА

1. Назс^юв А.А., Юревич Н М . Исследование явления бистабильности в сети с протоколом Алоха для конечного числа станций //  Ав­
томатика и телемеханика. 1996. №  9. С. 91-100.

2. БертсекасД., Галагер Р. Сети передачи данных. М.: Мир, 1989.
3. Фадин Г.И. О  неустойчивости сети Алоха //  Проблемы передачи ин(|)ормации. 1990. №  1. С. 79-82.
4. Одышев Ю.Д. Исследование явления бистабильности в сети с  протоколом «синхронная Алоха» для конечного числа станций //  М а­

тематическое моделирование и  теория вероятностей. Томск; Пеленг, 1998. С. 242-247.
5. Горчев А.М, Неверов АА., ТергрговАФ. Уг^завление и алаптаиия в системах массового обслуживания. Томск Изд-во Том. ун-та, 1978.
6 . /Имея ALNetwofk control by btycssianbioadcast (Report Mn'AjCS/TM-285).Cambngc,MA МП', LabotaKxy fix' oonipuler science, 1985.
7. Михегйяов B A . Геометрический анализ устойчивости цепей Маркова в и его приложение к вычислению пропускной способно­

сти адаптивного алгоритма случайного множественного доступа//П роблемы  передачи ин<|)ормаиии. 1988. №  1. С. 61-73.
8. Цетяин М.Л. Исследование по теории автоматов и моделированию биологических систем. М.: Наука, 1969.
9. Назаров А.А. Асимптотический анализ марковизируемых систем. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1991.
10. Одышев Ю Д. Исследование сети связи с протоколом «синхронная адаптивная Алоха» для конечного числа станций //  М атемати­

ческое моделирование. Кибернетика. Информатика. Томск; Изд-во Том. ун-та, 1999. С. 115-119.

Статья представлена кафедрой теории вероятностей и математической стаггистики факультета прикладной математики и кибернетики 
Томского государственного университета, поступила в научную редакцию 20 марта 2000 г.

УДК 519.872

Я  С . Шмырин

ОПТИМ АЛЬНАЯ ОЦЕН1СА ПАРАМ ЕТРОВ  
ПО ТОКА СОБЫ ТИЙ С ПЕРЕКЛЮ ЧЕНИЯМ И

Рассматривается задача об оценке параметров потока событий с переключениями. Предлагается рекуррентный алго­
ритм расчета оценок параметров потока событий. Реализуется имитационная модель потока, приводятся результаты 

*численных расчетов.

Случайные потоки событий являются широко применяемой моделью для описания процессов в реальных физических, эконо­
мических, технических и других системах. Характеристики потоков событий, описывающих эти процессы, как правило, имеют 
случайную природу. Одной из распространенных моделей таких процессов являются МС-потоки событий -  потоки, интенсивность 
которых является кусочно-постоянным марковским процессом с конечным числом состояний (такие потоки иначе называют пото­
ками с nqieiuiKHeHHXMH [1]). Режимы функционирования реальных физических и технических систем обычно зависят от тетдтцей 
интенсивности потоков событий, циркулирующих в системе; с другой стороны, параметры потоков, как правило, являются нена­
блюдаемыми величинами. Вследствие этого важной является задача оценки параметров потока событий в произвольный момент 
времени по наблюдениям за этим потоком.
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Постановка задачи
Рассматривается дважды стохастический пуассонов­

ский поток со&пий, интенсивность которого есть ly- 
сочно-постоянный случайный процесс Л(г) с двумя со­

стояниями: Л, и ^ 2, Я, > / i j . На участках стационарно­

сти (когда Л({) = Я, либо Л(() = Я2) имеет место пуас­

соновский поток событий с интенсивностью Я, и Я2 
соответственно. Дянгельности тфебывания процесса 
Я(/) в состоянии Я, рас1феделены по экспоненциаль­

ному закону F/ (0  = 1-  е х р (-а (0 , /' = Ц , где от, -  ин­
тенсивность смены первого состояния щюцесса Я(/) на 

второе, oTj -  интенсивность смены второго состояния на 

пфвое. Процесс Я (0 ненаблюдаем, параметры Я ,, Я2 , 

а , , a j  неизвестны. Результатом наблюдения за пото­

ком событий являются моменты ^ м е н и  (, наступления
событий, / = 1Д__ По зтим наблюдениям необходимо

в любой момент ̂ м е н и  t сделать оценку ff(t) вектора 

0  = (Я,, Я,, а , , « 2) параметров процесса Я (/) .
В [2] рассматривалась задача оценки аналогичного по­

тока собьпий 1фи условии, что моменп>1 наступления собьь

тий потока измеряются с ошибками, т.е. t, = / “ + г, , где t, 

-  наблюдаемые моменп>1 наступления собьпий, -  ис­

тинные моменп>1 наступления собьпий, г, -ошибкиизме­
рения. ЦреДпйпагДлбс!; <бо' ойзибки кшфензд) неЫисимы 
и нормально распределены с толевым qieBHHM и дисперси- 
ей а ^ . В [2] предложен оптимальный алп^итм оценива­
ния параметров Я ,, Я2 , а , , а 2 с использованием алосте- 
рифной плотности распределения вектора параметров 
6 = (Х.,,Х,2, а , , а 2). В связи со спожносшо расчетных 
формул алгфнш  [2] сложно реализуем даже на ссжремш- 
ньк ЭВМ В данной работе будем рассматривать случай, 
когда ошибки в измерениях моментов наступления собы­
тий отсутсгеуют: , / = 1Д . . . ,  т.е. диспчхия ошиб­

ки измq)eний (7  ̂ = О. Кроме того, федположим наличие 
дополнительной инфо1»иаиии о пфаметрах фоцесса Л( ( ) , 
а именно -  ограничение на интенсивности переходе» ф о- 
цесса Я (0 ю  состояния в состояние: а, = 02  = а , а  -  
неизвестный пфаметр. Данные федположения делаются с 
целью показать, что отнмапьный алгфипл оценки пара­
метров является работоспособным.

Алгоритм расчета 
оценок вектора параметров

В [2] в качестве оптимальной оценки т(() вектора 

пфаметров 0  = (Я,, Я2, а , , « 2) МС-потока событий ф и  
наличии ошибок в измерениях моментов наступления 
событий использовалось апостериорное среднее вектора 
6 как оценка, обеспечивающая минимум среднеквадра- 
тнческого отклонения ошибки оценивания: /п(т) =

= |9 р ( 0 1 ()de , где р(010  -  апостерифная плотностьd

расфеделения вектора 0  в момент времени /, б> -  об­

ласть значений вектора 0(Л , >Я 2 > 0 ,ог, > 0 , «2 > 0 )- 
Для р(01О в [2] выведены формула расчета р ( ^ к )  в 
интервалах вршени между моментами наблюдения 

(

Р(01О =

0)dr p(0lt,+O)

-  la(T,0)dr
( 1)

p(0\t,+O)d0

/ = 0,1,2, . . . , / 0 = 0 ,

и формула пересчета p(d| О в момент наблюдения со&пня

- 0 , в ) р ( в \ 1 , ^ ,  - 0)

iа(/,ч1 -  о, 0)/?(01 -  0) Л  (2)

/ = 0,1,2,...
В (1), (2): /, -  моменты наблюдения событий,

a(t, в) = (Л, (О -  Л2(/))и<Я, IО + Л 2 (0 , (3)

> (̂Я, I /) -  апостерифная вероятность, что в момент t 
фоцесс Я(/) финял значение А., и, согласно [3], на 
участках между наблюдавшимися событиями удовле­
творяет интегродифференциальному уравнению

dt
=  0 2  - a w ( X ,  | / )  +  (А ,,  - X 2 ) w (A., | / ) х

00

x(l-w (A ., | / ) ) { c  + - j =  j [ w ( ^ ,  | / - o z ) x

x(l-w (A ,, | / - a z ) ) e x p l - - ^ - a a z  p x

х[{л, - ( л ,  -и<А,, l / - a z ) ) e x p ( - a o 2)}x

х{я2 + ( я , -w(A., | / - a z ) ) e x p ( - a a z ) } J  <fe}, 4̂^
< / < / , „ , /  = 0,1,2.....

a в момент времени /,,., наблюдения события для 

Ц Я , I /) имеет место формула

м<Я,и<*|+0) =

^ - 0)_________  /54
(Л (/н .) -  Л (/,ч .)М Я ,|/,., -  0) + Л ( / ,„ ) ’

/ = 0.1,2, . . . ,
ф и  этом в (4), (5)

СО

Л ,(/)  = - ^  +^2 ex p (-aaz ))x  .

xw(X| 1/ - а а ) + Х 2(я , - я ,  ex p (-aaz))x  

x(l-w (A ,, |/ - o z ) ) e x p ^ —у | ] [ я ,  - ( я ,  -

-w(X., |/-o z ))ex p (-aC T z)J  dz + ̂ {X^n^ +Я.2Я2)-ь
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•("Нй+ 2 ’' 2( ^ 1- ^ 2)ех]

A j (0  = - =  II ^ i (^2 -« 2  exp(-oaz))x

xw(X,, | / - a z )  + X j(n j + 7t, ex p (-aaz))x  

х (1-м<Я,1 | / - a z ) ) e x p ^ - ^  J  + (я , -Й?'-
-м<Я., l / - a z ) ) e x p ( - a o z ) J  йЬ + - ( Х ,я , + ^ 2^ 2) “

* n  ^ л I- - я , ( Х , - Я , 2)ехр - у - Ий
а  = or, + « 2. 2Г,

Г

_  «2 ^  ^
—  t Щ -

а  а

C = i e x p

ЧР(Х).
x j '

exp('^ii*)rf;/, + 0) э я | .

PaccMoii»iM (и^чай опуплвия ошибок mMq^oodt 
( а  = 0 ) с ограничением а , = «2 =  а . Дня безошибочных 
наблюдений оптимальный алгоритм расчета вероятности 
и<Л,|0 в Р ) рассмотрен в [4]. Для а , = О2 = а  :

и < \, 1 /) = [w, (W2 -  н<Х, I /, + 0)) -  W2 (w, -  

-и < ^ , 1/, + 0))ехр{-(Х , - X 2XW2 -> v ,X ^-^)} ]x  
x [w 2 -w (^ , U (+ 0) - ( w ,- w ( X . |l r ,+ 0))х

xexp{-(X , -A .2XW2 - W iX ^ - ^ ) } ! '.
t,  S r = 0,1,2,...,

^|Ц <^1 Um  - 0)w(X., |r ,+ ,+ 0) =
(X| X2)vi'(X, |f,^i 0) + X2

I =  0,1,2,...

(6)

(7)

w, =
2a + Л ^-Л ^-^|iЛ ^-Л ^У +4a^

2( Л - ^ )

w, = ■
2® + — Л^У + 4®^

’
w(X, |/o + 0) = 0,5.

К{юме этого, для Л,(Г), Л2(0 , входящих в (ЗХ Щ>и ® = 0 

и о , = ®2 = а  имеем И,(/) = Л,, ^ 2(0 = Л2 ,такчго

о(Г,0) =  (Л ,-Л 2 М Л 1 О  + ^ .  (8)
При (6), (8) в выражении (1) для p{t\0)

Г  ^

f ( t , t  а(х ,0 )А

= [(^2 -> К ^ | \ fi + 0))ехр{-((Х , - X 2)w, +Х 2)х  
- К >.1 \t, + 0))ехр{-((Х , - Х 2)м»2 +

+ X2X / - ^ , ) } ] [ h’2 -W , ]

так что ( 1) принимает вид

т о = -
fi.ut„0)p{e\t, + 0)

[
в

+ 0 )d 9

Из-за сложности вычисления плотности -  ре-

курреигаостъ в расчете и^Л,|г), сложные интегралы в (1) 
-  в [2] тфедложен рекуррентный метод расчета вектора 
оценок m{t) и матрицы ковариаций оценок параметров 

с ( /) , основанный на трибпиженных фсфмулах. Для без­
ошибочных наблюдений и условия а , =«2 = а  рекур­

рентный алгоритм расчета гЫУ) , с(0  тфинимаетвид:

1) в момент начала наблюдений Гд = 0 для вектора 

оценок /п(/) и матрицы ковфиаций оценок с (/)в  [2] 

задаются начальные (априорные) значения т ( 0) , с(0) :

ш(0) = i l l
2 2

, с(0) =
5 /4  1 /4  о 
1 /4  1 /4  о

о о 1
( 10)

2) полагая / = 0 , для любого момента времени t , 
-  момент наступления (т + 1Хго со­

бытия), рассчитываем m^(j),Cji{t) = U  ):

тк (/) = [ л  (/. /> M t i  + 0) ) + ^  X 

+ 0))

50^50,

+ 0)) + i x

,(Г ,+ 0)]>

j M

Cj,(/*+0) ]'■.* = 1,3; (11)
00^50,

c j, (0 =  \F j, (t, t , , m{t, +  0 ) ) + i  X

L ^ - ё ^ —
Л,5=1

< [/( / ,^ / ,я » ( //+ 0)) + у

(9)

. О ;

Я,5=1
здесь определена в (9):

f t  о , //. б) = 0 * / ( ^  //, 0),Л = 1,3;
Fji (/. , 0) = (0у -  "»> (// + 0)) X

х (0 , - т , ( Г ,  -Ю )) / ( / , /„ 0) ,Л /  = й ; ( 12)
вероятность м< Л̂  | Г, -н 0) для (9) определена в (6), (7);

3) в момент наступления первого события

определяются величины - 0) ,  c^/y+j-O ) по

формулам (И ), (12);
4) п^зесчитываются оценки m^ (Г,+, + 0), Cj, (/у ,̂ + 0):

(//+1 +  0) = [«* (//+1 -  0. '«(//+1 -  0) ) + ^  X
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y./=i

- 0,от(Г( ,̂ - 0))

50^50, у/ v*/+l -0)]>

X \_<h*\ -  0. -  0)) + 1 X

3

' 5

3

/1,5=1

/(',4, - 0) J ' ,
^  -O.'wQ/^i - 0))

50^50,

л = й .

( 0  = [>4j, a,*, -  0, /и(/,^, -  0)) + ̂  X 

50„Э0,

х [ а ( 1,/ ,,/я ( /, + 0)) + i x

(13)

/1,5=1

- 0,/я(/,^, - 0))

5 0 .5 0 ,
. ( ^ . , - o ) J ' .

],1 = 1Л
здесь a(_t,0) определена в (8),

в / ( 'hi -  о, 0) = 0* -  0, 0), А = 1,3,
-0 ,Q ) = (Qj - 0))х

х ( 0 , -0))f l ( / , ^, -0 ,Q )J ,l  = 1,3, (14)

расчет вероятности ЦА, | /) для (8) определен фор­
мулами (6), (7);

5) повторяются пункты 2-4 алгфитаа для » = 1 Д ... . 
Заметим, что в силу рекуррентности расчета 

Ц Я , I / ) ,  определенной в (6), (7) и входящей в состав 
(11) -  (14), получить аналитический вид производ­
ных не представляется возможным (для реализапии 
алгоритма необходимо численное их нахождение).

Результаты имитационного моделирования

Методом имитационного моделирования на ЭВМ 
для нескольких значений п^/аметров Я ,, A j, а , , oTj 

щюиесса Я (0 был реализован рассматриваемый поток 
собьпт{й. По полученным моментам наступления 
событий с помощью описанного выше алгорнша были

получены оценки Я ,, Я^, а ,  = а , = а  параметров 
потока Данные эксперимента представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а !
Оценки параметров для некоторых значений д  = (Я,, Я^, а , , oTj )

Т /и,(0) Я ,(Л /«2(0) Л,(Т) /«з(0) а(Т) ДО) А(Т)

Я ,= 2 .Я 2 = 1 .  

а ,  = t t 2 =0,8
70,06 U 1,901 0.5 0,93277 1,0 0,83229 1.2 0,19852

Я) = 5 , Aj = 3 , 

а ,  =  t t2 =0,8
21,62 1.5 4,81752 0.5 2,54420 1,0 1,46254 6,2 1,30081

А| = 6 , Л2 —2, 
ttj « t t j  =0,5

19,66 1,5 6,27892 0,5 2,19260 1,0 1,52191 6,5 1,49343

я , = 10, Я2 = 1. 

а ,  = «2 = 1
31,63 1,5 7,0774 0,5 1,03231 1,0 1,29644 9,0 2,72101

Здесь Т  -  время наблюдения, /я,(0), /«2(0) .  при этом ДО) характеризует различие параметров

/«з(0) ,  согласно ( 10), -  начальные значения для потока и априорных (начальных) оценок, Д 7 ^ - к а ­
чество оценок в момент окончания наблюдения. 

Аналю данных таблицы псжазывает, что оценки па- 
величина. характеризующая качество оценок и рас- vcimHbis значения па-

оценок Я ,(/) , A j(0 . ог(0 соответственно, Д О  -  
величина, характер) 
считывающаяся как

Д(0 = | х , - X, ( / ) |+ |х.2 - ^ 2  ( / ) |+ |а  - а(т)|,
рамелров к агриорным (10). По мере удаления истинных 
параметров исследуемого потока собьпий от априорных 
значений оценок качество оценок ухудшается.
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