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УДК 620.179.152

О. И. Недавний, В. И. Солодушкин, В. А. Удод

О П ТИ М АЛЬН АЯ АПОДИ ЗАЦ И Я АПЕРТУРЫ  ДЕТЕКТО РА  И ЗЛ УЧЕН И Я  
В РАДИОМ ЕТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ АХ

в  одномерном вариаггте решена задача оти м ального  выбора аподизирующей функции апертуры детектора излучения, 
применяемого для регистрации излучения в радиометрических системах радиационного контроля. Представлена геомет­
рическая интерпретация основного расчетного соотношения. Указана область использования полученных результатов.

Проводимые в настоящей работе исследования относятся к радиометрическим системам неразрушающего радиацион­
ного контроля. Принцип действия данных систем состоит в следующем [I]. Пучок квантов, испускаемых источником 
рентгеновского или ;^излучения, сканирует по объекту контроля (ОК), последовательно просвечивая все его участки. Из­
лучение, прошедшее через контролируемый участок, регистрируется детектором и далее преобразуется к виду, удобному 
для дальнейшей обработки и (или).оконечной регцстрации.,Пр редудьтдтам регистрации огтератором выносится решение q 
состоянии внутренней структуры ОК, в частности, о наличии (либо отсутствии) в ОК инородных включений (ИВ).

При проектировании радиометрической системы одной из основных является задача оптимального выбора аперту­
ры детектора излучения [2]. Ранее эта задача решалась путем оптимального выбора отдельных параметров апертур, 
имеющих заданную форму и обладающих в пределах рабочей зоны детектора однородной чувствительностью к па­
дающему излучению [2-6]. Между тем, естественно предположить, что для обнаружения системой ИВ сложной конфи­
гурации целесообразно использовать детекторы с неоднородной (аподизированной) чувствительностью апертуры. На 
практике простейшие детекторы такого типа используются в некоторых системах рентгеновской вычислительной томо­
графии для повышения пространственного разрешения томограмм [7].

Целью настоящей работы является оптимальный (в смысле заданного критерия) выбор аподизирующей функции 
(АФ) апертуры детектора радиометрической системы, предназначенной для обнаружения в ОК плотных ИВ сложной 
конфигурации. Ввиду сложности рассматриваемой задачи ограничимся одномерным вариантом при е£ решении.

Постановка оптимизационной задачи
Для формализованного описания исследуемой 

задачи сделаем следующие предположения:
1) поток квантов излучения -  пуассоновский;
2) сканирование ОК осуществляется дискретно с 

малым щагом (малым по сравнению с поперечными 
размерами обнаруживаемого ИВ). При этом само ска- 
шцювание происходит следующим образом. Пучок 
галучения фиксируется в некоторой позиции на ОК и 
просвечивает его в течение определенного промежут­
ка времени. По истечении этого времени пучок пере­
мещается в следующую позицию (соверщает шаг) и 
процесс повторяется;

3) детекюр регистрирует излучение в счетном режи­
ме, т.е. измеряет число квантов за фикофованный п р о  
межугок времени и притом тогда, когда пучок излучения 
находится в какой-то фикшфованной позиции;

4) аподизированная апертура технически реали­
зована в виде однородного фильтрующего поглоти­
теля (ФП) излучения, имеющего переменную тол­
щину и установленного за  ОК перед детектором.

Одним из распространенных критериев качества 
функционирования радиометрических систем ра­
диационного контроля является отношение сигнал / 
шум (ОСШ) [2], которое для счетного режима реги­
страции излучения представимо в виде

М  = — . (1)
а

где ЛА/ -максимальное изменение среднего числа кван­

тов излучения, регистрируемых детектором, обусловлен­
ное наличием ИВ в ОК (сигнал); <т- среднее квадратиче­
ское отклонение числа квантов, регистрируемых детек- 
тсфом при отсутствии ИВ в ОК (шум).

Используем в дальнейшем условие максимума 
ОСШ (1) как критерий оптимального выбора АФ апф - 
туры детектора радиометрической системы. С учетом 
введенных тфедположений 1 -  4 затшшем развернутое 
выражение для ОСШ (1) в одномерном варианте

\ф )Д х )с Ь с
М  = с- (2)

Здесь с = ^bN^ex  ех р ^ - j  i ^  ”  ширина апертуры

детектора (совпадает с шириной ИВ); Л6 -  плотность 
потока квантов излучения вблизи детектора 1ф и отсутст­
вии ОК; S -  эффективность регистрации излучения де- 
тект(ф(»|; г -  врш я измфения числа квантов детектором 
(постоянное на каждом шаге скашфования ОК); /Г| -  ли­
нейный коэффициенгт ослабления (Ж О ) излучения для 
материала ОК; Н  -  толщина ОК; ф(х)=1-ехр(-/<^(Д)) -  
функция ИВ, означающая для фиксированного х  вероят­
ность события {тфи движении кваша вдоль гфямой, 
проходящей через точку х  ттараллельно оси пучка излу­
чения, он вступает во взаимодействие с материалом ИВ};
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M l- ЛКО ИВ; go(x) -  лучевой размер ИВ 
(протяженность ИВ вдоль направления распростра­
нения пучка излучения); Дх)=ехр(-//з р(х)) -  АФ  
апертуры детектора, означающая для фиксирован­
ного д; вероятность события {при движении кванта 
вдоль прямой, проходящей через точку х  парал­
лельно оси пучка излучения, он не вступает во вза­
имодействие с материалом ФП}; рз -  ЛКО ФП; 
р(х)~ лучевой размер ФП.

Задача закгаочается в отыскании А Ф /х \  доставляю­
щей максимум выражению (2) дня зааанной функции Pffl 
^д:). Задачу будем реиить в следующей математической 
постановке. Требуется найти максимум функционала

|ф ( х ) / ( х )Л

j /(x )d x

(3)

j<p(x)f(x)dc

F ( / )  = ^

j f(x )d x

(7)

Для V /eA  будет выполняться неравенство
-мв а

j / ( x )d x > j / ( x )d x ,  из которого вытекает справед­

ливость неравенства

! Ф ) / ( х ) с1х

I] f(x )d x
V о

( 8)

для V (р^В. Из (8) следует очевидный вывод: мак­
симум функционала (7) следует искать на множест­
ве у4(, = = ^ Р 1 { / | /  S О вне (О, а)}, т.е. среди таких 

/е /1 , которые тождественно обращаются в нуль вне

интервала (О,а). В этЬм случае неравенство (8) пе­
рейдет в равенство.

Проведенное выше исследование позволяет све­
сти исходную оптимизационную задачу (3)-(5) к за­
даче максимизации функционала

^ о ( / )  = -

\ ^ x ) f{ x ) d x

\\ f{ x )d x

(9)

по всевозможным функциям 
{ /  6 I ,  ( - 00,-1-00) I О < /  < 1 почти всюду} (4) 

для заданной функции
Ф € 5  = (ф е  с(-оо,-юо)|0 < /  < 1;

Ф = О вне (О, а), а  > 0; ф” < О на (О, а)}, (5)
где пфаметр а физически означает длину ИВ (его про­
тяженность в направлении сканирования ОК). Связь ме­
жду ОСШ (2) и функционалом (3) при этом следующая:
...................................................... М-=-сПЯ .....................................................(6>

Сформулированная оптимизационная задача (3) 
-  (5) является неклассической вариационной зада­
чей, что предполагает использование специфиче­
ских подходов для ее решения.

Решение оптимизационной задачи

Функция феВ всюду непрерывна и ограничена, а 
функция /  е  I ,  (-оо,+оо), поэтому, согласно [8], про­

изведение Уф 6 1 | (-оо,+оо). Так как <рвВ тождествен­
но обращается в нуль вне интервала (О, а), то для 
функционала (3) будем иметь

при тех же ограничениях (4), (5). Легко видеть, что 
при этом будет выполняться равенство

max F ( / )  = max F { f )  = max F„ ( / ) .  (10)
/eA /eXn /вА

Обозначим: € [0,a]| ф(х) ^  A.}; S(X) = -
A.

мера Лебега множества =max ^x); x^ e[0;a] та-[o.a]
KOBO, что д^Хо)=Л(, (такое x^ существует и единственно, 

т.к. (р’ (х)<0 на (О,а)); Хох W  “  характеристическая фун­

кция множества х\{Х) и хг(Я) -  два корня уравнения 
^л:)=Л, где 0<Х|(Я)<С2(Я)<а, Яе(0;Яо). Если Яе(0;Я„), то 

Xi(X) -  возрастающая функция, а xJiX) -  убьшаю- 
щая, x̂  (О -н 0) = О, ̂ 2 (О -  0) = а, a:i( -Ю)=Хо.
Заметим, что 5( А.) -  непрерьшная убьшающая функция 
при Яе(0; Яц) и 5(0-Ю)=а, 5( Яд -0)=0.

> ............................................................................................. ....  •
Пусть fe A  и |/(jc)c& =C |, 0<С|<а. Так как 5(Я) 

о

непрерывна и 0 ^ (Я )< а , то найдется такое Я, что 
5(Я)=С|. Для этого Я оценим разность:

1 f "
/ф(х)«&Хд,. ( х ) л -

V0

-  |ф(х)/(х)аЬс = J(Xo, (х) -  /(х))ф (х)<л = 
о У V ^ i ®

J(Xi),, W - / W ) 4 4 ^ ) ^ +

1

(

у[с^

" 1 ( X d > , ( x ) - A x ) M x ) cJx

Do\Di_

~ l= i  l 4 \ - A x ) ) d x -  Ik f(x)dx)  

A JoEx-A. |/ (x ) t& -A . j f ( x )d x
У Dx D). ОоЩ.

^ 1 ^

A.
k S ( k ) - k  j f ( x )d x  = - =  A c , - A J / ( x)«£c

= —=  (Ac, -  Ac,) = 0.
Vc,

Следовательно, F(Xi>,) -  ^ ( / ) -  Это неравенстве

превращается в равенство тогда и только тогда, ко­
гда выполняется система равенств:
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J((pW - x)(i - / w a = o ,

" ^ /(ф (х ) -Х ) /(х )Л  = 0.
LOn'Ci

Данная система равенств будет справедлива лишь в 
том случае, когда / =  X d i  п о ч т и  всюду (с точностью

до множества нулевой меры).
Из проведенного анализа вытекает следующий 

вывод: максимум функционала Fo достигается то­
лько на функциях вида

/ = Х ^ .  ( И )

При подстановке (11) в (9) получаем одномер­
ную функцию

|ф (х )Л

Хо

«(X) = Fo(Xfl,.) =
ih ( 12 )

Задача поиска экстремали функционала Fo теперь сво­
дится к отысканию точки максимума функции и(Я). Пока­
жем, чга таное>Я существует н единотвемк^ те. покажем, 
что жстремал>>^ единственна, и выведем уравнение, ю  
коюрсхо находится оптимальное значение Л

Для удобства дальнейшего анализа представим 
(12) в следующей эквивалентной форме:

|0(ф(х)-Х,)(р(х)<&

и(Я)= ^

|е(ф(х)-Х.)а!х:

где 9(j) -  единичная функция Хевисайда:
/1 . если / ^ 0 ,  
\ 0 , е с л и / < 0 . ’

Поэтому (с учетом того, что в '  (t)=^T) -  дельта­
функция Дирака) получаем:

( |й (ф (х) -  Х)Л)( |ф(х)<& -  2Х jdx) 

и'(Х) = — ------------------  ----------------

Но при Я € (0; Яц) выполняются соотношения [9]:

‘  > > 0 ;|5 (ф (х ) -Х )Л  = ^
|ф'(х,(А.))| 1ф '(х ,(Х.))1

jdK
у

> 0 .

т(Я.) ^  |S(A.)<* -  Х5(Х) = S (k X K  -  Ш

Следовательно, три Я е  ( - ^ ; Я#) с учетом того, что

5(Я)>0, получим: да(Я)^ЯХЯ{, -2Я)<0. А так как т(Я) не-

^  Я
пре(х>1вна и ш(0)= j  S{t)dt > 0 ,  то на икгфвале (0;— ) 

о 2
существует корень уравнения от(Я)=0. Покажем, что этот 
корень единственный на (0; Я>). Найдем производные 
функции т(Я):

т ’(Х) = -S (k )  -  S(k) -  XS'iX) = -2S(X) -  kS'(X).
m \X ) = -3 S X k ) -X S ’(X).

Как следует из [9],

5  \X )  = - 7 5 ( ф(х) -  X) A  = -  — 1—  -ь -
- i  ^P(x^(X)) ф(х,(Я.))

или S"(X) =
(р"(х,(Х))х;(Х) (р’(х,(Х))х',(Х)

(<р'(х,(Х))У ((1>'(х,(Х))У
Но так как Х)(Я) возрастает при Яе(0,Яо), хг(Я) -  

ydывaeт, а ф * < 0 , то S ’(X)< 0  при Яб(6, Яо). llo-

этому от* = -3 S  (Я.)-Х5*(Х)>о, таккак 5 '( я )< 0 .  

Следовательно, функция от(я) выпукла вниз и по­

этому у нее есть единственная точка минимума Я= 
=Я[. Найдем значение функции от(Я) при Я=Яо:

V)
от(Хо)= j5(r>*-X o5(X o) = O -X .o 0  = 0.

Хо
Таким образом, от(Я) убывает на (0; Я]) от значения от(0)>0 
до своего минимального значения от(Я|Х а затем на (Я|, Хо) 
возрастает от т(̂ Х{)<0 до от(Яо)=0, поэтому на (0; Я|) суще­
ствует единственный корень р  уравнения т(Х)=0, а на 
ингфвале (д  Л ) от(Я) отрицательна, т.е. уравнение от(Я)=0 ‘ 
имеет единственный корень р  на (0; Яо). Причем от(Я)>0 на 
(0; р) и от(Я)<0 при Я €(д Яо). Следовательно, функция и(Я) 
ворасгает при Яе(0р) и убывает при Я€(рД>), поэтому р  
-  единственная точка глобального максимума функции 
«(Я). Эго значит, что ~ единственная функция,

доставляющая максимум функционалам Fd(/) и Hj). Экс­
тремальное значение р  находится из уравнения

»:(р)
|ф(х)<& = 2р(х2(р)-х,(р)). (13)

*|(р)

След овательно, знак тфошводной и'(Я) совпаоает со

знаком функции от(Х)= |ф(х)(4с-2Х, тфи Х е 
лх Сх

е  (0 ;X ,) . Псжажш, что уравнение от(Я)=0 имеет единст­

венное решение Я=р на интервале (0; Яо), и этот корщь р  
доставляет функции и(Я) глобальный максимум. Заметим, 

Л)
чгоот(Я)= | 5 (т)£Й-Я5(Я ) .Таккак5(Я)убьшает,то
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Геомефически это означает, что площади фшур <Pi и 
фис. 1) равны, где y)\p<>y^qixy, хе[0, а]} -

часто подграфика функции у=^дс), лежащая выше пря­
мой у=/7, а Ф2={(х, у)\(Куйрг, дс1(^)^г^С2ф>)} -  грямоуголь- 
ник, заключенный между прямыми у=р, у=0, x=xi(/^^ 
дс=Х2(/о). Гфи этом значении р , учитошая (6), (9), (10Х 
получим максимальную величину ОСШ ^ );

(14)

Заключение
В рамках принятых предположений в результате 

решения оптимизационной задачи (3) -  (5) нами 
получено, что оптимальная АФ апертуры детектора 
радиометриче-ской системы единственна и имеет 
следующий вид:

/o p .W  = XDpW, (15)

т.е. является хфакгеристоческой функцией множества 
Z)p = {х е  [о, о]|ф(х) ^  р}, где [О, o]=siq)p q> -  носитель

функции ИВ а пфаметр р  находится га уравнения 
(13). Гфи этом максимальное значение OQL1 равно (14).

Примечательной особенностью полученной АФ 
(15) является то, что соответствующая ей апертура 
детектора обладает однородной чувствительностью 
к излучению, однако не по всему носителю функ­
ции ИВ (как это рекомендовано в [10]), а лишь в той 
его части, где лучевой размер ИВ больше некоторо­
го критического значения, определяемого через па­
раметр р  из уравнения (13).

Полученные результаты могут быть использованы 
для оценки предельных возможностей радиометри­
ческих систем контроля, разрабатывашых для обнару­
жения в изделиях плотных ИВ сложной конфигурации.
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УДК 519.24

Б.Е. Тривоженко
ВЫ ДЕЛЕНИЕ ТРЕНДА ВРЕМ ЕННОГО РЯДА  

СПЛАЙНАМ И ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЕФ ЕКТА ДВА

Рассматривается задача выделения тренда временного ряда, когда моменты измерений его значений образуют случайный поток 
собьпий и неизвестны. Для рассматриваемого случая получены рекуррентные алгоритмы оценки коэффициентов сплайна и ис­
следованы их статистические свойства Получено выражение для средней интегральной погрешности выделения тренда

Одна из задач анализа фyнкциoшqx)вaния сложных ошибками гамерений, внешними помехами и т.д. Для 
технических систем—выделение треидателеметрфуемых выделения тренда временного ряда производятся 
параметров, харашфизующих состояние системы в неко- з  некоторые моменты времени / , ,  fj»-- - > кото- 
торые дис1р)епше м ом еты  времени. Отредепяющими 
факторами три решении этой задачи являются:

1) выбор математической модели, описывающей 
тренд наблюдаемых значений случайного процесса;

2) задание схемы наблюдений, на основе анализа 
которых этот тренд выделяется.

В работах по анализу временных рядов (например, 
[1,2]) рассматривается случай, когд а измерения значений 
случайного гфоцесса прогаводятся в моменты времени, 
отстоящие на одинаковую величину друг от друга. В 
гредлагаемой работе измерение значений наблюдаемого 
щюцесса гроизводигся в некоторые случайные моменты 
вршени, котсрые предполагаются негавестнымн

Пусто имеется временной ряд y(t)  = / ( / )  + и(/), яв­
ляющийся суммой некоторой детермишрованной функ­
ции / ( / ) ,  называемой трендом процесса у ( / ) , и />(/) -  
случайной функцией, наличие которой обусловлено

рые являются случайными величинами и образуют 
простейший поток событий с параметром X . Пред­
полагается, что помехи измерений п, = n(t )̂ ,  / = 1 , 

2 ,... -  независимые одинаково распределённые ве­
личины с нулевым математическим ожиданием и 

дисперсией а * . Относительно тренда предполага­
ется, что он представляет собой сплайн второго по­
рядка. В этом случае время наблюдения разбивается 
на интервалы одинаковой длины Г и на к-м интер­
вале тренд представляется в виде полинома второго

2

Считается, чтопорядка Л  (0  = а* + ** -  + с* f ' T

на каждом временном интервале отсчет фемени ве­
дётся от начала этого интервала Эта полиномы должны 
быть «СШИТО1» на концах, т.е. конец (А -1 )  - го отрезка
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