
Геомефически это означает, что площади фшур <Pi и 
фис. 1) равны, где y)\p<>y^qixy, хе[0, а]} -

часто подграфика функции у=^дс), лежащая выше пря­
мой у=/7, а Ф2={(х, у)\(Куйрг, дс1(^)^г^С2ф>)} -  грямоуголь- 
ник, заключенный между прямыми у=р, у=0, x=xi(/^^ 
дс=Х2(/о). Гфи этом значении р , учитошая (6), (9), (10Х 
получим максимальную величину ОСШ ^ );

(14)

Заключение
В рамках принятых предположений в результате 

решения оптимизационной задачи (3) -  (5) нами 
получено, что оптимальная АФ апертуры детектора 
радиометриче-ской системы единственна и имеет 
следующий вид:

/o p .W  = XDpW, (15)

т.е. является хфакгеристоческой функцией множества 
Z)p = {х е  [о, о]|ф(х) ^  р}, где [О, o]=siq)p q> -  носитель

функции ИВ а пфаметр р  находится га уравнения 
(13). Гфи этом максимальное значение OQL1 равно (14).

Примечательной особенностью полученной АФ 
(15) является то, что соответствующая ей апертура 
детектора обладает однородной чувствительностью 
к излучению, однако не по всему носителю функ­
ции ИВ (как это рекомендовано в [10]), а лишь в той 
его части, где лучевой размер ИВ больше некоторо­
го критического значения, определяемого через па­
раметр р  из уравнения (13).

Полученные результаты могут быть использованы 
для оценки предельных возможностей радиометри­
ческих систем контроля, разрабатывашых для обнару­
жения в изделиях плотных ИВ сложной конфигурации.
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УДК 519.24

Б.Е. Тривоженко
ВЫ ДЕЛЕНИЕ ТРЕНДА ВРЕМ ЕННОГО РЯДА  

СПЛАЙНАМ И ВТОРОГО ПОРЯДКА ДЕФ ЕКТА ДВА

Рассматривается задача выделения тренда временного ряда, когда моменты измерений его значений образуют случайный поток 
собьпий и неизвестны. Для рассматриваемого случая получены рекуррентные алгоритмы оценки коэффициентов сплайна и ис­
следованы их статистические свойства Получено выражение для средней интегральной погрешности выделения тренда

Одна из задач анализа фyнкциoшqx)вaния сложных ошибками гамерений, внешними помехами и т.д. Для 
технических систем—выделение треидателеметрфуемых выделения тренда временного ряда производятся 
параметров, харашфизующих состояние системы в неко- з  некоторые моменты времени / , ,  fj»-- - > кото- 
торые дис1р)епше м ом еты  времени. Отредепяющими 
факторами три решении этой задачи являются:

1) выбор математической модели, описывающей 
тренд наблюдаемых значений случайного процесса;

2) задание схемы наблюдений, на основе анализа 
которых этот тренд выделяется.

В работах по анализу временных рядов (например, 
[1,2]) рассматривается случай, когд а измерения значений 
случайного гфоцесса прогаводятся в моменты времени, 
отстоящие на одинаковую величину друг от друга. В 
гредлагаемой работе измерение значений наблюдаемого 
щюцесса гроизводигся в некоторые случайные моменты 
вршени, котсрые предполагаются негавестнымн

Пусто имеется временной ряд y(t)  = / ( / )  + и(/), яв­
ляющийся суммой некоторой детермишрованной функ­
ции / ( / ) ,  называемой трендом процесса у ( / ) , и />(/) -  
случайной функцией, наличие которой обусловлено

рые являются случайными величинами и образуют 
простейший поток событий с параметром X . Пред­
полагается, что помехи измерений п, = n(t )̂ ,  / = 1 , 

2 ,... -  независимые одинаково распределённые ве­
личины с нулевым математическим ожиданием и 

дисперсией а * . Относительно тренда предполага­
ется, что он представляет собой сплайн второго по­
рядка. В этом случае время наблюдения разбивается 
на интервалы одинаковой длины Г и на к-м интер­
вале тренд представляется в виде полинома второго

2

Считается, чтопорядка Л  (0  = а* + ** -  + с* f ' T

на каждом временном интервале отсчет фемени ве­
дётся от начала этого интервала Эта полиномы должны 
быть «СШИТО1» на концах, т.е. конец (А -1 )  - го отрезка
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кривой должен быть шчалом к-то отрезка (Т) = 

= (0). В отличие от ciynasi, рассматриваемого в [3], в
данной работе не требуется «сшивания» на границах ин­
тервалов разбиения первых производных. Предложен­
ную модель тренда временного ряда будем называть 
сплайном второго nqjaaica дефекта два. Для этой модели 
условие сшивания имеет вид

я* + * * - .+ с*-1-

- • ( f J
Потребуем, чтобы эти оценки были так­

же сплайном дефекта два, т.е. должны быть «сши­

ты» на концах интервалов = Л (0 ). что Щ)и-
водиг к условию

я* = « * - i+ V i+ c * . ,-  (2)
Таким образом, а,, однозначно определяется оцен­

ками коэффициентов на щзедыдущем интервале, а по
результатам наблюдений i = l, 2......  N ^, где

-  число измерений на к-м интервале, которое в со­
ответствии с принятой моделью является случайной ве­
личиной и подчиняется закону Пуассона, p(N ^) =

Оценки недостающих коэффициентов Ь,, и c  ̂
на к-м интервале будем находить из критерия

е~^^. Необходимона№и b^ и с*.

а - Ё

- с »•(/•+1)
* {N , +1)(ЛГ* + 2)

=> m in.

(N t-l)(3 N ];+ 3 N ^+ 2 )  
6(K N ^+ l){N ,+ 2X 3N ^+ l)^ , , ,  _  

iN t- \) (3 N j+ 3 N ^ + 2 )  *

4(N^ +1)(3N, + 4) . 

3N ^+ 3 N t+ 2
.  60(Л^,-И)(Л^,-|-2ХЗЛГ,-И), „ ,  ^

* { N t- l) i3 N l+ 3 N ^ + 2 )  '
 ̂ l2 ( K N ,+ m ^ + 2 ) ( 2 N ,+ l) ^ , , ,  ^

(N ^ -l)(3 N i+ 3 N ^+ 2 ) ^
, 10(Л^* +1)(Л^* + 2 ) .

+ ------- ;------------------а^.

где

3N ;+ 3N ^  + 2

I1
s."’ — i :

/(/ + 1)

У/(*)

N , f:! ( N , +2) y;(*)

Заменяя a^ выражением (2), получим следующую ре­
куррентную систему соотношений, определяющую 
оценки коэффициентов сплайна на А-ом интервале;

я* =я*_, +Ьц_, + с* .|,
.  4(N , +1ХЗЛГ, + 4 ) .

”  ТГТг ТГт Z “3 N l+ 3 N ^+ 2

(1)
По результатам измерений значений временного ря­

да на к-ом интервале необходимо постронгь оцен­

ки коэффициентов a^, и с^. Тогда оценка тренда
А  А

временного ряда будет иметь вид /*  (/) = а* + 6* +

4(jV ,+lX 3A f,-t-4) -̂ 4(Л ^,+1Х З;У ,-ь4).

3 N l+ 3 N ^+ 2  3 N l+ 3 N ^+ 2  ^

48(Л^* +0(ЗЛ^* +6N^ +1)

к-\

(N , - m N i i  +3N, + 2)

60(ЛГ  ̂ +1ХЛ^« +2ХЗЛ^^ +1)

(7V*-1ХЗЛ^/-1-ЗЛ^*+ 2 )

.  10(ЛГ^+1ХЛ^*+2) .
с* = ------- ------------------а

S<*> -  

S<*>,

ЗЛ^/+ЗЛ^*+2
к-1

10(ЛГ* + l)(N^ +2) > 10(Л^* + 1ХЛГ* + 2) .

3N ^+ 3N t +2 3N ^+ 3N t + 2
^*-1 “*

60(Ar,-t-lXA^,+2X3Ar,-hl)^ , , ,  + 

(iV*-lX3A^*+3iV*-i-2) '

 ̂ 120(Л^,-ИХЛ^,->-2Х2Л^,

+ 3N t+ 2)  ̂ ^

Исследуем свойства полученных оценок. Прежде 
всего проведём исследование этих оценок на асим­
птотическую несмещённость и устойчивость. Так как

А^{у, '* 'К ) = я*-нА*
N^+1 { N ,+ l) iN ,+ 2 y

1(/Ч1)

то

2 * 6(N *+1) *

3Nt +1
+ ------ --------с

\2 {N t+ l)

)=  -  я* + ^  +Г М  М 3 * 12(Л^*+1) *
ЗЛ̂ *̂ ч-бЛ^*+1 

■ 'l5(7V *+lX A ^.+2)‘'*'

Разрешая (5) относительно и с*, получим

* (Л^*-1ХЗЛГ*ЧЗЛ^*+2)

-[(бО(Л^*+1ХЛГ.+2ХЗЛ^*+1)х 

X (3Nl + 6N^ + 1 ) ) л / ) / { ( Л ^ *  -1 )  X 

X (ЗЛ̂ *" + 6ЛГ* + 1ХЗЛ̂ *̂  + 3Nt + 2))] -  

4(ЛГ* +1ХЗЛГ* + 4)

к »

(5)

3N];+3Ni,+2 
60{N^ + lX N ^+ 2)(ЗN ^+ \)

(Л^*-1ХЗЛ^*ЧЗЛГ*+2) 1^*1'

120 (у ,н -1 Х Л ^ .^ 2 Х 2 ^ ,-И )  I 1
 ̂  ̂ (N ,- W J V ^ + 3 N ,+ 2 )  П  | '^ * Г

.  10(ЛГ* +1ХЛГ* + 2)
+ ------ 7 Г -Т Г Г -Т -® * - (6)

3 N i+ 3 N ^+ 2  ’

Вычитая из первого уравнения системы (4) соот­
ношение (1), а из второго и третьего уравнения со­
отношения (6) и усредняя, получим для
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Л а* —5^ о*, A b ^ -S f  b^, 
следующую систему:

Aoj  ̂ — Adĵ _̂  Ab^_  ̂■}■ ACĵ _̂  у

—  4(ЛГ,+1)(ЗЛГ,+4)
ДА* = 

Дс* ^

3 N l+ 3 N ^ + 2  
10{N^ +1)(Л^* + 2) 

ЗЛГ*+ЗЛГ*+2

(Д̂ *̂_1 Д^*-1 ^^*-1 )>

(Да*_, +ДА*_, + Дс*_|), (7)

где черта означает усреднение по случайным мо­
ментам наступления событий t(* \

Для асимптотической несмещённости оценок 
Л*, 5* и С* необходимо, чтобы эта система была 

устойчивой. Это возможно, если корни её характе­
ристического уравнения

л < л - 4 ± 5 ^ 1  = 0
I, 3 N l+ 3 N ^ + 2 j

будут по модулю меньше единицы. Корни этого

, ,  „  , N I+ 5 N .+ 6уравнения Я ,= Я ,= 0 ,  а Я, = — ^ --------------  при.V, ^  ^  37V*" + 3Af*+2

N ^> 2  всегда меньше единицы. Таким образом, 
рек>ррентные оценки (4) параметров сплайна явля­
ются устойчивыми и, следовательно, асимптотиче­
скими (по к  ) несмещёнными.

Перейдём теперь к выводу ковариационной мат­
рицы полученных оценок. Из соотношений для

ДА* =-4Да*_, - 4 ДА*., -4Дс*_, +48Д5<*’ -60ДУ<*>,

. 1 0 ^  1 0 ^ ,  10^
~ 2 ^^*-1 + 2 ^^*-1 2 ^^*-1 (g)

+ 60Д5,<*> +80Д5'*>.
Будем считать, что сплайн, описывающий тренд 

временного ряда, является стационарным случайным 
процессом. Тогда в системе выделения тренда с тече­
нием времени также установится стационарный ре­
жим, в результате чего при больших к все статиче­
ские характеристики перестанут зависеть от к.

Возводя в квадрат уравнения системы (8), пере­
множая их и усредняя, получим

D{A*} = D(A*.,} + i7{fi*.,} + Z){A*_,} +

+ 2 cov(fl*_,, А*_,)+ 2 cov(a*_,, с*_,) + 2 cov(a*_, , с*_, ̂  

Z){4} = 16Л{Д*.,} + i6Z){A*_,j + i6Z){fi*.,} +

+ 32 cov(a*_,, А*_,)+ 32 cov(a*_,, с*., )+

+32 cov(a*_, , с* .,)+  2304Z){5,<*>} +

+ 3600Z){y } -  5760 co\^ ^ '> .  ̂̂

200 L  г W O O  \cov^a*.,, A*.,;+  —  cov(a*_,, c*_, )н

Да*, ДА* и Дс* рассмотрим ^

д \ *“*/ ^

+ ̂  cov(a*., , с*_,)+  3600d {s ‘*> }н

............... +64b0D{sV’}-9600*cov|s’] * \ 5 ‘* ^ ....................

cov(a*, А* )= -4А)(а*_,} -  4£>{ь*_, )-4£>{с*_, } - 

-  8 cov(5*_,, А*.,) -  8 cov(a*_,, с*_,) -  8 cov(a*_, , с*_,)

cov(a*, с* ) = Y  £>(а*_,}+у  D ^^_^)+ у  D [ c ^.^}+ 

у  cov(a*_,, )+ у  cov(o*.,, с*_,)+ у  cov(a*_, , с*_,)

cov(a* , с* )= -  у  £){а*., } - у  А){ь*_,) -  у  Z){c*_, } -

-  у  cov\a*.,, А*.,) - — cov(c*.,, с*., ) -

-  у  cov(a*_, , с* .,) -  2880d {s ,(*> } -

-4800D{s'<*>)+7440cov^f\5<*>}. (9)
Получена система шести уравнений с шестью неиз­

вестными С течением времени в системе устанавливает^ 
ся стационарный режим, т.е. статистические характери­
стики pei^pcHiHbix оценок коэффициентов сплайна не 
зависят от А; введем обозначения:

D„ = Z ){a*},A =D ^*}D , = D(c*},

= cov(a* а ] с „== cov(a*, с*)  с*, = co v (4 , с*) 
и систему уравнений (9) приведем к системе из трёх 
уравнений

-16D,-b£)*=2304Z)}s<*>}+3600D{s<*>}-

-5 7 6 0 co v { s< * \5 ‘*>^

-  ̂  £)^ + D , = 3600d {s <*> }+

индекс к временно опущен. Тогда

min^r ]
-N

N = 0 и

Д/ Д/,
—I г  т

m in(/,y) 
iN  + l)(N  + 2)

- - - - - - ^ L i n f i . ^ l - Л ]'^N  n J N ‘ j

Используя линеаризацию no At,, получаем 

/(/-4-1) J  i ^ д / , у  
{N  + \X N  + 2) \ N  + \ T J

»0'+l) _ 2  '  I
iN  + \X N + 2) N  + \ T  '

fW
Тогда >'/*’ =  o * + A * - ^  + c*

\  T J
+ nj^  ̂=

+ 2cv. _c*------------ ‘— + /Г .
г  * N^ + l T  ^

Подставляя это в выражение для имеем

- + 2с*
N

+ „ ( * ) !  , + 1  г  '  J и = 1 ,2 .

Если теперь подставить всё это в выражения для 
Да*, ДА*, Дс*, то получим

Да* = Да*., + ДА*., +Дс*.,,
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+ 6400£»{S'^*>} -  9600 cov{s <*>, 5  }

-14Z), - iz )*  - | z ) ,  =2880Z){s/*^)+

+ 4800Z){S’<*>}- 7440 cov{s<*>, >)
Разрешаем эту систему относительно D^, Д и  

Д  и подставляем в формулу для средней инте­
гральной погрешности

ш

усредняя уравнение (1), имеем = о^_, +6*_, +с*_,. 
В стационарном случае все эти величины не должны 
зависеть от номера к. Тогда из последнего уравне­
ния следует, что ^  + с* = 0, а величина ^  может

быть произвольной. Записывая ( I )  в виде -  

-a^_^ =6*., возводя его в квадрат и усред­

няя, получим {a^ -а^_ ,У  =(6*_, + с^.,У . Если обо­

значить (а* -  а*.,)* через V, то в силу стационар­
ности сплайна эта величина не зависит от к. Заме-

которая для стационарного режима

ТИМ, что это тот же самый параметр (х^
что и для линейных сплайнов первого порядка [3].

Так как М
принимает вид 1 -11лг]

11
к Г  (ХТУ (КТУ

то при

или

1 л ^ /[  9 '  12 ‘ 20 "J

_  .^Г П Г Ю Т Т Т  23 г—  53 —  ,  ,1  
(А ^/[840  * « 4  * * 31S J

О тетим, что если счтатъ  исходный тренд стацио­
нарным а^чайным процессом, то Щ, и с* не 
являются независимыми величинами. Действительно,

ЯТ » 1  окончательно имеем D  = —  [o ,1 6 F+3а^1.
XT'- ^

Из полученной формулы имеем, что средняя инте­
гральная погрешность выделения тренда отлична от 
kyira п{)й о1гсУгствии Ьомёх измёрени^. ббусловле- 
но тем, что моменты измерений являются случайными 
величинами и вносят дополнительную погрешность в 
измеренные значения временного ряда.
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УДК 519.2

Б.Е. Тривоженко

АСИМ ПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА М НК-ОЦЕНОК ПАРАМ ЕТРОВ  
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТРЕНДА  

ИНТЕНСИВНОСТИ ПУАССОНОВСКОГО ПОТОКА

Получены уравнения для МНК-оценок параметров гиперболического тренда пуассоновского потока. Исследованы их 
статистические свойства. Показано, что эти оценки являются несмещенными. Получены выражения для подтвержде­
ния эффективности МНК-оценок параметров и эффективности МНК-оценки гиперболического тренда.

Пуассоновский поток событий является простей­
шим для изучения, поскольку его свойства полностью 
описьшаются единственной функцией -  его интенсив­
ностью Л(1) [1]. В нестационарном потоке сохраня­
ются основные свойства, делающие его изучение лёг­
ким, -  независимость событий и ордин^)ность.

2
Обозначим jX(u)du  через Л ( / ) . Тогда вероятность 

о

того,чтонаингфвале наступит i событий, ^ д е т

а  = (1)

а вероятность того, что на бесконечно малом интер­
вале [г,^+ £к] наступит одно событие, равна A (t)d t.

Будем предполагать, что интенсивность пуассо­
новского потока описывается функцией

Л (0=  *

Такой вид зависимости интенсивности от / со­
ответствует линейному тренду средней длительно­
сти интервалов между двумя последующими собы­
тиями в нестационарном пуассоновском потоке.

По наблюдениям моментов наступления событий 
t, K tj < ...< tjf необходимо оценить неизвестные 
параметры а и Ь , т.е. выделить тренд интенсивно­
сти. Число событий N , по которым оцениваются 
параметры, фиксировано, и мы в данном случае 
имеем дело с 7У-планами эксперимента. Поскольку 
N  фиксировано, то для того, чтобы можно было 
применять асимптотические методы, представим 
Я(7) в виде

1
Я.о(0 = Я.

N . аА-Ы Ш
(3)

а + Ы
(2)

Если tf -  момент наступления /-го события, то в
[2] было показано, что асимптотически при N  -*со
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