
+ fc(l.  зе-»  + 2 e - " ) / ^  + (1 -  е -* )7 » ) • (31) 
Из приведённых на рис. 1 графиков зависимости 

eff„ , e ff j, eff от й следует, что эффективность 
МНК-оценки параметра а достаточно высока. При 
-0 ,9  < 6 < 1,5 эффективность не менее 0,9. Эффек­
тивность параметра Ь несколько ниже, чем эффек­
тивность параметра а . Так, значения 0,9 она дости­
гает при 0,6 < 6 < 1,7, а при увеличении или умень­
шении Ь эффективность МНК-оценки параметра Ь, 
как и параметра а, убывает. Эффективность МНК- 
оценки тренда достигает своего наибольшего значе­
ния 0,91 при й = 1,4, а с уменьшением или увеличе­
нием й она убывает.
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УДК 519.24

С. С. Тарима

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ  
С ПРИВЛЕЧЕНИЕМ  ДО ПОЛНИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМ АЦИИ

Рассматривается способ учета дополнительной информации о вероятностях одних событий для улучшения эмпириче­
ских оценок вероятностей других. Приведен пример такого учета.

1. Пусть Х\, - Д ,  -  последовательность независимых 
одинаково растфеделенных случайных величин, при­
нимающих значения ю  измеримого пространства Д .В) 
с неизвестным распределением Р. Рассмотрим события 
Л, Bi - ,  В„ принадлежащие а-алгебре В. Предположим, 
что P{Bi)=‘bh где Ь, известны (г=1,-, s). Рассмотрим 
задачу статистического оценивания Р(А) с учетом дан­
ной информации. Результаты наблюдений представим 
в виде протокола:

А Ву В,.. В.
>̂ 1 т 1ну(Ху) ЫХу)... ЫХ у )

т Ы Х 2) ЫХгУ.. Ы Х г),,,
1аШ Ы Х .) W ) . . . Ы Х .)

. . . . . .

Х„ т 1т(Х„) ЫХ„)... ых„)

где

Я ;(^ )  = 1 Р ( А ) 4 г^ .  Р Л \)> 0 .(2 )  

1
л (=1

в  тфотоколе наблюдений часто реализуются не все 
события Л„ Предположим, что реалшовалось только к 
из 2* событий Ль д™ которых РЛ\)>0. Остальные со­
бытия в формуле (2) Щ)и расшотрении отношения дают 
неопределенность типа 0/0 (если Р^А,У=0, то и Р^ЛА,У= 
=0). Аналогично, из событий В ;,-, В, также реализуются 
не все, а только часть, допустим т й к .  Для этой ситуа­
ции рассмотрим следующую оценку

I

I  Р { \ )Ы1̂ „(А,)>0

(3)

В клетках протокола наблюдений I^X !) -  инди­
катор некоторого события D из о-алгебры В.

Рассмотрим события hj=Uir\Uir\—r \U ,, где U, 
либо Bh либо его дополнение, г=1,—, s. Их совокуп­
ность, с возможным количеством до 2’ событий, яв­
ляется разбиением пространства X. В этом случае 
имеют место равенства

I  P{A,) = b j,  ;  = 1,--,5. (1)
AfsBj

2. Для случая известных значений Р(Л;) в [3] бы­
ла предложена оценка

Суммирование ведется только по тем индексам, для 
которых эмпирическая оценка события Л , не равна 
нолю. Эта оценка в отличие от (2) определена при 
любых Р„{А,).

3. В нащем случае значения P{Ai) неизвестны, 
но удовлетворяют условиям (1). Осталось оценить 
к вероятностей Р(Л/). Если оценивать Р(Л/) рас­
пределением P„(Ai), то из (3) мы получаем 
Р"^А)=Р„(.А).

Найдем проекцию [ближайи^ю в смысле информа­
ционного расхождения (4)] P"j^A) в класс, удовлетворя­

ет



ющий условию (1). Информационное расхождение ме- 
, жду и {Р^А,)} будет следующим:

rf„(P(A),P„(A))= Z  Р ( А , ) 1 п : ^ .
/=1̂ ,(Л,)>0 P (A J

(4)

(6)

4. Рассмотрим случай, где решение задачи нели­
нейного программирования находится в явном виде. 
При Р (Bj)=bj, гдеу=1,2, получим:

/>(а л = /'(В ,п В2);Я(А2)=ДВ,п (П\В2));
Р(\з)=Р((П\В1УлВ2); P(A4)=Pm\Bi)niCl\B2)); 

Р{АУ=Р{В,Вг)=1.
Если наблюдения роофеделились по всем челъфш множе­
ствам, то на в^хшности Р{А^ наложены зри Офаничения:

P(A ,)+P(A 2)=fe,; Р{А0+ Р{Аъ>Ьг:
....................А Л ,5+ '/’(А2)+ /"(ЛдН . ....................

Определив одну из вероятностей ДАО из нало­
женных ограничений, можно найти остальные. Оценим 
Д А |) из условия минимума информационного расхож­
дения, которое в рассматриваемом случае примет вид

t/„(/>(A,), Д (А ,))  = 1 / > ( А , ) 1 п : ^  =
/=1 Д А ;)

= Д А , ) 1л Д А , ))х

х 1 п -

Д Л ,)

W 2)
62- Д А , )

- ь ( * , - Д А , ) ) х

х1п L . - f ( l - Z >2- f e ,  + ДА,))х
6 ,- Д А ,)  

х 1 п -
1 - 6 , - * , + Д А ,)  

Минимизация (7) по P(Ai) щзиводиг к уравнению

(7)

1-
Р„(А ,)Р„(А ,)^
Р„(А ,)Д (А ,)^

Р ^(А ,) +

Д ( А , ) Д ( А з )  
Д (А ,)Д (А ,)

+ Ь

Заметим, что <^ммтфование ведется только по положи­
тельным Д(А0 вследствие необходимости абсолютной не- 
тффьшности м ф ы  Р  по отношению к мере Д  Оц еним 
Д Д ) из условия минимума инфо|Ж1аиионюго расхояодения 
1фи условии (1) и условии нормтфовки, которое в нашш 
о^чае озределяется как:

1 Д А ; )  = 1. (5)
/=1̂ „(Л,)>0

Нахоясдение Р{А) свелось к задаче нелинейного щхь 
граммзфования. Пусть решение поставленной задачи не­
линейного тфограммзфования будет {Р*(А); ■>2’};
подставив это решение в (3), получим

рП а )=  I  p \ K , ) ^ j ^ .
>=1./>„(Л;>0 Д (А ,)

Р,(А,)Р„(Аз)

X Д А,) -6 ,6 , ^АА|)Д(А4) ^  Q 
'  ̂ Д (Л ,)Д (А з) 

Решение уравнения (8) следующее:

(8)

Л * ( Л , )  =
Г б ,+ 6 ,

2(1- 0 .

t

где т =

± / ^  +
К  2 2 (1 -0

Д (А ,) .Д (А з)

6,6,
(9)

(1 -0
. Эго решение и есть оценка

Д ( А , ) Д ( А 0  

Д А ,^ котсфая однозначно отщеделяет P{Ai), ДАзХ ДА 4) 
из вышотюмянутых наложенньк ограничений.

В выражении (9), когда г<1, используем «ми­
нус», а когда f> l -  «плюс». При /=1 (случай незави­
симости событий £ , и В2 между со бо й ) выражение 
(9) берем равным 61x62. График зависимости /**и(Л|) 
от t  будет следующий:

0,6

м  <D <т> <Ч| ю 00 — со О) 1-
о  о о  ^

t
гч eg см

График приведен для Р(Вi)=0,5 и Р (Д )=0,6

Оценка вероятности Р(В, В2) изменяется в гра­
ницах от m ax{0 ;6 i+62- l ) }  до m in{6 ,;62}, а эмпи­
рическая оценка (по комплектным наблюдениям) 
искомой вероятности изменяется от О до 1. О с­
тальные оценки вероятностей определяю тся из 
условия нормировки и двух дополнительных ог­
раничений.

Если наблюдения не попали в одно из четырех 
множеств, то наши три ограничения однозначно 
фиксируют три оставшихся Р(А,).
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