
такое разбиение Й множества Vq называется (д,м>)гмя- 
нимальным разбиением в п>афе G.

Д анная задача является одной из разновидно­
стей задачи компоновки схемы управляющей сис­
темы в конструктивные блоки. Граф G в этом 
случае выступает в качестве модели компонуемой 
схемы: вершины в ГЬ сопоставляются элементам 
схемы, а рёбра в С/о -  множествам электрических 
цепей в схеме, объединяющ их пары полюсов со­
ответствующих элементов. Вес такого ребра ра­
вен мощ ности сопоставленного ему множества 
цепей. Верш инами в V-Vq представляются элек­
трические цепи схемы, объединяющие более двух 
полюсов (промежуточные узлы связи). Ребро, со­
единяющее вершину в Го и вершину в V-Vq, ука­
зывает на инцидентность в схеме соответствую­
щих элемента и электрической цепи. Поскольку 
объём w конструктивного блока ограничен, а раз­
меры Wj реальных физических элементов ntj ко­
нечны, то в каждом блоке / при компоновке схе­
мы может быть размещ ено лиш ь множество таких 
элементов, общий объём которых не превышает
W. О тсю да следует ограничение ма в поста­
новке задачи. Кроме того, конструктивные блоки 
соединяются между собой посредством разъёмов 
с ограниченным числом q контактов. Тем самым 
накладывается ограничение на число q(Vi) внеш­
них связей блока /, т.е. связей элементов в блоке / 
с элементами других блоков. При подсчёте этого 
числа все проводники, принадлежащ ие одной и 
той же электрической цепи, отождествляются с 
одним проводником, вследствие чего величина 
q{Vi) вычисляется по приведённой выше формуле 
при Y=Vi. Общее количество конструктивных 
блоков, по которым распределяю тся элементы 
схемы, должно быть наименьшим; отсюда -  тре­

бование минимальности числа классов в разбие­
нии Й.

Г-интерпретация
Множество Yq Vo называется q-совместимым (мнюв- 

местимым), если q(Y)^, а, соответственно, Мно­
жество Y, являющееся одновременно ^кювмесшмым и и*- 
совместимым, называется {д,у^)-совмеатшьш. Пусть 

множество всех (^.^Усовмесгамых подмножеств 
в Х и  . Тогда решение Г-задачи для <XJ*JF> яв­
ляется ^^.и/^-минимальным разбиением в графе G.

Параметры метода
Каждое (^,и'^-совместимое подмножество в Yq X  яв­

ляется ^-совместимым подмножеством некоторого w- 
совместимого подмножества Qq Y В связи с этим алго­
ритм перечисления <р для рассматриваемой задачи щзед- 
ложено представлять как композицию (последователь­
ное выполнение) двух алгоритмов -  ф2 и фЗ. Алгоритм 
ф2 в любом Kq V перечисляет все максимальные w-co- 
вместимые подмножества Q, содержащие вершину уо 
наибольшего веса, а алгоритм фЗ для каждого 2 (У) 
перечисляет все такие его ^чювместимые подмножества, 
содфжащие вершину которые являются объеди­
нениями некоторых максимальньк плотных подмно­
жеств из Q. Множество Aq X  назьшается плотным, если 
для любого непустого подмножества С о4 имеет место 
^Q > ^ i4 ). Приводится конкретная реализация алгоритма 
перечисления. Операция ф исключает из Z=<p(Y) всякое 
такое множество AeZ, для которого в Z  найдётся множе­
ство BiiA со свойством q(A )^B ). Допустимость этой 
операции доказывается соответствующей теоремой. 
Граничная функция Fq определяется так же, как в задаче 
о разбиении множества чисел.
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УДК 519.7

В.А. Б узан ов

ЗАДАЧИ ДИАГНОСТИКИ ДЛЯ СЛОЖНЫХ ФУНКЦИЙ
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №  98-01-00288

Предлагается способ применения специальных интервальных операций при вычислениях в задачах диагностики, если 
о ^ к т  диагностики задан простейшей композицией произвольных функций -  сложной функцией. Предполагается, 
что функции-компоненты композиции заданы их интервальными формами.

Для упрощения вычислений ранее [I] были Пусть А" = А , х . . .х А , х ...х А „  -  декартово про-
предложены специальные интервальные операции введен и е  произвольных множеств А .  Элементы
для решения основных задач диагностики. При этом „  _

множества А  называются векторами или наборами.имелось в виду следующее.
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Элементы множества X  = X^ х ...х  А', х ...х Х „ , 

где X ,,  i=\,2,...,n, -  множества всех подмножеств 

множеств X f соответственно, называются интерва­

лами. Пусть Л гА Г ,, j= l ..... п, и Xf^ = X i Kj{A},

п. Элементы множестваАГ^ = А '; 'х .. .х Af,f 

называются Л-векторами. Элементы множества 
Х'^ = Х ^  х...хХ 1^, где Х1^, п -  множества

всех подмножеств множеств АГ/ ,̂ f= l.....п соответ­

ственно называются Л-интервалами. Символ Л  в 
терминах Л-вектор и Л-интервал разрешается опус­
кать, если это не вызывает недоразумений.

Пусть интервалы е, и представлены как 
е = е,....е,...е„ и и = м,....и,....м„,

где е„ м , е ^ * , /  = 1,...,я. Определена покомпонент­
ная операция «+» над любыми интервалами е й »  как 

е + и = (е, +и ,)...(е , +и,)...(е„ + » „ ) ,

где е .+ и  если Л е е , ,
I если Л й е ,.

Определена также операция «-» (в некотором 
смысле обратная операции «+») следующим образом: 
для пары интервалов и = и ,...и ,..л„и  v=  v,...v,...v„, 

и -  V = (и, -  V ,)...(», -  V ,)...(»„ -  v„) , где покомпо-

fм, U  {Л}, если и, п  V, ^  0 ,
• = . .е с л й ’ 1/,Л1>,±0.* * *

Операция «+» введена для отображения действия 
неисправности на аргумент функции, операция «-» 
введена для вычисления интервалов неисправностей.

Множество и  = {и ......» ,,..., и^,} интервалов назы­

вается интервальным покрытием множества Z  с  Af, 

если = Интервальной формой функции

f  :Z  -* Y ,Z  ^ Х  называется (p:U -> Y ,U  q X  -  
такое отображение интервального П01фьгшя U= 
= {и,,..., и ,,..., и^,} множества Z в К, что для каждого у  
из области значений функции /  выполняется 

Ц ‘Р« ’O ') = f ' i y ) . где / ’’O') -  полный прообраз у  

по отображению/ -элементы полного прообра­

за у  по отображению ф; объединение произведено по 
всем элементам этого прообраза

Приведенные выше интервальные операции пре­
длагается применять при решении основных задач 
диагностики. Показано [1], как такие средства могут 
применяться для решения прямой и обратной задач 
диагностики, если объект диагностики задан интер­
вальной формой произвольной функции. Однако не 
всякий объект диагностики можно считать таковым, 
поэтому ниже обсуждается один из способов при­
менения данного аппарата к объектам диагностики, 
заданным простейшей композицией произвольных 
функций -  сложной функцией.

Другие определения и факты (кроме общеизвесз^ 
ных) можно найти в [1]. Кванторы и логические связки 
в тексте употребляются в их содержательном смысле 
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как соответствующие сокращения выражений естест­
венного язьиса. В бесскобочных выражениях старщими 
считаются операции «+», «-», затем по ст^ш инству 
идут теоретико-множественные операции и отноше­
ния. В обозначениях элем еты  множеств и одноэле- 
м етн ы е множества, как правило, не отличаются.

1. Модель объекта диагностики

Если множество значений функции / ,  содер­

жится в множестве определения функции , (т.е. 

/  : Z, - э  с  Z,,., /■ = 1 ,...,и  - 1 ) ,  то функция, опре­
деляемая равенством

• • • / ,Х а) = ( . . . / , (а ) . . .) )  = а / , / , . . . / „ ,
a e Z i, называется (л-1)-кратной композицией фун­
кций или сложной функцией.

Пусть
АГ, = АГ„ x...xXij^ х...хАГ,„^, Zy  ̂ с  X , / = 1 , . . . ,и .

Вектор е, 6 Х ^ , где Х ^  = ХЦ х...хХу^ х ...хА ^Д ,

/ = 1 ,. . . ,л ,  называется аргументной неисправностью 
функции f : Z i ~ y Y i ,  / = 1 ,... ,л  (т.е. функции-ком­

поненты сложной функции), если для каждого а  е  Z, 

выполняется (е, + а )  е  Z ,. Множество Л-векторов, удо­
влетворяющих последнему условию, будем обозначать 
как Z,'^, / = 1,...,л. Неисправностью сложной функ- 

.щщназрвеме=(е1,.--.е*...,^). . . .
Пусть R -  отношение различения на Y„ . Будем го­

ворить, что вектор а  е  Z| обнаруживает неисправ­

ность е = (е ,, . . . ,с , , . . . ,е „ ) ,е ,  e Z l^ ,e a m  

( - / . ( а ) . . . ) )Д Г „ (е „  +
+/»-i(e„-i + • ■ ■ «2 + / ;  (е, + а ) ...)), 

или, что то же, F (a )/?F * ' " '' ( а ) , где обозначено 

Л ( Л - , ( - / . ( а ) . . . ) )  = -Р (а),
/»(e„ + /„ -,(e„ .,+ ...e j + / ,( е ,  + а ) . . . ) )  =

= a / , V / ’ • • • /„ ''= F ' " ‘- ( а ) .
Пусть ф, : f / , Г,, С/,

есть интервальные формы функций ...... /„  соответст­
венно. Для так заданной сложной функции рассмотрим 
заоачу вычисления множества всех неисправностей, об­
наруживаемых заданным вектором а  е  Z , .

2. Прямая задача

Через aFR обозначим множество всех у  eY„, для 

которых F{a)R y . Пусть ф ; '(a F Л )  = {ф,■;}(aFЛ),... 

...,ф ;jД aF Л ).....ф‘р / a F F ) }  -  полный прообраз мно­

жества olFR п о  отображению ф „ и интервалы 

ф̂ '̂ (aFR) -  элементы этого прообраза. Образуем

декартово произведение гг: ■'с/, x ф -‘(a F F ) . Не­

трудно видеть, что оно есть множество кортежей ви­



да (« о ,, Ujj, V . . . «(,, и ,.,.у,.,. <р;|, iaFR)). Для крат­

кости будем обозначать их как Uj ĵ  .

Каждому таи»1у сопоставим (кортеж )

(“ .<Р1(«1л).".Ф м("мум)>- 

• • •. Ф«-2 ) .  Ф»-1 ( « - и . . , ) ) .

где а  е  Z , , и для краткости обозначим как ,.

Другими словами,

(а.Ф 1(и1у,),-.Ф ы («м л-,)> - 

. . . .Ф „ . , ). Ф._, )) = “ Фу,...;.-,

получается из Иу,.„у..,Ф;‘, , если слева к Иу,...у..,Ф;у̂  

тфиписать а , справа отбросил, ф"' (olFR) и заменить

«17, .....« - л - . . , ф у н к ц и я м и  ф ,, . . . ,ф ,.......ф„_, от

и , у ^ у  ,...,м„_| 7̂ I соответственно. Таким образом, 

число компонент в Иу,..,ФЙу1, и «фу,...у., одно и то же

и между ними возможны покомпонентные операции. 
Ра6с^6т])иМ ЬНе])аЦию

н>....7,-.ф-и-«Фу„..у..,=

= ( « о , . « 2у , « / у , « , - | . у . . , . <Рп1 {a F R ) ) ~

- ( а .Ф 1(«.л ) .- .Ф ,-1(и,-1у,., ) .-Ф ,-2(«»-2,у.., ).

Ф » - 1 ( « - | . у , . , ) )  =  («1у, ~ “ .«2У , - Ф 1 ( « . у , ) . - . и , ^ ,  -

-  Ф/-1 («/-1 у,.,). • ••. ф ;!. -  Ф-1 («»-1.у.-, ))•
Будем относиться к этому действию как к операции, 

обозначаемой , над Иу,...у,, <Рй1 > т.е. будем счи­

тать, что Иу,...у,..ф;у' - а ц > = ‘/а>(«У,...у,.,Ф;у!, )• 

Нетрудно видеть, что в  результате применения 
получается некоторый интервал неисправнос­

тей. Применением операции d^, к каждому элементу

множества Г С ,  'Ui X ф ''(<х^Л) получается некото­

рое множество интервалов неисправностей. Прямая 
задача в этом случае состоит в том, чтобы, вычисляя 
возможные неисправности, установить, какие из них 
обнаруживаются вектором а , и убедиться, что уста­
новлены все обнаружимые им неисправности.

Будем обозначать как < Г С  V ,  X <p-J(aFR))

множество всех элемеигов декартова щююведения 

X ф " '(а Г Л ), над кажаьм элеменгш которого 

гфоизведенаоперация Через

обозначим множество всех векторов е, для которых в 

А «> (п :: ’'^У,ф■'(aF/{)) найдетсяингфвал

^а> («У1...у,.1ФлУ, )

такой, что е е  ‘̂ о>(“ у,...у,.,Флу,) • Покажем, как, в частно­

сти, можно решить гфямую залачу диагностики для слож­
ной функции. Имеет место слеуоющее угв^зждание, опре­

деляющее один (О возможньк способов решения прямой 

заоачи-нужно вычислить Aa>(JX" ^4>'„'(aFR)).

Теорема. F (a)R F *'"’‘ ( а )  о

о  е , ... е„ 6 u (  X ф; '  (clFR))) .
Для доказательства теоремы потребуются сле- 

дуюшие утверждения.
Лемма 1. Если f : Z - * Y , Z Q X  = X ,,...,X ^ ,  и 

ф :( / - > Y,U = { и , - п р о и з в о л ь н а я и н т е ­

рвальная форма функции f;  а,Ь e Z ,  bfR -  множество 

всех у  еТ ,дляш торы х /(6)/?у;множество ф " '(6/??) = 

= {ф1'ЧйД) %\bfR),...,<^'^{bfR)} -  полный прооб­

раз множества bfR по отображению ф; интервалы 

Ф7‘ {bfR) -  элементы этого прообраза и е e Z ^ , то 

f{b)R f{e+ a)< ^3if> ;'{bM )e  

е  ф*' {ЬД Хе  е  ф '' {ЬД) -  а ) .
Доказательство
1. (=>):Ввиду теоремы 1 (из “(Г] о  различимости 

двух неисправностей)

/ ( е  + a)R f{e +  а) о  3(m, v) €

е  /?ф"' {г е  и -  а & е е V -  а),
(положим е = Ь)

f{ b  + a )R f{e  -ь а) о  3(и, v) е 

е  Лф"' (Аб и - а & е е  v - a ) ,
(поскольку Ь e Z  => Ь + а = Ь) 
f{ b )R f{ e + а ) о  3(м, v) е  Лф"' (6 е  и -  а  & е е  v -  а), 

(т.к. b e u - a & b e Z : ^ b e u )  
f{b)Rf{e+d)=>  3(m, v) €  / ? ф * ' ( /» е и & е е  v - a ) ,  

(т.к. из определения множества Лф*' [1])

( и , у ) € Л ф ' ’ & 6 е м ^  V € ф " ' ( ^ ) ) ,

то f{b )R f{e  + a )= ^3 {u ,v)e  R ( f ~ ' { b e u &v e  

e ( p ~ ' { b f R ) & e e v - a ) ,

/ (6 )Л /(е -ь а )= > З ф ; '(А Д )е  

е  ф*' {ЬД )(с е  ф ; '  { Ь Д ) -  а).

2. (с=):Поскольку и - а - ю  = и , т о

Зф-' {ЬД) е  ф -' {ЬД){е 6 ф,'' {ЬД) -а)=>

=> ф(6) = f {b)  & ф (е+а) =  f { e +а) =  ф(ф; ' { Ь Д )  -

-  а+а)) = ф(ф7‘ { Ь Д  ))еЬ Д = >  f{ b )R f  (е -i- а ) , 
что и требовалось доказать.

Лемма 2. Если f \ Z - ^  Y ,Z  с Х  = X ^x...xX „  и 

<f :U -* Y ,U  = {u..... ...........и„} -  произвольная ин­

тервальная форма ф ункц ии/и  е е  Х ^ , то
V a 6 Z ( ( / ( e - i - a ) e  r ) o e e U " _ , ( M ,  - а ) ) .

Доказательство.
1. ' ^ a e Z { f { e  + a ) e Y ) o ' d a e Z { e  + a e Z ) .
Подставив правую часть этой эквивалентности в 

левую часть о  утверждения леммы, получим
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V a e  Z ( (e + a  € Z ) o e e  LX , (“> - “ ))•

2. По определению интервальной формы
V a € Z (e + а  e  Z) о  V a б Z3m q  Z (e + a  e  и).

Подставив правую часть последнего в результат 
1-й подстановки, имеем

V a е  Z(3w £  Z(e + а  е  и) о  е е  LX,

3. Подставляя е е  LX, (“ / -  а )  о  V a е  Z3m, с  

с  Z (e е  и, - а ) ,  в результат2-й подстановки, имеем

V aeZ (3M , c Z ( e + a e « ,  )<=>3M, c Z (e e U i  -  а)).
4. Ввипу леммы4 [1] в + а е и о е е и - а ,  и после 

подстановки правой части последнего утверждения в 
левую часть результата 3-й подстановки получим

V aeZ (3M , c Z ( e e « ,  - а ) о З и ,  c Z (e e M , -  а)), 
что и требовалось доказать.

Приведем доказательство теоремы.
1. {=>): По определению интервальной формы и 

по определениям сложной функции и аргументной 
неисправности существуют такие интервалы

...... ^̂iJ|
ЧТО «/,'■ = / , ( е , + а )  = ф,(м,^,). 

а / ,‘‘ f V  = Л  (^2 + Ф, )) = ф J («2^  ̂) ,

o f i ' f P  = M e ,  +Ф м(и,-1л.,)) =Ф, 

а /," /:'*  - Л ' ” = Л(е« +Ф„-,(“«-и,.,)) = Ф«(м.^.) •
Ввиду этого и по определению сложной функции 

F ( a ) ^ F “ '" (а )= >

= > /,(е , + а )  e Z j  +Ф„_2К - 2̂ ..,) ) е

е  Z„ & F (a )  Л /„  (е , -I- ф„_, ( и , . , ,) )  =>

(ввиду леммы 2)
=>Зм,^Де, ем,^| - a ) & V / 6

€ {2 ,..., п}3м,̂  ̂(е, 6 - ф,., ,) )  &

W  Л Л (е ,+ ф „.,(и „ .,^^  _))=> 

(поскольку F (a )  равно некоторому (6) ) 

=>3иц(е, е и ц  - a ) & V / 6  

е{2 ,.,.,л}3и^ (е, euy^ -ф /ч О Л -и ,.,))*

&  3 6  € ^ , ( / „  ( 6 ) Л  / , ( e i ,  -I- ф„-1 ( м „ - ,л - . ) ) )  =>

(ввиду леммы 1)
=>ЗиМе, 6 и,;, - а ) &

& V /e{2 ,...,n}3« ,j.(e , -  ф,._,(и,.,^ _))&

& Зф̂у, (aFF) е ф̂ ' (aFF)(e„ б ф;̂  (aFF) - 
-Ф«-| у..,)) => е ,... е„ 6 (M;„..y... ф ; '  ) =>

= > в ,...е . e u ( A „ , ( f 3 J ' t ; ,  x ф ; '( a F F ) ) ) .

2. (< = ):е ,...е , € u ( A „ ,  ( п :  у ,  ><Ф,■;'(aFF)))=>

=> е,...е„ € îp-„l) => е , ... е„ е

е ( “ ,у, -« .« 2 л  - Ф , К , ) . “ 32, - Ф 2 ( « 2 л -

-Ф ,- ,(“ ,-,л., ) . - . ф ;'. (^xFF)-ф„_,(и„.,^_^,)).

Имея в виду определение интервальной формы, 
вычислим a/,* '/j*’ . . . / „ ' ' ,  используя при этом ра­
венство и - а + а = и ,

а/,'* = Л “ ,у, - а  + а )  = Ф,(и,л),

=/2(И2У: -Ф 1(“ 1У2)+Ф|(«.л)) = Ф2("2У2)>

а /,“ Л " •••/;:.-■ =/„-,(»„-.у.., -Ф „-2 К - 2 у. . 2 )+  

+Ф„ - 2  («»-2у.., )) = Ф» -1  ( “ » - 1  у.., ) .

< ' / Р  = л (ф ;'.(o^F F )-ф „ .,(«„ .„ ,_ ,) +

+ Ф„-, (И„.,у,.,)) = ф„(ф^у^ (O.FR)) € a F F  . 

Следовательно,

е,...е„ е и (А „ Л П " :, '^ -  x ф ;(a F F ) ) )= ^

=>а/, Л  - Л  Л a / ,V ;^  . . . / ; ' o F ( a ) F F ' '  -"” ( a ) ,  
что и требовалось доказать.

Для обратньк задач (т.е. вычисления тестов) оче- 
•видно существенным будет представление тестов’ (не­
которых аргументов сложной функции) интервалами, 
поскольку векторы, решения задачи, должны быть вы­
браны из множеств большой мощности.

3. К обратной задаче диагностики 
для сложной функции

Обратную задачу диагностики можно представить 
как многократное решение прямой, где для уменьше­
ния сложности вычислений при решении аргументы 
функций представляются интервалами и д ля интерва­
лов вычисляются множества обнаруживаемых неис­
правностей, затем приемлемым способом сокращаются 
множества неисправностей и соответственно множест­
ва векторов-тестов, но для этого необходимо иметь 
способ вычисления множеств неисправностей, обна­
руживаемых заданным интервалом, так что следую­
щим за установлением приведенной выше теоремы 
мероприятием в этом отношении можно считать оты­
скание способа вычислений множества, аналогичного

множеству Ац^

в  заключение заметим, что вьшгеизложенное имеет 
целью применение и в теории AHciqieTHbix автоматов на 
полурешегках [2], которой оно и было инициировано.
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