
и 1. Так как при разложении по v  уменьшается па­
раметр т / , а при разложении по л  -  т /, то для вы­
бора базисной операции на каждом шаге алгоритма 
можно использовать следующее эвристическое со­
ображение: если т ^ т / ,  то выбираем операцию л, 
иначе -  V. Если для очередной компоненты разло­
жения не находится реализующей ее функции в Ф, 
то она, в свою очередь, подвергается разложению, и 
так до определения всех компонент. Процесс схо­
дится, если выполнено условие теоремы 2.

Данный алгоритм строит однокаскадные схемы, 
а значит, решение в классе КМОП-схем существует, 
только если задана отрицательная функция либо на 
входы схемы вместе с каждым входным сигналом 
подается и его инверсия. В дальнейшем предпола­
гается рассмотреть вопрос о выделении каскадов, 
преследующем двоякую цель: во-первых, расшире­
ние класса реализуемых функций и, во-вторых, уп- 
рошение получаемых схем (особенно при задании 
на синтез системы функций).
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Предлагаются методы синтеза формул из одноместных функций и двухместной дизъюнкции (конъюнкции) для реализации и 
представления квазимонотонных и монотонных функций на полурешетке подмножеств /(-элементного множества.

Постановка задачи

Будем рассматривать функции, которые вместе 
со своими аргументами принимают значения из 
верхней полурешетки С  всех непустых подмно­
жеств множества £={0,..., Л-1}. Множество всех 
таких функций обозначим Рс- Функции из Рс за­
служивают внимания в связи с тем, что с их помо­
щью удается адекватно и с наперед заданной точно­
стью моделировать динамическое поведение инте­
гральных схем логического управления [1]. Область 
определения Dj любой такой функции f  от п пере­
менных является полурещеткой С  -  n-Vi декартовой 
степенью полурещетки С. В ней элементы суть на­
боры длины п  с компонентами в С, отношение по­
рядка й  есть покомпонентное включение и сложе­
ние есть покомпонентное объединение.

Ф ункция/называется аддитивной, если она явля­
ется гомоморфизмом полурешеток, т.е. если До+А)= 

для любых a v ib m D f.  Функция / называет­
ся точечной, если ее значение на любом элементе d  
из Df равно сумме (объединению) элементов, содер­
жащихся в d. Функция /  называется монотонной, ес­
ли для произвольных а п  Ь т  Df всякий раз из 
следуетД а)^6). Функция / реализуется функцией g, 
или g  является реализацией/, если g {d )^d )  при лю­
бом d из Df. Функция / называется квазимонотонной, 
если она реализуется некоторой монотонной функ­
цией. Множества всех аддитивных, точечных, моно­
тонных и квазимонотонных функций в Рс обознача­

ются соответственно Н, Р, М  и Q. Вместе с отноше­
нием реализации они являются частично упорядо­
ченными множествами, причем Н п Р -  собственны­
ми подмножествами ь М, М -  собственным подмно­
жеством в Q ,Q -  собственным подмножеством в Рс, 
поэтому можно говорить о минимальных элементах 
в них. Минимальными в Q функциями являются ми­
нимальные точечные функции, множество которых 
обозначается Т. Множества всех минимальных эле­
ментов частично упорядоченного множества S  обо­
значается m(S). В частности, m(/’)=m(g)=m(A0=r, 
m{Cf=E -  множества минимальных точечных функ­
ций и одноэлементных подмножеств соответственно. 
Элементы в С  будем рассматривать и как функции в 
Рс, принимающие значения соответствуюших кон­
стант и, следовательно, являющиеся точечными 
функциями, т.е. С д / ,  причем т(Сузп{Р). Введенные 
выше определения взяты нами из [2].

Пусть BcQ . Определим понятие формулы над В 
и функции данной формулы. Сделаем это в форме 
следуюшего индуктивного определения:

1. Пусть X  -  символ переменной, принимаюшей 
значения в полурешетке С. Тогда х  -  формула над В 
и одноместная функция, значения которой совпа­
дают со значениями своего аргумента -  функция 
данной формулы.

2. Пусть F i,- ,  Fm -  формулы над В и функции 
/ i . —. fm являются функциями соответствующих 
(^рм ул  F\,..., F„. Пусть/ -  символ т-местной функ­
ции из В. Т огдаД ^1,..., Fm) -  формула над В nfif\,..., 
• ••>/п) -  функция данной формулы.
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3 . Д р у ги х  ф ор м ул  над В  нет.
Б удем  говорить:
-  ф ункция / реализуется формулой F  ил и ф ор­

м ул а F  является г-формулой ф ункции f ,  есл и  /  реа­
л и зу ет ся  ф унк цией  ф орм ул ы  F;

-  ф орм ула F  является представлением функции /  
или ф орм ула F  является s-формулой ф ункции f ,  если /  
является функцией формулы  F.

П усть N  -  некоторы й класс ф ункций из 0  и 5сЛ^. 
Б удем  говорить, что систем а ф ункций В  обладает  
свойством  г-полноты (s-полноты) в N  или В  является 
г-базисом (s-базисом) в N, если  для л ю б о й  функции из 
N  сущ ествует г-ф орм ула ( j -ф орм ула) н ад  В.

Задача си н т еза  г- и j -ф ор м ул  для ф ун к ц и й  и з в 
б а зи се  В ставится сл ед у ю щ и м  образом : тр ебуется  
указать м ет о д , при  п ом ощ и  к отор ого  для л ю б о й  
ф унк ции  и з N  м о ж н о  п острои ть  г- и  5 -ф о р м у л у  над  
В . Зам етим , ч то  задач а  си н теза  ф о р м у л  для квази- 
м он отон н ы х ф унк ций  осл ож н я ется  т ем , что н е о б х о ­
ди м ы е и достаточ н ы е усл овия г-пол ноты , так ж е  как 
и усл овия 5-пол ноты , д о  си х  пор  неизвестны  [ 2 - 4 ] .

Договорим ся не различать одноэлем ентны е под­
множества некоторого множества от  соответствую щ их  
элементов данного множества: т.е. для л ю бого  м ноже­
с т в а /)  и  для л ю бого d m D  будем  считать d={d).

П усть  ч ер ез  х у у  и х&у обо зн а ч а ю тся  м иним аль­
ны е точечн ы е ф унк ции , ди зъ ю н к ц и я  и конъю нкция, 
которы е при X из £  и  у  и з £  равны соо тв ет ст в ен н о  
т а х ( х ,  у) и m in(x , у).

, . Э  )ЧСтрдщ р{^рр^тр рарсматр_иваются_ методы  син­
теза г- и 5-формул для функций из л /  и 2  в монотонны х  

и квазимонотонных базисах типа { v } u £ ,  состо-ящ их из 
функции V и некоторого множества В одноместны х  
квазимонотонных функций, содерж ащ его в себ е  мно­
ж ество всех одном естны х минимальных точечных 
функций. Заметим, что реш ив задачу синтеза г- и 5- 
формул для функций из Л / и ^  в данны х базисах, мы 
тем  самым показали г- и 5-полноту данны х базисов в 
м ножествах М и  Q соответственно.

П оясним  постановку задачи. Д анная постановка  
возникает в связи с  п р обл ем ой  си н теза  ком бинаци­
онны х сх ем  с  заданны м  дин ам ическ им  поведен ием . 
Е сли при создан и и  обы ч ной  ком бинац ион ной  схем ы , 
ф унк цион ирую щ ей в статическом  реж и м е, требую т, 
чтобы  она выдавала опр едел енны е вы ходны е сигна­
лы при оп р едел ен н ы х ком бинациях в ходн ы х сигна­
лов, т о  при создан и и  ком бинац ион ны х сх ем , ф унк­
ци он и рую щ и х в дин ам ическ ом  р еж и м е, требуется  
такж е, чтобы  вы ходны е сигналы  схем ы  не вы ходили  
за  границы  задан ны х п одм н ож еств  при  изм ен ен ии  
в ходн ы х сигналов в рам ках задан ны х подм н ож еств . 
О казы вается, что только квазим онотонны е ф ункции  
ф изически реализуем ы  (д оп уск аю т сх ем н у ю  реали­
зац ию  в ф изически испол ним ом  бази се): ф ункции  
реальны х элем ен тов  аддитивны е и точечны е, ф унк­
ции с х ем  из таких эл ем ен тов  м он отон ны е, а  ф унк­
ции, реализуем ы е схем ам и , квазим онотонны е [1]. 
Так как сущ еств ует  взаи м но одн озн ач н ое соответст­
вие м еж ду  ф орм ул ам и в м он отон н ы х б ази сах  и стр у­
ктурам и ком бинационны х сх ем , т о  сф орм улирован­
ны е вы ш е задачи си н теза  эквивалентны  задачам  син­
теза  ком бинационны х сх ем  с  оп р едел ен н ы м  динам и­
ческим  поведен ием . П оясним  вы бор бази сн ы х функ­

ций. Д ля начала зам етим , что п оск ол ьк у конъю нкция  
вы ражается чер ез дизъ ю нк цию  при  п о м о щ и  некото­
р ой  перестановки 5 из 7̂ '̂  в ф ор м е X£fey=5”‘(5(x)v5(y)), 
т о  опи сан ны е ниж е м етоды  си н теза  в б а зи са х  типа 

{ v } u B  л егко м огут  бы ть переф орм ул ирован ы  для 
бази сов  типа { & } и £ .  В ы бор  ж е  ф у н к ц и й  &  и v  в ка­
ч естве бази сн ы х не случаен . Д е л о  в т ом , что для 
бол ьш ого класса ком бинац ион ны х с х ем , а  им енно  
для тех  ком бинационны х сх ем , в которы х элем ента­
м и  из м н ож ества £  м одел и р ую тся  п р ов оди м ости  це­

пей , ф ункции &  и V м од ел и р ую т со о тв етств ен н о  по­
следовател ьное и параллельное со ед и н ен и я  провод­
ников и, сл едовател ьно, содер ж атся  в л ю б о м  реаль­
ном  бази се. В  этом  случае приводи м ы е в дан н ой  ра­
б о т е  м етоды  позволяю т создавать  п л оск и е схем ы  из 
ф ункциональны х элем ен тов , соотв етств у-ю щ и х  
ф ункциям из Ф унк ци и ж е и з 7 '̂  ̂ являю тся в не­
котором  см ы сл е простейш им и в и на  си н тез схем  
для ни х м о гу т  бы ть естествен ны м  о б р а зо м  распро­
странены  известны е м етоды  си н т еза  с х е м  для о д ­
ном естны х ф ункций ^-значной логики .

Синтез г-формул 
для квазимонотонных функций 

в базисе {v}u7^‘*

В в ед ем  н ео б х о д и м ы е  об о зн а ч ен и я .
Для п р ои зв ол ьн ой  ф унк ции  / в  Q  и дл я  произ­

вол ьн ого  эл ем ен та  с  в С  пусть Vj=j(DjY={j(d):d&Dj). 
M/={deD/^f(d)nc=0}, D/={deD/J(ci)=c} и max(A^‘)  
есть  м н о ж еств о  м аксим альны х э л ем ен т о в  в М }.

В в ед ем  в р а ссм о тр ен и е  сп ец и ал ьн ы й  к л асс ква­

зи м о н о то н н ы х  ф ун к ц и й  Ф, о п р ед ел и в  е г о  при по­
м ощ и  вы ражения: Ф = { / е 0 : У с е С ( |л / / |< 1 ) } .

Д ля числ а j  в вектора m=K«i...... и™) в С"
и п о д м н о ж еств а  t / c C "  о б о зн а ч и м  ч ер ез  [м]у -  у -ю  
к ом п он ен ту  Uj вектора и, ч ер ез  [U\j -  м н ож ество  

{[u]j.u^U) j - \  к ом п он ен т  в екторов  и з U, ч ер ез  inf(L/) 
-  то ч н у ю  н и ж н ю ю  грань м н о ж еств а  U  в пол уре- 
ш етке С " (которая есть  п о к о м п о н ен т н о е  п ер есеч е­
ние эл ем ен тов  из /У); причем  б у д е м  считать, что  
in f (L /)= 0 , есл и  таковая отсу т ств у ет .

Д ля п р ои зв ол ьн ого  м н о ж еств а  А о б о зн а ч и м  ч е ­
р ез м н о ж еств о  в сех  т -м е с т н ы х  ф у н к ц и й  в А.

Будем говорить, что функция /  разлагается по функ­
ции на к о м ш н ен тъ !/,.../;,, e c s m f^ y ^ . . , f„ ) .

О бозн ач и м  S  м н о ж еств о  п ер еста н о в о к  в 7^'\ К а­
ж дая ф ункция 5 в S  и м еет  в S  о б р а т н у ю  ф ункцию  5~' 
такую , ч то  V xeC (5 5 ''(x )= 5 ''5 (x )= x ).

Сформулируем сначала тест квазимонотонности ю  [1].

Т е с т  к в а зи м о н о то н н о ст и . Ф ункция / С ”-> С  ква- 
зим онотонна, если и только есл и  для л ю б о г о  подм но­

ж ества CfeC", им ею щ его ни ж н ю ю  грань в С*, под- 
м н о ж еств о Х /У )сС  и м еет ни ж ню ю  грань в С.

Так как в в ер хн ей  п о л ур еш етк е сущ еств ов ан и е  
н и ж ней  грани рав н оси л ьн о с у щ ест в о в а н и ю  точн ой  
н и ж н ей  грани, т о  в ф орм ул и ров к е т ест а  в м есто  «н и ­
ж няя грань» м о ж н о  читать «точ н ая  ни ж няя грань», 
чем  мы и б у д ем  пользоваться в д а л ь н ей ш ем  без д о ­
пол нительны х оговор ок .

Д ок аж ем  н ео б х о д и м ы е  у тв ер ж д ен и я .
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Л ем м а 1. Пусть и VC/£C"(inf([L/]y)^0=^
=>inf(/(LO)’‘0 ) -  Тогда 3se7^'^(/(xi.....x„)2u(xy)).

Доказательство. Для проювольного элемента с в С 
положим D c= {d& C \d^c}. Построим одноместную 
функцию р  для 1фоизвольного с из С, положив р{с)г 
=inflXZ)c)). Так как по построению inf([Dc],)=c, то 
ini|XA)>i0, и данное ощтеделение функции корректно. 
Заметим, 4mJ{pcu..^x„S^Xj^

Покажем квазимонотонность функции р. Пусть 
С/сС, С>={мь..., к,} и «=inf(ty>:t0. Тогда p(C/p={p(«i),..., 
/<«,)}={iniO(A;))v.^inf|XD,,r))},infli3(LO)Hnf{^Z),y),...,

Так как inf([D„/U...wD„,]/)= 
= [н ] /^ , то, по условию леммы infjXA/'^ ...uZ)„)>40 и, 
следовательно, 'mSp(jU)y^, откуда по тесту квазимоно­
тонности следует, чтоp&Q. Значит, в качестве функции 
S можно взять любую функцию из реализующую 
функциюр.

С ледствие. Пусть и V (/sC"(inf(/(tO )“
=0=>тД[С/];)=0).Тогда x„)^{xj)).

Л ем м а 2. Пусть /е<Р^'"\ Тогда Зу€{1,..., т} 
3 se f'^ ( /{ x ...... ...

Доказательство. Если то функция / реа­
лизуется константой в С  Поэтому рассмотрим случай 
\n%Vj]rQi. Пусть V={veV/.3AQVf(mf[A)^0& inf(/4uv)= 
=0)}. Тогда Vf-y=[veV/.'^AQVf(mf{A)^^m%4<Jv)* 
^0)}.Так как 'm9yf )= 0 , то К?*0 и из определения 
класса Ф следует, что Vv€ F(|D/|=1).

Пусть V -  произвольный элемент из множества V. 
Тогда in f(K -v y 0 . Покажем это. Из определения мно­
жества V следует, что ЗАо,У/т%<У*0& inf(.4uv)=0).
Пусть А -А п У  и ....................  a,}, где {П],.., а,}=(^/-
-У)гА. Тогда inf(/< У ^ ,  так как inl(y4>t0 и А ’о 4 . Пока­
жем, что \jv)=0. Предположим, что
Пользуясь определением множества У/-У н фактом {oi,
• ••I получим ^A\jvy(3=>inS^A\jaiKJv)*0=>
=>ini|>l \ja{uaiuvy0=>mSA  UoiUty.J...u«v«jv>=in^uv>t 
* 0 . Пришли к противоречию. Следовательно, !пД /1 Ov)= 
= 0 . Заметим, что veA , v e  А ’. Пусть У-v-A  '={v|..., v,}. 
Из определения класса Ф следует, что inf(y4 \jv{)^0 , 
откуда, в свою очередь, следует inf(y< Vjvi \jv i)* 0  и 
Т.Д, Применяя индукцию, получим inf (.4 Vy»viUV2U...
. .  .u v ,> = m f(F -v )5 t0 .

П редполож им, ч то сущ ествует такое подмножество  

и  множества У^ что mSJJp=0 и не содержится в U. 
Пусть U -U n V , L hU \j{u \,..^  И/}. Так как И не содержит­
ся в С/, то l f< z V и  3 v €  У ((У -уУз Ц’). а  так как in f (K -v > 0 ,  
то  и i n l ( t / > 0 .  И з определения И, так как {и1,..^и/}сУ/-У, 
то in fl;y \^ i);^ 0 =>infl[LA\w^iUM2>«0 =>...=>infl;C/\JMiU U2U... 
...uui)r=mS[Uy^ П олученное противоречие доказывает, 
что (infl;L/>=0:x>L^F). Так как вд)но V L fe
^ V jd J ^ y ^ m ^ r Q ^ ) ,  т о  ЩЦу=0).

Пусть rf={deDf.j{d)sy). Так как inf|XZ)’))=mf(^O=0. 
то по тесту квазимонотонности для функции /  следует, 
что Ш ру= 0. Следовательно, существует число j  в мно­
жестве {!,..., т) такое, что inf([Z)'^)=0. А так как 
VveHlD/hlX то У 1ЗД (т^1О )= 0=> С Ь £)'), и, следо­
вательно, VLtD/in^t/))==0=>inf([C/] ,)= 0 ,  откуда по 
следствию из леммы 1 имеем Hse7 '̂^(/fxi,...,
Лемма доказана.

Пусть/ -  произвольная квазимонотонная функция. 
Весом функции /  будем называть число И^Х|с| р / | ,  
где суммирование ведется по всем с из С.

Так как Vse5Vc€C(|c|=|s(c)|), то ' i
Можно показать также, что J<g=^Wj<W^ и 

f<g=>Wf^Wy В дальнейшем будем пользоваться эти­
ми фактами без оговорок.

Л емма 3. Пусть /  -  произвольная функция в 
Тогда найдется функция s в 5, найдутся ква- 

зимонотонные функции g\ и f t  такие, 4To/=^(giVft), 
и Wf<Wgu Wf<W^2.

Доказательство. Так узаи/^Ф, то З с е £  3d\eDf3d2&Df 
(^/l?^ î<S^rfl)ru?=5(fi0nc==0). Построим функции/,;: такие, 
что
= ^d ^ c  и для каждого d  в Df-{dx4i) верно: f\{dj=fidj=^ 
=f{ctj. По построению f^>f и fp>f, откуда следует, ч т о / /  е Q. 
Wj^Wfl, Wf^Wp. Возьмем функцию j  в 5  т а т ^ ,  что i(0)=c. 
Тогда ks ''fid ^s '% d x)^^ '^ j[d xyA )^

и для любого d  в множестве D f-{d\4i) верно:
V 5 (^?Д9ват^яьн9,  /=  
= ф -'/)У 5-’0Э).

В качестве функций g\, gi возьмем функции s"’(/i) 
и соответственно. Тогда/= i(g ivg2), W/<Wgi, Wj<
<Wg2. Лемма доказана.

Расширением квазимонотонной ф ункции/будем 
называть квазимонотонную функцию F/.Dj-*C та­
кую, что F/_d)=E, если V esE{dim ax(M /)) и 
£ -su p { e :ee£  &d€ma\(M/)} в противном случае.

Лемма 4. Пусть fe Q , g e M n  g ^ f .  Тогда g<f.
Доказательство. Для произвольного элемента d  в 

Df и произвольного элемента е в Е  пусть верно: 
eij{d). Т огда/< /)пе=0 и, следовательно, deM /. Зна­
чит, существует элемент (Гета\(М/) такой, что d^d", 
и по построению функции F/. eiFj[d’). А так как 
g ^ f i  то eegCiT). В силу монотонности функции g  
g{d)<g{d’) и e«g(</). Это доказывает, что g (d )^d )  и в 
силу произвольности выбора элемента d  в Df g<f. 
Лемма доказана.

Лемма 5. '^fo.^fSF'^.
Доказательство. Пусть fe Q .  Для произвольного 

элемента dBD fH  произвольного элемента е в  Е: ес­
ли eiF/^d), то demax{Mj) и, следовательно, etj[d). 
Это означает, 4Tofl^d)^Fj(jd). Лемма доказана.

Доказанные выше леммы позволяют нам сфор­
мулировать метод синтеза г-формул для функций 
из б  в базисе {v}u7^’\

1. Пусть/ -  квазимонотоная функция, формулу для 
которой необходимо построить. Построим расшире­
ние Ff функции /  В соответствии с леммой 5 fSFj и, 
следовательно, W{f)^W{Fj). В соответствии с леммой 4, 
вследствие монотонности 6a3Hca{v}u7^’\  г-формула 
для функции Ff является также и г-формулой для 
ф ункции/ поэтому далее вместо г-формулы для фун­
кции /будем  строить г-формулу для функции Ff.

2. Если функция Ff принадлежит множеству Ф, 
то реализуем ее одноместной функцией из 7 '̂  ̂ спо­
собом, описанным в доказательстве леммы 2. В про­
тивном случае разложим ее по функции 5(дсуу) при 
некоторой функции s в S  способом, описанным в
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доказательстве леммы 3, на квазимонотонные ком­
поненты большего веса. С компонентами разложе­
ния поступим так же, как и с функцией /  Так как 
количестао квазимонотонных функций любой ко­
нечной местности конечно, то через конечное чи­
сло разложений получим формулу над {v}u7^‘\  
реализующую функцию/

. Описанный метод синтеза является доказатель­
ством теоремы 1.

Теорема 1. Система функций {v}u7^‘̂  /^полна в Q.
Для произвольного числа /  в введем спе­

циальный класс Ф/ квазимонотонных функций, оп­
ределив его при М  выражением d>r{feQ: Все 
€ C ( |c |= /& V e € c ( |A //U l) )}  и положив <Po=Q.

Справедливо включение: Заме­
тим, что Vs €5(/6 Ф/=>5(/)е Ф!) и (g ^ & g e  Ф).

Л ем м а 6. Пусть/ -  произвольная функция из <Р/, 
при некотором 1<к. Тогда существует функция j  в 5,
существуют функции/ i  fr  в множестве <̂ +̂i такие,
4To/=j(/iv...v/,).

Доказательство. Так к а к /е  Ф/, то существует эле­
мент с в С такой, что | с | = / и для каждого элемента 
е из с верно \ M f \ ^ \ .  Пусть j  -  произвольный эле­
мент из Е-с. Пусть M/={di,...,dr}, г>1. Построим 
функции gi,...,gr такие, что Dg,=Dg3=...=Dg,=Df, для
произвольного / в {1.....г}, положив g,(d)=Xd)+j,
если deMj^-dt, и g,{d)rj{d), если d iM j-d ,. Так как 
У is  € { ls ..j r}yee{c^jX\Mgf \<\)  и|£Ну'15=/+и то 
gu...,gr^Фh\.

Пусть S -  произвольная функция из S  такая, что
j(0)=7. Для каждого / из {1.... г} возьмем в качестве
функции fi композицию функций Можно пока­
зать, что справедливо п р е д с т а в л е н и е А  так 
как функции gi,..., gr принадлежат множеству Фц\, то и 
функции f\,...,fr принадлежат Лемма доказана.

Лемма 6 дает нам еще один метод синтеза г- 
формул для функций из (2 в базисе {v}u7^'\

1. Пусть / -  квазимонотонная функция, формулу 
для которой необходимо построить. Построим рас­
ширение Ff функции /  В соответствии с леммой 5 
f ^ f ,  следовательно, если для некоторого / верно 
/^.Ф), то верно и р1^Ф 1. Вместо г-формулы для 
функции/будем строить г-формулу для функции Ff.

2. Если функция Ff принадлежит множеству Ф^ то
реализуем ее одноместной функцией из 7̂ '̂  способом, 
описанным в доказательстве леммы 2. В противном 
случае функция Ff принадлежит множеству Ф) при не­
котором 1<к. Разложим ее по функции ^х\/у) при неко­
торой S т  S  способом, описанным в доказательстве 
леммы 6, на квазимонотонные компоненты из <^|. С 
компонентами разложения поспупим так же, как и с 
функцией /  Через конечное число разложений получим 
формулу над реализующую/

Синтез 5-формул
для квазимонотонных функций в базисах, 

содержащих функции из
Введем в рассмотрение специальный класс В  

квазимонотонных функций, определив его при по­
мощи выражения /е.ВоЗеб£ЭсеС(с<с& Ру={е,с}&
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|£ > / |= 1 ) .  Д ля л ю б о й  ф ун к ц и и  j  и з 5  о п р ед ел и м  
оп ерац и ю  v ,  сл ед у ю щ и м  образом :

Лемма 7 . П усть  f J o s Q  иP / q. С у щ ест в у ю т  ф у н ­
кции 5 |, .. . ,  из S  и ф ун к ц и и  из В  такие, ч то

/ = / o V , / i V , / 2 - V . / .
Доказательство. Случай /У о  тривиален Пусть р р  

Тогда /У о . П оложим D ^{d^D ffi^dF U .< tft-  Пусть А> =  
~ {d i.....4-}- Зафиксируем указанную  нумерацию  элемен­
тов в Dq. Д ля каждого / из г} пусть е< -  произволь­
ный элемент множества/(пЭ- Для каждого элемента i из
{1.....г) построим функцию из В, положив

J ld p p i ) ,  если d=d, vipd)=e, для лю бого d e D f - d  При лю ­
бом  /■ из {1,..., г} пусть Si -  функция из S  такая, что sj(ei)=0. 
Для лю бого Z fcZ )/постоим ф у и к т ю / ’•Bf-^Vfi положив 

если и т т ож т  f{ d f fd d )>  в г^хтгивном 
случае. Заметим, 4 m f = f гфи D=Do u f= fo .  Пусть DcDfr-di 
для некоторого /  в {!,..., г}. Покажем это.

Если de^D, io f(d )r i{ ,d ) ,p d )=  С/И, следовательно, 

s r ‘(5 /(< 0 v 5 '^ £ 0 H ," ‘(j/a )v sy e;)= s,'‘( i /d )v O )=  
- s r \s A d )y = A d )= /^ (d ) .

Если d & D fiJ X jd ) ,  то/(йО=/(<^,Д<^)=е, и, следовательно

= s - \ s m P M d r f ^ ( . d ) .
Если rf=4, T o f { d r iM = M d P e ,  е,
и, следовательно, с  одной стороны

s ; \ s /^ ( jd ) \ fs P d ) ) ^ 7 \s f ( ,d p s fk d )y ^ ^

а с  другой стороны.

Итак, m e e t A f ^ = f v , i f i ,  откуда следует:

• ^ = / 0 V , / ,V , / 2 . . .V , / .
Л ем м а доказана.

Лемма 8 . П усть  /  -  п р оизвольная  ф ункция из 

Т о гд а  с у щ ест в у ю т  ф ун к ц и и  sq.—. s „  в та­
кие, ЧТО/х,......X„)=Jo(5 iX,V...V5„X„).

Доказательство. Так к а к / -  функция в Д  то  существу­
ю т эл ем ен ш  е  в Д  с  в С, d={d\,..., <4) в Д т а к и е , что е<с и/  
принимает значение е  на всех аргументах, 1ф ом е на ко­
тором она равна с. Для произвольных элементов h m  С, а  
ю  Е , Ь ю С  таких, что а<Ь, обозначим <pĥ  * функцию из 

которая принимает значение Ь при ф гум енге, равном 
И, и значение а  при остальных значениях аргумента.

П усть Л={Л-1, 0 }  -  элем ент из С. П олож им  Sq= ^ ‘' ‘ и 

sr<Pa~'' * для каж дого /  из { ! , .. .,  т }. М ож н о показать, 
чтоД х,,..., x„)=So(spr|V...vs„x„). Л ем м а доказана.

Л ем м ы  7 , 8  п озв ол я ю т нам  сф ор м ул и ров ать  сл е­
д у ю щ и й  метод синтеза s-формул для функций из 
Q в базисе {v}u7^’’u 5 ‘'\

1. Л ю бы м  известны м  с п о с о б о м  пол учи м  реали­

з а ц и ю /  ф ун к ц и и / в б а зи се  { v } u 7 ^ ' \
2 . Способом , описанным в доказательстве леммы 7, 

находим функции si,..., s ,  в и функции / , . . . ,  /  в Я и 
представляем/ в ф о(ш е / / v , i / I V j j / 2...V j/.

3. С пособом , описанны м в доказательстве леммы  8,

для каж дой/  и з/ ..... /  находим  функции Sa/,..., s„ ,̂ в
такие, что Д х , ..... x„)=sa< s,X x i)v ...vS m /xJ), и представ­
ляем /  в ф орм е / / v , i / i v , / 2...v „ /^ ^ v ,,[jo .i(ii,i(x |)v ...
vs,ni(x„))]v,2v,2[sa2(5i^(*i)v...vs„j(x„))]. . .

...v s„X x„))].



Следствием теоремы 1 и данного метода синтеза 
является следующая теорема.

Теорема 2. Система функций s-
полна в Q.

Синтез 5-формул
для монотонных функций в базисах, 

содержащих функции из {v}u7 '̂^

v s M ) ^ r \ s f ( d ^ s M ) = A c m d } F f ( d ^ A d ) ^  С 
другой стороны, так как 
x(se,vs/(<^^ ^Г'(0^5/(бО)=Л^О и

sieii>s;\sf{cfyj(r)=f(d), Tof{<fyj /(^d) 
Следовательно,

откуда получаем: / '= /o V ,i/i/ '^ ^ V o V  
v , / i v , / 2. . - / = / ' '^ ^ '  '^ = /o V ,i/iv ,/2...v ,/^  Лемма до­
казана.

Лемма 10. Пусть /  -  произвольная функция из
в В ,

Введем в рассмотрение специальный класс Ви  моно- 
тоных функций; щюизвольная функция f  т  М  принад­
лежит Вм, если и только если найдутся элемекш е в Е, с 
в С и </в £^такие, что е<с, f^{e , с} и для любого элемен­
та <f из DfBepwifi(ty=cc:>d‘̂ .

Для произвольных е из £ , с из С таких, что е<с, и 
для произвольного d т  С" при некотором т обо­
значим функцию из Вм, определенную на С", 
такую, что для каждого d ' из С"-^(ГУ=с если <Г></, и 

в противном случае.
Л ем м а 9. Пусть f , f o -  функции из М  и Д ^ .  Тогда 

найдется число г, функции 5ь—> 5, из 5  и функции из
/ ] .....Л  из В и  такие, 4To/=yiv,/,Vrt^2-v,/,.

Доказа)еЫггЬо. С л у ч а й /^  -  ■Тривиален. Г^сЛъ ftfo.
Тогда /Уо- Обозначим Do={deDfAd)>M.d)}. Пусть Дэ=
={d\.... dr). Зафиксируем указанную нумерацию эле­
ментов в Do- Ддя произвольного / в {1,..., г} пусть в/ -  
произвольный элемент из множествауо(<//) и ИгЛ^д- Д™ 
каждого элемента < из {1,..., г} возьмем функцию 
fi.D)-^{e,, h )  в Д /такую , что frf*^**- Пусть при любом i 
из {1,..., г} Si -  функция из S  такая, что S/(e,)=0. Для лю­
бого Z>cD/постоим ф у н к ц и ю д л я  произволь­
ного d  в Dfi положив (d)=fij[^d)+1J(d), где сумми­
рование ведется по всем d m  D, содержащимся в эле­
менте <f. Заметим, ч т о /’=у^при Z>=Z  ̂и /®  = /д . Пусть

ie  {1,..., г} и DaDfs-di. Т о г д а /^ = /^ у ,/. Покажем это.
Пусть d&Df и d  не реализуется dt. Тогда fldf=ei и, 

следовательно, f '^ /r s7 \s f{d f^ s /ld y = s^ \s f{ ( fy js te ^
= sr‘(5 /’(<i)vO)^sr\j/’(d))=^(<0'^^(^0- Пусть c ^ i .  Тогда
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УДК 621.391.7

И. В. Пронина, Г.П. А гибалов

НЕКОТОРЫЕ АЛГОРИТМЫ  КРИПТАНАЛИЗА  
ДЛЯ КОДОВЫ Х КРИПТОСИСТЕМ

Предлагаются алгортмы криптанализа для кодовых криптосистем с закрытым ключом с целью нахождения ключа при 
возможности выбора сообщений и для кодовых криптосистем с открытым ключом с  целью нахождения сообщения, 
если известны открытый ключ и криптограммд

Ви'"\ Тогда существуют функции sq.—. s, 
такие, что/Х |,..., x„)=5o(5iJ:iV...vj„pc„).

Доказательство. /еВи, поэтому существуют элемен­
ты е в £, с в С, d={d\,..., d„) в D /такие, что е<с и/ прини­
мает значение с на аргументах, реализуемых 4  и значе­
ние е на остальных аргументах.

Пусть h={k-\,0} -  элемент из С. Положим so^fn' ‘ и 
* для всех /€{1,..., т). Можно показать, что 

/ х ь - .., x„)=So(s|XiV.. .vs„pc„). Лемма доказана
Леммы 9, 10 позволяют нам сформулировать 

следующий м е т о д  с и н т е за  5 -ф о р м у л  для ф у н к ц и й  

нз Л# в б а зи се
1. Любым известным способом получим реали­

зацию /о функции /
2. Способом, описанным в доказательстве леммы 9,

находим функции 5i,..., 5, в функции в/].... Л  из Ви и
представляем/ в форме

3. Способом, описанным в доказательстве леммы
10, для каждой Л m f\ ....Л  находим функции so.b- i ^mi в

такие, что Дх,,..., x„)=5ol/(5,Xxl)v...v5„^/x„)), и пред­
ставляем функцию /  в форме
=i/oV,l[5o,|(5|,,(Xi)v...V5„^|(x„))]v^[5oX'Sl.2(jCl)V...V5„^2W)]

-4XjftXSAX^l)V...V5„Xj;m))]-
Описанный метод синтеза является доказатель­

ством следующей теоремы.
Теорема 3. Система функций s-

полна в М

Введение

Кодовые криптосистемы строятся на основе линей­
ных кодов, исправляющих опгибки. Как и все крипто­

системы, они делятся на два класса -  симмезричные, 
или с закрьпым ключом, и несиммезричные, или с от- 
гфызым ключом. Криптанализу последних посвящены 
работы [1,2, 3], где для некоторьгх кодовьгх криптоси-
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