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ПРИМ ЕНЕНИЕ ОБОБЩ ЕННОЙ ИН ТЕРВА ЛЬН О Й  АРИ Ф М ЕТИ КИ  
В АНАЛИЗЕ ПО ТО КО В ПЛ АТЕЖ ЕЙ

в  данной работе для анализа потоков платежей предлагается использовать методы интервальной математики. Выве­
дены формулы для расчета наращенной суммы и современной величины годовой ренты с несколькими начислениями 
процентов в год. Приведены результаты численных расчетов.

Современные финансово-банковские операции часто предполагают не отдельные или разовые платежи, а некоторую их 
последовательность во времени. Такие последовательности платежей называются потоком платежей. Потоки платежей могут 
быть регулярными и нерегуляршлми. Компоненты нерегулярного потока платежей могут быть как положительными, так и 
отрицательными, а соответствующие платежи могут производиться через разшде иггтервалы времени. Поток платежей, все 
члены которого положительные величиньг, а временные игпервалы между платежами одинаковы, называют финансовой рен­
той [1]. Рента характеризуется следующими п^гаметрами: член ренты -  размер отдельного платежа, период ренты — времен­
ной интервал между двумя последовательными платежами, срок ренты -  время от начала первого периода ренты до  конца 
последнего периода, процентная ставка -  ставка, по которой производится наращение или дисконтирование платежей.

Дгш анализа потоков платежей необходимо уметь рассчитывать их основные обобщающие характеристики. Таких харак­
теристик две: наращенная сумма и современная (приведенная) величина. Наращенной суммой потока платежей называют 
сумму платежей с начисленньгми на них процентами к конг(у срока рейты. Современной величиной потока платежей называ­
ют сумму всех платежей, дискоглированных на некоторый момент времени, совпадающий с началом потока или упреждаю­
щий его [1]. Наращешгую сумму определяют, например, чтобы знать общ ую  сумму задолженности на какой-либо момент 
времени, итоговый объем инвестиций, накопленный на момент оценки денежньгй резерв. Современная величина является 
важнейщим показателем при оценке эффективности реальньгх и финансовьгх инвестиций, коммерческих сделок и т.д.

'Для'аггализ'а й расчёта* характеристик Aofokotf nTiat'e^efi йе6бко)1иМс> тбчНоЬ ^аг(аг(иё вСеХ Параметров ТгсГгсйсгг-*размеров 
платежей, процентной ставки и т.д. При решении многих практических задач, как ггравило, эти параметры точно неизвестны, 
но всегда можно с достаточной степенью достоверности задать интервалы, в которых они лежат. В этом случае адекватным 
математическим аппаратом для количественного анализа потоков платежей могут служить методы интервального анализа [2 ,
3]. Применение игттервального анализа позволяет заключить в интервалы решения задач, о  входных данных которых известно 
лишь то, что они лежат в некоторых игттервалах. При этом в игпервалы решений включаются и ошибки округлений.

Существует несколько способов задания интервальных величин: обычная интервальная арифметика [4, 6 -  9], обоб­
щенная интервальная арифметика [S, 8], арифметика Каухера и др. В данной работе анализ потоков платежей проведен с 
помощью обобщенной интервальной арифметики. Выведены формулы для вычисления обобщ ающ их характеристик ин­
тервальных потоков платежей (под интервальным потоком будем понимать поток платежей, параметры которого -  раз­
меры платежей и процентная ставка -  задаются интервалами) с использованием обобщ енной интервальной арифметики.

1. Наращенная сумма годовой ренты 
с начислениями процентов т  раз в год

П усть платежи поступаю т один  раз в го д  в конце  
года (т.е. интервал ренты  равен одном у году). П роцен­
ты на платежи начисляются по номинальной ставке 

j  €  [у„У2] > ^ число периодов начисления в год  равно т. 

Кажды й раз проценты начисляются по ставке

. П редставим платеж и ставку наращения
т т  т

в следую щ ем  виде: =  <М д где

R q -  середина интервала [Л р Л д ]; 2 ^;, -  ш ирина ин-

тервала ■^ = j o + 4 j >  . . . S j < U j < , S j ,  у ,  -

; 2 s  J -  ш ирина ингерва-

т

середина интервала А  А
т  ’ т

ла ; п -  срок р е н ш  в годах. Т огда получимА  А
т ' т

ряд платежей с  начисленными гфоцентами:

(Ло + « « X* + А  , (Л„ -^и^гXl + Уо + «у)”
и  Т.Д. Н а последний  платеж  проценты  н е  начисляются, 

и о н  б у д ет  равен (Л,, + « л )
Сум м ируя эти слагаемы е по правилам обобщ ен ной  

интервальной арифметики [5, 8], получим интервальное 
значение наращ енной сум м ы

5  = ( Л о + « л )  1 ( 1  + Л + « у У -
к=0

И м ее м  г е о м ет р и ч ес к у ю  п р о г р е с си ю  с  первы м  

ч л ен о м  (Лд +  И д), зн а м ен а т ел ем  (l + j „ + и j Y  и к о ­

л и ч ест в о м  ч л ен о в  п.  П ри м ен яя ф о р м у л у  дл я  сум м ы  
ч л ен о в  гео м ет р и ч ес к о й  п р о г р е с си и , п о л у ч и м

i } + j ^ + u j Y - i
О п р ед ел и м  м н о ж и т ел ь  нар ащ ен и я . С л агаем ы е в 

ч и сл и т ел е  и  зн а м ен а т ел е:

(l + A + “ y)"" = и . Л ] + [ ^ 1 . ^ 2 ] “ у.

г д е  Л = 0  +  У о Г " .

122



[ll
^  = ( 1 + л Г  +  Z  С . О + Л )  ^  ■»

*=l
2̂*
J «

B, = и о т(1  + Уо
Г »Л>-11

В ,= п т{\ + УоГ"’’ + i  С” *'0 + Л Г " '‘' “  •
Jt̂ \

( l  +  7о ~  [ ^ > ^ г ] ' ^ [ А > ^ 2 ] ‘ “ у »

где С, =(1 + У о Г .

С2 = ( 1 + л Г + Х С “ ( 1 + У о Г “ -^“ .
it=i

D , = m ( l  + y „ r ' .

[х1
А ' » ( 1 + Л Г +  1 с Г ( 1 + л Г - ^  ч

-1-2* .2* 
J

По правилам обобщенного деления и умножения 
5 б [ 5 „ 5 , ]  = ( Л о + « Л ( [ ^ 1 . ^ 2 ] + К . А / , ] и Л =
— [Л д/к  | ,  ЛдЛк2]"*"*^Я ’ 1^1 ~  ̂  1 '^J’^ 2  ^ 2

+ й/ [ Л о‘ АГ„^^*Л/21 XI)

А, - 1  „  А , - ]
где К,

' Сг - Г  * С , - 1

B . ( C , - 1 ) - Z ) 2 U - 1 )
' ( C 2 - 1 ) ( C 2 - 1  + A - ^ J ’ 

g ^ C A - O - A - U - i )
 ̂ ( c , - i ) ( c , - i - A . s , ) ‘

Заменяя Uj и т  соответствующие интервалы с 

учетом (1), получим выражение для нгфащенной суммы:

5 б [ 5 „ А ] .  (2)
где Ŝ  = R ^ - K ^ - S h {K2 + M 2 -Sj ) - S j - R ^ - M j ,

5j = /?0 • А  +*л -(а  + ^ 2  - ^ 2  •

2. Современная величина годовой ренты 
с начислением процентов т  раз в год

Оценку современной величины определим на 
момент времени, совпадающий с началом ренты.

Дисконтный множитель V = — . Следовательно,
1 + -=̂

т

V€[v , ,v , ]=
1+

. Представим от-

оценки современной величины. Дисконтируя платежи, 
получим ряд слагаемых следующего вида; первый пла­

теж на момент оценки равен (/?<, + Мд Х̂ 'о +"*')"’> вто­

рой платеж равен (Л(, + Х^о + ̂ ŷ У "  • •* т .д  Послед­

ний платеж равен {Я^+и^ Х^о + “ г )""  •
Суммируя эти величины по правилам обобщен­

ной интервальной арифметики, получим выражение 
для интервального значения современной величины

ренты Р = {Яд+ И д ( к ,  +ЫуУ. Свернем получен-
*=|

ное выражение по формуле геометрической про­

грессии с первым членом +ИдХ^о+ “ *•)" зна­

менателем (К(| + и^)" и количеством членов л. По­

лучим я = ( Л о + и я Х ^ ' о + “ г ) "
[Уо+Щ) -1

Определим интервальный множитель дисконти­
рования. Слагаемые в числителе и знаменателе;

{ У , + и , Г  = [A,,A,]+[B„B,]-Uy,

м
где А, = У Г , А,  = v r  +  X  С Ц У Г -^s^*V  >

i=I

ж

я-w-l

А  =птУ^ + 2 ,  Ко л

(Ко+ и, ) - = [ С „ С 2 Н А . А ] « к .

где С,=Ко” , А  = Ко" + 2 :С "К о 

А = / я К о " - ' ,

2*г/ " - 2 * „ 2 *

. [ j l .A = m - K o - +  Е  С,i2A-ft I /  w*-l“2A ik
кж\

где

По правилу обобщенного деления и умножения 
Ре[Р„  />2 ] = (Ло + и Ж , К ,  ]+ [М ,, М ,  ]и J =

= [Ло^1> ̂ ^ 2]'*’ ̂ R̂ [^1 ~ ̂ 2^J'^^2 ^ 2^j y
+u\ r ,M „ R ,M ^ \  (3)

/ с , = с ,
С2 - 1

делыый платеж и дисконтный множитель в следующем 
виде:Л = Л о + Н я ,—- Я я  ^ « я  ^■^я» ^  -с^эедина
интервала [Л ^ А ] . 2s ^ -  ширина интервала [ Л р ^ ] .  
F  = К о 5  и , ;$5 ,, где Ко -  середина интер- 

вала [^ ,,^2] , 2sy -  ширина интервала [^ ,,^2] .  Совре­
менная величина ренты определяется как сумма всех 
платежей, дисконтированных на момент

d l Z l  + D  ^ 2 ( C 2 - 1 ) - A U - 0 . 
с ,- 1   ̂ { с , - 1) ( с , - 1- А - ^ г ) ’

А - 1  ' ( С 2 - 1 ) ( С 2 - 1  + а  .'к )

’ ■ С , - 1  ’  ( С , - 1 )  ( C , - I - D .  J , . )

Заменяя Uy и Ыц на соответствующие интерва­
лы, с учетом (3) получим окончательный результат: 

Р е [ Р М .  (4)
где Р, =Ro^K^-Sя■{K^+^f 2 ■Sy)-Sy■Rf^■MJ,

?2 = Ло • А  +'*Я '{^2 + ^ 2  ‘Ро •4^2-
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3. Численные исследования

В работе проведены численные исследования за­
висимости размеров интервалов для наращенной 
суммы и современной величины потока платежей от 
изменения границ интервалов входных данных. 
Расчет наращенной суммы и современной величины 
проводился по формулам (2) и (4).

Исходные данные и динамика изменения н^защен- 
ной суммы и соим енной величины ренты в зависимо­
сти от изменения границ интервалов платежей и стаюк, 
приведены в таблицах 1,2.

Обозначения в таблицах: ij, \2 -  нижняя и верх­
няя границы процентной ставки i]=12 (табл. 1); п -  
срок ренты; п=4 (табл. 1), п=6 (табл. 2); m -  количе­
ство начислений процентов в год: т = 2  (табл. 1),

Т а б л и ц а  1
Д и н а м и к а  н ар ащ ен н о й  сум м ы  

п ри  и зм ен ен и и  гр а н и ц  п р о ц ен тн о й  став к и  
и  п л атеж ей

С т ав ­
ка

П л атеж и
Н ар ащ ен н ая

су м м а

h R, R z . 8 ,й S -й

12 2 5 1 ,6 7 2 5 1 ,6 7 1209,17 1209 ,17

12,03 2 5 1 ,6 6 5 2 5 1 ,6 7 5 1209,15 1209 ,76

12,06 2 5 1 ,6 6 2 5 1 ,6 8 1209,12 1210,35

12,09 25 1 ,6 5 5 25 1 ,6 8 5 1209,10 1210 ,94

12,12 2 51 ,65 2 5 1 ,6 9 1209,07 1211 ,54

12,15 2 51 ,645 2 5 1 ,6 9 5 1209,04 1212,13

12,18 2 5 1 ,6 4 251 ,7 1209,01 1212,73

12,21 25 1 ,6 3 5 25 1 ,7 0 5 1208,98 1213,33

12,24 251 ,63 251,71 1208,95 1213,93

12,27 2 5 1 ,6 2 5 2 5 1 ,7 1 5 1208,92 1214,53

12,3 2 51 ,62 2 5 1 ,7 2 1208,89 1215 ,14

12,33 2 5 1 ,6 1 5 2 5 1 ,7 2 5 1208,85 1215 ,74

12,36 251,61 2 51 ,73 1208,82 1216,35

12,39 25 1 ,6 0 5 2 5 1 ,7 3 5 1208,78 1216 ,96

12,42 2 5 1 ,6 2 5 1 ,7 4 1208,74 1217 ,58

12,45 2 5 1 ,5 9 5 2 5 1 ,7 4 5 1208,71 1218 ,19

12,48 2 5 1 ,5 9 2 5 1 ,7 5 1208,67 1218,81

12,51 2 5 1 ,5 8 5 2 5 1 ,7 5 5 1208,63 1219 ,42

12,54 2 51 ,58 2 5 1 ,7 6 1208,59 1220 ,04

12,57 2 5 1 ,5 7 5 25 1 ,7 6 5 1208,55 1220 ,67

12,6 2 51 ,57 2 5 1 ,7 7 1208,50 1221 ,29

т = 3  (табл. 2); Ri, R2 -  нижняя'и верхняя границы 
платежа; Sig, $2g -  нижняя и верхняя границы на­
ращенной суммы; Aig, A2g -  нижняя и верхняя гра­
ницы современной величины.

4. Заключение

Численные исследования показывают, что при­
менение обобщенной интервальной математики по­
зволяет получить оценки основных характеристик 
потоков платежей в условиях интервальной неопре­
деленности, причем интервалы для современной 
величины и наращенной суммы имеют вполне при­
емлемые границы в достаточно широком диапазоне 
изменения границ интервалов исходных данных.

Т  а б л и ц а 2
Д и н а м и к а  с о в р е м е н н о й  в ел и ч и н ы  
п р и  и зм е н е н и и  г р а н и ц  п л атеж ей  

и  п р о ц е н т н о й  став к и

С т ав к а П л а т е ж и
С о в р е м ен н ая

в ел и ч и н а

h h R. Rz A ig A2g

43 43 2 4 6 2 5 6 4 5 2 ,7 6 8 4 71 ,173

42 ,9 43,1 2 4 6 ,2 2 5 5 ,8 4 5 2 ,1 3 6 4 7 1 ,8 0 5

42 ,8 4 3 ,2 2 4 6 ,4 2 5 5 ,6 4 5 1 ,5 1 0 4 7 2 ,4 3 4

.42,7. 43 ,3 2 4 6 ,6 2 5 5 ,4 4 5 0 ,8 8 8 4 7 3 ,0 6 0

4 2 ,6 4 3 ,4 2 4 6 ,8 2 5 5 ,2 450 ,271 4 73 ,683

42 ,5 4 3 ,5 2 4 7 2 5 5 4 4 9 ,6 5 8 4 74 ,303

42 ,4 4 3 ,6 2 4 7 ,2 2 5 4 ,8 4 4 9 ,0 5 0 4 7 4 ,9 2 0

42 ,3 4 3 ,7 2 4 7 ,4 2 5 4 ,6 4 4 8 ,4 4 7 47 5 ,5 3 4

42 ,2 4 3 ,8 2 4 7 ,6 2 5 4 ,4 4 4 7 ,8 4 8 4 7 6 ,1 4 6

42,1 4 3 ,9 2 4 7 ,8 2 5 4 ,2 4 4 7 ,2 5 4 4 7 6 ,7 5 4

42 4 4 2 4 8 2 5 4 4 4 6 ,6 6 5 4 7 7 ,3 5 9

41 ,9 44,1 2 4 8 ,2 2 5 3 ,8 4 4 6 ,0 8 0 4 7 7 ,9 6 2

41 ,8 4 4 ,2 2 4 8 ,4 2 5 3 ,6 4 4 5 ,4 9 9 478 ,561

41 ,7 44 ,3 2 4 8 ,6 2 5 3 ,4 4 4 4 ,9 2 3 47 9 ,1 5 7

4 1 ,6 4 4 ,4 2 4 8 ,8 2 5 3 ,2 4 4 4 ,3 5 2 479,751

41 ,5 4 4 ,5 2 4 9 2 5 3 4 4 3 ,7 8 5 4 8 0 ,3 4 2

4 1 ,4 4 4 ,6 2 4 9 ,2 2 5 2 ,8 4 4 3 ,2 2 3 4 8 0 ,9 3 0

41,3 4 4 ,7 2 4 9 ,4 2 5 2 ,6 4 4 2 ,6 6 5 4 8 1 ,5 1 4

41 ,2 4 4 ,8 2 4 9 ,6 2 5 2 ,4 4 4 2 ,1 1 2 4 8 2 ,0 9 6

41,1 4 4 ,9 2 4 9 ,8 2 5 2 ,2 4 4 1 ,5 6 3 4 8 2 ,6 7 5
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