
фициент дохода, средний остаток, текстовый ком­
ментарий (содержит всю доступную клиентам ин­
формацию о данном продукте).

т о м с к и й  С Б ЕР Б А Н К

„ ,  „  -  ..тададанм»
Рис. 5. Окно изменения значении 
атрибутов банковского продукта

Узел «Вопросы» обеспечивает доступ к атрибуту 
«множество вопросов», а его дочерние узлы обеспе­
чивают доступ к атрибуту «множества вариантов 
ответа на вопросы», не исключающих возможности 
предложения этого продукта. Узел «Услуги» обес­
печивает доступ к атрибуту «множество оказывае­
мых услуг». Доступ к остальным атрибутам осуще­
ствляется аналогично.

Система реализована в среде Delphi [1]. Для соз­
дания и работы с базой данных использовалась 
СУБД Paradox [2]. Эксплуатация системы предпола­
гает обязательную периодическую «подстройку» ес­
тественно изменяющихся со временем атрибутов, 
характеризующих банковские продукты. Кроме то­
го, необходимо учитывать изменения в порядке об­
служивания клиентов по вкладам.
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УДК 336.763:336.67(075.4)

Н. С. Д ём ин, М .Ю . Ш иширин  

ЕВРОПЕЙСКИЙ ОПЦИОН
С РИ СКОВЫ М И ЦЕННЫ М И БУМАГАМИ ДВУХ ТИП ОВ  

В СЛУЧАЕ ДИСКРЕТНОГО ВРЕМ ЕНИ
в  работе осущ ествлен расчет стоимости опциона, портфеля и капитала для дискретного (В, $)-ры нка ценных бумаг в 
случае рисковых активов двух типов. Проведено исследование свойств портфеля в общем случае и конкретизация ре­
зультатов для стандартного Европейского опциона.

1.Постановка задачи

Рассмотрим финансовый (В,8)-рынок [1-3], в кото­
ром обращаются ценные бумаги двух типов: безриско­
вые (облигации) и рисковые (акции). Предположим, что 
на рынке обращаются два типа акций. Пусть (Во,
В„)н (S l,S l,...,S '^ ) , (S o ,S ^ ,. . . ,S l )  -  эволюции цен 
соответственно облигаций и акций двух различных ти­
пов в промежутке времени [0, Л]. Предполагается, что 

В..
= Р.

S L
= = где р>1

-  некоторая постоянная, а величины и могут со­

ответственно гфинимать только два значения: d^,u^ и 

> « 2 . Пусть Uy > 1 -  сдвиг цены акции вверх от теку­

щей цены, & df <1 -  сдвиг вниз, ^ 1 , 2. В рамках ис­

пользовавшихся обозначений цена акции в момент п+1 
может быть =S'„u,, либо 5 '^ , =S'„d,. Будем гфе- 

дполагатъ, что и, > р > г/,. Это необходимо для предот­
вращения арбитража. Мы имеем единственную траекто­
рию возрастания цены облигации (Sg ,£oP .....В^р'*) и
2'* возможных эволюций цены каждого типа акций 
(5o,5o^J,..., М ,  2. Важно отметить, что
мы не задаем, как в [2, 3], никакой вероятностной меры 
на множестве траеютфий S ,',...,5 j,)J  т.е. пргфо- 
да процесса изменения цен может быть любой.
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Облазая капиталом Х„ в мсменг времени п, мы можем 
расгределип> его между бумагами указанньк типов. Пусть 
Р , иу),,у* -соответственно количество облигаций и‘ак­
ций разных типов, суммфная стоимость которьк равна

х „ = р „ в „ + / Х + г Х -  (1)

Определение. Тройку ( P „ ,y I , ,y jS )  называют 
портфелем ценных бумаг или просто портфелем. В 
следующий момент времени цена этого портфеля 
становится равной

(2)
Можно перераспределить этот капитал, образовав новый 

(Ри+1>у1»+|>У»+|)- Соблюдая условие самофи-

'  S iнансирования = Р„+, ■*‘Уп+1'̂ »+1
следующий момент времени потачаем капитал Х„ .̂  ̂ =

= P » * |f i„ .2 + y L i5 '^ 2 + y L 5 i2 -  Формирования капи­
тала повтсфяется аналогичным образом. Цель игры на 
финансовом рынке -  достижение неравенства X  ̂  ^

г  f ( S \ , S \ ,  , S i , S i,...,S l  ), где N -  срок дейст­

вия опциона; / ( • )  -  функция вьшлат. Продавец опциона, 
юимая за него определен!^ плату в начальный момент 
времени, обязуется в момент предъявления вьшлатшь

сумму, не меньшую /(^o .-S ’i'.....S '^ ,S l ,S l , . . . ,S l ) .
Чтобы обеспечип> эту выплату, он должен играть, меняя 
содержание портфеля в зависимости от эволюции цен.



Определение. Сщюведпивой ценой ащиона называет­
ся минимальный начальный капитал который

позволяет гродавцу добтъся тождества Xff а  / ( S j , ,

5 ', . . . ,5 n ,S o,5 |* ....S i x  если он следует оптимальной
стратегии игры. Задача состоит в том, чтобы сделать рас­
чет справедливой цены Европейского опциона с риско­
выми ценными бумагами двух типов, оптимального 
портфеля ценных бумаг и капитала для этой модели, 
исследовать свойства этого портфеля и конкретизировать 
результаты для стандартного Европейского опциона.

2. Расчет портфеля, капитала 
и справедливой цены опциона

В качестве функции выплат будем рассматри­
вать аддитивную функцию вида

n * ) = A S l , s l ) = f \ s ' , ) + f H s l ) .  (3)
Л ем м а. Для того, чтобы обеспечить равенство

X ^ = f i s : „ s l ) ,  (4)
необходимо в предшествующий момент иметь ка­
питал

= р - ' i p f '  )+ « /"  (5 ;- .^ .) )+

где
р -с / ,

. ^  = 1 - Р  =
и, - р

(5)

(6)
щ - d / '  " Щ- d /

и этот капитал необходимо распределить между об­
лигациями и акциями в соответствии с портфелем

Р н -\
) ___________

^Ar-i(“. - p )

Гн-х
Sh-M x- P )

7 N-X
Щ̂ Н-Х

(7)

(7)

(7”)

P̂ H-X̂ N-X ^N-ЛнУ N-X ~ f  (.^N-X^n )^
SlxV uyl-x = f H s l x ^ l ) .

Из (14) следует = ■ (15)

Формулу (15) подставим в (12) и получим систему 
двух уравнений:

^N-X^N-X + ^N-хУн-Х ~ -̂ Н-Х (16)

Решая систему (16), получим

Гн-х

- р )
г
X s - x -

(17)

(18)
^N-xi^H ~ Р )

Условия независимости ( Дд,.,, у\-х  > y ]i-x ) o'*" ^  > 4^ 
записываются следующим образом:

В ы А Щ -р )

£ ^ y . - A s uХ н -х - )

В н-х(^х-р )

«2 У

(19)

- Р )
7 ,  .„2

Х , . х -
f 2 ( S i M

d2

S l x i d ,  - р )

f 4 S l , u , ) _ / \ S l A )
^N-X̂ 2̂ ^N-xd2

Из (21) следует

(20)

(21)

(22)

Доказательство. Из (1), (2), (4) получаем, что

X/f-] ~ fin.i + у д,., Sf|_̂  + у  5дг_1, (8)

X fi = / ( ‘̂ v>‘̂ w) = PAr-i^A?-iP'*"Yw-i‘̂ w-i4w

^ r l x S l x ^ H -  (9)
Принимая во внимание (3), можем положить

/*  “  Рн-Х Вц-хР У N-X ^N-X^N » (19)

f 4 S l x 4 l )  = r l-x S lx ^ H -  (11)
Из (8), (10), (11) следует для портфеля (Дд,.,, 

y1v-i • Ун-х) система трех уравнений:

^v-iPw-i + ‘9аг-1У^-1 "^^н-хУн-х ~Хи-х  i (12)
п о  . с1 с1 ..1 _  / - l / d  ( 13)

(14)

Соотношения (19), (20) с учетом (22) дают для 
Xf|_^ одно и то же выражение вида

f 4 S l , u , )
= Р ' Ux-d^

» i - P  
и , - r f ,

(23)

Тем самым (5) следует из (23) с учетом (6). Так как 

( Л - i . r l - i . r L )  не зависит от ^дг,4^, то из (15), 

(17) и (18) получаем при ^  = и, и ^  = щ  требуе­
мый вид оптимального портфеля. Лемма доказана. 

Теорема 1. Стоимость опциона Сд, и портфель

( Р*. У^^У^)^^ модели с двумя рисковыми активами 
определяются формулами:

м \  J J
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r ( S o 'u ^ )

A = -

/Л ,(5> ,)-рГ *-
r l= -

В *(и ,-р )

/Л .(-уЯ ) )
«7

у*

5 i ( « ,- p )

2 _ / Л > ( 5 * Ч )

(24)

(25)

(25’)

(25”)

Д *Р *+ 5]у1-н5 / у^=Я Г*, (33)
p 5 * P * - b 5 ;4 A ,y i= /A ,( 5 ;^ L ) , (34)

= /A ,( 5 * 4 L ) . (35)

Из (33)-(35) при = ы, и = «г следует (25), 
(25 ), (25”). В частности, в соответствии с (31) и (32) в 
начальный момент времени необходимо иметь капитал

^ 0 = p - ' ' z ( ^ y ^ ' ' - r c s i u / c / r ) -

(36)

где

Доказательство. Положим

/ j , . , ( S \ S ^ )  = p - '( p / '( S 'u ,)  + q f '(S 'd ,) )  +

/ 4 S \ )
' = / U S ' ) + / l , ( S ' ) .  (26)

где Л - ,  (*У')  = p - ' ( p / W  + q f'iS 'd , ) ) . (27)

f U S ^ )  = f \ S \ ) l u ,  . (27’)
Из (23), (26), (27), (27) с учетом (6) следует

. . “.A f-j(‘?A'ri»A-i) r/^riC '^v-i) t  •. ,
Тем самым мы получили функцию выплат с момен­
том предъявления Л^-1. Чтобы обеспечить (28), мы 
должны, согласно лемме, в момент iV-2  иметь капитал

■^N-2 ~ Р ( PfN-\(.̂ ^̂ ■2̂ *\ He/iv-l ( “̂ N-:^! ))'*'
, f U s l , u , )

“2

Подставим выражение для /yj.i через 

^ N -2 = Р'^ ( Р  V  (5 ;.г « ?  ) + 2pqf^ (S^.jH, d ,) +

~ fn-2 (^N-2 > ̂ N-2 )> (29)
Г№ U , ( S ' y ) = p - ^ ( p ^ f ' ( S ' u l )  + 2 p q f \S 'u ,d ,)  +

+ q ^ f ' iS 'd ^ ) )  +
f \ S W , )

= Cff есть справедливая цена опциона в модели с 
двумя типами рисковых активов. Теорема доказана

3. Исследование свойств портфеля

Определение. Функция y=J{x) является выпуклой 
(вниз) на промежутке [а,Ь], если

V Я €[0,1] и Х\рс2 е[а,Ь\. 
Я Я х,+ (\-Я )хг)^  ЯЯхх)Ц\-ЯЖ х2). (37)

Функция y=J(x) является вогнутой (выпуклой вверх) 
на промежутке [а,Ь\, если

V Я е [0 , 1]и V xi,X 2€ [a ,6j:
Я Я ху+ (\-Я )хг)>  Я Я хд + (\-^Ж х 2). (38)

Обозначим: 5* И|=У. (39)

</,/и, = Я , (40)

т.е................................ 0 < i  < i . ................................ (41)

Пусть функция / ' ( • )  выпуклая, / '( 0 ) = 0 .  Тогда,

согласно (32), /i',., также выпуклая, (0)=0 и, вос­
пользовавшись (37), (41), получим

/Л ,(Я у) = /Л ,(Яу + (1 -Я )0 ) <

^  V A , (>-)+(1 -  ^ ) /А , (0) = V A , (у). (42)
Из (39), (40), (42) получим

d ^ f U S l u , ) ^ u , f i , ( S i d , ) .  (43)

Теорема 2. Для у] имеет место свойство

y**^0,V * = 0 ;7 V -l. (44)

Если функция / ' ( • )  не убывает, то имеют место 
следующие свойства:
всегда -  / 1 ^ 0 ;  (45)

если функция / ' ( • )  вы пуклая-

J - o \ j /  Uj

Рассуждая по индукции, получаем в соответствии с 
(29), (30), что для обеспечения выплат в момент окон­
чания контракта мы должны иметь в момент к капитал

з г . - л ( 5 ; , 5 й = / n s i ) * f , \ s ; ) .  (31)

где / . ( S ' , S ‘ ) .p -< » -‘> W '^ ; * V '« ' ' ' ‘ ' V '  X
;*0\ У

x ( S '« /< -* -> ) - h^ ^ 2 ( 5 ! ! ^ .  (32)
и"

По аналогии с (12), (13), (14) составим систему 
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(46)Д  < 0 ,V *  = 0;7V -1; 

если функция / ' ( • )  вогнутая-

f i „ ^ 0 y k  = 0 ; N - l .  (47)

Доказательство. Согласно теореме 1 капитал 
можно представить в виде

= р-' ( p fL , ( )+ q fL  ( S 'A  ))+ . (48)
“ 2

Подстановка (48) в (25)-(25”) дает

,  ^ P ' ' i P f U s l u , )  + q f U S 'A ) )  f U S l u , )
" в ж щ -р )  P * (“ . - p )



p /  p
)

B M - p )
f U S l u , ) - p f U S l u , ) - q f U S ' A )  _

-  g ( f U s l u , ) - f U s 'A ) )  
s'M-P)

, 2 _ f U s j u , )
u .S i •

(49)

(50)

(51)

P *  =

(

^ - 1  / Л . ( 5 > , ) + ^ / ; . , ( 5 ; ^ , )
p )___________ p__________,

М щ ~ р )

/ ; „ ( 5 Я ) + ^ / Л , ( 5 ; « , )
p

Ujjp

P
-1

В * (и ,-р )

P P )
ВДм,-/7)

- 1 П л в \щ )

в* ( и , - /7)
=0,

т.к. u^p + d^q = û p - d ^ » | - Р
«I -</|

= р , т.е. полу­

чаем (46).
Пусть функция / ' ( • )  вогнутая,/'(0 )= 0 . Тогда, со­

гласно (32), также вогнутая, (0)=0 и, следовате­
льно, с учетом (32) аналогично (43) можно получить

d , f U S \ u , ) ^ u , f U S \ d , ) .  (52)
В ^ н ей ш ее  доказательство (47) повторяет доказа­

тельство (46). Из (51) следует (44). Теорема 2 доказана

4. Стандартный Европейский опцион
Теорема 3. Пусть на (В, 5)-рынке для модели с 

двумя рисковыми активами рассматривается опцион 
купли Европейского типа с функцией выплаты

/ ( В ; ,В ^ )  = / ' ( 5 ; )  + Г ( 5 * ) . ( 5 3 )  

где f i S D H S l - К ,  т- / ' ( ^ ; ) = ( 5 ; - К ,  Г-, 

(S ;-^ : ,) " = m a x (0 , в ; - / : , ) , / = ! ,  2. 

Справедливая стоимость опциона Сд, задается формулой

= Si ВОо ,N ;p )~  К .р -'' BUo ,N-,p) + 

. [ s l u '^ -К г У

где В

Так как > 0 ,м ,- р > 0 ,м ,  ></,

и /д + ,(В *и ,)-/д ,.,(В *< /,)^0 , что следует из неубыва­

ния функции / '  (•), то из (50) следует, что у\ ^  0. Тем 
самым свойство (45) доказано.

Из (49) и (43) можно получить неравенство

('•,л^ : в ) = 1 ( у У ( 1 - в ) ^ ‘Л

Jo =  1+

а [D] -  целая часть D.
Доказательство. Из (36), (53) следует

^ о = Р '"  l (  у У  -  p f ' \ S lu ( d ^ - J  -  К,У

(sX z m :

Пусть Jo -то  наименьшее целое, для которого

(54)

(55)

(56)

(57)

5 ' (58)

Тогда Х о = р -"  Z  [ % ^ i l -p r - J S lu > d ,^ - >  -
J - h

- • im n
 ̂ ( S l u ^ - K , y _

(} -p )d ,
N -J

i S l u ^ - K , r

Обозначим
и,

p  = p — .
P

(59)

(60) 

(61)
~ d,

И з (6 0 )следует: l - p  = \ - p  —  = —  ( \ - p ) .
P P

Используя (55), (60), (61) в (59), получим 

= = S lB U o ,N ; p  ) -  K ,p - '^ B { j,,N -p )+  

( S l u ^ - K , r

T .e . (54) доказана, a (56) следует непосредственно из 
(58). Теорема 3 доказана.
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