
Для портфеля, используя формулу Ито, получим 

т ,  = Р,ГЯ,Л + \dh, +  i  dh^ 1 =

р, гВ, +у ,5ое* 'а(Л ,,/)+у ,5(,е* ' ^ d t  +

+ у , 5о e '''a d w ,.
Условие (Ш, =dV{h,,t) дает уравнения

2
Р , г  Д  + у ,  5 о  е*' a ( A , , f ) + y ,  S j  =

(8)

'  ' ’ d h ,\ dh, ’ 2 dh,
dV dV (, Ч о* 0 V  
dt dh, ’ 2 dhj

и ВИОНО, что слагаемые, содержащие функцию a{h,,t), 
сокращаются и для V(h,,t) получается уравнение, не 

зависящее от коэффициента сноса a{h, , ;

дУ
dt

а М а к  о*  d y  „ I ,  ч „
г --------------+ ------------- гУ (к ,П = 0 .

2 jdh, 2 dh, '  ' ’

d y  d y  /, ч a *  d ^y= — +— a ih ,, t )+ ------
dt dh,  ̂ 2 dh^

d y
y ,S „ e '^ a = a — .

dh,
Сюда же надо добавить условие

р , Д + у , 5 о е ^  =y{h„t).

Из уравнения (10) имеем у, е** -  

вка этого выражения в (11) дает

Р Л = К (А „ т ) - |^ .
dh.

Подставляя все это в (9), получим

dh.

(9)

( 10)

( И )

Подстано-

Переход к переменной S, = S^e'^ приводит к обыч­
ному уравнению Блэка-Шоулса

d y  ^ d y  d^y  „ „
dt ' dS, 2 dSf

T.e. формула Блэка-Шоулса верна для более общей 
модели процесса А,. Результаты, отличные от фор­
мулы Блэка-Шоулса, получаются лишь тогда, когда 
коэффициент волатильности ст * станет зависеть от
А, так как в этом случае коэффициенты при
d^y/dhf и dy/dh, станут переменными, зависящи­
ми от А„ что и приведет к результирующей формуле, 
отличающейся от формулы Блэка-Шоулса.
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УДК 519.2

К В . Сухушина, А.Ф . Терпугов

АВТОРЕГРЕССИОННАЯ МОДЕЛЬ ИЗМ ЕНЕНИЯ ЦЕНЫ  
ФИНАНСОВЫ Х АКТИВОВ

СО СКАЧКАМ И В СЛУЧАЙНЫЕ М ОМЕНТЫ  ВРЕМ ЕНИ
Рассматривается авторегрессионная модель изменения цены финансовых активов с изменением цен в моменты сделок, обра­
зующих пуассоновский поток событий постоянной интенсивности. Находятся основные характеристики процесса юменения 
иены (среднее значение, дисперсия, функция корреляции) и показывается его асимптотическая нормальность.

Модели юменения цен финансовых актвов в настоя­
щий момент тфивлекают к себе очень большое внимание, 
так как они необходимы для гфопкшфсжания цены актва, 
расчета стоимости вторичных ценных бумаг и тдь

Пусть S, есть цена актива в момент времени t . 
Тогда при построении модели изменения цены S, 
обычно переходят к процессу А, по формуле

A ,= ln (S J 5 o ) ,  (1)
где 5 д -  начальная цена актива (в момент времени 
t = 0). Дальнейшее развитие модели сводится к описа­
нию процесса h,. Одной из наиболее часто используе­

мых моделей процесса h, является авторегрессионная 
модель. В этом случае считается, что время меняется 
дискретно с интервалом Д/, так что t„ = nAt. В случае 
авторегрессионной модели первого порядка значения 
h„ = А(/,) процесса А, удовлетворяют уравнению

Л» =M + p ( V i +  (2)
где р, -  среднее значение (тренд) процесса А„; р -  

коэффициент авторегрессии; а  -  волатильность; е„ 
считаются независимыми стандартными нормаль­
ными случайными величинами Л^(0,1)

Однако в приложении к финансовому рынку та­
кая модель не совсем адекватно отражает реаль­
ность. Дело в том, что цена актива изменяется и ус­
танавливается в момент сделки, а моменты совер­
шения сделок являются случайными. Представляет­
ся естественным считать, что изменения процесса А, 
происходят лишь в те случайные моменты времени, 
когда совершаются сделки. Именно эта модель и 
рассматривается в данной работе.

Описание модели
Будем считать, что моменш совершения сделок 

/, , f j ..... t^  являются случайными и образуют пуассоно-
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вский поток событий постоянной интенсивности X. 
Пусть h„ = h{t„\ т.е. значение щюцесса Л, после со- 

в^)шения сделки в момент времени /„ . Для h„ снова 

возшем модель (1): Л„ = ц  + р(А,., -р )+ сте„ , но те­

перь моменпл будут случайными.
Рассмотрим момент времени Т . Тогда на интерва­

ле [о, Т ] было заключено N  сделок в моменты времени 
/,,^2...... . Число сделок N  является случайной вели­
чиной, расгфеделенной по закону Пуассона'

M l . - ,
 ̂  ̂ т

.2 ^
+ Х7| + • , так что для дисперсии величи-

^ г ^
Ц +

Обозначим Я г  = X  Л» » W  число слагаемых N  слу- 
11=1

чайно. Тогда в момент времени Т  S j  = exp{H j) и 
для нахождения статистических характеристик щюцесса 
S-P надо иметь статистическое описание процесса H j .

Математическое ожидание и дисперсия

Вычислим математическое ожидание и дисперсию 
процесса Я , . , считая \ Т  » 1, т.е. считая, что на интер­

вале Т  было много сделок. Для этого запишем А„ в
ср

виде А, = ц -н • Тогда ясно, что Af {А„ } = ц и

. . c p y ( / j „ A ) f = r ^ p ' r * J L I ] .  Tajc TO-
1 P я=1

при фиксированном N  имеем Л / |я , . | я |  = цЯ  и, ус­

редняя еще и по Я  с учетом того, что для распределе­
ния Пуассона M {n ] = XT, получим M {H j ] = \i XT.

N  N
Для можно записать Я ^  = 2 ] Л,А*.Так как

(1-р)^

ны Hj. имеем выражение £>{Яг} = Х7’ f. . ,
ч  О  “  Р Т  >

Функция корреляции процесса Нт

Пусть Т н Т '  -д в а  момента времени. Найдем явное 
выражение для функции корреляции R^T, Т'^ гроцесса

Hj-, где r {t , Т') = со у |я ^ , j . Будем считать, что 

Т' > Т  1Л Х^Т' -  г ) »  1. Тогда
n=I А=1

и А / ( я ^ Я , |я , я '1  = p W  .
' > 1 - р  „=1*.1

Суммируя по диагоналям, получим

Е Е р ' '’-*' = я (1 -ьр+ ...-ьр '''-^ )-ь
я*и=1 '  '

+ Е ( я - ^ ) р * - н 1 ( я - ^ ) р ^ '- ' '^ * .
1=1 1=1

Но при больших N  асимптотически
N~\

1=1
N- \

I
• ifI

^N'-N*s

J t P
N  N ‘

И асимптотически при N ' »  1 E S p ''"*' =
м=1 A=I

я=11=1

= Р" + cov(/^,A*) = р*
1 - р ‘

■р1"-*1,

тотрификофованном Я  Л /{ я * |я } = р * Я г о 
-ь------ г  к

1 -р ^
у  N

х Ё Ё р '""**. Сумм1фуя по диагоналям, noĵ ^HHM
я=1

^  + -s )p ^ . При больших N  аси-

1 ^ Л̂Г'-Я+1 1  ̂ ^

1-р 1-р 1-р 1-р
Подставляя А / |Я т .Я ^ , |я ,Я ' |= ц ^ я ( я '- Я - ь я ) - ( -  

^ 2
+ N-.------^  и усредняя по N  п N ' -  N , получим

0-р)
А/{ЯгЯ^., }= р " ( { х г ) 4 х г ) + р " Х ^ ( г ' - г )+

- ь Х Г - - ^ ,  т.е. л(т’,Г ')= Л /{ Я г Я  , ) - р '^ '7 Т '  =
( l - P j

= ХТ г ^р ‘ +- Учитывая симметричность фун-
Г  ( i - p ) V

кции корреляции по обоим аргументам, окончатель-
мптотически я ^ р "  ~ я £ р ‘ = я - ^ ,  ;^ jp *  ~  (  ^ 2  >

*=> *=> ^~ P  *=i HO запишем = X p * -н-------- ^  m in |r ,r^ )  и
» P~ 2 j-sp  =7 ------и поэтому асимптотически гфи

5=1 (1 - р )

Я » 1  V^p^"~*^ = Я->-2Я ^ - = Я - ^ ^ ^ ,  так что 
»=1 *=1 1 ~  Р 1 ~ Р

Л /(я * |я } =  р*Я* + N. Уq)eдняя еще и по Я  с

учетом того, что для распределения Пуассона 
М (Я * } = (Х Г )Ч Х Г , получим А /{я^}=р"(Х 7’)"-1-

( 1 - р Г
для коэффициента корреляции значений Я ^  и Hj 

согт(Я ;.,Я ^) = .

Асимптотическая нормальность 
процесса Нт

Докажем, что гфи XT’ ->  оо величина Я^ сходится 
по рас1феделению к нормальной случайной величине.
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Пусть число событий N  фиксировано. Тогда ха­
рактеристическая функция величин Ад, с

учетом нормальности величин е* имеет вид [2]: 

А /|ехр |/Т (о„А „ ||Л г | =

f  I

= схА  -Т 7 Г — n Z Z ® Л * р '”" •
^ И = 1  2̂ 1 — р j ц»\ *=1 ^

~ Н г - М { Н г }  H r - \ iX T

Т ё Ш  ■ ^XT 2 о
и + :

( i -p )V

Для нее кумулянтная функция имеет вид

<Pg((o)=XT ехр</
юц (Т̂ СО*

у / ^  2 ( 1 - р )Ч Г 5 ’
•-1

Hj- при фиксированном N  равна ■ Тогда _  ̂ iqjarKocra обозначено s^=pV
y /n s ^

yv к и получим изЛ/{ехр{(оЯг)1л^}= Л /|ех р |/(» £ А , я | ,  и 

предыдущего выражения, положив в нем все ci)„ = ш ; 

Л/{гхр{(йЯ7- |я } =  ехр(/<врЯ -

(1 -р )^

^  V Л

: Е Е р

При Я » 1  X S p *
Msl Ars|

2 (1 -р^)^ :Г г:

Jj LP  ̂так что

Фй(“ ) = - у  + о

. Разложим экспоненту в ряд Тейлора: 

1
у /й ^

, опо'да очевидно, что при

1 - р

Л/{ехр{о)Ят }|я}=ехр(/о)цЯ-
a W N

2 ( l - ^ y j
Усредняя еще и по Я , получим характеристиче­

скую функцию величины Я ^  в виде

{ f  f 2 2 1 МО СО

ХТ->оо  Ит(Рг(со) = -------и Я ,  сходится по распре-
ЛС-» '  2

делению к станд^лной нормальной си^чайной величине.

Аналогичными выкладками можно показать, что 
при X -+00 процесс Яу. сходится п6 ^тасйределе-

нию к нормальному случайному процессу.

gM =ехр-1ХГ ехр< /сор -  -
2(1- р )

Перейдем к нормированной величине

-1
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УДК 519.95

Е.В. Ч аусова

П О С Т Р О Е Н И Е  Т Р Е Н Д О В Ы Х  М О Д Е Л Е Й  
П Р О Г Н О З И Р О В А Н И Я  С П Р О С А  Н А  У Г О Л Ь

П о данным о  продажах фирмы, занимающейся поставками 
анализ спроса на уголь и строится прогноз с использованием

Прогнозирование является одной из наиболее важных за­
дач при приняпш управленческих решений. Для предсказания 
поведения спроса в будущем и вычисления ошибок прогнози­
рования требуется некоторая информация, касающаяся пре­
дыстории спроса В связи с этим для анализа спроса приходит­
ся использовать данные о продажах Если неудовлетворенный 
спрос откладывается до очередной поставки угля на склад, то 
данные о продажах можно считать условно эквивалентными 
данным о спросе. Под условной эквивалентностью потфазуме- 
ваегся возможное искажение юфтины спроса вследствие того, 
что момент продажи связан с моментом выполнения заказа на 
поставку, поэтому временной характер продаж может отли­
чаться от картины возникновения спроса во времени.

Данные о продажах угля тфедставляют собой дина­
мический временной ряд. На рис. 1 они изображены 
графически. На графике продаж угля имеются отчетли­
вые годовые периоды, присутствуют резко выраженные 
пики, амплитуда колебший постоянна. Пики объясня­
ются наличием сезонности. Действительно, весной стфос 
на уголь резко возрастает в связи с началом навигации.

каменного угля в районы Томской области, проводится 
трендовых моделей.

Потребтели пытаются как можно больше угля вывезти 
по «большой» воде -  это гораздо дешевле. Однако суще­
ствует ряд клиеигов, которым выгоднее возтлъ уголь 
автогтранстюртом или железной дтфогой, что объясняет 
наличие сгфоса в другое время года.

Так как спрос на уголь имеет явно выраженный 
сезонный характер, для составления прогноза спро­
са исследуем следующие две модели представления 
временных рядов: аддитивную модель [1] и модель 
тригонометрического тренда [2], представленные 
ниже соответствующими уравнениями (1) и (2):

у, = т , -Es,-i-8 ,,V / = l ,T ,  (1)

где т, -  гладкая составляющая ряда, л s, -  сезон­
ная компонента;

>'/ =  “ о +  .
>-1

'2 B j ЛOj, ,соя  — - t  + a 2jSm
L \  т J __

- E a . . , ( - l ) '+ e „ V /  = l,T.

(2)
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