
др{х\у)
= P ix \y )

ду

Введем функцию 

P^ix,y) =

x V b ) Г (У )
2 (о 1 + /{у )У  2 (o l+ f{ y ) )

х У '( у ) Г (У )
2 { c l + f ( y ) f  2 { a l+ f ( y ) ) '  

Тогда (48) примет вид 
др(х I у)

(48

(49)

Рг(х,у) = Р ^(х,у) +

Тогда (51) запишется в виде 
д ^ р (х \у )

5Р^(х,у)

= р (х \у )Р ^(х , у).

(52)

(53)

= р(х\у)Р ^{х,у). (50)

Аналогично для второй щюизводной будем иметь

С учетом введенных обозначений уравнения (42) 
и (47) запишутся в следующем в виде;

т(Т^ + 0) = т(Т^ -  0) +

. D (T ,-0 )P ,(x ,m (T ,-0 ))

^Р (х \у )

¥
= Р Ш Р^(х,у) +

дР^(х,у)
ду

(51)
\ Л о { Т , - 0 ) Р ,{ х ,т { Т , - 0 ) )

(54)

D{T^;  I 0) -  -0 )Р ^{хМ Т , -0 ) )   ̂ Р{Т^ -0 )[l + 2/n(7; -0 )/> ,(х ,т (Г , - 0 ) ) + т ( Т ; -0 У Р ,{х ,т {Т , -0 ) ) ]

l + ^ D ( 7 ;- 0 ) P j ( x .m ( 7 ; - 0 ) )

т ( Г * -0 )+ -

-0 )Р ^ { х М Т ,  - 0 ) )

D{T, -0 )/> (х ,т (Г *  -0 ) )

1 + 1  д т ;  _0)7>^(х,т(Г*- 0 ) )
(55)

З а к л ю ч е н и е  решениями уравнений (22), (34) с начальными усло­
виями (54) и (55).

На интервале между измерениями в случае гаус- Решение этих уравнений уже гораздо проще, чем 
совой аппроксимации m{t) и D{t) определяются решение исходных уравнений в частных производных.
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у д а  621.391.1:519.2

К С .  Демин, М .Р. Кадыров

О КОЛИЧЕСТВЕ ИНФОРМАЦИИ В ЗАДАЧЕ ОБРАТНОЙ ЭКСТРАПОЛЯЦИИ  
ПРИ ПЕРЕДАЧЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ  

ПО НЕПРЕРЫ ВНО-ДИСКРЕТНЫМ КАНАЛАМ  
С ФИКСИРОВАННОЙ ПАМ ЯТЬЮ

Рассматривается информационный анализ запани обрапюй экстраполяции (предсказания, прогноза) стохастических процессов по со­
вокупности реализаций нстчхрывньтх и дискрсшых во времени процессов, которые зависят не только от текущего, но и от прошлого 
значотия ненаблюдаемого процесса Получено уравнение для оовмеспюго количества информации по Шеннону, на основе которого 
для процесса Орнстейна-Уленбека исследована эффекпюносп» наблюдений с памятью относительно наблюдений без памяти.

1. Постановка задачи

Полезный сигнал (ненаблюдаемый процесс) х,
принадлежит к классу п-мерных марковских слу­
чайных процессов диффузионного типа и определя­
ется уравнением (в смысле Ито) [1]:

dx, =  / ( / ,X,) Л - р ф , ( / ,X,)da,, ieO. (1 .1 ) .
Сигналом на выходе непрерывного канала пере­

дачи (наблюдаемым процессом) является /-мерный 
процесс Z , , определяемый уравнением

dz, = А(/, х„ x^)dt + Oj(0<A’,

Гj  < X < /  ,  т = const.

Сигналом на выходе дискретного канала переда­
чи (наблюдаемый процесс) является ^-мерный про­
цесс Ti(/„) с дискретным временем вида

(1.3)

( 1.2)

) = g(.t„ ,х ,^ ,х , )  + Ф з(/„ )^(/„  )

т = 0,1..... /„ i  о .
В (1 .1)-(1 .3) (й, и V, -  стандартные винеровские 

процессы размеров г, и Tj ; ^ ( /„ ) -  стандартная бе­
лая последовательность, а

Q ( )  =  Ф , ( ) Ф , " { • ) , / ? ( • )  =  Ф з ( ) Ф 2 ( ) . » ' 0  =  Ф з ( ) ф ! ' 0
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-  не вырождены. Требуется найти совместное коли­
чество информации по Ш еннону -  матема­

тическое ожидание, / ’{•} -  вероятность) [2]:

где р',(х,х') = й х ,х ,й х ' \  zJ.TiJ^дхдх',

p { s ,x \t,x ')  = д^Р{х, й х ,х ,  й х '} /дхдх’, 
о значениях процесса х„ в текущий a=t и произвольный 

будущий a=s:>t моменты времени, коппорое содфжигся в 
совокупности реализаций z j =  {z„ : О ^  а  ^  и г |" = 

= {г|(/о), т](Г,),..., т](/„)} наблюдаемых щюцессов.

2 . О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы  

Т е о р е м а  1. Количество информации 1‘,\х„ х ,', 

о] удовлетворяет на произвольном интервале 

времени t ^ < t < уравнению

f i  J ,  (O A /|< т^  »,t) ->

-  Л(/)] [л(т IJ, О -  A (0 f  | |  -  ̂  X

■Х.М-
51п[р;(х„х,) ( ain[p;(x„x,)]Y

дх, 1 )

д 1п[р(5, X ,; t, X,)] (  5 1 п [р (д ,х ,;/,х ,)]У

дх,дх.

- t r П(Л\4) 5 I n [ p ( j , x , ; / , x , ) ]  5 1 п [ р ( Г ,х ,) ]
й х , й х ,

/  ain[p(T,x,)]

I ах, )
+ tr Q(t)M \

дх,

a i n [ p , ( x , ) ] T a i n [ p , ( x , ) ]  

дх, дх,

iV
,(2.1)

где
A (r |s ,0  = А/(а( /,х, , х, ) | х,  = х, х, = x ' ,zJ ,ti?}, (2.2) 

^  = М ^ 2 (< ,х „ х ,) |г ; ,л 7 ) , (2.3)
p (t,x ')  = dP{x, й х ’]1дх’,

р,{х') =  ар{х, ^ х 'I  г^,Ло }/й*', 
с начальным условием

Л "  , ' ^ о " »Л о  ] ~ • ■ ^ о "  >Ло

+ A /;- [x „ x ,_ :z i- .n o ] ,(2 .4 )  

где

[*,,•*/. ;2^’ -Л о]=  Л/' In
с (л (^ „ ) ,х „ х  )

с(л(^»))

с(л(^*),:«^,Л =

= А /{с(л (Г ,),х ,^ ,х ,)|х , = х ,х ,_  = х ' , х '- , л Г ‘}>

с(л{(т )) = Л/{=(?7(/, ), , X,) I z i" , 7о"‘‘},

с(л(^« ), Jc', JcO = ехр{- (1/2)[л(/„ ) -  

-  g(f^ , х \ JC')]^ У '  (Jm )[л(^« ) -  g{tm , х \ X*)]),

\ х г  ) Х , ^  , х„" , Т| о ] =  1то I s  \ х ,  , X ,, Zg , Т| g ]

И является решением уравнения (2.1) на предыду­
щем интервале времени, вычисленным в точке .

Доказательство. Совместная апостериорная пло­
тность ,  (х, х ', X*) =

^  5У{х^ ^ х ,х ,  ^ х ',х ,  ^х*|гд,Т1о } 
дхдх'дх’

описывается уравнением [3]

d, P'..s ix, х \  х')= h x ' к  (̂ '> ̂ ')1-
I Рх 9^ )

(2.5)

- р : ( х ' , х ' ) С
р ' (х ,х ',х ')

*dt +
р 'Л х ',х’)

f  V  х ’, х ' ) ~  h ( t)J  Ц■' (0^^7(r) (2.6)
с начальным условием

р '^^(х ,х \х -) = Щ ! ^ ^ ^ р [ ' - ^ ( х , х ' , х ' ) Х 2 . 7 )
Ф ( '* ) )

где dv (/) - d z , -  h{t)dt,

a v { x , < х ',х ,  ^ х * |г ; ,л г }  
дх'дх"

P',’J °  (jc, Jc', x ’) = l^m  P'r., ix, x', X*)  ,

a ! [ • ]  и i* [ .]  соответственно прямой и обратный 
операторы Колмогорова [1].

Интегрируя (2.6) слева и справа по х * , получаем, 

что совместная апостериорная плотность р ' (х, х ')

d,p's (х, х ')  = к V  [Р, (Jf')] -  
I Р ,(х )

РКХуХ")

р 'А х \х '^ -

J.-0 ,

- р Лх ' К , Л  +
Р,(.х')

+ p ; ( x , x ' ) f ( 7 j l 7 )  -  а д ] (t)dv(t) . (2.8)

Априорная плотность p{t,x')  удовлетворяет гфямому ура­

внению Колмсяорсш d,p{t, х ' )  =  [ р ( г , х ' ) ] Л ,  а пере-

ходгвя плолносп» p ( s , х|/, х ' )  =  дР{х, < х | х , =х')1дх, 

п р и  s > r ,  п о  переменны м { г ,х '}  уд о вл е тво ря е т о б ­

р а т н о м у  у р ав н е н и ю  К о л м о го р о в а  d, p{s, х \ t, х')  =

=  - Ь \  [ p ( j ,  X 1 1, x')\it. Тогда

d,p(s,x-t,  Х -)  =  [ р ( / ,х ' ) 1 -
[  р ( / , х )  '•*

- р ( , . ^ С  (2.9)
р ( г . х ' )  J J  ’

т а к  к ак p ( j ,  х ;  Г , х ')  =  p ( s , х  | Г , х О р ( Г , х ')  . Д и ф ф ерен-
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цируя по формуле Ито с учетом (2.8) и (2.9) и учиты­
вая, что процесс v(t) -  винеровский [1,6], получаем

d, In P's(XyX') _

p is ,x ,t ,x ')

xL
р'Л х,х')

p M ')
ydt- \ — - i  •\p (t,x ''^ -

1 p ( / ,x ')

p {t,x ') ^
p {s ,x \t,x ')

р(5,х;/,дс')

p (f,x ')
>dt-

-  i  [a(t U ,0  -  A (o f Л -’ (о [л (т |5 ,/)  -  Kt)]dt +

+ [ A( r U, 0 - Л - ' . (2.10)
Применим к (2.10) формулу Ито-Венцеля [4,5]:

d,\n
P'A^s^X,)

p{s,x ,\t,x ,) -7 -T ^ x ,U (JC /)]-

р Лх,) рЛ х,уХ

РЛХхуХ,) р Лх ,)

PifyX,) p (s ,x ^ ;/ ,x ,)
| л +

p {s ,x ,,t ,x ,)~ ^ ' PifyX,)

+ ̂  [л(г|5,0 -  A(/)f /?■' (о[л(г 15.0 -  +

. .  .  . .
1 5p‘,(Xs,X ,) 1

PsiXs^X,) dx, p { s ,x / ,t ,x ,)

d p (s ,x ,;t,x ,)
dx,

dpUxs^x,)

f{ t ,x ,)d t  +
р 'Л х ,,х ,)

1 d p (s ,x /,t,x ,)
тГ

dx, p { s ,x ,\ t ,x ,)  dx, 

xФ^{t,x,)d(^i, + ^ « г{ б (0 х  

1 S^p U x j >x ,) 1

d ^ p (s ,x ,\t ,x ,)
dxf

dxl p { s ,x ,\ t ,x ,)

5 1 n [p ;(x ,,x ,)]

dx.

_  a in [p (j, x ,;r ,x ,) ]

dx.
\dt. (2.11)

Проводим преобразования; раскрываем члены с 
операторами Колмогорова l [ ]  и i* [ ] ,  интегрируем 
уравнение (2.11) слева и справа в пределах от до 
t , берем слева и справа математическое ожидание, 
дифференцируем слева и справа по г и в результате 
получаем уравнение (2.1).

Для вывода начального условия (2.4) используем 
в (2.7) представление

р;*,(х,х',х*) = (х ' I x ,x ')p i" {х,х ' ) ,

р ;--® (х,х ',х ') = I х ,х ’)р','‘̂ { ,х ,х ' ) ,
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г д е  Р г^ ,.,(< х '\х ,х ’) =

= 5Р(х, й х " \ х , = х ,  х,^ = х', z '* , т)" ]/dx" ,

Рх\з,1щ -о(Х  I Х ,Х  ) =

= dpjx, 5  х '  IX, = X,х,^ = х ',zi” , л Г ' .

Проинтегрировав (2.7) слева и С1фава по х ',  получаем

= (2.12)
с(л(^«.))

Подставляя (2.12) в (1.4), при / = /„  имеем

L \.p i.s,x,\t,x,)^

= A/^ln
р 'Г Л х .,х , )
p { s ,x / ,t ,x ,)

• + M (ln
Л - ф ^ Х х ^ х , )

^^(Л('„))

= / ; -  ■“ [х ,, X, j  zj", л Г ' 1+ Д к  > JC/.; zj-, л о 1.
т.е. получили (2.4). Теорема доказана.

Т е о р е м а  2. Пусть (^{у;а,В} -  нормальное ра­
спределение с параметрами а и В )

dx, = F{t)x,dt + Ф, (t)do) , , 

dz,= [H ,it)x , + HЛOXr]dt + Ф Лt)du„  (2.13) 

Л(^» ) = Go (<« + G, (/„  )х , +  Ф 3 (t„ )ф „  ) ,

р Л х) = М{х]р„,ГЛ. Тогда на интервалах 

уравнение, для. [х ,, х , ; г^, л  о •] лрицимзет чид . .

< [х „ х  ;х;,лГ] ̂  ^ ( t ) f - \s , t ) ) x
at 2

X  Я ^ ; з ( о ] - ^  [2(0[г(0  -  Гоз(5,/)Ц-’ (5 ,0 r ;(5 ,/) f ']+

+ 1  [ з ( / ) [ д / )  -  (Z, t)D -' {s)D l  (5. /)]■' ]. (2.14)

где Г (0 , Го2(л,0. T 22(j,0  определяются из систе­
мы дифференциальных уравнений

г ( 0  = Р (0 Г ( 0 + г ( 0 /г ^ ( г )  +

+ (2.15)

Г „ ( г ,0  = - Я , ' '( 0 Л - '( 0 Я .( 0 .  (2.16)

Д з  {s,t) = - H i  (О Яз ( 0 .  (2.17)

Яо, (г.О  = ^(/)Го, ( г ,0  -  H i{t)R-^  (О Я , (Г), (2.18)

Г М = И о + е с о я - ч о К с ^ . о -

(2.19)

Г М О  = (0 Л -Ч 0 Я з (0  (220)
с начальными условиями

Г (/„ ) = Г(Г„ - 0 ) - G l{ t„ W - 'i t J G ,{ t„ X  (2.21)

Г„ (т ,t„) = Г„ ( т , -  0) - G l  ( /„ )W -' (/„  )G, (f„ ),

Г22(^>^я) = ~® )~

- G [ ( / J l K - 4 r J G 2 ( / J .  (222)

Го, (X , Г, )  = Го, (X , -  0) -  Go'' (r„ )fV (f,. )G, (/„ ),

- G l ( t „ W - ' ( t J G ^ J y  (223)



•ксторы х

Я о.2(0 = [Я о(0 я , ( о ] ,

Я о (0  = Я „ (0 Г (0 + Я ,(0 Я 0 ^ (Г ,0 .

Я .( 0  = Яо(ОЯо,(г.О + Я ,( 0 Я „ ( г ,0 ,

Я г (0  = Я о ( 0 / ’<„(^.0 + Я ,(0 /1 2 (7 ,5 .0 .

G o (^ )  = G o ( r j r ( r „  - 0 )  + G ,( / j r o 'i (T ./ .  - 0 ) .

^1 От ) ~ ^ 0  От )Ц)1 т̂ ~ 0) + От )^1  (”̂» ̂ т ~ ®)> 

^2 (^ж ) ~ ^0 (^ж )Го2 (■*. ̂ ж “  0) + G, (/„ )Г |2 (т, S,tn, — 0), 

> (̂^ж) = » '0ж )+ С „(/,)Г (/,-0Х ?0^(О + С ,(/.)х

x rJ i(T ,/ .  -0 )G o ^ ( /J + G < ,( / j r „ ,(T ,r .  - 0 ) G ,4 ^ ) +  

+ G . ( r j r „ ( T , r „ - 0 ) G ,^ ( r J  

и всюду - 0 )  = lim ^(-,0  при обознача­
ют решения соответствующих дифференциальных 
уравнений на предыдущем интервале времени, вы­
численные при / '= / „ .  "MaTpHninje функции DQ) й

Я „2 ( j ,  О определяются уравнениями

£ ) (о = я ( о д о + д о / ^ " ( о + е ( о .

Я о2(5,о = И о + е ( о я - ч о К 2 ( ^ > о
с начальными условиями D{t^) = Гд, 0^2 {s, 0 1/=р„ = 

= D^(s, t^) ,  D{s) -  решение уравнения для D(t) в 

точке / = 5, а D ^{s,to) -  решение уравнения 

D<>2(y>fo)= Яо2(у ,^ о )Я ^ у )  с начальным условием 

Dq2 Су, о  1>=|, = / о . вычисленное в точке у  = s . Нача­

льное условие для уравнения (2.14) имеет вид (2.4), 

где (1'| -  определитель матрицьО А/]"[.] =

f ( 5 . / . - 0 ) f
= — In 

2 \n S ,tm i
Доказательство данного ре-

г 'гО '.Т ) = у  ехр{-a{f + / ) } , t ‘ = t - T , Т = s - t , 
формулы (2.21)-(2.23) принимают вид

Г0т)  = г ‘ -
(y * )4 G o + G , exp{-fl/-})^

V + y'[G^ +2GoG, ex p { -a /‘}+G,M ’ 

r72i^,tm) = r '  -

(у 'У  exp{-2a/}(Go +G , exp{-g/*}f 

~ F  + y ’[G o42G oG ,exp{-a /‘} + G*] ’ 

Уо2(г.'ж) = У(^ж)ехр{-а7’}- 
Если канал наблюдения без памяти ( G, = 0 ) , то

( y ’ )^Go
K+ y - Go ^  ’ 

(y*)^Go^exp{ - 2 а Т }
F  + y*G *

FoiC^Om) = У (^»)ехр{ - 2 a / }  .
Введем меру информационной эффективности

Д».», — [xj . , 2() .Л о]'"

-.Д/у'-[х:у,х,^;я^’ ,Л о1 (3‘3)

где А /1 * [г ,,х ,_ ;г^ ',Л о ]=

Г 0 т )  = Г ' ~

/22 ( г , ^ж)  = / ‘ -

зультата основано на вычислении математических 
ожиданий в (2.1), (2.4) с использованием (2.13).

3. Дискретная передача 
гауссовского марковского процесса 

диффузионного типа

Рассматривается задача обратной экстраполяции 
скалярного стационарного гауссовского марковско­
го процесса х , , описываемого уравнением

dx, = -a x ,d t + <Р, dm, (а  > 0) (3.1)
по наблюдениям скалярного стационарного процесса 

Л ( ^ ) = GoX,_, +  G.X, +  ̂ ( г ,) (32)

(непрерывные наблюдения отсутствуют).
Для случая редких дискретных наблюдений, ко­

гда на интервалах [/„,^„+,) решения дифференци­
альных уравнений (2.15)-(2.20) для рассматривае­
мой задачи достигают установившихся значений

У* = / « ( / )  =  У:,(^’ )  =  е / ( 2 а ) .

Уо1 ('*) = У’ ехр{- at ' }, У м ( П  = у ’ ехр{-аТ ) ,

= — In 
2 Г0т)Г12(^.‘т)-(Го2О>1т)) .

(3.4)

= — In

А/,* [k, , x,^,Zq" ,Ло ]—

у У п С П -( у ‘̂ (Т )Г

y0m )yj2O ,tJ-C y(aO ,fm ))
(ЗА)
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-  есть приращения шенноновских количеств инфор­
мации соответственно канала с памятью и канала без 
памяти. Подставляя (3.4) и (3.5) в (3.3), получаем

Л,, = —In rifm)

внее канала с памятью всегда. Следовательно,

как функция от Г* является монотонно убывающей, 
если (С о,С ,)й  Л/ (рис. 2).

(3.6)
2 L r ( ^ ) J

Рассмшрим зависимость Л , от п^мметра /*, ха­

рактеризующего глубину памяти канала наблюдения. 
При малых когда at' « 1  (exp{-ar*}s 1), имеем

К , . Ш ■+А®,^,,где

К ,  = -1 п 1+
у ’(2С?оС?. +G,^) 

V-t-r'G l .
(3.7)

Как видно из (3.7), Д® ,_ > 0 , если (С о ,С ,)й А /, и 

< 0 , если (С (,,С ,)б А / (рис. 1), где 

j(Go,G,):G,^-H2GoG, < о} т.е. если (Go,G,) г  А / , то

[фи малых t '  канал с памшъю несет в себе больше со­
вместной информации о значениях х, и х , ,  чем канал

без памяти. При больших t ' , когда at' » 1  

( ехр{- а /’ } = о ), имеем 4  , где

Рис. 2

Это говорит о том, что при t <t',g у где

/* * •= - In G ,(F  + y ‘Go')

"  G o [jv ^  + y \V G ^  + y 'G ^ ,G ^)-v 'j

д : ,  =-!-ln s.'m 2 1 - 1
(Y*)GoG,^ (3.8)

[v + y'G ^][y + y 'G l] \

откуда следует, что 4 /  ® больших t '  ди-* Ч
скретный канал наблюдения без памяти информати-
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находится из условия 4 ^ ,  = G^x^ содержит

дополнительную информацию о значениях процес­

са х , , а при t '  t t \ j f  не содержит такой информации 

и действует как дополнительный шум.............
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УДК 519.2

Н .С. Демин, О.В. Р ож кова

РАСПОЗНАВАНИЕ В СТОХАСТИЧЕС1СИХ СИСТЕМ АХ  
В СЛУЧАЕ НАБЛЮ ДЕНИЙ С ФИКСИРОВАННОЙ ПАМ ЯТЬЮ

в  классе нерандомизированных байесовских решающих правил решена задача распознавания в случае, когда нена­
блюдаемым является процесс с непрерывным временем, а  наблюдаемыми являются процессы с непрерывным и дис­
кретным временем, которые зависят не только от текущих, но и от произвольного числа прош лых значений ненаблю ­
даемого процесса.

1. Постановка задачи
Ненаблюдаемый л-мерный процесс х, и на­

блюдаемый / -мерный процесс z, с непрерывным 
временем заданы на решениях стохастических диф­
ференциальных уравнений [1]:

dx,^F{t,e)x,dt+<t>^{f,e)da),,t'^0, (1)

dz,= нХив)х, -н|:яДг,0)х,, ^d>St)dv,, (2)

а 9 -мерный наблюдаемый процесс ’7(^п) 
кретным временем имеет вид

riit„ )^G ,{t„ ,e)x ,^  (3)

где т  = 0,1,---; 0 < t^ < t^  <...<r^<t„<it.
Предполагается: 1) процессы со, и v, являются 

соответственно г,-мерным и -мерным стандарт^ 
ными винеровскими процессами [1];
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