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ДВУМЕРНЫХ ГЕОМЕТРИЙ

Находится множество всех невырожденных двухточечных инвариантов
групп движений некоторых феноменологически симметричных двумерных
геометрий (плоскости Гельмгольца, псевдогельмгольцевой, дуальногельм-
гольцевой и симплициальной плоскостей). Для решения соответствующих
функциональных уравнений применяется аналитический метод.
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В работах [1, 2] для четырех феноменологически симметричных двумерных
геометрий (плоскости Гельмгольца, псевдогельмгольцевой, дуальногельмгольце-
вой и симплициальной плоскостей), т.е. геометрий максимальной подвижности
[3] решением соответствующих функциональных уравнений на множество дви-
жений найдены трехпараметрические группы движений.

Целью данной работы является нахождение полной системы невырожденных
двухточечных инвариантов групп движений упомянутых выше четырех геомет-
рий как решение соответствующих функциональных уравнений на множество
двухточечных инвариантов групп преобразований.

Феноменологически симметричные двумерные геометрии строятся на гладком
двумерном многообразии М2 [4]. Сущность феноменологической симметрии со-
стоит в наличии связи между всеми взаимными расстояниями для некоторого ко-
нечного числа точек [5, 6]. Точки многообразия 2M  удобно, в целях сокращения
записи, обозначать строчными буквами латинского алфавита: , ,i j k  и т.д. Теку-
щая точка 2i M∈ задается локальными координатами ,i ix y . Основу построения
двумерной геометрии составляет гладкое класса С2 отображение : ,ff → \S

где 2 2f M M∈ ×S , сопоставляющее паре точек , fi j ∈S  действительное чис-

ло ( , )f i j ∈\  [4], называемое метрической функцией. Ее координатное представ-
ление для двумерных геометрий имеет следующий вид:

( , ) ( , , , ).i i j jf i j f x y x y= (1)

Эта функция, в отличие от обычной метрики, удовлетворяет только естественным
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математическим требованиям гладкости класса С2, невырожденности и опреде-
ленности почти всюду в 2 2M M×  [4].

Все основные определения и соответствующие аксиомы, относящиеся к фено-
менологически симметричным ранга 4 двумерным геометриям представлены в
работах Г.Г. Михайличенко [4] и автора [2].

Определение. Гладкое класса 2C локальное взаимно однозначное (обратимое)
отображение

( , ), ( , )x x y y x y′ ′= λ = σ , (2)
удовлетворяющее условию

 ( ( , ), ( , ) 0,
( , )

x y x y
x y

∂ λ σ
≠

∂
    (3)

называется движением, если оно сохраняет метрическую функцию
( )( ), ( ), ( ), ( ) ( , , , )i i j jf i i j j f x y x yλ σ λ σ = ,     (4)

где, например, ( ) ( , ).i ii x yλ = λ
Равенство (4) есть также функциональное уравнение на множество двухточеч-

ных инвариантов группы преобразований двумерного многообразия как функций
четырех переменных – координат точек i и j .

Наряду с хорошо известными геометриями, такими, как плоскость Евклида,
плоскость Минковского, двумерная сфера и другие, в классификации [4], постро-
енной Г.Г. Михайличенко, присутствуют двумерные геометрии гельмгольцевого
типа, в которых окружность не имеет привычного образа, о чем говорит Гельм-
гольц в своей работе [7], а также симплициальная плоскость.

Для трех гельмгольцевых и симплициальной двумерных геометрий запишем
координатное представление задающих их метрических функций:

1) плоскость Гельмгольца

2 2( , ) (( ) ( ) ) exp 2 arctg ,i j
i j i j

i j

y y
f i j x x y y

x x
−⎛ ⎞

= − + − γ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
(5)

где 0γ >   –  параметр семейства;
2) псевдогельмгольцева плоскость

2 2( , ) (( ) ( ) ) exp 2 ar(c)th ,i j
i j i j

i j

y y
f i j x x y y

x x
−⎛ ⎞

= − − − β⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
(6)

где  0 и 1β > β ≠  –  параметр семейства;
3) дуальногельмгольцева плоскость

2( , ) ( ) exp 2 ;i j
i j

i j

y y
f i j x x

x x
−⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
(7)

4) симплициальная плоскость
( , ) ,( ) ( )m n

i j i jf i j x x y y= − − (8)

где , , 0, 0,m n m n m n∈ ≠ ≠ ≠] .
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Следуя работам автора (см. [1, 2]), для этих геометрий запишем группы преоб-
разований двумерного многообразия 2M :

1) трехпараметрическая группа движений плоскости Гельмгольца
, ,x ax by c y bx ay d′ ′= − + = + + (9)

где 2 2( ) exp(2 arctg ) 1ba b
a

+ γ = ;

2) трехпараметрическая группа движений псевдогельмгольцевой плоскости
, ,x ax by c y bx ay d′ ′= + + = + + (10)

где 2 2( ) exp(2 ar(c) th ) 1ba b
a

− β = ;

3) трехпараметрическая группа движений дуальногельмгольцевой плоскости
, ,x ax c y bx ay d′ ′= + = + + (11)

где 2 exp(2 ) 1ba
a

= ;

4) трехпараметрическая группа движений симплициальной плоскости
, ,x ax c y by d′ ′= + = + (12)

где 1.m na b =
В настоящей работе для трех гельмгольцевых и симплициальной геометрий

находятся все  невырожденные двухточечные инварианты групп (9) – (12) преоб-
разований двумерного многообразия 2M  как решение функционального уравне-
ния (4). Заметим, что условие гладкости и обратимости (3) преобразований (2) со-
вершенно естественно. В процессе решения функционального уравнения (4) уста-
навливается, что каждый такой инвариант с точностью до гладкого преобразова-
ния ( )f fψ →  совпадает с метрической функцией соответствующей плоскости.

Сначала рассмотрим плоскость Гельмгольца.
Запишем функциональное уравнение (4) на множество двухточечных инвари-

антов группы преобразований (9) двумерного многообразия 2
2M R⊂ :

( , , , ) ( , , , ).i i i i j j j j i i j jf ax by c bx ay d ax by c bx ay d f x y x y− + + + − + + + = (13)

Теорема 1. Каждый двухточечный инвариант однопараметрического семейст-
ва трехпараметрической группы преобразований двумерного многообразия

2
2M R⊂

,x ax by c y bx ay d′ ′= − + = + + , (14)

где 2 2( ) exp(2 arctg ) 1ba b
a

+ γ = , γ – положительная константа (параметр семейст-

ва), совпадает с точностью до гладкого преобразования ( )f fψ →  с метрической
функцией плоскости Гельмгольца и задает на нем феноменологически симмет-
ричную ранга 4 двумерную геометрию.

Доказательство. Дифференцируя функциональное уравнение (13) по пара-
метрам  , иc d b  с учетом того, что параметр a  зависит от b , поскольку между
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ними существует связь 2 2( ) exp(2 arctg ) 1ba b
a

+ γ = , из которой  следует

( ) ( )daa b b a
db

− γ = − + γ , получим систему функционально-дифференциальных со-

отношений:
( , ) ( , ) ( , ) ( , )0, 0,

( , ) ( , )( ) ( )

( , ) ( , )( ) ( ) 0,

i j i j

i i i i
i i

j j j j
j j

f i j f i j f i j f i j
x x y y

f i j b a f i j b ax y x y
x a b y a b

f i j b a f i j b ax y x y
x a b y a b

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = ⎪′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪′ ′ ′ ′∂ + γ ∂ + γ
− − + − + ⎬′ ′∂ − γ ∂ − γ ⎪

⎪′ ′ ′ ′∂ + γ ∂ + γ
+ − − + − = ⎪′ ′∂ − γ ∂ − γ ⎭

(15)

где, например, 
( , , , )( , ) i i j j

i i

f x y x yf i j
x x

′ ′ ′ ′∂′ ′∂
=

′ ′∂ ∂
. В системе (15)  параметрам , , ,a b c d

придадим значения, соответствующие тождественному преобразованию:
1, 0, 0, 0a b c d= = = = , в результате чего получим систему трех линейных одно-

родных дифференциальных уравнений в частных производных:
( , ) ( , ) ( , ) ( , )0, 0,

( , ) ( , )( ) ( )

( , ) ( , )( ) ( ) 0.

i j i j

i i i i
i i

j j j j
j j

f i j f i j f i j f i j
x x y y

f i j f i jx y x y
x y
f i j f i jx y x y

x y

⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪∂ ∂
−γ − + − γ + ⎬

∂ ∂ ⎪
⎪∂ ∂

+ −γ − + − γ = ⎪∂ ∂ ⎭

(16)

Общее решение ( , ) ( , )i j i ju v x x y yΘ = Θ − −  первого и второго уравнений сис-
темы (16) подставим  в третье уравнение:

( ) ( ) 0,u v u v
u v

∂Θ ∂Θ
− γ + + − γ =

∂ ∂
(17)

где, напомним, ,i j i ju x x v y y= − = − . Общее решение  уравнения (17) находится
методом характеристик:

2 2( , ) (( ) exp(2 arct )),g vu v u v
u

Θ = χ + γ (18)

где χ   – функция одной переменной с отличной от нуля производной класса  2C .
По (18) и (15) находим множество двухточечных инвариантов:

2 2( , ) (( ) ( ) ) exp 2 ,i j
i j i j

i j

y y
f i j x x y y arctg

x x
−⎡ ⎛ ⎞⎤

= χ − + − γ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟−⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠⎦
(19)

каждый из которых эквивалентен метрической функции плоскости Гельмгольца
(5), так как переходит в нее при гладком преобразовании ( )f fψ → , где

1−ψ = χ есть  обратная к χфункция. ■
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Далее, найдем полную систему двухточечных инвариантов псевдогельмголь-
цевой плоскости. Запишем функциональное уравнение (4) для группы преобразо-
ваний (10):

 ( , , , ) ( , , , ).i i i i j j j j i i j jf ax by c bx ay d ax by c bx ay d f x y x y+ + + + + + + + = (20)

Теорема 2. Каждый двухточечный инвариант однопараметрического семейст-
ва трехпараметрической группы преобразований двумерного многообразия

2
2M R⊂

, ,x ax by c y bx ay d′ ′= + + = + + (21)

где 2 2( ) exp(2 ar(c) th ) 1,ba b
a

− β = β  – положительная константа, отличная от

единицы (параметр семейства),  совпадает с точностью до гладкого преобразова-
ния ( )f fψ → с метрической функцией псевдогельмгольцевой плоскости и задает
на нем феноменологически симметричную ранга 4 двумерную геометрию.

Доказательство теоремы 2 в общих чертах повторяет доказательство теоремы
1. После дифференцирования уравнения (20) по параметрам  , иc d b  с учетом

связи 2 2( ) exp(2 ar(c) th ) 1ba b
a

− β =  получается система функционально-диф-

ференциальных соотношений, подобная системе (15) для плоскости Гельмгольца,
из которой при переходе к тождественному преобразованию получается система
трех линейных однородных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных:

( , ) ( , ) ( , ) ( , )0, 0,

( , ) ( , )( ) ( )

( , ) ( , )( ) ( ) 0.

i j i j

i i i i
i i

j j j j
j j

f i j f i j f i j f i j
x x y y

f i j f i jx y x y
x y
f i j f i jx y x y

x y

⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪∂ ∂
−β + + − β + ⎬

∂ ∂ ⎪
⎪∂ ∂

+ −β + + − β = ⎪∂ ∂ ⎭

(22)

Решением  системы (22) является множество всех двухточечных инвариантов

2 2( , ) [(( ) ( ) ) exp(2 ar(c) th )],i j
i j i j

i j

y y
f i j x x y y

x x
−

= χ − − − β
−

(23)

которые, очевидно, эквивалентны метрической функции псевдогельмгольцевой
плоскости (6). ■

Далее, запишем функциональное уравнение (4) для группы преобразований
(11):

( , , , ) ( , , , ).i i i j j j i i j jf ax c bx ay d ax c bx ay d f x y x y+ + + + + + = (24)

Теорема 3. Каждый двухточечный инвариант трехпараметрической группы
преобразований двумерного многообразия 2

2M R⊂

, ,x ax c y bx ay d′ ′= + = + + (25)

где 2 exp(2 ) 1ba
a

= , совпадает с точностью до гладкого преобразования ( )f fψ →
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с метрической функцией дуальногельмгольцевой плоскости и задает на нем фе-
номенологически симметричную ранга 4 двумерную геометрию.

Доказательство теоремы 3 повторяет доказательство теорем 1 и 2. После диф-
ференцирования уравнения (24) по параметрам  , иc d b  с учетом связи

2 exp(2 ) 1ba
a

=  получается система функционально-дифференциальных соотно-

шений, из которой при переходе к тождественному преобразованию получается
система трех дифференциальных уравнений в частных производных:

( , ) ( , ) ( , ) ( , )0, 0,

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( ) 0.

i j i j

i i i
i i

j j j
j j

f i j f i j f i j f i j
x x y y

f i j f i jx x y
x y

f i j f i jx x y
x y

⎫∂ ∂ ∂ ∂
+ = + = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪

⎪∂ ∂
− + − − ⎬

∂ ∂ ⎪
⎪∂ ∂

− + − = ⎪∂ ∂ ⎭

(26)

Решением системы (26) является множество невырожденных двухточечных инва-
риантов

2( , ) [(( ) ) exp(2 )],i j
i j

i j

y y
f i j x x

x x
−

= χ −
−

(27)

эквивалентных метрической функции дуальногельмгольцевой плоскости (7). ■
Запишем, наконец, функциональное уравнение (4) для группы преобразований

(12):

( , , , ) ( , , , ).i i j j i i j jf ax c by d ax c by d f x y x y+ + + + = (28)

Теорема 4. Каждый двухточечный инвариант трехпараметрической группы
преобразований двумерного многообразия 2

2M R⊂

, ,x ax c y by d′ ′= + = + (29)

где 1 ( , , 0, 0, )m na b m n m n m n= ∈ ≠ ≠ ≠] , совпадает с точностью до гладкого
преобразования ( )f fψ →  с метрической функцией симплициальной плоскости и
задает на нем феноменологически симметричную ранга 4 двумерную геометрию.

Доказательство теоремы 4 подобно доказательствам изложенных выше трех
теорем. После дифференцирования уравнения (28) по параметрам  , иc d b  с уче-

том связи 1m na b =  получается система функционально-дифференциальных соот-
ношений, из которой при переходе к тождественному преобразованию получается
система трех дифференциальных уравнений:

( , ) ( , ) ( , ) ( , )0, 0,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.

i j i j

i i j j
i i j j

f i j f i j f i j f i j
x x y y

n f i j f i j n f i j f i jx y x y
m x y m x y

∂ ∂ ∂ ∂ ⎫+ = + = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎪
⎬∂ ∂ ∂ ∂ ⎪− + − =
⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎭

(30)



Двухточечные инварианты групп движений 11

Решением системы (30) является множество невырожденных двухточечных
инвариантов

( , ) [( ) ( ) ],m n
i j i jf i j x x y y= χ − − (31)

которые эквивалентны метрической функции симплициальной плоскости (8), так
как переходят в нее при гладком преобразовании ( )f fψ → , где 1−ψ = χ есть  об-
ратная к χ  функция. ■
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In G.G. Mikhaylichenko’s classification, along with the well-known geometries, such as the
Euclidean plane, Minkowsky plane, two-dimensional sphere, and others, there are two-
dimensional Helmholtz type geometries in which the circle does not have the usual pattern, as
evidenced by Helmholtz in his work “On the Facts Underlying Geometry,” as well as the sim-
plicial plane. All these geometries are endowed by group and phenomenological symmetries. The
essence of the phenomenological symmetry is in the link between all the mutual distances for a
finite number of points.

The paper describes a complete system of non-degenerate two-point invariants of groups of
motions for some phenomenologically symmetric two-dimensional geometries (Helmholtz
plane, pseudo-Helmholtz plane, dual-Helmholtz plane, and simplicial plane) as a solution of cor-
responding functional equations for a set of two-point invariants of transformation groups.

The paper found that every two-point invariant of motion groups of the aforementioned
geometries coincides with the metric function of the corresponding plane up to a smooth trans-
formation ( )f fψ → .
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two-point invariant, functional equation.
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