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О ЛИНЕЙНЫХ ГОМЕОМОРФИЗМАХ ПРОСТРАНСТВ
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ НА «ДЛИННЫХ ПРЯМЫХ»

Доказывается, что для начального регулярного несчетного ординала τ  и
произвольных начальных ординалов α , β , α < β ≤ τ ,  пространства непре-

рывных функций ( )pC Lτ⋅α  
и ( )pC Lτ⋅β ,

 
заданные на «длинных прямых»

Lτ⋅α  и Lτ⋅β , не являются линейно гомеоморфными.

Ключевые слова: «длинные прямые», линейные гомеоморфизмы, сопря-
женное пространство, ординалы, начальный ординал, регулярный ординал,
топология поточечной сходимости, компактность.

Рассматриваются пространства непрерывных функций ( )C Lα , заданные на
«длинных прямых» Lα , где α  – произвольный ординал. Пространства непрерыв-
ных функций ( )C Lα  наделяются топологией поточечной сходимости и обозна-
чаются ( )pC Lα . «Длинные прямые» – это частный случай линейно упорядочен-
ных топологических пространств. Пространства непрерывных функций, заданные
на линейно упорядоченных топологических пространствах,  и их изоморфная
классификация рассматривались во многих работах, например в [2−6].

Определение 1 . Пусть α   – произвольный ординал. Рассмотрим линейное
упорядочение <  на множестве [ ] [ )1, 0,1Lα = α × , определенное так:
( ) ( )1 1 2 2, ,t tμ < μ , если 1 2μ < μ  или 1 2μ = μ  и 1 2t t< . Будем называть «длинной
прямой» множество Lα  с топологией, порожденной линейным упорядочением < .

Заметим, что топологическое пространство Lα   является компактным.
Будем говорить, что точка ( , )x t Lα= ξ ∈  конфинальна ординалу η , если в ин-

тервале ( )(1,0), ( , )tξ  существует конфинальное подмножество, подобное отрезку
ординалов [ )0,η .

Напомним, что ординал α называется начальным, если α  – наименьший среди
всех ординалов λ , таких, что λ = α . Начальный ординал α  называется регу-
лярным, если не существует λ < α , конфинального α .

Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть τ  – регулярный начальный несчетный ординал и

α , β  начальные ординалы, такие, что α < β ≤ τ . Тогда пространства ( )pC Lτ⋅α  и

( )pC Lτ⋅β  не являются линейно гомеоморфными.
Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующие вспомогатель-

ные утверждения.
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Предложение 1. Пустьα ≤ τ . Если точка x Lτ⋅α∈  конфинальна τ , то
( )( )1 ,0x = τ ⋅ γ + , 0 ≤ γ < α , или ( ),0x = τ ⋅ τ , если α = τ .

Доказательство. Пусть α < τ  и ( , )x t= ξ . Если 0 1t< <  или 0t = , а ξ  – не-
предельный ординал, то точка x  конфинальна ω . Рассмотрим точки вида

( ,0)x = ξ , где ξ  – предельный ординал. Согласно [8], ординал ξ  можно предста-
вить в виде ξ = τ ⋅η + ρ , где 0 ≤ ρ < τ , 0 ≤ η < α  или  ξ = τ ⋅α . Если 0ρ > , то ор-
динал ξ  конфинален ординалу ρ < τ  и, следовательно, x  конфинально ординалу
ρ .  Если 0ρ =  и ξ = τ ⋅η , где η  – предельный ординал, то ξ  конфинален η , где
η ≤ α < τ . Если η  – непредельный ординал, т.е. 1η = γ + , то точка ( ),0x = τ ⋅ γ + τ
конфинальна τ . Итак, множество точек,  конфинальных τ ,  это в точности все
точки вида ( )( )1 ,0τ ⋅ γ + , 0 ≤ γ < α .

Пусть теперь α = τ . Аналогично доказывается, что если точка ( ),0x < τ ⋅ τ  и
конфинальна τ , то ( )( )1 ,0x = τ ⋅ γ + . Но в этом случае точка ( ),0x = τ ⋅ τ  также
конфинальна τ . ■

Положим
[ ){ }( ( 1),0), 0,αΓ = τ ⋅ γ + γ ∈ α , если α < τ , [ ){ } ( ){ }( ( 1),0), 0, ,0τΓ = τ ⋅ γ + γ ∈ τ τ ⋅ τ∪ ,

и ( ) ( ) { }{ }0 : , таких, что ( )  конечно 0pc x C t x tα α αΓ = ∈ Γ ∈ Γ ≥ ε ∀ε > .

В пространстве Lτ⋅α\   рассмотрим линейное подпространство

{ } ( ){ : , такого, что ,L
i pi IM y f L L Iτ⋅α

τ⋅α τ⋅α∈= ∈ ∀ ∈ < τ\

( ) ( ) }  такой, что  ( )  p i ix C L f x f y i Iτ⋅α∃ ∈ = ∀ ∈ .

Очевидно, что все непрерывные функции на Lτ⋅α  принадлежат M τ⋅α . Кроме того,
пространству M τ⋅α  принадлежат те разрывные функции y , для которых любого
семейства функционалов мощности меньшей τ  недостаточно для разделения y
и точек пространства ( )pC Lτ⋅α . Далее покажем, что пространство M τ⋅α  – это

прямая сумма пространства ( )pC Lτ⋅α  
и некоторого подпространства в

 
Lτ⋅α\ , ли-

нейно гомеоморфного пространству ( )0c αΓ , т.е. верно следующее утверждение.
Предложение 2. Пространство M τ⋅α  

линейно гомеоморфно  пространству
( )0( )pC L cτ⋅α α× Γ .

Доказательство. Определим отображение ( )0: ( ) L
pT C L c τ⋅α

α× Γ → \
 
по фор-

муле ( , )T x y x y= + � , где
( ),  если ;

( )
0,  если \ .
y t t

y t
t L

α

τ⋅α α

∈ Γ⎧= ⎨ ∈ Γ⎩
�

Докажем, что отображение T является инъективным. Пусть
( ) ( ) ( )1 1 2 2 0, , , ( )px y x y C L c α∈ × Γ . Предположим, что

( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2, ,T x y x y x y T x y= + = + =� � ,
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т.е. 1 2 2 1x x y y− = −� � . Поскольку ( )2 1 \ 0Ly y
τ⋅α αΓ− =� � , то ( )1 2 \ 0Lx x

τ⋅α αΓ− = . Так

как  функция 1 2x x−  является непрерывной, а множество \Lτ⋅α αΓ  является всюду
плотным в Lτ⋅α , то 1 2 0x x− ≡ . Следовательно, 2 1 0y y− ≡� � , т.е. ( ) ( )1 1 2 2, ,x y x y= .

Докажем, что ( )( )0( )pT C L c M
τ αα ω ⋅ω× Γ = . Пусть ( ) ( )0, ( )px y C L c α∈ × Γ .

Рассмотрим множество функционалов { } ( )i pi If L Lτ⋅α∈ ∈ , для которого I < τ .

Так как для любого i I∈  0supp if < ℵ , то supp i
i I

f
∈

< τ∪ . Поскольку ординал τ

неконфинален никакому ординалу, меньшему чем τ , то для каждого γ < α  суще-
ствует ординал γδ , ( 1)γτ ⋅ γ < δ < τ ⋅ γ + , такой, что

( ) ( )( ),0 , ( 1),0 supp i
i I

fγ
∈

⎛ ⎞
δ τ ⋅ γ + = ∅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪ .

Рассмотрим функцию
( ) ( ) ( )(( 1),0 ,  если ,0 , ( 1),0 ;( )

0,  в остальных случаях.
y tz t γτ ⋅ γ + ∈ δ τ ⋅ γ +⎧ ⎤⎦= ⎨

⎩
Нетрудно видеть, что функция z , а значит, и x z+  являются непрерывными на
Lτ⋅α . Поскольку функции x z+  и x y+ �  отличаются только на множестве

( )
[ ]0,

,0, ( ( 1),0
α

γ
γ∈ ω

δ τ ⋅ γ +∪ , то ( ) ( )i if x z f x y+ = + �  для любого i I∈ . Следователь-

но, ( , )T x y x y M τ⋅α= + ∈� .
Пусть теперь

 
z M τ⋅α∈ . Покажем, что функция z  может иметь разрыв только в

точках из множества αΓ . Действительно, если точка разрыва 0t α∉ Γ , то сущест-
вует множество A , A < τ , такое, что 0sup

A
t

μ∈
μ = . Рассмотрим множество функ-

ционалов { }0t Aμ μ∈
δ − δ . Если функция z имеет разрыв в точке 0t , то существует

0 0ε > , такое, что для любой окрестности 
0t

U  найдется 
0t

A Uμ ∈ ∩ , для которо-

го ( ) ( )0 0z z tμ − ≥ ε , то есть ( )( )
0 0t zμδ − δ ≥ ε . Если же функция

 
( )px C Lτ⋅α∈ , то

существует окрестность 
0t

V , такая, что для любого 
0t

Vμ ∈

( ) ( ) ( )( )
00 0tx x t xμμ − = δ − δ < ε .

Это противоречит тому, что z M τ⋅α∈ . Таким образом, любая функция
z M τ⋅α∈

 
непрерывна на множестве \Lτ⋅α αΓ .

Рассмотрим функцию ( ) ( )( )( ),0 , 1 ,0z τ⋅γ τ⋅ γ+ . Поскольку точка ( )( )1 ,0τ⋅ γ+  не конфи-

нальна ω , то существует ординал ( )( ), 1γη ∈ τ⋅ γ τ ⋅ γ + , такой, что

( ) ( )( )( ) ( )( ),0 , 1 ,0 ,0z z
γ γη τ⋅ γ+ ≡ η . Определим функцию

( )
( ),  если ;

( ) ( ),  если 1 .
z t t

z t z t
α

γ

∉ Γ⎧= ⎨ η = τ ⋅ γ +⎩
�
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Нетрудно видеть, что  функция z�  непрерывна на Lτ⋅α  и \ 0Lz z
τ⋅α αΓ− ≡� . Пока-

жем, что ( ) ( )0z z c
αΓ α− ∈ Γ� . Предположим, что для некоторого 0ε >   существу-

ет последовательность ( ){ } 1( 1),0n n
∞

α=τ ⋅ γ + ⊂ Γ  такая, что

( ) ( )( )( 1),0nz z− τ ⋅ γ + ≥ ε� . (3)

Поскольку множество Lτ⋅α  является компактным, то для множества

( ){ } 1( 1),0n n
∞

α=τ ⋅ γ + ⊂ Γ  существует предельная точка ( ),x t= ξ .  Так как множе-
ство αΓ  дискретное, то ( ),x t α= ξ ∉ Γ и, значит, ( )( ) 0z z x− =� . Так как точка

( ),x t= ξ  является предельной для ( ){ } 1( 1),0n n
∞

α=τ ⋅ γ + ⊂ Γ ,  то в силу неравенства
(3) получаем, что функция z z− �  является разрывной в точке x , что противоречит
тому, что функции z  и z�  непрерывны во всех точках x α∉ Γ . Следовательно,

( ) ( )( ) ( )0, ( )pz z z z T z z z C L c
αΓ τ⋅α α= + − = − ∈ × Γ� � � .

Таким образом, ( )( )0( )pT C L c Mα τ⋅α× Γ = . Легко проверить, что отображения T

и 1T −  являются непрерывными. Заключаем, что пространства M τ⋅α  
и

( )0( )pC L cτ⋅α α× Γ  являются линейно гомеоморфными. ■
Доказательство теоремы 1. Доказательство теоремы проведем методом от

противного. Предположим, что существует линейный гомеоморфизм Φ  про-
странства ( )pC Lτ⋅β  на пространство ( )pC Lτ⋅α .

Поскольку пространства ( )pC Lτ⋅α  и ( )pC Lτ⋅β  всюду плотны в пространствах
Lτ⋅α\  и Lτ⋅β\  соответственно, то линейный гомеоморфизм Φ  может быть про-

должен до линейного гомеоморфизма Φ�  пространства  Lτ⋅β\  на пространство
Lτ⋅α\   [1, с. 654].
Известно [1], что сопряженным к пространствам ( )pC Lτ⋅α   и Lτ⋅α\  является

пространство ( )pL Lτ⋅α , состоящее из функционалов вида

1 21 2 nt t n tf p p p= ⋅δ + ⋅δ + + ⋅δ… ,

где { }\ 0kp ∈\  и ( ) ( )
kt kx x tδ =  для любого ( )px C Lτ⋅α∈ , 1, ,k n= … . Множество

точек { }1, , nt t Lτ⋅α⊂…  называется носителем функционала f и обозначается
supp f .

Покажем, что

( )M Mτ⋅β τ⋅αΦ =� . (2)

Пусть функция y M τ⋅β∈ . Рассмотрим произвольное семейство функционалов

{ } ( )i pi Ig L Lτ⋅α∈ ∈ , где I < τ . По определению  множества M τ⋅β  для семейства

функционалов { } { } ( )*i i pi I i I
f g L Lτ⋅β∈ ∈

= Φ ∈�  существует непрерывная функция
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( )px C Lτ⋅β∈ , такая, что

( )( ) ( )( )* *i ig x g yΦ = Φ� �

для любого i I∈ . Отсюда, по определению отображения
( ) ( )*: p pL L L Lτ⋅α τ⋅βΦ →�  получаем, что

( ) ( )i ig x g yΦ = Φ� �

для любого i I∈ . Поскольку функция ( )px C Lτ⋅αΦ ∈� , то функция y M τ⋅αΦ ∈� . Та-

ким образом, ( )M Mτ⋅β τ⋅αΦ ⊂� . Аналогично доказывается обратное включение,

если в доказательстве вместо отображения *Φ�  рассмотреть отображение

( ) 1* : L Lτ⋅β τ⋅α−
Φ →� \ \ .

Из предложения 1 получаем, что

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0

0 0

p

p p

M M C L c

C L c C L c
τ⋅α τ⋅β τ⋅β β

τ⋅β β τ⋅α β

= Φ Φ × Γ

Φ × Φ Γ × Φ Γ

� �∼ ∼
� � �∼ ∼ .

С другой стороны,
( ) ( )0pM C L cτ⋅α τ⋅α α× Γ∼ .

Отсюда, учитывая, что все дополнения к пространству ( )pC Lτ⋅α  в пространстве

M τ⋅α  являются линейно гомеоморфными, заключаем, что

( ) ( )( ) ( )0 0 0c c cα β βΓ Φ Γ Γ�∼ ∼ .

Но это невозможно [7], поскольку α < β , а значит,

( )( ) ( )( )0 0w c w cα α α β β βΓ = Γ = ω < ω = Γ = Γ . ■
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In this paper, we prove that for the elementary regular ordinal and arbitrary ordinals α , β ,

α < β ≤ τ , the spaces of continuous functions ( )pC Lτ⋅α  
and ( )pC Lτ⋅β , defined on the "long

lines" Lτ⋅α  and Lτ⋅β , are not linearly homeomorphic.
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