
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2016 Математика и механика № 1(39)

УДК 517.955.8
DOI 10.17223/19988621/39/5

Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ
ДЛЯ КОЛЬЦА С ОСОБЕННОСТЬЮ НА ГРАНИЦЕ

Целью исследования является развитие асимптотического метода погранич-
ных функций для бисингулярно возмущенных задач. Предложена модифи-
кация метода пограничных функций, благодаря которой стало возможным
построить асимптотику решения задачи Дирихле для бисингулярно возму-
щенного эллиптического уравнения второго порядка с двумя независимыми
переменными в кольце. Построенный асимптотический ряд представляет
собой ряд Пюйзо. Главный член асимптотического разложения решения
имеет отрицательную дробную степень по малому параметру, что свойст-
венно бисингулярно возмущенным уравнениям или уравнениям с точками
поворота.

Ключевые слова: асимптотическое разложение решения, бисингулярное
возмущение, уравнение эллиптического типа, задача Дирихле, малый пара-
метр, обобщенный метод пограничных функций, пограничные функции, мо-
дифицированные функции Бесселя.

Постановка задачи

Исследуем задачу Дирихле для бисингулярно возмущенного дифференциаль-
ного уравнения эллиптического типа в кольце, т.е.

ε∆u(ρ,ϕ,ε) – (ρ–a)nu(ρ,ϕ,ε) = f (ρ,ϕ,ε), (ρ,ϕ)∈D; (1)

u(a,ϕ,ε) = ψ1(ϕ,ε),   u(b,ϕ,ε) = ψ2(ϕ,ε), (2)

где 
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 – оператор Лапласа, D = {(ρ,ϕ)| a < ρ < b, 0 < ϕ ≤ 2π},

0 < a < b – const, 0 < ε << 1 – малый параметр, n∈N, ( ) ( ),
0

, k
j j k
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∞

=
ψ ϕ ε = ε ψ ϕ∑ ,
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, , ,k
k
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f f

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑ , ψj,k(ϕ), fk(ρ,ϕ)∈C(∞)(D∪Г), Г – граница области D.

Решение задачи Дирихле (1), (2) существует и единственно, при 0 < ε – const,
[1]. Нами исследуется задача построения равномерного асимптотического разло-
жения решения задачи (1), (2) при ε→0.

Задачи для эллиптических уравнений с малым параметром при старших про-
изводных исследовались многими авторами, и библиография по этому вопросу
обширна и достаточно известна [2−9].

Задачи с двойной сингулярностью, т.е. сингулярно возмущенные уравнения
с точками поворота, по терминологии А.М. Ильина [8], будем называть бисингу-
лярно возмущенными. В бисингулярно возмущенных задачах одна особенность
связана с сингулярной зависимостью решения от малого параметра, а другая –
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с негладкостью членов асимптотики. Авторами [8, 9] методом сращивания по-
строены асимптотические разложения решения бисингулярно возмущенных эл-
липтических уравнений.

В данной работе для построения асимптотического разложения решения зада-
чи (1), (2) будем применять обобщенный метод погранфункции. Этот метод впер-
вые был применен для бисингулярно возмущенных обыкновенных дифференци-
альных уравнений профессором, членом-корреспондентом НАН КР Келдибай
Алымкуловым [10, 11]. C помощью этого метода [12−14] построены асимптоти-
ческие разложения решений бисингулярно возмущенных эллиптических уравне-
ний в круге.

Уравнение (1) по терминологии А.М. Ильина является бисингулярно возму-
щенным. Действительно, первая сингулярность очевидна, предельное уравнение
не является дифференциальным:

–(ρ–а)nu(ρ,ϕ,0) = f0(ρ,ϕ),

и его решение не может удовлетворять граничному условию (2). Чтобы показать
вторую особенность (сингулярность), рассмотрим структуру внешнего разложе-
ния решения задачи (1), (2), которое ищем в виде

( ) ( )
0

, , ,k
k

k
U u

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑ , при ε→0. (3)

Подставляя (3) в (1) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,
получим рекуррентную систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

–(ρ–а)nu0(ρ,ϕ) = f0(ρ,ϕ),

–(ρ–а)nuk(ρ,ϕ) = fk(ρ,ϕ) – ∆uk–1(ρ,ϕ),  k∈N.

Здесь можно определить все uk(ρ,ϕ):

u0(ρ,ϕ) = – f0(ρ,ϕ)/(ρ–а)n,

uk(ρ,ϕ) = –(fk(ρ,ϕ) – ∆uk–1(ρ,ϕ))/(ρ–а)n,  k∈N.

Если f0(а,ϕ) ≠ 0, то ( ) ( ){ }( )( ), \ ,ku C D a∞ρ ϕ ∈ ϕ , т.е. в части границы области
D все эти функции uk(ρ,ϕ) имеют нарастающие особенности вида

uk(ρ,ϕ) = 
( ) ( 2)

1
n n kO

a + +
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,  k = 0, 1, 2,..., при ρ→а.

Внешнее решение имеет вид

( )
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( )
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1, , , , ... , ...
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kn n nU F F F
a a a+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞ε ε⎜ ⎟ρ ϕ ε = ρ ϕ + ρ ϕ + + ρ ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ − ρ − ρ −⎝ ⎠⎝ ⎠
,

при ε→0, (4)

где ( ) ( )( ),kF C D∞ρ ϕ ∈ , k = 0, 1,… .
Поэтому задача (1), (2) является бисингулярной – коэффициенты ее внешнего

разложения имеют нарастающие особенности в границе при ρ = а. Ряд (4) теряет
асимптотический характер при |ρ–a| < ε1/(n+2).
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Отметим, что ранее различные задачи для бисингулярно возмущенных эллип-
тических уравнений изучались различными авторами в основном методом сращи-
вания. Преимуществом метода сращивания является то, что его можно применять
к широкому классу сингулярно возмущенных задач с различными особенностями,
а недостатками являются сложность обоснования формального асимптотического
разложения решения и сравнительно громоздкие вычисления.

Построение формального асимптотического разложения

Как отмечалось выше, для построения формального асимптотического разло-
жения (ФАР) решения задачи (1), (2) применяем обобщенный (модифицирован-
ный) метод погранфункций [10−14].

Решение задачи (1), (2) будем искать в виде
u(ρ,ϕ,ε) = V(ρ,ϕ,ε) + W(τ,ϕ,μ) + Q(η,ϕ,λ), (5)

где ( ) ( )
0

, , ,k
k

k
V v

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑  – регулярное внешнее решение;

( ) ( ), , ,k
k

k n
W w

∞

=−
τ ϕ μ = μ τ ϕ∑  – обобщенная пограничная функция в окрестности

ρ = а, τ = (ρ–а)/μ, ε = μn+2;

( ) ( )
0

, , ,k
k

k
Q q

∞

=
η ϕ λ = λ η ϕ∑ – классическая пограничная функция в окрестности

ρ = b, η = (b–ρ)/λ, ε = λ2.
Классическая пограничная функция удовлетворяет граничному условию и

экспоненциально убывает вне пограничного слоя, а обобщенная погранфункция,
удовлетворяя граничному условию, убывает по степеням.

Учитывая граничное условие (2), имеем
W(0,ϕ,μ) = ψ1(ϕ,μn+2) – V(а,ϕ,μn+2),  W(τ,ϕ,μ) → 0,  при τ → +∞; (6)

Q(0,ϕ,λ) = ψ2(ϕ,λ2) – V(b,ϕ,λ2),  Q(η,ϕ,λ) → 0,  при η → +∞. (7)
Подставляя (5) в (1), получим

ε∆V(ρ,ϕ,ε) – (ρ–a)nV(ρ,ϕ,ε) = f(ρ,ϕ,ε) – h(ρ,ϕ,ε), (ρ,ϕ)∈D; (8)

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
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2 2 2
, , , , , ,n n nW W h

a a
+⎛ ⎞∂ ∂ ∂

μ + μ + μ τ ϕ μ − τ μ τ ϕ μ = τμ ϕ μ⎜ ⎟⎜ ⎟+ τμ ∂τ∂τ + τμ ∂ϕ⎝ ⎠
,

 (τ,ϕ)∈D1 ; (9)
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( ) ( ) ( )

2 2
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2 2 2
, , , , 0nQ b a Q

b b

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− λ + λ η ϕ λ − − − ηλ η ϕ λ =⎜ ⎟⎜ ⎟− ηλ ∂η∂η − ηλ ∂ϕ⎝ ⎠

,

 (η,ϕ)∈D2 , (10)
где D1 = {(τ,ϕ)| 0 < τ < +∞, 0 < ϕ ≤ 2π},

D2 = {(η,ϕ)| 0 < η < +∞, 0 < ϕ ≤ 2π}.
По идее метода, в правую часть последнего равенства прибавили и убавили

одну и ту же функцию ( ) ( )
0

, , ,k
k

k
h h

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑ , которую определим ниже, при

построении регулярного внешнего решения.
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Регулярное внешнее решение

Учитывая ( ) ( )
0

, , ,k
k

k
V v

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑ , из (6) для функции vk(ρ,ϕ) имеем

–(ρ–a)nv0(ρ,ϕ) = f0(ρ,ϕ) – h0(ρ,ϕ),
–(ρ–a)nvk(ρ,ϕ) = fk(ρ,ϕ) – hk(ρ,ϕ) – ∆vk–1(ρ,ϕ), k∈N.

Отсюда определяем vk(ρ,ϕ):
v0(ρ,ϕ) = –(f0(ρ,ϕ) – h0(ρ,ϕ))/(ρ–a)n,

vk(ρ,ϕ) = –(fk(ρ,ϕ) – hk(ρ,ϕ) – ∆vk–1(ρ,ϕ))/(ρ–a)n, k∈N.
Пусть

gk(ρ,ϕ) = fk(ρ,ϕ)–∆vk–1(ρ,ϕ), k = 0,1,…, v–1(ρ,ϕ)≡0,

тогда  ( ) ( )( ),kv C D∞ρ ϕ ∈ , k = 0,1,…,
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Следовательно,
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Таким образом, мы построили регулярное внешнее решение

( ) ( )
0

, , ,k
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k
V v

∞

=
ρ ϕ ε = ε ρ ϕ∑  в области (D∪Г).

Классическая пограничная функция

Из уравнения (10) и условия (7) при ( ) ( )
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+ λ − η − η ϕ +

λ⎛ ⎞λ − η − η ϕ λ⎜ ⎟− ηλ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

q2k(0,ϕ) = ψ2,k(ϕ)–vk(b,ϕ), q2k+1(0,ϕ) = 0, qk(η,ϕ)→0, при η→+∞, k = 0,1,2,….
Отсюда

( ) ( ) ( )
2

0
0 02

,
, 0

q
lq b a q

∂ η ϕ
≡ − − η ϕ =

∂η
,

q0(0,ϕ) = ψ2,0(ϕ)–v0(b,ϕ), q0(η,ϕ)→0,  при η→+∞; (11)
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( ) ( ) ( )1 0
1 0

,
,n q

lq n b a q− ∂ η ϕ
= −η − η ϕ +

∂η
,

q1(0,ϕ) = 0, q1(η,ϕ)→0, при η→+∞; (12)
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( ) ( ) ( )2, , , при 2
0,

0, при 2 1, N
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k
v b k m

q
k m n

ψ ϕ − ϕ =⎧ϕ = ⎨ = + ∈⎩
,

qk(η,ϕ)→0, при η→+∞, k = 2, 3,… . (13)
Так как уравнение y''(x)–k2y = F(x), 0<x<∞, с краевыми условиями y(0) = y0,

y(+∞) = 0 имеет единственное решение

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0

1
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x x
k x s k s x k x skxy x y e e F s ds e F s ds e F s ds
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⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ,

то задачи (11) – (13) тоже имеют единственные решения. При η→+∞ для решения
задач (11) – (13) имеем

( ) ( ) ( )( )0 2,0 0, , b aq v b e−η −η ϕ = ψ ϕ − ϕ ,

( ) ( ) ( )( )2
1 1,2 1,1, b aq q q e−η −η ϕ = η ϕ + η ϕ ,
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где qk,j(ϕ) – ограниченные гладкие функции.
Следовательно,
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Обобщенная пограничная функция

Из (6) и (9) для функции wk(τ,ϕ) имеем
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wk(n+2)+2+j(0,ϕ) = 0, wk(n+2)+1(0,ϕ) = 0, wk(n+2)(0,ϕ) = ψ1,k(ϕ)–vk(а,ϕ), wk(τ,ϕ)→0,
при τ→+∞, j = 0,1,…,n–1; k = 0,1,…

Отсюда получаем

( ) ( ) ( )
2

0,02
,

,nn
n n

w
Lw w g−

− −
∂ τ ϕ

≡ − τ τ ϕ = ϕ
∂τ

,   w–n(0,ϕ) = 0, w–n(τ,ϕ)→0,

при τ→+∞.

( ) ( )
1 0,1

,n
n

w
Lw g −

− +
∂ τ ϕ

= ϕ τ −
∂τ

, w–n+1(0,ϕ) = 0, w–n+1(τ,ϕ)→0,

при τ→+∞.

( ) ( )0, ,j
n j j n jLw g− + − += ϕ τ − Φ τ ϕ , w–n+j(0,ϕ) = 0, w–n+j(τ,ϕ)→0,

при τ→+∞, j = 2,3,…,n–1.

( ) ( ) ( )2 2 ,k n k nLw + += −Φ τ ϕ ,    wk(n+2)(0,ϕ) = ψ1,k(ϕ)–vk(а,ϕ), wk(n+2)(τ,ϕ)→0,
при τ→+∞, k = 0,1,…

( ) ( ) ( )2 1 2 1 ,k n k nLw + + + += −Φ τ ϕ , wk(n+2)+1(0,ϕ) = 0, wk(n+2)+1(τ,ϕ)→0,
при τ→+∞, k = 0,1,…

( ) ( ) ( ) ( )1,2 2 2 2 ,j
k jk n j k n jLw g ++ + + + + += ϕ τ − Φ τ ϕ ,    wk(n+2)+2+j(0,ϕ) = 0,

wk(n+2)+2+j(τ,ϕ)→0, при τ→+∞, j = 0,1,…,n–1; k = 0,1,… ,

где  ( ) ( ) ( )2
1 2

2
, ,

, s s
s

w w− −∂ τ ϕ ∂ τ ϕ
Φ τ ϕ = +

∂τ ∂ϕ
.

Все эти задачи имеют единственные решения, удовлетворяющие заданным
граничным условиям. Действительно, как нам известно, уравнение z'' – τnz = 0

имеет два независимых решения: ( )1 1/ 2
1 q

qz I
q

⎛ ⎞τ = τ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( )2 1/ 2
1 q

qz K
q

⎛ ⎞τ = τ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

где q = (n+2)/2, Iv(s), Kv(s) – модифицированные функции Бесселя. Отметим важ-
ные свойства функций Iv(s), Kv(s), при 0 < v < 1. Iv(s) – экспоненциально возраста-
ет, а Kv(s) – экспоненциально убывает при s→∞. Iv(0) = 0, Kv(s) = O(s–v) при s→0.
Вронскиан W(Iv(s), Kv(s)) = –1/s.

Отсюда
W(z1,z2) = z1z'2–z2z'1 = τn/2, z1(τ) = O(eτ), z2(τ) = O(e–τ),

при  τ→∞  z1(0) = 0,  z2(τ) = O(1)  при  τ→0.
Поэтому можем записать решения вышеуказанных задач в виде
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Лемма. Решение уравнения

y''(x)–xny(x) = xk,  n∈N, k∈Z, (14)
при 0 ≤ х ≤ +∞ разлагается в асимптотический ряд

( ) ( )2

0
,n jk n

j
j

y x x x x
∞

− +−

=
= α → +∞∑ , (15)

при этом ряд (15) можно многократно почленно дифференцировать и он является
ФАР уравнения (14).

Доказательство. Пусть ФАР решения (14) имеет вид

( )
0

,j
j

j
y x x x

∞
−

=
= β → +∞∑ , (16)

где βi – пока неизвестные коэффициенты.
Подставляя (16) в (14), получим рекуррентную алгебраическую систему для βi.

И здесь однозначно определяем все значения βi:
βn–k = –1,  βn–k+n+2 = –(n–k)(n–k+1),

βn–k+(n+2)j = (n–k+(n+2)(j–1))(n–k+(n+2)(j–1)+1)βn–k+(n+2)(j–1),  j = 2, 3,…,
остальные коэффициенты βi равны нулю.

Отсюда получим, что
α0 = –1,  α1 = –(n–k)(n–k+1),

αj = (n–k+(n+2)(j–1))(n–k+(n+2)(j–1)+1)αj–1,  j = 2, 3,….
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Оценим теперь остаточный член ряда (15). Пусть r(x) = y(x) – ym(x), где

( ) ( )2

0

m
n jk n

m j
j

y x x x− +−

=
= α∑ .

Тогда для r(x) получим уравнение
r''–xnr = O(xk–n–((n+2)m+2)). (17)

Уравнение (17) имеет двухпараметрическое семейство решений r(x,C1,C2).
Из этих решений выберем то, которое удовлетворяет условиям: r(0) = r0,
r(+∞) = 0:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0

/ 2 / 2
2 1 1 2 2

20 0

x
N n N n

x

rr x z x O s z s ds z x O s z s ds z x
z

+∞
− − − −= − +∫ ∫ ,

где N = n–k+((n+2)m+2),
То есть r(x) = O(x –N–K), при х→+∞, 0<K – const.
Применяя эту лемму при τ→+∞ мы для функции wj(τ,ϕ) можем написать

wk(n+2)+2+j(τ,ϕ) = O(τ–n+j), j = 0, 1,..., n–1, k = –1,0,…;

wk(n+2)(τ,ϕ) = O(τ–(n+2)), k = 0, 1,...;

wk(n+2)+1(τ,ϕ) = O(τ–(n+1)),  k = 0, 1,...,
т.е. ∀k, wk(τ,ϕ)→0 при τ→+∞, k = –1,0,….

Обоснование ФАР решения задачи (1), (2)

Пусть
R(ρ,ϕ,ε) = u(ρ,ϕ,ε)–us(ρ,ϕ,ε),

где us(ρ,ϕ,ε) = ( ) ( ) ( )
( )2 12 1

0 0
, , ,

n s ns s
k k k

k k k
k k k n

v q w
+ + ++

= = =−

ε ρ ϕ + λ η ϕ + μ τ ϕ∑ ∑ ∑ , R(ρ,ϕ,ε) – оста-

точный член.
Тогда для R(ρ,ϕ,ε) получим задачу:

ε∆R–(ρ–a)nR = О(εs+1), (ρ,ϕ)∈D,

R(a,ϕ,ε) = О(εs+1), R(b,ϕ,ε) = О(εs+1).
Из принципа максимума следует справедливость оценки R = O(εs+1), в области

D∪Г.
Следовательно, справедлива следующая теорема.
Теорема. Если f (a,ϕ,0)≠0, то для решения задачи (1), (2) справедливо равно-

мерное асимптотическое разложение

u(ρ,ϕ,ε) = ( ) ( )/ 2/ 2
2

0 0
, , ,k nk k

k k k n
k k k n

b av q w
∞ ∞ ∞

+
+

= = =−

− ρ ρ −⎛ ⎞⎛ ⎞ε ρ ϕ + ε ϕ + ε ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ε ε

∑ ∑ ∑  при ε→0.

Заключение

Построено равномерное асимптотическое разложение по малому параметру
решения задачи Дирихле для бисингулярно возмущенного дифференциального
уравнения эллиптического типа второго порядка с двумя независимыми перемен-
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ными в кольце. В рассмотренном уравнении предельное уравнение имеет особен-
ность. Для этого случая доказана применимость метода пограничных функций.
Методом сращивания также можно построить разложение решения, но данный
подход значительно сокращает вычисления. Полученный асимптотический ряд
представляет собой ряд Пюйзо. Главный член асимптотического разложения ре-
шения имеет отрицательную дробную степень по малому параметру, которое
свойственно бисингулярно возмущенным уравнениям или уравнениям с точками
поворота.
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Tursunov D.A., Erkebaev U.Z. ASYMPTOTIC EXPANSION OF THE SOLUTION OF THE
DIRICHLET PROBLEM FOR A RING WITH A SINGULARITY ON THE BOUNDARY

DOI 10.17223/19988621/39/5

Owing to the large number and variety of applications, the Dirichlet problem for elliptic
equations with a small parameter at highest derivatives occupies a unique place in mathematics.
The main problem of flow around in hydrodynamics, the problem of torsion and bending in the
elasticity theory, determination of temperature inside a plate according to its known values on the
contour in physics, the potential of the steady flow of an incompressible fluid, electromagnetic
and magnetic potentials, and the determination of the temperature of the thermal field or electro-
static field potential in a certain region at a given temperature or potential on the boundary can be
reduced to this problem. It is also closely related to main problems of statistical theory of elastic-
ity and others. The explicit solution of these problems can be constructed in the general case only
using different asymptotic and numerical methods. When the corresponding unperturbed equation
has a smooth solution, these problems are called bisingular in A.M. Il’in’s terminology. The
method of matching was applied before to construct the asymptotic of bisingularly perturbed
problems but the method of boundary functions was not used directly. The authors propose to
modify the method of boundary functions by use of which it is possible to construct asymptotic
solutions of the Dirichlet problem for a bisingularly perturbed second order elliptic equation with
two independent variables in a ring domain. The aim of the study is to develop the asymptotic
method of boundary functions for bisingularly perturbed problems. The constructed asymptotic
series is a series of Puiseux. The principal term of the asymptotic expansion of the solution has a
negative fractional power in the small parameter, which is inherent to bisingular perturbed equa-
tions or equations with turning points.

Keywords: Asymptotic expansion of a solution, bisingular perturbation, elliptic type equation,
Dirichlet problem, small parameter, generalized method of boundary functions, boundary func-
tions, modification Bessel functions.

TURSUNOV Dilmurat A. (Dr. Sci., Ural State Pedagogical University, Yekaterinburg, Russian
Federation)
E-mail: d_osh@rambler.ru

ERKEBAEV Ulukbek Z. (Osh State University, Osh, Kyrgyzstan)
E-mail: uluk3188@mail.ru

REFERENCES

 1. Gilbarg D., Trudinger N. Ellipticheskie differentsial'nye uravneniya s chastnymi proizvodnymi
vtorogo poryadka. Moscow, Nauka Publ., 1989. 464 p. (in Russian)

 2. Levinson N. The first boundary value problem for ε∆u+Aux+Buy+Cu=D for small ε. Ann. of
Math., 1950, vol. 51, pp. 428–445.

 3. Eckhaus W. Boundary layers in linear elliptic singular perturbation problems. SIAM Review,
1972, vol. 14, no. 2, pp. 225–270.

 4. Shagi-di Shih, Kellogg R.B. Asymptotic analysis of a singular perturbation problem. SIAM J.
Math. Anal., 1987, vol. 18, no. 5, pp. 1467−1511.

 5. Butuzov V.F., Denisov I.V. Uglovoy pogranichnyy sloy v nelineynykh ellipticheskikh zada-
chakh, soderzhashchikh proizvodnye pervogo poryadka. Model. i analiz informatsionnykh
sistem, 2014, vol. 21, no. 1, pp. 7–31. (in Russian)

 6. Butuzov V.F., Levashova N.T., Mel'nikova A.A. Kontrastnaya struktura tipa stupen'ki v sin-
gulyarno vozmushchennoy sisteme ellipticheskikh uravneniy. ZhVM i MF, 2013, vol. 53,
no. 9, pp. 1427–1447. (in Russian)

 7. Beloshapko V.A., Butuzov V.F. Singulyarno vozmushchennaya ellipticheskaya zadacha v
sluchae kratnogo kornya vyrozhdennogo uravneniya. ZhVM i MF, 2013, vol. 53, no. 8,
pp. 1291−1301. (in Russian)



52 Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев

 8. Il'in A.M. Soglasovanie asimptoticheskikh razlozheniy kraevykh zadach. Moscow, Nauka
Publ., 1989. 334 p. (in Russian)

 9. Lelikova E.F. Ob asimptotike resheniya odnogo uravneniya s malym parametrom pri chasti
starshikh proizvodnykh. Tr. IMM UrO RAN, 2012, vol. 18, no. 2, pp. 170–178. (in Russian)

 10. Alymkulov K. Method of boundary layer function to solve the boundary value problem for a
singularly perturbed differential equation of the order two with a turning point. Universal J.
Appl. Math., 2014, vol. 2, no. 3, pp. 119–124.

 11. Alymkulov K., Asylbekov T.D., Dolbeeva S.F. Obobshchenie metoda pogranfunktsiy dlya re-
sheniya kraevoy zadachi dlya bisingulyarno vozmushchennogo differentsial'nogo uravneniya
vtorogo poryadka. Matematicheskie zametki, 2013, vol. 94, no. 3, pp. 483−487. (in Russian)

 12. Tursunov D.A. Asimptoticheskoe razlozhenie resheniya bisingulyarno vozmushchennogo el-
lipticheskogo uravneniya. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i
mekhanika, 2013, no. 6(26), pp. 37–44. (in Russian)

 13. Tursunov D.A. Asimptotika resheniya bisingulyarno vozmushchennogo ellipticheskogo urav-
neniya. Sluchay osoboy tochki na granitse. Izvestiya Tomskogo politekhnicheskogo univer-
siteta, 2014, vol. 324, no. 2, pp. 31−35. (in Russian)

 14. Tursunov D.A., Belekov K.J. Asymptotic expansion of the solution of the Dirichlet problem
for bisingular perturbed elliptic equations in domains with smooth boundaries. Proc. of
V Congress of the Turkic World Mathematicians (Kyrgyzstan, Bulan-Sogottu, 5−7 June,
2014), ed. by Academician Altay Borubaev. Bishkek, Kyrgyz Mathematical Society, 2014,
pp. 143−147.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.6
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo true
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /RUS ()
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




