
50 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
2016             Управление, вычислительная техника и информатика             № 1 (34) 

 
УДК 519.21 
DOI: 10.17223/19988605/34/6 

 
М.Н. Сиротина, А.М. Горцев 

 
ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛИТЕЛЬНОСТИ  

МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В МОДУЛИРОВАННОМ СИНХРОННОМ  
ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 

 
Работа выполнена в рамках государственного заказа Минобрнауки РФ на проведение научных исследований  

в Национальном исследовательском Томском государственном университете на 2014–2016 гг. 
 

Рассматривается модулированный синхронный дважды стохастический поток событий. Поток функ-
ционирует в условиях непродлевающегося мертвого времени, т.е. после каждого зарегистрированно-
го события наступает время фиксированной длительности, в течение которого другие события ис-
ходного модулированного синхронного потока недоступны наблюдению. Полагается, что длитель-
ность мертвого времени – неизвестная величина. Методом максимального правдоподобия решается 
задача об оценке длительности мертвого времени по наблюдениям за моментами наступления собы-
тий рассматриваемого потока. 
Ключевые слова: модулированный синхронный поток событий; непродлевающееся мертвое время; 
функция правдоподобия; оценка максимального правдоподобия; длительность мертвого времени.  

 
Настоящая работа является непосредственным продолжением исследований модулированного 

синхронного потока событий, начатых в статьях [1−4]. 
Математические модели систем массового обслуживания широко применяются при описании ре-

альных физических, технических и других процессов и систем. В связи с бурным развитием компью-
терной техники и информационных технологий появилась важная сфера приложений теории массового 
обслуживания – проектирование и создание информационно-вычислительных сетей, компьютерных 
сетей связи, спутниковых сетей, телекоммуникационных сетей, объединенных термином «цифровые 
сети интегрального обслуживания» (ЦСИО) [5, 6]. 

На практике параметры, определяющие входящий поток событий, изменяются со временем, при 
этом изменения часто носят случайный характер, последнее приводит к рассмотрению дважды стоха-
стических потоков событий. По-видимому, одной из первых работ в этом направлении явилась ста-
тья [7], в которой дважды стохастический поток определяется как поток, интенсивность которого есть 
случайный процесс. Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: к первому классу 
относятся потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу 
относятся потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным 
числом состояний. Подчеркнем, что потоки второго класса впервые введены в рассмотрение практиче-
ски одновременно в 1979 г. в [8, 9]. В [8] введенные потоки названы MC (Markov chain)-потоками; в 
[9] – MVP (Markov versatile processes)-потоками. Отечественные и зарубежные авторы в своих работах, 
начиная с начала 1990-х гг. [10–15], называют введенные в [8, 9] потоки событий либо дважды стоха-
стическими потоками событий, либо MAP-потоками, либо MC-потоками. В свою очередь, в зависимо-
сти от того, каким образом происходит переход из состояния в состояние, MC-потоки можно разделить 
на три типа: 1) синхронные потоки событий [16−21]; 2) асинхронные и обобщенные асинхронные пото-
ки событий [22–27]; 3) полусинхронные и обобщенные полусинхронные потоки событий [28–33]. В [34] 
введены в рассмотрение MAP-потоки событий первого порядка (собственно MAP-потоки, введенные 
в [9]) и MAP-потоки событий второго порядка (суперпозиция двух синхронизированных MAP-потоков 
первого порядка, отличающихся друг от друга исходными параметрами). В [34] показывается, что син-
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хронный MC-поток является частным случаем MAP-потока первого порядка, асинхронный и полусин-
хронный MC-потоки являются частными случаями MAP-потока второго порядка. 

В реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, 
либо вообще неизвестны, либо (что еще более ухудшает ситуацию) изменяются со временем. Вслед-
ствие этого возникают задачи: 1) оценки состояний потока (задача фильтрации интенсивности потока) 
по наблюдениям за моментами наступления событий [24, 27, 29, 33, 35–38]; 2) оценка параметров пото-
ка по наблюдениям за моментами наступления событий [16–22, 26, 28, 30–32].  

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий выступает 
мертвое время регистрирующих приборов [39–46], которое порождается зарегистрированным событи-
ем. Другие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В качестве примера приведем протокол CSMA/CD – протокол случайного 
множественного доступа с обнаружением конфликта, широко используемый в компьютерных сетях. 
В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети по сети рассылается 
сигнал «заглушки» («пробки»); в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступившие в 
данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных вызовов. 
Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в него после 
обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего конфликт в 
узле сети. Для того чтобы оценить потери заявок в узле сети, необходимо оценить длительность мерт-
вого времени, которым выступает в данном случае длительность сигнала «заглушки». 

В работах [1–4] введен в рассмотрение модулированный синхронный поток событий, являющийся 
обобщением синхронного потока и относящийся к классу MAP-потоков второго порядка. Синхронный 
поток событий систематически исследовался в работах [16–21, 47–52]. В настоящей статье, являющейся 
непосредственным развитием работ [1–4], для решения задачи оценивания длительности мертвого вре-
мени применяется метод максимального правдоподобия [53–59], так как оценки, построенные при ис-
пользовании данного метода, как правило, обладают привлекательными свойствами. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный синхронный поток событий (далее поток), интенсивность ко-

торого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс )(λ t  с двумя состояниями: 

1 2 1 2λ , λ (λ λ 0)  . Длительность пребывания процесса )(λ t  (потока) в i-м состоянии распределена по 

экспоненциальному закону с параметром α , 1, 2i i  . Если процесс )(λ t  в момент времени t находится в 

i-м состоянии, то на полуинтервале  ttt , , где t  – достаточно малая величина, с вероятностью 

)(α toti   пребывание процесса )(λ t  в i-м состоянии закончится и процесс )(λ t с вероятностью, рав-

ной единице, перейдет из i-го состояния в j-е (i, j = 1,2, i ≠ j). В течение временного интервала случай-
ной длительности, когда it λ)(λ  , имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью 

λ , 1, 2i i  . Кроме того, переход из первого состояния процесса )(λ t  во второе возможен в момент 

наступления события пуассоновского потока интенсивности 1λ ; переход осуществляется с вероятностью 

p (0 ≤ p ≤ 1); с вероятностью 1 – p процесс )(λ t  остается в первом состоянии. Переход из второго состо-

яния процесса )(λ t  в первое возможен также в момент наступления события пуассоновского потока ин-

тенсивности 2λ ; переход осуществляется с вероятностью q (0 ≤ q ≤ 1); с вероятностью 1 – q процесс 

)(λ t  остается во втором состоянии. В сделанных предпосылках )(λ t  – марковский процесс. 

Матрицы инфинитезимальных коэффициентов рассматриваемого потока примут вид 

1 1 1 1 1
0 1

2 2 2 2 2

(λ α ) α (1 )λ λ
,

α (λ α ) λ (1 )λ

p p
D D

q q
  

 
  
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Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(λ t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности переходов из 

состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности 

выхода процесса )(λ t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что если 

α 0, 1,2i i  , то имеет место обычный синхронный поток событий [50]. 

После каждого зарегистрированного события наступает время фиксированной длительности T
(далее мертвое время), в течение которого другие события потока недоступны наблюдению. Рассматри-
вается непродлевающееся мертвое время, т.е. события, наступившие в течение интервала мертвого вре-
мени не вызывают его продления. По окончании длительности периода мертвого времени первое 
наступившее событие вновь порождает период мертвого времени длительности T  и т.д. Вариант воз-
никающей ситуации представлен на рис. 1, где 1 2λ , λ  – состояния процесса )(λ t , 1 2, ,...t t  – моменты 

наступления наблюдаемых событий потока, штриховка – периоды мертвого времени длительности Т, 
ось 1 отображает исходный модулированный поток событий, 2 – схему создания мертвого времени, 3 – 
наблюдаемые события модулированного синхронного потока. 

 

 
 

Процесс )(λ t  и типы событий (события пуассоновских потоков с интенсивностями 1λ  либо 2λ ) 
являются принципиально ненаблюдаемыми (в сделанных предпосылках )(λ t  – скрытый марковский 

процесс), а наблюдаемыми являются только моменты наступления наблюдаемых событий на временной 
оси 1 2, ,...t t . Рассматривается стационарный режим функционирования потока. Последовательность мо-

ментов 1 2, ..., ,...kt t t  наступления событий наблюдаемого потока порождает вложенную цепь Маркова 

 )(λ kt , т.е. поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать с момента kt
(момент наступления события потока), k = 1,2,… .  

Основной задачей работы является построение оценки T̂  длительности мертвого времени мето-
дом максимального правдоподобия  (в предположении, что остальные параметры потока 

1 2 1 2λ , λ , , , ,p q   известны). 

 
2. Построение функции правдоподобия 

 
Обозначим 1 , 1,2,k k kt t k     , – значение длительности k-го интервала между моментами 

наступления соседних событий наблюдаемого потока (рис. 2). 
Так как поток функционирует в стационарном режиме, то плотность вероятности значений дли-

тельности интервала между моментами наступления соседних событий наблюдаемого потока 
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

   



53 

,0),()(  TkT pp  для любого k (индекс T подчеркивает, что плотность вероятности зависит от дли-

тельности мертвого времени). Таким образом, без потери общности момент наступления события kt  

можно положить равным нулю, т.е. 0 . 
 
 
 
 
 
 
 
Тогда плотность вероятностей )τ(Tp  значений длительности интервала между наступлениями со-

седних событий модулированного синхронного потока, функционирующего в условиях мертвого вре-
мени, запишется в виде [4]: 

1 2( ) ( )
1 2

0, 0 ,
( )

( ) (1 ( )) , ,
T z T z T

T
p

T z e T z e T   

    
     

                                    (1) 

)),(πλ)(πλ(
1

)(γ 22112
12

TTz
zz

T 


  

,αα4)λαλα(λαλα( 21
2

221122111 z  

2
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( ) 4 , ,z z z                     

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )
1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( (0 | )) , ( ) ( (0 | )) ,p q T p q TT T e T T e                            

.
λαλα

λα
π,

λαλα

λα
π

2211

11
2

2211

22
1 qp

p
qp

q








  

Пусть 1 2 1 2 3 2 1, , , , 1,2,k k kt t t t t t k           , – последовательность измеренных в ре-

зультате наблюдения за потоком на интервале наблюдения (0,t) значений длительностей  интервалов 
между соседними событиями наблюдаемого потока. Упорядочим величины kτ,,τ,τ 21   по возраста-

нию: )()2()1(
min ττττ k  . Тогда функция правдоподобия, с учетом (1), примет вид 

(1) ( )
min

(1) ( ) ( )
min

1

( , , , , , | , , ) 0 ,

( , , , , | , , ) ( ), .

k
i i i

kk j
i i T

j

L p q T T

L p q T p T


        

       




 

Так как основная задача исследования заключается в построении оценки длительности мертвого 

времени T̂ , то согласно методу максимального правдоподобия ее решение есть нахождение максимума 
функции правдоподобия по неизвестному параметру T: 

 ( ) ( )
1 2( ) ( )(1) ( ) ( )

1 2 min
1 1

( | , , ) ( ) ( ) (1 ( )) max, 0 ,
j jk k z T z Tk j

T Tj j
L T p T z e T z e T     

 
                (2) 

где 1 2,z z , )(γ T  определены в (1). 

Значение T, при котором (2) достигает своего глобального максимума, есть оценка T̂  длительно-
сти мертвого времени. 

 
3. Решение оптимизационной задачи 

 
Сделаем переобозначение: mττmin  . Так как функция правдоподобия (2) отлична от нуля при 

mT τ0  , то положим ( )( ) 0, 2,j
Tp j k   , при )0τ(τ  mmT . Изучим поведение функции 

( ), 0T m mp T     как функции переменной T. В последующем изложении ситуация, когда принимается 

T
 

 
Рис. 2. Интервал между соседними наблюдаемыми событиями потока 
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0τ m , означает доопределение изучаемых функций в граничной точке. Рассмотрим производную 

)τ( mTp  функции )τ( mTp  по переменной T. Производная примет вид 

,
)ββ)((

)()(
)τ(

2112

)τ(
2

)τ(
1

21







zz
eTFeTF

p
TzTz
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mm

 

   1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2( ) ( ) ( ) '( ) , ( ) ( ) ( ) '( ) ,F T z z z z f T f T F T z z z z f T f T                    (3) 

1 2 1 2( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2

( ) ( )
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( ) ( )

T TP P e P P e
f T P P f T z z

F T F T

                     

1 2( )
1 2( ) 0, 0 , 0,T

m mF T z z Pe T           

где 111 λαβ p , 222 λαβ q , )αλ(λ)1(αλ 112211  qpP , )αλ(λ)1(αλ 221122  pqP , 

)1(λλ 21 qpP  , 12212121 αλαλλλ zz ; 21 , zz  определены в (1). 

Лемма 1. Производная )τ( mTp  – положительная функция переменной mτ  при T = 0 ( )0)τ(0  mp . 

Доказательство. Так как mτ  – любое неотрицательное число ( 0τ m ), то )τ(0 mp  можно рас-

сматривать как функцию переменной mτ . Подставляя T = 0 в (3), получаем 

 1 2
0 1 2 2 12

2 1

( ) ( ) ( ) , 0,
( )

m mz z
m m

Сp z e z A C z e z A C
z z A

          


                     (4) 

где ,21 PPA  2211 λλ PPC  ; 1P , 2P  определены в (3); 21 , zz  определены в (1). 

Значение производной (4) в точке mτ  = 0 примет вид 

  0/)0τ()0( 2
00  ACpp m ,                                                      (5) 

где A, С определены в (4). 
Предел функции )τ(0 mp  при mτ  определится в виде 

0)τ(lim)( 0
τ

0 
 mpp

m

.                                                          (6) 

Исследуем функцию )τ(0 mp  ( 0τ m ) на присутствие нуля. Рассмотрим уравнение 0)τ(0  mp , 

которое приводится к виду 

2 1( ) 1 2

2 1

( )
, 0.

( )
mz z

m
z z A C

e
z z A C

   
  


                                                       (7) 

Обозначим 21 / BBВ  ; )( 211 CAzzB  , )( 122 CAzzB  . Подчеркнем, что если 02 B , то 

01 CAz , т.е. CAz 1 . Тогда 0)( 122  AzzCAz  и из (4) следует 0τ,0)τ('0  mmp . 

Преобразовывая 1B , получаем 

 
 

2 2
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
2 ( )( ) ( ) ( ) 4

2
1

2 ( )( ) ( ) .
2

B z A z z

z A z z

                     

                
 

Нетрудно показать, что правая часть последнего неравенства всегда строго больше нуля. Тогда 
01 B . Таким образом, в уравнении (7) имеют место два варианта: 1) 01 B , 02 B ; 2) 01 B , 02 B . 

Для первого варианта 0В , и уравнение (7) не имеет решения. Для второго варианта 1В , так как 
0)( 1221  CzzBB , и уравнение (7) также не имеет решения. Отсюда следует, что производная 

)τ(0 mp  не достигает нуля для 0τ m . Тогда (6) принимает вид 0)(0 p . Объединение (5), (6) и 

утверждения 0 ( ) 0, 0,m mp      доказывает лемму 1.  
Из леммы 1 следует, что плотность вероятности )τ( mTp  – возрастающая функция переменной T в 

точке T = 0 ( 0τ m ). 

Лемма 2. Производная )τ( mTp  при mT τ  ( 0τ m ) строго больше нуля ( )τ('τ mT m
p  )0)τ(  mp . 
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Доказательство. Подставляя mT τ  в (3), получаем, что 

,)τ(
)(

)ββ)(λλ(
ββ

1
)τ(

2
21

τ)ββ(

221121
21

τ)2β1β(

21























mm X
Pezz

ePPСp
m

m

                           (8) 

1 2( )
1 2( ) ( )(1 ), 0,m

m mX C P z z e           

где С определена в (4); 1β , 2β , 1P , 2P , P определены в (3); 21 , zz  определены в (1). 

Нетрудно показать, что 0)τ( mX  для 0τ m . Последнее означает, что знак производной )τ( mp  

определяется множителем )ββ( 2211 PP  . 

Рассмотрим )τ( mp  как функцию mτ  ( 0τ m ). Имеем 

  ;0/)0τ( 2  ACp m 0)ββ/()τ(lim)τ( 21
τ




Cpp mm
m

. 

Знак разности ))ββ(/()ββ)(λλ()τ()0τ( 21
2

221121  APPCpp mm  определяется знаком 

множителя )ββ( 2211 PP  : если 0)ββ( 2211  PP , то )τ()0τ(  mm pp ; если 0)ββ( 2211  PP , то 

)τ()0τ(  mm pp ; если 0)ββ( 2211  PP , то )τ()0τ(  mm pp . 

Из вида производной )τ( mp  следует, что в случае, когда 0)ββ( 2211  PP , функция 0)τ(  mp , 

т.е. функция )τ( mTp  есть возрастающая функция переменной T в точке mT τ  ( 0τ m ). Случай 

0)ββ( 2211  PP  требует отдельного рассмотрения. Для этого исследуем вторую производную )τ( mp   

функции )τ( mp . Производная )τ( mp  , с учетом (8), примет вид 

 

1 2

1 2

( )

1 2 1 1 2 2 1 2 3

( )
1 2 1 2 1 2

( ) ( )( ) ( ),
( )

( ) ( ) ( ) , 0,

m

m

m m
m

m m

ep P P z z Y
F

Y C z z P z z Pe

   

   

         


         

                          (9) 

где С определена в (4); 1β , 2β , 1P , 2P , P, )τ( mTF  определены в (3); 21 , zz  определены в (1). 

Так как рассматривается случай 0)ββ( 2211  PP , то множитель в (9) 

0)τ(/)ββ)(λλ( 3τ)ββ(
21221121

21  
mFezzPP m ; тогда знак производной )τ( mp   определяется знаком 

выражения )τ( mY . Исследуем функцию )τ( mY . Имеем 0)()( 21  PzzСY , )ββ()0( 21  PCY , 

при этом (0) 0,Y   либо 0)0( Y , либо 0)0( Y . Производная )τ( mY   примет вид 

0τ,)ββ)(ββ()τ( τ)ββ(
212121

21  
mm

mPezzY . 

Знак производной )τ( mY   зависит от множителя P: 1) если P < 0, то 0)τ(  mY  ( 0τ m ) и тогда 

0)τ(  mp  ( 0τ m ); 2) если P = 0, то 0)τ( CY m  ( 0τ m ) и тогда 0)τ(  mp  ( 0τ m ); 3) если P > 0, 

то 0)τ(  mY ( 0τ m ) и тогда ( ) 0,mp    либо 0)τ(  mp , либо 0)τ(  mp  ( 0τ m ). 

Для первых двух случаев производная ( ) 0 ( 0)m mp     . Если реализуется третий случай, то 

возможны варианты поведения функции ( ) ( 0)m mp    : а) если 0)ββ()0( 21  PCY , то 

0)τ(  mp  ( 0τ m ); тогда ( ) 0 ( 0)m mp     ; б) если 0)ββ()0( 21  PCY , то 0)τ(  mp  ( 0τ m ), 

0)τ(  mp ( 0τ m ); тогда ( ) 0 ( 0)m mp     ; в) если 0)ββ()0( 21  PCY , то поведение )τ( mp   

определяется тремя ситуациями: 1) *ττ0 mm  , тогда 0)τ(  mp ; 2) *ττ mm  , тогда 0)τ(  mp ; 

3) mm ττ*  , тогда 0)τ(  mp . 

Таким образом, при реализации варианта 0)ββ()0( 21  PCY  производная )τ( mp  ( 0τ m ) 

достигает своего глобального минимума в точке *ττ mm  . При этом точка *τm  определяется выражением 

* 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( )1
ln , 0.

( )m
z z z z P

z z P
  

   
      

                                        (10) 

Подставляя (10) в (8), находим выражение для производной )τ( mp  в точке минимума *ττ mm  : 
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2
* 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2
1 2 1 2

( )1
( ) ( )( ) , 0.

4 ( )m
z zp C P P P

P
                    

              (11) 

Можно показать, что производная, определяемая в (11), строго больше нуля *( ( ) 0, 0)mp P    . 

Отсюда следует, что при реализации варианта 0)ββ()0( 21  PCY  выполняется ( ) 0 ( 0)m mp    
. Лемма 2 доказана. 

Далее изучим поведение производной )τ( mTp  как функции переменной T на интервале  mτ,0 . 

Рассмотрим на предмет существования корней уравнение 0)τ(  mTp , которое, с учетом (3), пре-

образуется в выражение 

2 1( )( ) 1

2

( )
( ) , ( ) , 0 ,

( )
mz z T

m
F TТ e Т T
F T

                                                  (12) 

где )(),( 21 TFTF  определены в (3). Так как, в принципе, mτ  может быть сколь угодно большим числом, 

то изучим поведение функции )(Т  при 0Т .  

Отметим, что 0τ,τ0,1)τ)((τ)( 1212  
mm

Tzzzz Tee mm . 

Обозначим qph 1 , тогда hP 21λλ . Величину )ββ)(λλ( 221121 PP   представим в виде 

 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2

( )( ) ( ) 2 ( )( )

( )( ) ( ), 1 1.

P P h z z z z h
z z z z x h h
                

        
             (13) 

Функция (13) достигает нуля в точках 1hh   и 2hh  ; 2121121 λλ/)ββ(  zzh , 

2121212 λλ/)ββ(  zzh , 21 hh  . 

Исследуем функцию )(1 TF , 0T , из (12) и определенную в (3). 

Лемма 3. Функция 0)(1 TF  при 0T . 

Доказательство. Имеем  

,0/))(()0( 2
22111  ACCAzzF  ,0)()(lim)( 2111 


CAzzTFF

T  
так как 0)( 2 CAz  (лемма 1). 

Тогда 0)(λλ)( 11212  hhzCAz . Отсюда следует, что всегда 1hh  . 

Для дальнейшего исследования )(1 TF  на знак представим ее как функцию, зависящую от пара-

метра h ( ),()( 11 hTFTF  ): 

 1 1 1 2 1 2 1( , ) ( ) ( , ) '( , ) , 0, 1 1,F T h z z z z f T h f T h T h                                  (14) 

1 2 1 2( ) ( )

1 2 1 2 2
( , ) ( ) , '( , ) ( ) ( ) ,

( , ) ( , )

T Te ef T h A x h f T h z z x h
F T h F T h

     

       

где )(hx  определена в (13); A – в (4); 1β , 2β ; ),( hTF  – в (3); 21 , zz  – в (1). 

Знак функции ),(1 hTF  зависит от знака функции )(hx . Рассмотрим все возможные варианты. 

Пусть 0)( hx . Это возможно, как следует из (13), если 1hh   либо 2hh  . Так как всегда 1hh  , 

то случай 1hh   исключается. Тогда для случая 2hh   имеем 0)ββ)((),( 2112
2
121  zzzhhTF , 

0T . 

Пусть 0)( hx . Последнее возможно, если реализуется один из следующих вариантов: 

210 hhh  ; 210 hhh  ; 21 0 hhh  ; 21 0 hhh  ; 21 0 hhh  ; 021  hhh ; 

021  hhh . 

Рассмотрим вариант 210 hhh  . Имеем 

 ,)()(
),(

)()(),( )(
21121211213

)(
212

2
11 21

21
T

T
hezzzz

hTF
ehxzz

T
hTF 










   (15) 



57 

.0,0 21 hhhT   

Знак производной (15) определяется знаком функции: 
1 2( )

1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ,Ty T h z z z z he           1 20, 0 .T h h h              (16) 

Тогда, поскольку 0h , функция (15) – возрастающая функция переменной T (возрастает от 

hzzzzhTy )()(),0( 21121211211   до 0)ββ()( 211211  zzzTy ). Тогда 

0),0(1  hTy  для 210 hhh  . Отсюда следует, что функция (16) проходит через ноль в точке  

1 2 1 1 2
1 1 2

1 2 1 2 1 1 2

( )1
( ) ln , 0 .

( ) ( )

z z zT h h h h
z h
 

    
     

 

В силу этого поведение производной ),(1 hTF   (определяемой в (15)) в зависимости от T будет вы-

глядеть следующим образом: 1 1( , ) 0, 0 ( )F T h T T h    ; 1 1( , ) 0, ( )F T h T T h   ; 1 1( , ) 0, ( )F T h T T h   . Та-

ким образом, функция ),(1 hTF  в точке )(1 hTT   достигает своего глобального минимума, при этом 

1 1 1 2( 0, ) ( , ), 0F T h F T h h h h       . Покажем, что в точке )(1 hTT   функция ),(1 hTF  строго боль-

ше нуля ( 1 1 1 2( , ) 0, 0F T T h h h h     ). Имеем 




2 2 2
1 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2

2 3
2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

( ( ), ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) , 0 .

F T T h h z z h z z z z

z z h z z z z h h h

               

          

  (17) 

Функция (17), в частности, достигает нуля в точке 1hh  . Тогда при 1hh   имеет место 

0),( 11  hTTF . Используя формулы (15), (16), показывается, что 1( , ) 0, 0,F T h T   для оставшихся 

вариантов, реализующихся для 0)( hx . 

Пусть 0)( hx . Это возможно, если реализуется один из следующих вариантов: 10 21  hhh ; 

10 21  hhh ; 10 21  hhh ; 1021  hhh ; 1021  hhh ; 021  hhh ; 021  hhh . 

Используя формулы (15)–(17), показывается, что для всех приведенных вариантов функция 

1 2( , ) 0, 0,F T h T h h   . Лемма 3 доказана. 

Перейдем к рассмотрению функции )(2 TF , 0T , из (12) и определенной в (3). 
Лемма 4. 1) Функция 0)(2 TF  ( 0T ), если 0)( hx ; 2) функция 0)(2 TF  ( 0T ), если 0)( hx . 

Доказательство. Имеем 

,/))(()0( 2
221

2
2212 AChhzF   )(λλ)(lim)( 2

2
22122 hhzTFF

T



. 

Для дальнейшего исследования функции )(2 TF  на знак представим ее как функцию, зависящую 

от параметра h ( ),()( 22 hTFTF  ):  

  ,11,0,),('),()ββ(),( 2212122  hThTfhTfzzzzhTF                   (18) 

где ),( hTf , ),(' hTf  определены в (14). 

Знак функции ),(2 hTF зависит от знака функции )(hx , определенной в (13). 

Пусть 0)( hx . Это возможно, как следует из (13), если 1hh   либо 2hh  . Так как всегда 1hh   

(лемма 3), то случай 1hh   исключается. Тогда для случая 2hh  , подставляя 2h  в (18), имеем 

0),( 22  hhTF , 0T  . 

Пусть 0)( hx . Неравенство выполняется, если реализуется один из вариантов, приведенных в 

лемме 3 для 0)( hx . 

Рассмотрим вариант 210 hhh  . Имеем 

 ,)()(
),(

)()(),( )(
21221212213

)(
21

2
212 21

21
T

T
hezzzz

hTF
ehxzz

T
hTF 










  (19) 

1 20, 0 .T h h h     
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Знак производной (19) определяется знаком функции: 
1 2( )

2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2( , ) ( ) ( ) ,Ty T h z z z z he             1 20, 0 .T h h h             (20) 

Тогда, поскольку 0h , функция (20) – возрастающая функция переменной T (возрастает от 

hzzzzhTy )()(),0( 21221212212   до 0)(),( 212212  zzzhTy ). Здесь 

возможны две ситуации: а) 0),0(2  hTy , 210 hhh  ; б) 0),0(2  hTy , *
210 hhh  ; 

0),0(2  hTy , *
2hh  , 0),0(2  hTy , *

2 2 ,h h h   где   1
2122121221

*
2 )()(  zzzzh . 

Рассмотрим ситуацию а). Тогда функция (20) проходит через ноль в точке  

1 2 2 1 2
2 1 2

1 2 1 2 2 1 2

( )1
( ) ln , 0 .

( ) ( )

z z zT h h h h
z h

 
    

       
 

В силу этого поведение производной ),(2 hTF   (определяемой в (19)) в зависимости от T будет вы-

глядеть следующим образом: 2 2( , ) 0, 0 ( )F T h T T h    ; 2 2( , ) 0, ( )F T h T T h   ; 2 2( , ) 0, ( )F T h T T h   . 

Таким образом, функция ),(2 hTF  в точке )(2 hTT   достигает своего глобального минимума, при этом 

2 2 2 2(0) ( 0, ) 0, ( ) ( , ) 0,F F T h F F T h        ),,(),0( 22 hTFhTF  210 hhh  . Все это дока-

зывает, что 2 ( , ) 0, 0F T h T  , для ситуации а). Аналогично доказывается, что для ситуации б) функция 

2 ( , ) 0, 0F T h T  . 

Используя формулы (19), (20), показывается, что для оставшихся вариантов, приведенных в лем-
ме 3, 2 ( , ) 0, 0F T h T  . Лемма 4 доказана. 

Для случая 0)( hx  имеет место лемма. 

Лемма 5. Функция 0)(2 TF ( 0T ), если 0)( hx . 

Доказательство осуществляется применением формул (19), (20) (аналогично применению этих 
формул в лемме 4) для вариантов изменения параметра h, приведенных в лемме 3 для случая 0)( hx . 

Лемма 5 доказана. 
Введем в рассмотрение функцию 

 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) , 0, 1 1,T h F T h F T h z z z z z z f T h f T h T h                (21) 

где ),(1 hTF , ),( hTf , ),(' hTf  определены в (14); ),(2 hTF  – в (18). 

Лемма 6. Функция 0,0),(  ThT , если 0)( hx . 

Доказательство. Имеем 

0)/)()((),0( 2
2112  ACzzhT , 0)(),(lim),( 12 


CzzhThT

T
. 

Знак функции ),( hT  зависит от знака функции )(hx , определенной в (13). 

Пусть 0)( hx . Это возможно, как следует из (13), если 1hh   либо 2hh  . Так как всегда 1hh   

(лемма 3), то случай 1hh   исключается. Тогда для случая 2hh  , подставляя 2h  в (21), получаем 
2

2 2 2 1 1 2 1( , ) ( )( ) 0,T h h z z z         0T  . 

Пусть 0)( hx . Неравенство выполняется, если реализуется один из вариантов, приведенных в 

лемме 3 для 0)( hx . 

Рассмотрим вариант 210 hhh  . Имеем 

  TehxzzzzhTFThT )(
211221

3 21)())(()),(/1(/),(                           (22) 

 1 2( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) , 0, 0 .Tz z z z z z he T h h h                   

Знак производной (22) определяется знаком функции: 
1 2( )

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ,Ty T h z z z z z z he              1 20, 0 .T h h h         (23) 

Тогда, поскольку 0h , функция (23) – возрастающая функция переменной T (возрастает от 
hzzzzzzhTy )()(),0( 212121212121   до )(),( 212121  zzzzhTy  > 0). 
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Здесь возможны три ситуации: а) 0),0(  hTy , 210 hhh  ; б) 0),0( 2  hhTy ; в) 0),0(  hTy , 
*

10 hh  ; 0),0(  hTy , *hh  ; 0),0(  hTy , 2
* hhh  , где *

1 2 1 2 1 2( )h z z z z      

  1
1 2 1 2 1 2( )z z       . 

Рассмотрим ситуацию а). Тогда функция (23) – положительная функция переменной T                  
( 0),( hTy , 0T ). В силу этого производная (22) – отрицательная функция переменной T ( 0T ). Все 

это означает, что функция (21) убывает от 0),0(  hT  до 0),(  hT . Отсюда следует, что для 

ситуации а) функция 0),(  hT , 0T . Аналогично доказывается, что для ситуаций б), в) функция 

0),(  hT , 0T . 

Используя формулы (22), (23), показывается, что для оставшихся вариантов, приведенных в лем-
ме 3 для 0)( hx , функция 0),(  hT , 0T . Лемма 6 доказана. 

Для случая 0)( hx  имеет место лемма. 

Лемма 7. Функция 0),(  hT , 0T , если 0)( hx . 

Доказательство осуществляется применением формул (22), (23) (аналогично применению этих 
формул в лемме 6) для вариантов изменения параметра h, приведенных в лемме 3 для случая 0)( hx . 

Лемма 7 доказана. 
Лемма 8. Функции ),(1 hTF , ),(2 hTF  подчиняются неравенству: ),(),( 21 hTFhTF  , 0T , 

.11  h   
Доказательство осуществляется объединением результатов лемм 6, 7. Лемма 8 доказана. 
Лемма 9. Уравнение (12) решения не имеет. 
Доказательство вытекает из последовательного применения лемм 3–5 и леммы 8. Лемма 9 дока-

зана. 
Лемма 10. Производная )τ( mp , определяемая формулой (3), является положительной функцией 

переменной T  ( ( ) 0, 0 , 0m m mp T        ).  

Доказательство осуществляется применением результатов лемм 1, 2, 9. Лемма 10 доказана. 
Теорема 1. Плотность вероятности )τ( mTp  – возрастающая функция переменной T                  

( 0 , 0m mT     ). 

Доказательство осуществляется применением результата леммы 10. Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Плотность вероятности )τ( mTp  достигает своего глобального максимума в точке 

mT   ( 0 , 0m mT     ). 

Доказательство вытекает из результата теоремы 1. 

Следствие 1. Из теоремы 1 следует, что функции ( )( ), 1, ,j
Tp j k   из (2) – возрастающие функ-

ции переменной T  (0 , 0m mT     ). 

Следствие 2. Из теоремы 2 следует, что функция правдоподобия )τ,,τ|( )()1( kTL  , определяемая 

в (2), достигает своего глобального максимума в точке mT  , т.е. решением оптимизационной задачи 

(2) является оценка длительности мертвого времени mT τˆ  . 
 

Заключение 
 

Полученный результат делает возможным решение задачи оценки длительности мертвого времени без 
привлечения численных методов: в процессе наблюдения (в течение временного интервала ),( 0 tt ) потока со-

бытий вычисляются величины , 1, ,k k n   после чего находится ),1(τminτ nkkm   и полагается mT τˆ  . 
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Consider the modulated synchronous twice stochastic flow of events, which rate is piecewise constant random process )(λ t  with 

two states: )λλ(λ,λ 2121  . The time when process )(λ t  is staying in the i-th state has exponential probability density function with 

a parameter 2,1,α ii . During the time random interval when it λ)(λ   there is a Poisson flow with the rate 2,1,λ ii . A state 

transition of process )(λ t occurs at the moment of arrival of a Poisson flow event, moreover, the passing from the first to the second 

state is realized with probability p, the passing from the second to the first state is realized with probability q.  
The flow functions in conditions of dead time, which is one of the falsifying factors of the state and the parameter estimation of the 

flow. After each registered event there is some time of fixed duration T (dead time), during which another flow events is inaccessible for 
observation. Consider non-extendable dead time. Such time is all events, which happen during the dead time interval without its prolon-
gation. When the duration of the dead time period finishes, the first happened event creates the dead time period of duration T again, and 
etc. Note that for the flow, which functions in dead time conditions, events are observable if they did not get into the dead time interval. 
For the flow, which functions in dead time absence, all events are observable. 

One of confounding factor by the flow state and parameter estimation is the dead time of recording device, which is generated by the 
observable flow of events. All other events occurred during the dead time interval are not accessible for observation. 

The main purpose of this paper is to estimate the dead time T. On the base of the maximum likelihood function method, the solution 

of the problem is obtained. It is shown that the likelihood function (1) ( )( | , , )kL T   reaches its maximum at the point 

ˆ min ( 1, )m kT k n     . So, the solution of optimization problem is the dead time estimator ˆ
mT   . 
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