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Введение
В [1] рассматривается специальный вид производящей функции последовательно-

сти чисел k-дольных графов

Fk(x1, x2, . . . , xk) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 · · ·x

nk
k

n1!n2! · · ·nk!
fk(n1, n2, . . . , nk), (1)
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где x1, x2, . . . , xk —переменные функции; fk —число k-дольных графов, имеющих
в каждой доле (с номером i) определённое количество (ni) вершин. Получено соот-
ношение, аналогичное экспоненциальной формуле [2]:

Fk(x1, x2, . . . , xk) =
∑

S={Uα}

∏
Uα

(expD|Uα| − 1),

где сумма идёт по всем непустым покрытиям S множества номеров долей X =
= {1, 2, . . . , k}, а произведение — по всем подмножествам Uα, входящим в покры-
тие S; Dj — экспоненциальные производящие функции от переменных xl1 , xl2 , . . . , xlj
последовательности чисел связных j-дольных графов; j —мощность подмножества
Uα = {xl1 , xl2 , . . . , xlj}. При приравнивании всех переменных xi одной переменной x
получается следующее выражение [1]:

Fk(x) =
∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

(eDj(x) − 1)ij ,

где kN(i1, i2, . . . , ik) —число покрытий множества мощности k при условии, что каж-
дое покрытие содержит для каждого l = 1, . . . , k ровно il подмножеств мощности l.
Суммирование идёт по всем неотрицательным значениям il (обозначено как i > 0).
В работе [3] рассмотрены свойства этих чисел, в [4, 5] проанализированы их произво-
дящие функции.

Пусть задан некий класс B помеченных графов, имеющий следующее свойство:
если в класс B входит граф G, то входят и все графы, получающиеся из графа G про-
извольной перестановкой меток (изоморфные относительно перестановки меток, далее
просто изоморфные). Данному условию удовлетворяют такие классы помеченных гра-
фов, как деревья, леса, графы, имеющие определённое количество связных компонент
(в том числе связные графы) и т. п.

Если множество вершин графа G можно разбить на k подмножеств так, чтобы
между входящими в одно подмножество вершинами не было ни одного ребра, то будем
говорить, что граф G представим в виде k-дольного графа. Получившийся k-дольный
граф будем называть представлением исходного графа G в виде k-дольного графа.
Даже для одного значения k может быть несколько представлений графа G в виде
k-дольных графов— обозначим число таких представлений Mk(G). В общем случае
один граф может быть представлен в виде k-дольных графов для нескольких различ-
ных k.

Введём обозначения Fk(x1, x2, . . . , xk;B) и fk(n1, n2, . . . , nk;B) для производящей
функции и чисел k-дольных графов из (1), где учитываются только k-дольные графы,
являющиеся представлениями графов из класса B.

1. Производящая функция
Рассмотрим производящую функцию числа представлений помеченного графа G

порядка n в виде k-дольных графов для всех k с различимыми долями

M(y;G) =
1

n!

∑
k>1

Mk(G)yk

и производящую функцию для всех графов класса B

M(x, y;B) =
∑
G∈B

x|V (G)|

|V (G)|!
∑
k>1

Mk(G)yk =
∑
n>1

xn

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

Mk(G)yk,
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где V (G) —множество вершин графа G. Покажем, что производящая функция
M(x, y;B) выражается через производящие функции Fk(x1, x2, . . . , xk;B).

Пусть граф G̃ изоморфен графу G, то есть получается из G перестановкой меток.
Та же перестановка меток любому разбиению вершин графа G ставит в однозначное
соответствие некое разбиение вершин графа G̃. Следовательно, каждому представле-
нию графа G в виде k-дольного графа соответствует представление графа G̃ в виде
k-дольного графа, то есть Mk(G) = Mk(G̃) и M(y;G) = M(y; G̃).

Пусть B′ — это подкласс класса B, в котором нет изоморфных друг другу графов,
но для любого графа из B есть изоморфный ему граф в B′. Тогда

M(x, y;B) =
∑
n>1

xn

n!

∑
G∈B′
|V (G)|=n

I(G)
∑
k>1

Mk(G)yk, (2)

где I(G) —число графов в B, изоморфных G (включая сам граф G).
Определим число I(G)Mk(G) из других соображений и свяжем его с числами

fk(n1, n2, . . . , nk;B). Возьмём произвольное разбиение числа n на k положительных
чисел l1, . . . , lk и разобьём n вершин на k частей так, чтобы для каждого i = 1, . . . , k
в части с номером i было li вершин:

{v11, v12, . . . , v1l1}, . . . , {vk1, vk2, . . . , vklk}. (3)

Пусть rG({v11, v12, . . . , v1l1}, . . . , {vk1, vk2, . . . , vklk}) —количество графов, изоморфныхG,
которые можно представить в виде k-дольного графа с разбиением вершин вида (3).
Так как все перестановки меток вершин дают входящие в класс B графы, значение rG
не должно зависеть от способа разбиения множества вершин на части, а только от
размера частей:

rG({v11, v12, . . . , v1l1}, . . . , {vk1, vk2, . . . , vklk}) = rG(l1, . . . , lk).

Число разбиений n вершин графа на k частей так, чтобы в i-й части было li вершин,
равно обобщённому биномиальному коэффициенту [6]

n!

l1! · · · lk!
.

Таким образом, общее число представлений графов, изоморфных G, в виде k-дольных
графов с долями, имеющими l1, . . . , lk вершин, равно

n!

l1! · · · lk!
rG(l1, . . . , lk).

Просуммировав по всем возможным разбиениям l1, . . . , lk, получим общее число пред-
ставлений графов, изоморфных G, в виде k-дольных графов

I(G)Mk(G) =
∑∑
i
li=n

n!

l1! · · · lk!
rG(l1, . . . , lk), (4)

где |V (G)| = n. С другой стороны, если просуммировать rG(l1, . . . , lk) по всем графам,
входящим в B′, то получим количество всех k-дольных графов с количеством вершин
в долях l1, . . . , lk, являющихся представлениями графов из B:

fk(l1, . . . , lk;B) =
∑
G∈B′

rG(l1, . . . , lk). (5)
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Подставив суммы (4) и (5) в выражения (1) и (2), получаем искомое соотношение
между M(x, y;B) и Fk(x1, x2, . . . , xk;B):

M(x, y;B) =
∑
k>0

Fk(x, x, . . . , x;B)yk. (6)

2. Хроматический полином
Пусть p(k;G) —функция от графа G, дающая для каждого числа k количество

представлений графа G в виде k-дольного графа с маркированными, в том числе
пустыми, долями. Тогда p(k;G) и Mk(G) связаны соотношением

p(k;G) =
k∑
l=1

C l
kMl(G). (7)

Использовав обратное биномиальное преобразование [2], получим

Mk(G) =
∑
l>0

(−1)lC l
kp(l;G). (8)

Номер доли можно интерпретировать как общий цвет вершин, находящихся в ней.
Тогда p(k;G) —количество способов окраски графа G с помощью k красок (не обяза-
тельно все использованы). Таким образом, функция p(x;G) представляет собой хро-
матический полином [7]

p(x;G) =
n∑
i>0

bix
i, (9)

где n—количество вершин графа G. Подставим представление p(x;G) в виде полино-
ма (9) в выражение (8):

Mk(G) =
∑
l>0

(−1)lC l
k

n∑
i>0

bil
i.

Хроматический полином можно представить в виде

p(x;G) = b̃nx
n + b̃n−1x

n−1 + · · ·+ b̃1x, (10)

где xn — убывающая степень [6]:

xn = x(x− 1) · · · (x− n+ 1), x1 = x1 = x,

а b̃i —коэффициенты перед соответствующими убывающими степенями. Запишем
связь коэффициентов разложений [6]:

bk =
∑
i>k

s(i, k)b̃i,

b̃k =
∑
i>k

S(i, k)bi, (11)

где s(i, k) и S(i, k) —числа Стирлинга первого и второго рода соответственно.
При x = k все слагаемые с убывающей степенью больше k равны нулю:

p(k;G) =
k∑
i=1

b̃ik
i. (12)
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Так как убывающая степень и биномиальные коэффициенты при k 6 n связаны соот-
ношением nk = Ck

nk! [6], соотношение (12) приводится к виду

p(k;G) =
k∑
i=1

i! b̃iC
i
k.

Отсюда и из выражения (7) получаем

Mk(G) = k! b̃k(G), (13)

где b̃k(G) —коэффициенты разложения хроматического полинома по убывающим сте-
пеням (10) для графа G. Тогда

M(x, y;B) =
∑
n>1

xn

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

k! b̃k(G)yk. (14)

Полученное выражение удобно использовать тогда, когда известен вид хромати-
ческого полинома для класса графов B. Например, если B —класс помеченных дере-
вьев T , то хроматический полином дерева Tn с n вершинами имеет вид [7]

p(x;Tn) = x(x− 1)n−1.

Учитывая (11), запишем

(x− 1)n−1 =
∑
k

(x− 1)kS(n− 1, k);

отсюда ввиду равенства x(x− 1)k = xk+1 получаем разложение хроматического поли-
нома деревьев по убывающим степеням

p(x;Tn) =
∑
k

xk+1S(n− 1, k),

то есть b̃k = S(n − 1, k − 1). Следовательно, выражение (14) для класса помеченных
деревьев имеет вид

M(x, y;T ) =
∑
n>1

xn

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

k!S(n− 1, k − 1)yk.

3. Взвешенная сумма
Пусть задана весовая функция от k-дольных графов φ, значение которой одинаково

для всех представлений графа G в виде k-дольных графов (будем записывать φ(G)),
и пусть φ удовлетворяет следующему условию: значение функции от несвязного гра-
фа равно произведению значений функции от компонент связности. Так как k-доль-
ный граф является представлением для всех изоморфных графу G графов, то функ-
ция φ(G) должна быть инвариантной относительно изоморфизма.

Пусть необходимо вычислить взвешенную сумму для всех k-дольных графов, яв-
ляющихся представлениями графов, входящих в класс B:

Σ(B) =
∑
k>0

∑
li>0

1

l1!l2! · · · lk!
∑
G∈B

akφ(G), (15)
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где ak —коэффициенты искомой суммы; сумма
∑
G∈B

идёт по всем k-дольным графам,

являющимся k-дольными представлениями графов из B и имеющим для всех i =
= 1, . . . , k в доле i ровно li вершин. Из соотношений (6) и (13) и инвариантности
функции φ следует, что эта сумма равна

Σ(B) =
∑
n>1

1

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

k!akb̃k(G)φ(G). (16)

Рассмотрим сумму (16) для следующих вариантов задания коэффициентов ak:

ak = (−1)k; (17)

ak =
(−1)k

k
; (18)

ak =
(−1)k

k(k − 1)
. (19)

В случае с коэффициентами (19) на функцию φ накладывается дополнительное усло-
вие: её значение для графа, состоящего из одной вершины, равно нулю, то есть сумма
считается для графов, компоненты связности которых содержат хотя бы одно ребро,
и сумма по k начинается с 2.

Введём следующие функции:

p′(x;G) = p(x;G)/x, p′′(x;G) =
p(x;G)

x(x− 1)
.

Если в графе есть хотя бы одна вершина, то в хроматическом полиноме можно вы-
делить множитель x, а если в графе есть хотя бы одно ребро, то в хроматическом
полиноме можно выделить множитель x(x − 1) [7]. Значит, функции p′ и p′′ тоже яв-
ляются полиномами, а их разложение через убывающие степени имеет вид

p′(x;G) =
n∑
i=1

b̃i(x− 1)(i−1), p′′(x;G) =
n∑
i=2

b̃i(x− 2)(i−2).

Вычислим значение полинома p при x = −1, полинома p′ —при x = 0, а полинома p′′ —
при x = 1:

p(−1;G) =
n∑
i=1

(−1)ii! b̃i; (20)

p′(0;G) =
n∑
i=1

(−1)i(i− 1)! b̃i; (21)

p′′(1;G) =
n∑
i=2

(−1)i(i− 2)! b̃i. (22)

Подставив (17)–(19) в (16) и учтя (20)–(22), получим

Σ (B) =
∑
n>1

1

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

p(−1;G)φ(G) при ak = (−1)k;

Σ (B, ) =
∑
n>1

1

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

p′(0;G)φ(G) при ak =
(−1)k

k
; (23)

Σ (B, ) =
∑
n>1

1

n!

∑
G∈B

|V (G)|=n

∑
k>1

p′′(1;G)φ(G) при ak =
(−1)k

k(k − 1)
. (24)
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Хроматический полином несвязного графа равен произведению хроматических по-
линомов его компонент связности, следовательно, в полиноме несвязного графа можно
выделить множитель x2. То есть значение p′(0;G) для несвязных графов равно нулю,
а сумма в (23) идёт только по связным графам. Аналогичный вывод получается для
суммы (24), так как каждая компонента связности должна содержать хотя бы одно
ребро. Этот же результат для суммы (15) и коэффициентов (18) и (19) получен в [1]
с помощью соотношений для чисел nN(k1, k2, . . . , kn).

Рассмотрим класс связных графов с точкой сочленения, при удалении в которых
одной вершины (точки сочленения) увеличивается количество компонент связности.
В этот класс входят все деревья, имеющие больше одного ребра. Хроматический по-
лином таких графов имеет вид

p(x;G) =
p(x;G1)p(x;G2)

x
,

где G1 и G2 — графы, из которых с помощью объединения по вершине получается
граф G [7]. В каждом из графов G1 и G2 должно быть хотя бы одно ребро, значит,
в полиноме от графа с сочленением можно выделить множитель x(x− 1)2, а значение
p′′(1;G) для таких графов равно нулю. Окончательно получаем, что сумма (24) идёт
только по связным графам, не имеющим точки сочленения.

Заключение
В работе [1] введены понятия k-дольных гиперграфов и мультиграфов. Применяя

такие же рассуждения, что при выводе выражений (14) и (16), и обобщая понятие
хроматического полинома, можно получить аналогичные выражения для производя-
щей функции и суммы весовых функций для классов гиперграфов и мультиграфов.
Аналогично выводятся значения частных случаев сумм весовых функций с коэффи-
циентами (17)–(19).

Полученные результаты, в частности соотношения (14) и (16), могут быть исполь-
зованы для упрощения оперирования с диаграммами Фейнмана в квантовой теории,
диаграммами теории возмущений в теории струн [8] и статистической физике [9 – 11].
Диаграммы Фейнмана и их аналоги являются по сути k-дольными графами или муль-
тиграфами, что позволяет применять методы теории графов для упрощения выраже-
ний и вычисления бесконечных рядов таких диаграмм. Полученные результаты можно
использовать также для анализа схем в схемотехнике, блок-схем в теории информа-
ционных систем, структур баз данных с сетевой моделью, нейронных сетей, крипто-
стойкости алгоритмов в криптологии [12] и т. п.
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