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М.С. Бухтяк

РАСКРОЙ СЕТЕПОЛОТНА ДЛЯ ОФСЕТНОГО РЕФЛЕКТОРА

Класс линий на параболоиде, введенный ранее автором по названием SG-ли-
ний, применен при раскрое сетеполотна для офсетного рефлектора. Рас-
смотрены два случая взаимного расположения осей родительского парабо-
лоида и вырезающего круглого цилиндра (оси либо параллельны, либо нет).

Ключевые слова: параболоид, SG-линия, офсетный рефлектор.

Антенны «раннего космического периода» своей конструкцией напоминали
зонтик (и сходным образом раскрывались).

К легкому и прочному силовому каркасу (его стержни закреплены в ступице)
крепятся сети из углепластиковых нитей (тыльная и фронтальная). Между ними
зажат лист особой трикотажной ткани, сотканной из металлических нитей (обыч-
но молибденовых или вольфрамовых). Эта ткань (довольно эластичная) называет-
ся «сетеполотно», она и является отражающей поверхностью.

В идеале (недостижимом) форма указанной поверхности – в точности форма
куска параболоида вращения. Параболоид как математический объект (его назы-
вают «родительский параболоид») имеет бесконечную протяженность. Рефлектор
же рассматривается как вырезка из родительского параболоида. Зонтичный реф-
лектор получается при отсечении от родительского параболоида плоскостью, ор-
тогональной оси параболоида.

Антенны зонтичного типа имеют недостаток, который при малых размерах не-
существен, однако при значительном диаметре не может быть сброшен со счетов.
Спутник, несущий такую антенну, должен иметь в своей конструкции две длин-
ные штанги: одна фиксирует положение ступицы, а на конце другой расположено
принимающее (либо передающее) устройство.

Этого недостатка лишен так называемый офсетный рефлектор: плоскость,
отсекающая его от родительского параболоида наклонена относительно оси
симметрии параболоида. При таком подходе удается разместить необходимые
конструкции более компактно, а значит, более надежно. Антенна может состоять
из нескольких секций. На рис. 1 показан рефлектор, составленный из двух секций.

Соотношение родительского параболоида и офсетного рефлектора хорошо
видно на рис. 2, заимствованном из докторской диссертации одного из авторитет-
нейших специалистов в области космической радиосвязи Гуннара Тиберта [1].

Для параболической антенны рефлекторного типа актуальна задача прикреп-
ления отражающего сетеполотна таким образом, чтобы как можно менее страдали
радиофизические характеристики устройства. Ясно, что при различных избран-
ных схемах раскроя указанная задача решается (всегда приближенно) разными
способами.
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Рис. 1. Спутник с офсетным рефлектором из двух секций
Fig. 1. Satellite with offset reflector composed of two sections
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Рис. 2. Офсетный рефлектор и адаптированная к нему система координат
Fig. 2. Offset reflector and coordinate system adapted to it

1. Постановка задачи

В конструкторской практике слово «раскрой» (на наш взгляд) должно означать
и «выкройку» листа сетеполотна и некоторый способ прикрепления его к несу-
щим конструкциям, имея в виду, как правило, уменьшение среднего квадратично-
го отклонения (СКО) реальной поверхности рефлектора от идеальной поверхно-
сти родительского параболоида. Технологические приемы достижения желаемого
результата можно проследить в работах [2−5].
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В своей диссертации И.В. Рытикова [4] касается путей, ведущих к получению
приемлемой объемной формы изделия. Среди прочего упомянуто и использова-
ние упрощенного геометрического контура плоской детали, что облегчает техно-
логические операции раскроя и пошива. Правда, использование плоской детали
ведет к неравномерности натяжения сетеполотна в разных частях рефлектора
[6, 7]. Неслучайно там же [4] большое внимание уделено членению конструкции
на детали и иные приемы (вытачки, складки, рельефы).

Есть основания признать правоту Ирины Валерьевны в её предпочтениях. Мы,
в то же время, намереваемся показать, что при сравнительно малой кривизне по-
верхности (что характерно для офсетных рефлекторов) способ раскроя, основан-
ный на одном лишь членении конструкции и обходящийся без вытачек, складок и
рельефов, способен приводить (на наш взгляд, но квалифицированное суждение
за практиками) к приемлемым результатам.

Подход к раскрою, предложенный в данной статье, опирается на использова-
ние SG-линий [8]. Алгоритм, реализующий схему раскроя, опубликован в [9].

Стоит напомнить, что SG-линии появились как решение (неформальной) зада-
чи [10] об отыскании класса линий на параболоиде вращения, удовлетворяющих
следующим условиям:

1. Локально они должны быть близки к геодезическим линиям в некотором ра-
зумном смысле.

2. Их можно отнести к натуральному параметру без заметных вычислительных
проблем.

3. Они должны однозначно определяться своими концевыми точками, указан-
ными на параболоиде.

Разумеется, может быть предложено (возможно) необозримое множество ре-
шений. Автор считает, что решение, предложенное им в [8], заслуживает внима-
ния и применения (там же, в [8], приведены доводы в пользу такого суждения).

2. Параллельность осей

Отметим, что обычно офсетный рефлектор вырезается из родительского пара-
болоида круглым цилиндром, ось которого параллельна оси родительского пара-
болоида (рис. 3).

Числовые параметры, характеризующие офсетный рефлектор в данном случае,
следующие:

F – фокальный параметр параболоида;
R – радиус вырезающего цилиндра;
К – расстояние оси параболоида до ближайшей точки офсетного рефлектора.
Рассекая рис. 3 плоскостью, проходящей через оси симметрии параболоида и

вырезающего цилиндра, приходим к схеме, изображенной на рис. 4. Прямые a и b
– следы цилиндра на рассекающей плоскости. Точка C – середина хорды [ ]AB ,
стягивающей концы куска [ ]APB  параболы, [ ]c PC= . Смысл параметра 0x  ясен
из рисунка.

Для рассмотрения конкретных примеров использованы следующие значения (в
метрах):

F=13,  R=12,  K=1.8.
Числовые параметры, характеризующие офсетный рефлектор, объяснены на

рис. 4.
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Рис. 3. Схема офсетного рефлектора при параллельных осях
Fig. 3. Offset reflector diagram with parallel axes
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Рис. 4. Сечение офсетного рефлектора при параллельных осях
Fig. 4. Offset reflector cross section with parallel axes

Сетеполотно выпускается полосами различной ширины (в среднем около 2 м).
Это позволяет покрывать поверхность рефлектора полосами – правда, переменной
ширины. Принцип такого подхода объяснен на следующем рис. 5.

Полоса – криволинейный четырехугольник 1 6 6 1A A B B , в котором на длинных
сторонах через равные расстояния, отмеренные на кривых, отмечены точки iA  и

iB . Криволинейные отрезки [ ]i iA B имеют, вообще говоря, разную длину.
Линии, которые мы будем проводить на параболоиде, суть SG-линии, опреде-

ленные в [8]. Длины отрезков на плоской выкройке суть длины указанных SG-
линий (рис. 6).
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Рис. 5. Схематическое изображение полосы сетеполотна на рефлекторе
Fig. 5. Schematic drawing of a metallic mesh strip on the reflector

A1 A2 A3 A4 A5 A6

B1 B2 B3 B4 B5 B6

Рис. 6. Раскрой офсетного рефлектора полосами сетеполотна, идущими
вдоль главного осевого сечения
Fig. 6. Offset reflector tailoring into metallic mesh stripes running along the
main axial section

В основу раскроя положена схема, приведенная на рис. 7.

Полулепестки, дальние 
от вершины параболоида

Ф – фокус параболоида

Осевая линия Область, ближняя 
к вершине параболоида

Рис. 7. Схема раскроя офсетного рефлектора
Fig. 7. Offset reflector tailoring diagram
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Схема описания лепестка приведена на рис. 8.

Левая дуга
Левая хорда

Левый полулепесток

3 2 1

0

1 2 3 4
Очередность поперечных

отрезков слева

Правая дуга
Правая хорда

Правый полулепесток

Очередность поперечных
отрезков справа

Рис. 8. Лепесток и его элементы
Fig. 8. Petal and its elements

Самый длинный лепесток (его номер 1) приведен на рис. 9.

Рис. 9. Лепесток 1
Fig. 9. Petal 1

Числовые параметры первого лепестка таковы:
Длина лепестка 44159.95 мм
Длина ближнего (правого) полулепестка 20838.43 мм
Хорда ближнего (правого) полулепестка 2383.76 мм
Дуга ближнего (правого) полулепестка 2385.06 мм
Площадь ближнего (правого) полулепестка 49.499 м2

Длина дальнего (левого) полулепестка 23311.52 мм
Хорда дальнего (левого) полулепестка 2386.06 мм
Дуга дальнего (левого) полулепестка 2387.11 мм
Площадь ближнего (левого) полулепестка 55.315 м2

Длины поперечных отрезков лепестка № 1

Ближний (правый) полулепесток Дальний(левый) полулепесток
Расстояние от средней
линии лепестка, мм

Длина отрезка,
мм

Расстояние от средней
линии лепестка, мм

Длина отрезка,
мм

0 2380.00 0 2380.00
4141.02 2379.98 4626.80 2379.98
8282.04 2379.91 9253.60 2379.91
12423.06 2379.80 13880.40 2379.80
16564.09 2379.65 18507.20 2379.65
20705.11 2379.46 23134.00 2379.46

Наконец, располагая числовыми параметрами всех лепестков, представляем на
рис. 10 в собранном виде одну из двух зеркально симметричных половин рефлек-
тора.
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Рис. 10. Лепестки в сборе
Fig 10. Assembled petals

Числовые параметры выкройки половины рефлектора таковы:
Истинная площадь рефлектора 1397.27 м2

Площадь выкройки 1402.375 м2

Относительное расхождение площадей в процентах 0.3653 %
Истинная длина граничного эллипса 131.476 м
Периметр выкройки 131.574 м
Относительное расхождение периметров в процентах 0.0745 %

3. Непараллельность осей

В этом случае ось вырезающего цилиндра не параллельна оси параболоида.
Расположение поверхностей, дающих в пересечении границу офсетного парабо-
лоида, показано на рис. 11.

Рис 11. Офсетный рефлектор, вырезанный наклонным цилиндром
Fig 11. Offset reflector cut out by an inclined cylinder



12 М.С. Бухтяк

Линия пересечения параболоида и цилиндра – существенно пространственная
кривая1. Проекция этой линии на плоскость xOy – алгебраическая кривая L , за-
данная уравнением

( )

( ) ( )( )
( )

22 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2
0 0 0

2 3 4 2
4 2 2 2 2 4 2

0 0 0 0
4

2
0

2
0

8 64 2 2

116 8 16 0
1 064 16 2 2 2 0

16 0 0

0 0

x R x F R x F x R x x

F x x F R F x
x x x x yF F x x R x x

yF x

x

⎛ ⎞− + − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞− + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟− − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Эта кривая аппроксимируется эллипсом (рис. 12)

( )

( )
2 2 2 2

0 0
2 2

3 6 4 2 2 4 2 4
0 0 0

4 1
8 64 32 4

x x F x y
R F F F x R x F x

−
+ =

− + − +
,

ограничивающим площадь, равную

( )6 4 2 2 4 2 4 3
0 0 0

0

64 32 4 8

2

R F F x R x F x F

Fx

π + − + −
.

Аппроксими-
рующий
эллипс

Проекция 
линии 

пересечения

Радиус 
окружности

5 10 15 20 25

–10

–5

0

5

10

x

y

Рис. 12. Проекция линии пересечения на плоскость XOY
Fig. 12. Projection of the intersection line onto the XOY plane

Вырезая офсетный рефлектор цилиндром, ось которого параллельна оси пара-
болоида, мы получили бы в плоскости XOY окружность радиуса R. Выигрыш в

                                                          
1 Не помещается в двумерной плоскости.
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площади при использовании непараллельных осей аппроксимируется выражением
2 2 2 2

2 2

4 4 100 601
2 100

Fk F F R F k R kS
R R R F R

− − −
∆ ≈ − − +

−
. (3.1)

Здесь 0 1
x

k
F

= − . Оценим надежность аппроксимации, построив графики (рис. 13)

относительной погрешности при различных значениях параметра k, полагая
10 20, 0.8 0.94F F R F≤ ≤ ≤ ≤ .

8 10 12 14 16 18 20
1012141618

R F

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

Рис. 13. Относительная погрешность аппроксимации для {0.02,k ∈
0.04,...,0.16}  (очередность снизу вверх)

Fig. 13. Relative approximation error for { }0.02,0.04,...,0.16k ∈
(bottom-upwards ordering)

Отметим, что отличие значений F и R невелико, а при R F=  формула (3.1)
принимает весьма простой вид:

0.935 0.0251S k∆ ≈ − .

4. Выводы

Автор полагает, что способ выкраивания сетеполотна для офсетного рефлек-
тора, предложенный в данной статье, опирается на методы математики, приводит
к приемлемым результатам на уровне численного моделирования, и потому
заслуживает внимания как в теоретическом плане, так и в практическом примене-
нии.
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А.Н. Малютина, К.А. Алипова

К ВОПРОСУ О ГРАНИЧНЫХ СВОЙСТВАХ
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ НЕГОМЕОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

С S-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

Представлено дальнейшее развитие геометрического метода модулей се-
мейств кривых для изучения свойств негомеоморфных пространственных
отображений – отображений с s-усредненной характеристикой. Обобщается
теорема, известная для случая 2n =  как Iversen – Tsuji's Theorem и доказы-
ваются характеристические свойства для сферического модуля семейств
кривых, асимптотических для некоторого особого граничного множества.

Ключевые слова: отображения с s-усредненной характеристикой, метод
модулей, устранение особенностей, оценки искажения, асимптотические
поднятия.

Теорема Иверсена – Цудзи доказана для случая 2n =  в [1]. Для 3n ≥  в [2] да-
но ее обобщение для квазирегулярных отображений на случай, когда для особого
множества I выполняется равенство Cap I = 0. В работе [3] М.А. Лаврентьев вы-
сказал несколько утверждений, касающихся специфики пространственного слу-
чая. Одно из них – о стирании особенностей меньшей размерности при квазикон-
формном отображении шара. К настоящему времени этот вопрос для гомеоморф-
ных квазиконформных отображений в работах Ю.Г. Решетняка, В.А. Зорича,
Б.В. Шабата, В.М. Миклюкова, J. Väisälä, O. Martio, S. Rickman исследован, когда
f – гомеоморфизм или когда Cap I = 0. Для негомеоморфных квазирегулярных
отображений в работе Е.А. Полецкого [4] и в работе [5] приведены примеры, ко-
торые показывают, что существуют неустранимые особенности, для которых

( ) 0IβΛ ≠  при некотором 0β ≠ , и пример, опровергающий гипотезу, что для осо-

бого множества I, для которого ( ) 0IαΛ = , где 2nα ≤ − , либо точки I устранимы,
либо ёмкость непринимаемых значений равна нулю.

Для негомеоморфных отображений с s-усредненной характеристикой [6] нами
построен пример [5], показывающий, что изолированная особенность в классе с

,, ,I O sK s K -усредненной характеристикой, вообще говоря, не является устранимой.
Напомним некоторые необходимые нам определения. Пусть [ , ]I a b= ,

a b−∞ ≤ < ≤ +∞ , – отрезок на 1\ .  Если кривая γ спрямляема, то кривую β назо-
вем подкривой кривой γ, для случая если 1 2[ , ]I t t= , где 1 2a t t b≤ < ≤ . Известно,
что для кривой Жордана [4,7] величина ( ) sup ( )l lγ = β , где sup берется над всеми
такими подкривыми β кривой γ, называется длиной γ.

Определение 1 [4]. Пусть f : D →D′ – открытое, непрерывное, изолированное
отображение. Если γ* – кривая в f (D), то поднятием γ* в D называется кривая γ∈D,
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такая, что *f γ = γD . Частичным поднятием γ* назовем поднятие ее дуги. Два час-
тичных поднятия γ1 и γ2 кривой γ называются существенно различными, если
Λ1 (γ1∩γ2) = 0, где Λ1(s) – одномерная мера Хаусдорфа множества s.

Рассмотрим счетное покрытие { }, 1,2,iE i = … , множества E открытыми мно-
жествами iE , такими, что ( ) , 0id E r r< > .

Пусть ( ) inf ( )r
i

i
E d E α

αΛ = ∑ , где inf берется над всеми такими покрытиями.

Тогда r
αΛ  является убывающей функцией от r, а величина 

0
( ) lim ( )r

r
E Eα α

→
Λ = Λ  на-

зывается α -мерной мерой Хаусдорфа множества E.
Говорят, что отображение f принадлежит классу ( )ACL U , тU ∈\ , если оно

непрерывно в U и абсолютно непрерывно на почти всех отрезках из U, параллель-
ных осям координат. Известно, что если ( )f ACL U∈ , то оно имеет почти всюду в
U частные производные. Если, кроме того, эти частные производные принадлежат

( )pL U , 1p ≥ , для любой области 'U U⊂ , то мы будем писать ( )pf ACL U∈ [8].

Обозначим через ( , )N x f  кратность ветвления отображения f в точке x ([13,
с. 40, (2.1)], [8, с. 262]).

Если A – компактное подмножество U, то cap (A,U) – нижняя грань
| |n

U

u dV∇∫  по всем непрерывным функциям класса 1( )nW U , равным 0 на U∂  и 1

на A. Хорошо известно [13], что равенство cap (A,U) = 0 не зависит от U и поэтому
можно писать cap A = 0 [4].

Пусть Γ  – некоторое семейство кривых в n\ .
Определение 2. Неотрицательную борелевскую функцию 1: nρ →\ \  [7, 10]

назовем допустимой метрикой семейства Γ , если 1xd
γ

ρ γ ≥∫ , где 21
x

dld
x

γ =
+

,

для каждой кривой γ ∈Γ . В дальнейшем, как и в [7], будем обозначать допусти-
мость метрики ρ∧Γ .

Определение 3. Сферический модуль порядка p семейства Γ , где p∈` , для

удобства обозначим ( )pM Γ  и определим по формуле 2( ) inf ( )
(1 )n

p
p n

dxM x
x

Γ = ρ
+∫

\

,

где inf берется над классом всевозможных метрик ρ∧Γ . Наиболее важным явля-

ется случай, когда p n= , и мы полагаем ( ) 2( ) inf ( )
(1 )n

n
n n

dxM M x
x

Γ = Γ = ρ
+∫

\

.

Для неотрицательной функции : nf →\ \ , f (x) = 1/(1+|x|2)n, где | x |2 = x1
2+

x2
2+…+ xn

2, в [6] доказано, что для любого ,n n∈ < ∞` , выполнено

( )

1
2

2 1
( ) .

11 2
2

n n n

n

x n n

dxf x dx d
nx

+

−

π
= = σ = =

+⎛ ⎞+ Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
\ \ \

J
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Заметим, что интеграл в определении сферического модуля может быть сужен
до наименьшего борелевского множества E, содержащего семейство Γ , так как
inf в определении модуля достигается на метриках, обращающихся в нуль на CE.

Из определения 3 следует, что ( )0 pM≤ Γ ≤ ∞ . Поскольку функция, тождест-

венно равная нулю, допустима для пустого семейства, то ( ) 0pM ∅ = . Если класс

метрик ρ∧Γ  пуст, то полагаем ( )pM Γ = ∞ . Семейство Γ  назовем исключитель-

ным, если ( ) 0pM Γ =  [7 стр.20, 10]. Семейство всевозможных неспрямляемых

кривых в n\  исключительно [7, т. 2.13].
Определение 4. Если для некоторой метрики 0ρ ∧Γ  имеем ( )pM Γ =

( )
0 2

inf
1n

p
n

dx

x
= ρ

+
∫
\

, то метрику 0ρ  назовем экстремальной.

Свойства сферического модуля семейства кривых Γ  доказаны в свойствах 1 –
13 [9, стр.180].

Пусть D – область в n\  и отображение : nf D → \  – открытое, непрерывное,

изолированное, 1
, ( )n loc Df W∈  и ( , )J x f  сохраняет знак почти всюду в D (для опре-

деленности возьмем ( , ) 0J x f > ), тогда будем говорить 1
, ( )n loc Df W∈

�
.

Пусть 1
, ( )n loc Df W∈

�
, как и в [7], обозначим через ( , )( , )

( , )I n
J x fK x f
l x f

=

внутреннюю дилатацию отображения f, где 
1

( , ) min '( )
h

l x f f x h
=

= , а через

( , )( , )
( , )

n

O
L x fK x f
J x f

=  – внешнюю дилатацию отображения f, где 
1

( , ) max '( )
h

L x f f x h
=

= .

Известно [4], что

1( , ) ( , )n
I OK x f K x f−≤ , 12 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n n n
n

O O iK x f n x f n K x f n K x f−≤ ⋅λ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ,

( ) ( ) 12( , ) min ( , ), ( , ) ( , ) max ( , ), ( , ) ( , )
n

n
I O I OK x f K x f K x f K x f K x f K x f K x f−≤ ≤ ≤ ≤ ,

где 
'( )

( , )
( , )
f x

K x f
l x f

= , 2 ( )
( , )

( , )

n nf x
x f n

J x f
− ∇

λ = .

Определение 5. Отображение f называется отображением с ,I sK -суммируемой
характеристикой, если:

1) 1
, ( )n loc Df W∈

�
; 2) существует постоянная , 0I sK ≥  такая, что выполняется не-

равенство
1

, ,( ) ( , )
ss

I s I x I s
D

K f K x f d K
⎛ ⎞

= σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ , где 

( )21
x n

dxd
x

σ =
+

.
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Определение 6. Отображение f называется отображением с *
,O sK -сумми-

руемой характеристикой, если:
1) 1

, ( )n loc Df W∈
�

; 2) существует постоянная *
, 0O sK ≥  такая, что выполняется не-

равенство
1

* *
,,

( ) ( , ) ( , )
ss

O x O sO s
D

K f K x f J x f d K
⎛ ⎞

= ⋅ σ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ,  где 

( )21
x n

dxd
x

σ =
+

.

Определение 7. Отображение f называется отображением с *( , )Is s -сумми-

руемой характеристикой, если оно является отображением с ,I sK  и *
,I sK -сумми-

руемыми характеристиками.
Определение 8. Отображение f называется отображением с *( , )Os s -сумми-

руемой характеристикой, если оно является отображением с ,O sK  и *
,O sK -сумми-

руемыми характеристиками.
Определение 9. Пусть :f D D∗→ отображение с s-усредненной характери-

стикой, ny∈\ . Рассмотрим спрямляемую кривую ( ) [ ]t : 0,1 nR∗γ → , для которой

( )
1

lim t
t

y∗

→
γ = . Пусть существует такая спрямляемая кривая γ  в D, что f ∗γ = γD  и

( )
1

lim t
t

x
→

γ = , где x D∈∂ . Тогда кривая ∗γ  называется асимптотической для точки

x D∈∂ , γ  – её асимптотическим поднятием, а y  – её асимптотическим значени-
ем f  в точке x . Если I – особое множество и 1I I⊂ , то семейство асимптотиче-
ских кривых (для 1I ) – это все асимптотические кривые для точек ( )1x I x I∈ ∈ .
Для квазиконформных отображений см. [4, с. 243].

Следующий пример показывает характерную особенность, отличающую про-
извольные отображения с s-усредненной характеристикой от квазиконформных и
квазирегулярных отображений.

Пример 1. Зададим произвольное целое число 0m > . Пусть
3

1 2 3( , , )x x x x= ∈\ . Если 2 2
2 3 0x x+ = , полагаем ( )f x x= . Если же 2 2

2 3 0x x+ ≠ , то

пусть 2 cosx r= ϕ , 3 sinx r= ϕ , где 2 2
2 3r x x= + , 0 2≤ ϕ ≤ π . В этом случае пола-

гаем 1( ) ( , cos , sin )f x x r m r m= ϕ ϕ . Отображение f, очевидно, непрерывно. Все точ-

ки прямой { }1 3
1 2 3 2 3( , , ) 0x x x x x= ∈ = =\ \  отображением f переводятся в себя.

Будем называть f закручиванием вокруг оси.
Отображение f, очевидно, принадлежит классу 1C на открытом множестве

3 1\\ \ . Всякая двумерная полуплоскость, ограниченная прямой 1
2 3( 0)x x= =\

отображается функцией f на другую такую же полуплоскость изометрически так,
что растяжения f в каждой точке 1x∉\  в направлениях, лежащих на этой прямой,
равны 1. Всякая окружность с центром на 1\ , лежащая в двумерной плоскости,
вполне ортогональной 1\  при отображении f переходит в себя. При этом, когда
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точка x описывает окружность, обходя ее один раз в каком-либо направлении,
точка ( )f x  обежит ту же окружность в том же направлении m раз. Коэффициент
растяжения f в направлении, касательном данной окружности, равен m. Таким об-
разом, в каждой 1x∉\  два главных растяжения отображения f равны 1 и одно из
них равно m. Отсюда следует, что '( )f x m= , det '( )f x m= , [ ]( , ) '( )IK x f f x m= ,

[ ]( , ) '( ) 1OK x f f x = . Производные отображения f ограничены. Теорема 1.5 [11] по-

зволяет заключить, что 1
,n locf W∈ . Из сказанного следует, в силу доказанной в [6]

оценки для 
n

ndσ∫
\

, что отображение f является отображением с s-усредненной

характеристикой, т.е. сходятся оба интеграла 
3

( , ) ( , )I xK x f J x f dα σ < +∞∫
\

,

3

( , ) xOK x f dβ σ < +∞∫
\

, если 1 20 max ,
2 2 1

s ⎧ ⎫> > − −⎨ ⎬
β α +⎩ ⎭

.

Основная особенность этого отображения такова – f является топологическим
отображением в достаточно малой окрестности всякой точки 1x∉\  и не будет
топологическим ни в какой окрестности произвольной точки 1x∈\ .

Приведем еще один пример, показывающий, что в отличие от отображений
с ограниченным искажением, у которых конечны интегралы

3

( , ) ( , )I xK x f J x f dα σ∫
\

и 
3

( , ) xOK x f dβ σ∫
\

, ограниченность кратности и степени

на компактах, вообще говоря, не имеет места (в случае плоскости аналогичный
пример построен в [12]). Приводимые ниже построения являются модификацией
конструкции закручивания вокруг оси из примера 1 и примера из монографии [13].

Пример 2. В пространстве n\ , 3n ≥ , рассмотрим область D, точки
1 2 1( ,..., , , )n n nx x x x x− −=  которой удовлетворяют условию 1 21,..., 1,nx x −< <

1

2 2 1
n n

x x
−
+ < .

В области D зададим отображение : nf D → \ , полагая ( )f x x= , если

1

2 2 0
n n

x x
−
+ = . Если же 

1

2 2 0
n n

x x
−
+ ≠ , то пусть 1 cosnx r− = ϕ , sinnx r= ϕ , где

1

2 2
n n

r x x
−

= + , 0 2≤ ϕ < π , и в этом случае полагаем 1 2( ) ( ,..., ,nf x x x −=

cos , sin )p pr r r rϕ ϕ , где 0p <  – произвольное число.
Отображение f, очевидно, непрерывно и ограничено в D, при этом оно локаль-

но гомеоморфно в x D∈  и 0r ≠ .
Все точки множества { }2

1 2 1 1( ,..., , , ) : 0n
n n n n nD x x x x x D x x−
− − −= = ∈ = =  ото-

бражение f переводит в себя и каждая окружность с центром на 2nD − , лежащая в
двумерной плоскости, ортогональной 2nD − , при отображении f переходит в себя.
Отсюда легко видно, что f открыто. Далее, очевидно, отображение f непрерывно
дифференцируемо в точках 2\ nx D D −∈  и ( , ) 0J x f > . Поскольку ( 1)n − -мерная

мера Лебега множества 2nD −  равна нулю и сужение f на любую прямую, не про-
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ходящую через 2nD − , непрерывно дифференцируемо, то f есть ACL -
отображение. Если точка x обходит описанную выше окружность один раз в ка-
ком-либо направлении, то точка f(x) обойдет ту же окружность 1pr >  раз.

Для каждого натурального m можно выбрать компакт F  и число 0r >  так,
чтобы шар радиуса r  с центром на 2nD −  лежал в F  и целая часть числа pr  была
бы не меньше m. Это означает, что ограниченность на компактах кратности ото-
бражения f не имеет места.

Поскольку ( , ) 0J x f >  при 2\ nx D D −∈ , то ( , ) ( , , )N y fD y f G= μ  для всякой

подобласти G , G D⊂ , и ( )y f D∉ ∂ , 1 2 2 1( , ,..., , , )n n ny y y y y y− −= , 
1

2 2 0
n ny y
−
+ ≠ .

Следовательно, ограниченность на компактах степени отображения f также не
имеет места.

Пусть 0α >  и 0β >  – произвольные числа. Убедимся, что можно подобрать

0p <  так, чтобы ( , ) ( , )I x
D

K x f J x f dα σ < ∞∫  и 
3

( , ) xOK x f dβ σ < ∞∫
\

.

Легко подсчитывается, что ( , ) ( , ) ( , ) 1O IK x f K x f J x f= = = , если 2nx D −∈ .

Если же 2\ nx D D −∈ , то ( , ) pJ x f r= ,

( )( 1) 2 2 ( 1)2 2( , ) 4
n n

n p n p
On r K x f n r

− − −≤ ≤ + π ρ ,

( ) 2
( 1)

1 2 2 ( 1)2( , ) ( , ) 4
n n

n n p
I OK x f K x f n r

−
− −≤ ≤ + π ρ .

Следовательно,
2

2 2
1 2 1

2

(n 1)1
1 22

1 1 1
1

(n 1) 1
2

0

( , ) ( , )
1

,

n n n

p p
I x

D x x x x

p p

dx
K x f J x f d C dx r dr

x

C r dr

− −

α α − +

< < + <

α − + +

σ ≤ ≤
+

≤ < ∞

∫ ∫ ∫ ∫

∫

если 2
20

( 1) 1
p

n
> > −

α − +
.

Аналогично, 
1

( 1) 1
3

0

( , ) n p
xO

D

K x f d C r drβ β − +σ ≤ < ∞∫ ∫ , если 20
( 1)

p
n

> > −
β −

.

Таким образом, оба этих интеграла конечны одновременно, если

2
2 20 max ,

( 1) ( 1) 1
p

n n
⎧ ⎫

> > − −⎨ ⎬
β − α − +⎩ ⎭

.

Пусть : nIγ → \  – кривая, ( , , )N y Iγ  – функция кратности (число точек t I∈ ,
таких, что ( )y t y= ) и ρ  – произвольная борелевская функция. Обозначим через
dl – элемент длины на кривой γ. Так как по следствию из теоремы 1.6 [7] класс
множеств, измеримых по одномерной мере Хаусдорфа ( 1Λ -измеримых), включа-
ет в себя класс борелевских множеств, то функции ( , , )N y Iγ  и ρ являются Λ1-из-
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меримыми. Тогда 21
dl

xγ

ρ
+∫  совпадает с интегралом 1

2( ) ( , , )
1 ( )

d
y N y I

tγ

Λ
ρ γ

+ γ∫ , (*)

определенным посредством одномерной меры Хаусдорфа.
Если кривая γ  есть кривая Жордана, то из теоремы 1.11 [7] следует, что инте-

грал (*) совпадает с обычным интегралом ds
γ

ρ∫ , определенным посредством длин

частичных дуг.
Теорема 1. Пусть : nf D → \  – отображение с *

,O sK -суммируемой характери-
стикой. Пусть A – борелевское множество в D, такое, что ( , )N f A < ∞ . Если Γ  –
семейство кривых в A, то

1 * 1
,

1

( ) ( , )( ) ( )s s s s
O s ns

n

M N f A K M f− −

−

Γ ≤ Γ , где 1s > .

Доказательство. Предположим, что * fρ ∧ Γ . Определим 1: nρ →\ \  сле-
дующим образом:

( ) ( )
( )

1
2*

1
2

( ) ( , ) 1
, ,( )

1 ( )
0, .

s
s

s
s

f x L x f x
x Ax

f x
x A

−

−

⎧
ρ +⎪

∈⎪ρ = ⎨
+⎪

⎪ ∉⎩

Пусть 0Γ  – семейство всех спрямляемых кривых γ ∈Γ , таких, что f абсолют-
но непрерывно на γ . Тогда если 0γ  – параметризация γ  посредством ее длины
дуги, то f γD  абсолютно непрерывно и 0( ) ( )M MΓ = Γ  [7].

Используя теорему 5.3 [14], получим

( ) ( )
( )

( )( )
( )

1
2*

2 1 2
2

1
2* * *

*
1 2 2

2

( ) ( , ) 1 ( )

1 1
1 ( )

( ) 1 ( )
( ) 1

1 ( ) 1
1 ( )

s
s

x s
s

s

s
f fs

f x L x f f xds dsds
x x

f x

f x f x ds dsy
f x y

f x

−

−
γ γ γ

−
γ γ

ρ +
ρ = ρ = ≥

+ +
+

ρ +
≥ = ρ ≥

+ +
+

∫ ∫ ∫

∫ ∫
D D

для всех γ ∈Γ . Таким образом 0ρ∧Γ . Докажем оценку для сферического модуля:

( ) ( ) ( )
0 0 2 2 2

\

( ) ( ) ( \ )
1 1 1n n

n n n
n n n

AA

dx dx dxM M M
x x x

Γ = Γ + Γ Γ ≤ ρ = ρ + ρ =
+ + +

∫ ∫ ∫
\ \

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 ( 1)
2

*
1( 1)

2 2

( , ) ( , ) 1

1 ( , ) 1

s n s
n n s s

sn s nA ss

f x L x f J x f x
dx

f x J x f x

− −

−−

ρ +
=

+ +
∫ .
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Применим к последнему интегралу неравенство Гёльдера с показателями

1
sp

s
=

−
 и q s= , получим

( )( )

( )( )
( )

( )

1

1
1

( 1)1
2

*
( 1) 1

2 2

( , ) 1( , )
( )

1 ( , ) 1

s
ss

s
s

sn ss
n sn s

n s s
nA As s

L x f xf x J x f
M dx dx

f x J x f x

−

−

−−

− −

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ⎢ ⎥⎢ ⎥Γ ≤ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

( )( )

( )( )
( )
( )

1

1 1
( 1)2

*
22 1

( , ) 1( , )

( , ) 11

ns
s

s
n ss ss

n nssA A

L x f xf x J x f
dx dx

J x f xf x

−

−
−

−

⎡ ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎤+⎜ ⎟ρ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ ⎟ ++⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎝ ⎠⎦

∫ ∫ . (1)

Так как 1
,

ˆ ( )n locf W D∈ , якобиан ( , )J x f  интегрируем на каждом компактном
подмножестве A D⊂ , тогда, используя теорему 2.2 [15], получим оценку для
первого интеграла

( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

1 1

1

* * 22

* 2

( , ) ( ) , ,
11

, ( ) .
1

ns ns
s s

n

ns
s

n

n n
A U

n

J x f dx dyf x y N y f A D
yf x

dyN f A y
y

− −

−

ρ = ρ ≤
++

≤ ρ
+

∫ ∫

∫

∩ \

\

∩

(2)

По определению класса отображений с s-усредненной характеристикой

( )
( )

( )
( ) ( )

1 1

( 1)2 2

2 2 21 1

( , ) 1 ( , ) 1

( , ) 1 ( , ) 1 1

s sn s nsns ns

ns ns ns sA A

L x f x L x f x dxdx
J x f x J x f x x

−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

( ) ( )

1 1

*
,2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) 1 1

s s

ns
s
O O sn nsA A

L x f J x f dx dxK x f J x f K
J x f x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ (3)

Из (1), (2) и (3) имеем
1 * 1

,
1

( ) ( , )( ) ( )s s s s
O s ns

n

M N f A K M f− −

−

Γ ≤ Γ .

Теорема доказана.
Рассмотрим семейство кривых, асимптотических для некоторого множества

0I . В теореме 2 докажем, что сферический модуль этого семейства кривых по-

рядка 
1

ns
s −

 равен нулю, если равен нулю сферический модуль порядка 
1

ns
s −

 кри-

вых из этого семейства, начинающихся на некотором множестве A, емкость кото-
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рого больше нуля. Тем самым уточняется результат Ю.Г. Решетняка [13] о неза-
висимости понятия емкости нуль от границ области, доказанный для отображений
с ограниченным искажением, а также обобщается результат, доказанный в теоре-
ме 2 [4] и теорема Iversen–Tsuji на класс отображений с s-усредненной характери-
стикой.

Пусть I – замкнутое подмножество области U, а : \ nf U I → \  – отображение
с s-усредненной характеристикой. Если A – замкнутое множество в \U I , а

0I I⊂ , то обозначим через * 0( , )A IΓ  семейство кривых *( )tγ  в ( \ )f U I , которые
допускают асимптотические поднятия ( )tγ  такие, что (0) Aγ = , а 01

lim ( )
t

t x I
→

γ = ∈ .

Теорема 2. Пусть : \ nf U I → \  – отображение с s-усредненной характеристи-
кой, 1s > , \U I  связно, * 0( )IΓ  – семейство асимптотических кривых для точек

0x I∈  и 0capA > . Тогда * 0
1

( , ) 0ns
s

M I
−

Γ =  в том и только в том случае, когда

* 0
1

( , ) 0ns
s

M A I
−

Γ = .

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Обобщая
теорему 2 [4], рассмотрим r-окрестность множества I, такую, что 0capG > , где

2( \ )rG A U I= ∩ . Возьмем функцию *( ( ))f xρ , допустимую для семейства

* 0( , )A IΓ , причем

1
*

n

ns
s

yd−ρ σ < ε∫
\

,

где ε – некоторое число. По условию * 0
1

( , ) 0ns
s

M A I
−

Γ = , следовательно, ε можно

выбрать сколь угодно малым. Зададим функцию ρ на \U I  следующим образом:

( )
( )

1
2

*
1

2

( ( )) ( , ) 1
, ( \ ),( )

1 ( )
0, ( \ ).

s
s

s
s

f x L x f x
x f U Ix

f x
x f U I

−

−

⎧
ρ +⎪

∈⎪ρ = ⎨
+⎪

⎪ ∉⎩
Обозначим через Aε  множество точек rx I∈∂ , для которых найдутся асимпто-

тические поднятия γ, обладающие следующими свойствами:
1) образ γ принадлежит * 0( , )A IΓ ;
2) дуга γ' кривой γ, соединяющая G с точкой x, лежит в / 2\ rU I ;

3) 1
2ds

′γ

ρ <∫  .

В силу допустимости функции ( )( )* f xρ  аналогично теореме 1 можно дока-
зать, что функция ρ  на \U I  также допустима для семейства, состоящего из под-
нятий кривых из * 0( , )A IΓ , и поэтому для любой кривой γ1, идущей из x Aε∈  в I0,

будем иметь 
1

1( ) 2xx d
γ

ρ γ ≥∫ , если 1 * 0( )f Iγ ∈ΓD .
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Пусть функция кратности ( )
2

\ rN N U I=  и \rD I Aε ε= ∂ . В силу определения

множества Dε  для любой кривой 
2

\ rU Iγ ⊂ , соединяющей G и Dε , будем иметь

1
2xd

γ

ρ γ ≥∫ , а тогда, используя теорему 2.2 [13], теорему 1 и наши допущения,

получим

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

/ 2 2

1 ( 1)
2

*
1( 1)

2 2

1
1 ( 1)2

1*
2 1\

( ( , )) \ 2 ( ))
1

( ( )) ( , ) ( , ) 1
2 \

1 ( ) ( , ) 1

( , ) 1( ) ( , )
2 \

1 1 ( ) ( ,

n

n

n
r n

s n s
n n s s

n
sn s n
ss

s
s n ssns nsssn

n sU I

dxM G D N U I x
x

f x L x f J x f x
N U I dx

f x J x f x

L x f x dxy J x f dx
N U I

f x J x f

ε

− −

−−

−
− −

−

−

Γ ≤ ρ =
+

ρ +
= ≤

+ +

⎡ ⎤
+ρ⎢ ⎥

≤ ⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫

∫

∫

\

\

( )

( ) ( )
( )

1

2
\

1

1* 2
\ \

1
*

,

) 1

2 \ ( ) ( , ) ( , )
1

2 ,

s

ns
U I

s
ns

n s
s y O n

U I U I

s
n s

O s

x

dxN U I y d K x f J x f
x

N K

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ρ σ =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

′= ε

∫

∫ ∫

где 
1s

sc
−

′ε = ε , c – постоянная.
Возьмем две последовательности:

 

1
1

*
,2

s
s s

k n s
k O spN K

−
−

+
⎛ ⎞

ε = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
11

*
,2

s
k n s

k O sс pN K
−−

+
⎛ ⎞′ε = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Перейдем теперь к семейству асимптотических кривых для 0x I∈  и 0capA > .
Для этих кривых существуют поднятия, идущие из Aε  в 0I . Как уже доказано,

сферический модуль этого семейства порядка 
1

ns
s −

 меньше, чем ( )2*
,2n

O sK ε , в

силу того, что *( )yρ  допустима для * 0( )IΓ  и интеграл по таким кривым от функ-

ции *ρ  больше ( )
2

*
,

1
2

n
O sK

−
.

 Рассмотрим семейство множеств 
kpA Aε= ∪  и \

kp r pD D I Aε= = ∂∩  и семей-

ство асимптотических поднятий, соединяющих pD  и G  в 
2

\ rU I . Тогда получа-

ем, что для сферического модуля этого семейства выполняется равенство
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( )( )
1

* '
,

2
, , \ lim 2 0

s
n s

p r O s kk
M D G U I N K

−

→∞
Γ = ε = , а так как для рассматриваемого на-

ми модуля доказано свойство 2 [9]

11
( )p i p i

ii
M M

∞ ∞

==

⎛ ⎞
Γ ≤ Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∪ , (*)

то тогда в силу теоремы 1 модуль семейства асимптотических кривых из * 0( )IΓ ,

допускающих поднятия, которые пересекают Ap, не превосходит 
1

1
s

sp −

 в силу вы-

бора kε  и '
kε .

Возьмем множества 
1

p
p

D D
∞

=
= ∪  и обозначим через 

1
p

p
A A

∞

=
=� ∩ . Заметим,

что rA D I= ∂� ∪ .

Так как ( )( )
2

, , \ 0p rM D G U IΓ =  и выполняется неравенство (*), то имеем в

силу теоремы 1, что ( )( ), 0M G DΓ =  и ( )* 0
1

( , ) 0ns
s

M A I
−

Γ =� .

Остается показать, что ( )( ) 0M DΓ = , где ( )DΓ  – семейство асимптотических
поднятий γ , соединяющих точки ( )/ 2\ rx U I D∈ ∪  с D . Учитывая то, что

( )( ), 0M G DΓ = , можем выбрать функцию ( )n
nLρ∈ \  такую, что xd

γ

ρ γ = ∞∫  по

любой кривой ( ),G Dγ∈Γ . Используя теперь теорему 1 и свойства, доказанные в
[9], покажем, что ( )( ) 0M DΓ = .

Для этого, следуя [16], рассмотрим функцию ( )1 ,r d x U G Dε = ε ∂ ∪ ∪ , где
1ε < , ( )1 min ,1d d= , и по ней определим функцию ( )xερ� :

( )
( )

( )
( )

0;1

, при 0;1 ,

0, при .

y
B

x r y d y B
x

y U

ε

ε

⎧ ρ + σ ∈⎪ρ = ⎨
⎪ ∉⎩

∫�

Функция ( )xερ�  непрерывна в ( )
2

\ rQ U I G D= ∪ ∪  и является допустимой

для семейства кривых ( ),G Dγ∈Γ . Действительно, пусть ( ),G Dγ∈Γ  – некоторая

спрямляемая кривая, тогда её образ *γ  при отображении ( )z x x r yε= +  тоже бу-
дет спрямляемой кривой из ( ),G DΓ , причем между элементами длин этих кри-

вых имеет место соотношение ( )* 1d dγ ≤ + ε γ  [16]. Учитывая, что ( )xρ  допусти-
ма для Γ , имеем в силу теоремы Фубини

( )
( )

( )( )
( ) *

*1 1 1 1
1

n n

x y x x y
n nB B

x d z x d d d d
m B m Bγ γ γ

⎧ ⎧ ⎫⎫⎧ ⎫+ ε + ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ρ γ = ρ σ γ = ρ γ σ ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎨ ⎬⎬
+ ε⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎩ ⎭⎭

∫ ∫ ∫ ∫ ∫� .
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Точно так же, как и в [16], можно показать, что ( ) xx d
γ

ρ γ = ∞∫ �  для

( ),G Dγ∈Γ .
Далее, проводя рассуждения, аналогичные рассуждениям в [4], и в силу теоре-

мы 1 получим, что ( )( ) 0M DΓ = .
Так как r  можно выбрать произвольно, то рассмотрим последовательность

1
kr k
= . Заметим, что любая кривая ( )* * 0Iγ ∈Γ  имеет асимптотические поднятия,

начинающиеся в \
kr

U I  при некотором k . Так как \U I  связно, то k  можно вы-
брать настолько большим, что начало этой кривой попадает в связную компонен-
ту \

kr
U I , которая содержит часть множества A  ненулевой ёмкости. Это подня-

тие пересекает либо A� , либо D . В силу уже доказанной теоремы 1 и неравенства
(*) мы видим, что в первом случае рассматриваемый сферический модуль порядка

1
ns

s −
, то есть ( )( )* 0

1

, 0ns
s

M A I
−

Γ =� , а во втором ( )( ) 0M DΓ = , а следовательно,

( )( )* 0
1

, 0ns
s

M D I
−

Γ = . Отсюда делаем заключение, что ( )( )* 0
1

0ns
s

M I
−

Γ = .

Теорема 3. Пусть : \ nf U I → \  – отображение с s-усредненной характери-
стикой, 1s > , где I – замкнутое подмножество U, dim 2I n≤ −  и *Γ  – семейство
кривых, асимптотических для точек x I∈ . Если *

1

( ) 0ns
s

M
−

Γ = ,

( )( )\ \ 0ncap f U I >\ , то  f  продолжается до s-непрерывного отображения на U.

Доказательство. Предположим противное. Пусть x I∈  и найдутся две по-
следовательности ',i ix x x x→ → , 1, 2,...i = , такие, что ( ) ( )( )', 0i iq f x f x a≥ > ,

где q(x, y) – сферическое расстояние. По условию dim 2I n≤ − , тогда существует
кривая ( )',i i ix xγ ∈Γ , причем ( ) ( )'2 ,i i id d x xγ < . Обозначая через

( )\ \nF f U I= \ , получаем [17] ( )( )*

1

, 0ns i
s

M F
−

Γ γ ≥ δ > . С другой стороны, под-

нятие γ кривой ( )*
* , iFγ ∈Γ γ  выходит либо на U∂ , либо на I. Во втором случае

кривая * *γ ∈Γ  и модуль семейства таких кривых есть нуль в силу теоремы 2, а
модуль кривых, которые выходят на U∂ , как следует из теоремы 1, стремится к
нулю. Следовательно, f продолжается на I непрерывно.

В последнее десятилетие ΧΧ века и до настоящего времени интенсивно изу-
чаются различные отображения с конечным искажением, обобщающие квазире-
гулярные отображения. Здесь модульная техника играет ключевую роль. Профес-
сор О. Мартио предложил следующую общую концепцию – теорию Q-гомеомор-
физмов, так называемые Q-отображения [18–21]. Отображения с s-усредненной
характеристикой – негомеоморфные пространственные отображения, являются
естественным обобщением класса отображений с искажением, ограниченным в
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среднем на случай произвольной области , 3nD n⊂ ≥\ . В то же время теорема
об оценке модуля, доказанная в [6], указывает на непосредственную связь иссле-
дуемых нами отображений с вышеназванными классами Q-отображений [19–20].
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In this paper, we continue to develop the geometric method of modules of curve families for
studying analytical and geometrical properties of nonhomeomorphic mappings with s-averaged
characteristic. We consider the question of the erasure of special sets under mappings with s-
averaged characteristic. In this work, in contrast to previous results which require that the
mapping is homeomorphic or the capacity of singular points is zero, nonhomeomorphic mappings
with s-averaged characteristic are considered and a weaker condition is taken as constraints. We
generalize the theorem which is known in the case n = 2 as Iversen–Tsuji’s theorem for the case
n ≥ 3. There are well-known examples demonstrating the existence of essential singularities for
which Hausdorff’s measure Λβ ≠ 0 at some β ≠ 0 for mappings with an s-averaged characteristic.
The work presents some examples which illustrate distinctive properties of the considered class of
mappings. A theorem about the module distortion for families of curves under mappings with
allowance for multiplicity and, as a consequence, the characteristic property of the spherical
module of families of curves asymptotic to a special boundary set is proved. The mappings are
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Рассматривается задача оптимального управления для параболического
уравнения с интегральным граничным условием и с управлениями в коэф-
фициентах. Исследованы вопросы корректности постановки задачи, доказа-
на дифференцируемость по Фреше функционала цели, найдено выражение
для его градиента и установлено необходимое условие оптимальности.

Ключевые слова: оптимальное управление, параболическое уравнение, ин-
тегральное граничное условие, условие оптимальности.

Многие физические и биологические процессы описываются нелокальными
краевыми задачами для уравнений параболического типа [1−3]. Нелокальные
краевые задачи для уравнений параболического типа активно изучаются в на-
стоящее время. Среди них особое место занимают задачи с интегральными гра-
ничными условиями [4−7].

Задачи оптимального управления процессами, описываемыми уравнениями
параболического типа с управлениями в коэффициентах и с классическими крае-
выми условиями, изучены в работах [8−14] и др. Однако задачи управления, в ко-
торых процессы описываются уравнениями параболического типа с нелокальны-
ми краевыми условиями и с управлениями в коэффициентах исследованы сущест-
венно слабее.

В данной работе рассматривается задача оптимального управления для урав-
нения параболического типа с интегральным граничным условием и с управле-
ниями в коэффициентах. Исследованы вопросы корректности задачи в слабой то-
пологии пространства управлений. Найдено выражения для градиента функцио-
нала цели и установлено необходимое условие оптимальности управления.

1. Постановка задачи

Пусть требуется минимизировать функционал

2

0

( ) ( , ; ) ( )J u x T y x dxυ = υ −∫
A

(1)

на решениях ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  краевой задачи
( ( , ) ) ( , ) ( , ),t x xu k x t u q x t u f x t− + =  { }( , ) ( , ) : 0 , 0Tx t Q x t x t T∈ = < < < ≤A ; (2)

( ,0) ( ),u x x= ϕ  0 x≤ ≤ A ; (3)

(0, ) 0,xu t =  
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),x xk l t u t H x u x t dx g t= +∫
A

A   0 ,t T< ≤ (4)
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соответствующих всем допустимых управлениям ( , ) ( ( , ), ( , ))x t k x t q x tυ = υ =  из
множества

( )
( ) ( ) ( ) }

1
2 2

1 2 3

{ ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ) ( ) : 0 , ,
, , , , . . .

T T

x t T

V x t k x t q x t H W Q L Q k x t
k x t k x t q x t n в на Q

= υ = ∈ = × < ν ≤ ≤ μ
≤ μ ≤ μ ≤ μ (5)

Здесь 1 2 3, , , , , , 0l T ν μ μ μ μ >  – заданные числа; 1
2( ), ( ) (0, ),y x x Wϕ ∈ A

1
2( ) (0, )H x W∈
D

A , ( ) 2, ( )Tf x t L Q∈ , ( ) 1
2 (0, )g t W T∈  – известные функции,

( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ − решение краевой задачи (1) – (3), соответствующее управ-

лению ( , )x tυ = υ .
Используемые в работе обозначения функциональных пространств и их норм

соответствуют [15, с. 23−26]. Ниже положительные постоянные, не зависящие от
оцениваемых величин и допустимых управлений, обозначаются через iM
( 1,2,...).i =

Под решением краевой задачи (2) – (4), для каждого фиксированного допусти-
мого управления ( , )x t Vυ ∈ , понимается обобщенное решение из 1,0

2 ( )TV Q , т.е.

функция ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  из 1,0
2 ( )TV Q , которая для любой функции

1
2( , ) ( )Tx t W Qη ∈ , ( , ) 0x Tη =  удовлетворяет интегральному тождеству

( )

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ,0) [ ( ) ( , ) ( )] ( , ) .

T T

t x x
Q Q

T

x

u k x t u q x t u dxdt f x t dxdt

x x dx H x u x t dx g t t dt

− η + η + η = η +

+ ϕ η + + η

∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫
A A

A (6)

Используя результаты работ [15, с.165−171], [7], можно показать, что при сде-
ланных предположениях, каждое допустимое управления ( , )x t Vυ ∈  определяет

единственное обобщенное решение 1,0
2( , ; ) ( )Tu x t V Qυ ∈  краевой задачи (2) – (4) и

для нее справедлива априорная оценка
1,0

2 22

2 2 2

( ) (0, ) ( )0

1 ( ) (0, ) (0, )

max ( , ; )

( ).
T T

T

xV Q L L Qt T

L Q L L T

u u x t u

M f g
≤ ≤

≡ υ + ≤

≤ + ϕ +
A

A (7)

Более того, обобщенное решение из 1,0
2 ( )TV Q  краевой задачи (2) – (4) принадле-

жит пространству 2,1
2 ( )TW Q и справедлива оценка

2,1 1 1
2 2 22 2( ) ( ) (0, ) (0, )( )

T TW Q L Q W W Tu M f g≤ + ϕ +A . (8)

Оценка (7) показывает, что функционал (1) определен на V  и принимает конеч-
ные значения.

2. Корректность постановки задачи

Следующая теорема показывает, что задача (1) – (5) корректно поставлена в
слабой топологии пространства .H
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Теорема 1. Пусть выполнены условия, принятые в п. 1. Тогда множество опти-
мальных управлений задачи (1) − (5) { }{ }: ( ) inf ( ) :V V J J J V∗ ∗ ∗ ∗= υ ∈ υ = ≡ υ υ∈
непусто, V∗  слабо компактно в H  и любая минимизирующая последовательность

{ }( ( , ), ( , ))n n nk x t q x t Vυ = ⊂  функционала ( )J υ  слабо в H сходится к множеству V∗  .

Доказательство. Покажем, что функционал ( )J υ  слабо непрерывен на V.
Пусть ( ( , ),k x tυ =  ( , ))q x t V⊂  – произвольный фиксированный элемент
и { ( ( , ), ( , ))}n n nk x t q x t Vυ = ⊂  – произвольная последовательность, такая, что

nυ → υ  слабо в H, т.е.

( , ) ( , )nk x t k x t→  слабо в 1
2 ( )TW Q ; (9)

( , ) ( , )nq x t q x t→  слабо в 2 ( )TL Q . (10)

Из компактности вложения 
1

1
2 ( ) ( )T r TW Q L Q→  при любом конечном 1 2r ≥  [16,

с.78] и соотношения (9) следует, что

( , ) ( , )nk x t k x t→  сильно в 
1
( )r TL Q . (11)

Кроме того, в силу однозначной разрешимости задачи (2) – (4) и оценки (8),
каждому n Vυ ∈  соответствует единственное решение 2,1

2( , ) ( , ; ) ( )n n Tu x t u x t W Q= υ ∈
задачи (1) – (3) и справедлива оценка

2,1
2 3( ) , ( 1, 2,...),

Tn W Qu M n≤ = (12)

т.е . последовательность { }nu  равномерно ограничена в 2,1
2 ( )TW Q  .

Известно, что вложение 
2

2,1
2 ( ) ( )T r TW Q L Q→  компактно при любом конечном

2 2r ≥  [17, с. 33, 39]. Кроме того, следы элементов 2,1
2( , ) ( )Tu x t W Q∈ определены

при каждом фиксированном [ ]0,t T∈  как элементы 1
2 (0, )W A  и справедлива оцен-

ка [15, с. 98]
1 2,1
2 24(0, ) ( )

0
sup ( , )

TW W Q
t T

u x t M u
≤ ≤

≤A . (13)

Отсюда и из компактности вложения [ ]1
2 (0, ) 0,W C→A A  [15, с. 84] следует, что

отображение ( , ) ( , )u x t u x T→  пространства 2,1
2 ( )TW Q  в [ ]0,C A  компактно. Тогда

в силу перечисленных фактов, из (12) следует, что из последовательности { }nu

можно извлечь подпоследовательность { }knu , такую, что

( , ) ( , )
knu x t u x t→  слабо в 2,1

2 ( )TW Q  и сильно в 
2
( )r TL Q ; (14)

( , ) ( , )
knu x T u x T→  сильно в [ ]0,C A , (15)

где ( , )u u x t=  – некоторый элемент из 2,1
2 ( )TW Q .

Покажем, что ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ , т.е. ( , )u x t  является решением задачи (2) – (4),
соответствующим управлению .Vυ∈  Ясно, что справедливы тождества
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( )

0 0 0
1
2

( , ) ( , )

( , ) ( ) ( ,0) [ ( ) ( , ) ( )] ( , ) ,

( , ) ( ), ( , ) 0 ( 1, 2,...).

k k k k k

T

k

T

n t n n x x n n
Q

l T

n x
Q

T

u k x t u q x t u dxdt

f x t dxdt x x dx H x u x t dx g t t dt

x t W Q x T k

− η + η + η =

= η + ϕ η + + η

∀η = η ∈ η = =

∫∫

∫∫ ∫ ∫ ∫
A

A

(16)
Используя соотношения (11), (14), оценки (12) и неравенство (1.8) из [16,

с. 75], имеем

23 6
( )( ) ( )

( , ) ( , )

( , )[ ] [ ( , ) ( , )]

( , )[ ] 0

k k

T T

k k k

T T

k k k TT T
T

n n x x x x
Q Q

n x x x n n x x
Q Q

n x x x n n x x L QL Q L Q
Q

k x t u dxdt k x t u dxdt

k x t u u dxdt k x t k x t u dxdt

k x t u u dxdt k k u

η − η ≤

≤ − η + − η ≤

≤ − η + − η →

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ . (17)

Кроме того, используя соотношения (10), (14) и оценки (12), получаем

22
1 ( )( )

( , ) ( , )

( , )[ ] [ ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )] 0

k k

T T

k k k

T T

k kTT
T

n n
Q Q

n n n
Q Q

n nL QL Q
Q

q x t u dxdt q x t u dxdt

q x t u u dxdt q x t q x t u dxdt

q u u q x t q x t u dxdt

η − η ≤

≤ − η + − η ≤

≤ − η + − η →

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫ . (18)

Наконец, используя соотношение (14), имеем

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
k

T T

n x x
Q Q

H x u x t l t dxdt H x u x t l t dxdtη → η∫∫ ∫∫ ; (19)

( , )
k

T T

n t t
Q Q

u x t dxdt u dxdtη → η∫∫ ∫∫ . (20)

Тогда переходя к пределу при kn →∞  в тождестве (16) и учитывая соотношения
(17) – (20), получаем, что функция ( , )u x t  удовлетворяет тождеству (6), т.е. явля-

ется решением из 1,0
2 ( )TV Q  задачи (2) – (4), соответствующим управлению Vυ∈ .

Отсюда и из включения 2,1
2( , ) ( )Tu x t W Q∈  следует, что ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ .

Используя единственность решения краевой задачи (2) – (4), соответствующим
управлению Vυ∈ , нетрудно показать, что соотношения (14), (15) справедливы с
функцией ( , ) ( , ; )u x t u x t= υ  не только для подпоследовательности { }knu , но и для

всей последовательности { }nu , т.е.

( , ) ( , ; ) ( , ) ( , ; )n nu x t u x t u x t u x t= υ → = υ  слабо в 2,1
2 ( )TW Q  и сильно в 

2
( )r TL Q ; (21)

( , ) ( , ; ) ( , ) ( , ; )n nu x T u x T u x T u x T= υ → = υ  сильно в [ ]0,C A . (22)

Тогда, используя соотношение (22) и равенство (1), получаем, что ( )( ) ( )nJ Jυ → υ
при n →∞ .
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Таким образом, установлено, что функционал ( )J υ  слабо непрерывен на V.
Кроме того, множество V, определяемое равенством (5), выпукло, замкнуто и ог-
раничено в гильбертовом пространстве H  и поэтому слабо компактно в H
[18, c. 51]. Тогда применяя результат из [18, c. 49], устанавливаем, что справедли-
вы все утверждения теоремы 1. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Из теоремы 1 следует, что задача (1) – (5) имеет хотя бы одно
решение. Следующий пример показывает, что решение задачи (1) – (5) может
быть не единственным.

Пример 1. Пусть в задаче (1) – (5) 1,l T= =  1 2 ,ν = π  2 ,μ = π  1 2 1,μ = μ =

3μ = π , ( , ) 3 cos sin ,f x t x t= π π π  ( ) 1,H x ≡  ( ) 2sin ,g t t= π  ( ) 0,xϕ ≡  ( ) 0.y x ≡
Тогда нетрудно проверит, что минимальное значение функционала достигает-

ся на управлениях
(1) (1) (1)
* * *( , ) ( ( , ) 4 , ( , ) ),x t k x t q x tυ = ≡ π ≡ π  и (2) (2) (2)

* * *( , ) ( ( , ) 2 , ( , ) 0)x t k x t q x tυ = ≡ π ≡

и (1) (2)
** *( ) ( ) 0,J J Jυ = υ ≡ =  (1) (2)

* *( , ; ) ( , ; ) cos sin ,u x t u x t x tυ = υ = π π  ( , ) ,Tx t Q∈

т.е. решение (1) – (5) не единственно.
Замечание 2. Из теоремы 1 следует, что задача (1) – (5) корректно поставлена

в слабой топологии пространства H. Однако, вообще говоря, это задача некор-
ректна в метрике пространства H, т.е. могут существовать минимизирующие по-
следовательности функционала ( )J υ , не сходящиеся к множеству *V  по норме
пространства H. Следующий пример показывает, что минимизирующая последо-
вательность функционала ( )J υ  может не иметь предела в пространстве H.

Пример 2. Пусть в задаче (1) – (5) 1,l T= =  1,ν =  2,μ =  1 2 1,μ = μ =
2

3 1,μ = π +  ( , ) exp( )sin ,f x t t t= − π  ( ) 1,H x ≡  ( ) exp( ),g t t= π  ( ) sin ,x xϕ = − π
( ) expsin .y x x= − π

Тогда 2
* * *( ( , ) 1, ( , ) )k x t q x tυ = ≡ ≡ −π  – оптимальное управление и

*( , ; ) exp( )sin ,u x t t xυ = − π  ( , ) ,Tx t Q∈  * *( ) 0.J J= υ =  Рассмотрим последователь-

ность управлений ( ) ( )( , ) ( ( , ) 1,m mx t k x tυ = ≡  
( ) 2( , ) sin )mq x t mx V= −π + π ∈

( 1, 2,...).m =  Тогда ( )mυ → υ  слабо в H , и поэтому из теоремы 1 следует, что
( )

*( ) ( ) 0,mJ J Jυ → υ = =  т.е. последовательность ( ){ }mυ  является минимизирую-
щей для функционала ( )J υ . Однако эта последовательность не имеет предела в
H, так как {sin }mxπ  сильно не сходится в 2 ( )TL Q .

3. Дифференцируемость функционала цели и необходимое условие
оптимальности

Для задачи (1) – (5) введем сопряженную краевую задачу [ 18, с.128]
( ( , ) ) ( , ) ( ) ( , ) 0,t x xk x t q x t H x t′ψ + ψ − ψ − ψ =A  ( , ) Tx t Q∈ ; (23)

( , ) 2[ ( , ; ) ( )],x T u x T y xψ = − υ −  0 x≤ ≤ A ; (24)

(0. ) 0x tψ = , ( , ) 0x tψ =A , 0 t T≤ < . (25)
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Под решением краевой задачи (23) – (25), соответствующим управлению Vυ∈ ,
будем понимать обобщенное решение из 1,0

2 ( )TV Q , т.е. функцию

( , ) ( , ; )x t x tψ = ψ = ψ υ  из 1,0
2 ( )TV Q , удовлетворяющую интегральному тождеству

0 0

0

( ( , ) ( . ) ) [ ( ) ( , ) ] ( , )

2 [ ( , ; ) ( )] ( , )

T

T l

t x x x
Q

l

k x t q x t dxdt H x x t dx t dt

u x T y x x T dx

ψη + ψ η + ψη − η ψ =

= − υ − η

∫∫ ∫ ∫

∫

A

(26)

при любой функции 1
2( , ) ( )Tx t W Qη = η ∈  равной нулю при 0t = .

Используя методики работ [15, с. 165−171], [7], можно показать, что для каж-
дого заданного Vυ∈  краевая задача (23) – (25) имеет единственное обобщенное
решение из 1,0

2 ( )TV Q . Более того, это решение принадлежит пространству
2,1

2 ( )TW Q  и справедлива оценка

2,1 1
22 5( ) (0, )( , ; ) ( )

TW Q WM u x T y xψ ≤ υ − A . (27)

Учитывая здесь неравенство (13) и оценки (8), имеем
2,1 1 1 1

2 2 2 22 6( ) ( ) (0, ) (0, ) (0, )[ ]
T TW Q L Q W W T W lM f g yψ ≤ + ϕ + +A . (28)

Теорема 2. Пусть выполнены условия, принятые в п.1. Тогда функционал (5)
дифференцируем по Фреше на V и его дифференциал в точке Vυ∈  при прираще-
нии ( , )k q H∆υ = ∆ ∆ ∈  определяется равенством

( , ) ( )
T

x x
Q

dJ u k u q dxdtυ ∆υ = ψ ∆ + ψ∆∫∫ . (29)

Доказательство. Пусть , Vυ υ+ ∆υ∈  – произвольные управления и
( , ) ( , ; ) ( , ; )u u x t u x t u x t∆ = ∆ = υ+ ∆υ − υ , ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ . Из условий (1) – (3)

следует, что u∆  является решением из 2,1
2 ( )TW Q  задачи

(( ) ) ( ) ( )t x x x xu k k u q q u ku qu∆ − + ∆ ∆ + + ∆ ∆ = ∆ −∆ , ( , ) Tx t Q∈ ; (30)

( ,0) 0u x∆ = , 0 x≤ ≤ A ; (31)

(0, ) 0xu t∆ = , 
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ),x x xk t u t H x u x t dx k t k t u t∆ = ∆ − + ∆ ∆∫
A

A A A A A

 0 .t T< ≤ (32)
Можно показать, что для решения задачи (30) – (32) верна оценка [16,

c. 164−169], [7]
1,0

2 22 7( ) ( ) ( )[ ]
T T TxV Q L Q L Qu M ku qu∆ ≤ ∆ + ∆ . (33)

Используя ограниченность вложений 1
2 3( ) ( )T TW Q L Q→  [16, c.78],

2,1
2 ( ) ( )T TW Q L Q∞→  [17, c.33], неравенство (1.8) из [16, c.75] и оценки (9), имеем

1
2 3 6 28( ) ( ) ( ) ( ) ,

T T T Tx xL Q L Q L Q W Qku k u M k∆ ≤ ∆ ≤ ∆
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2 2 29( ) ( ) ( ) ( ) .
T T T TL Q L Q L Q L Qqu q u M q

∞
∆ ≤ ∆ ≤ ∆

Учитывая эти неравенства в (33), получаем оценку
1,0
2 10( )TV Q Hu M∆ ≤ ∆υ . (34)

Приращение функционала (5) имеет вид

2

0 0

( ) ( ) ( ) 2 [ ( , ; ) ( )] ( , ) ( , )J J J u x T y x u x T dx u x T dx∆ υ = υ+ ∆υ − υ = υ − ∆ + ∆∫ ∫
A A

. (35)

С помощью решений краевых задачи (23) – (25) и (30) – (32) преобразуем прира-
щение (35). Для решения краевой задачи (30) – (32) справедливо равенство

0 0

( ) ( ( ) ( , ) ) ( , )

.
T

T T T T

T

t x x x
Q

x x x x
Q Q Q Q

u k u q u dxdt H x u x t dx t dt

k u dxdt u q dxdt ku dxdt u qdxdt

∆ ψ + ∆ ψ + ∆ ψ − ∆ ψ =

= ∆ ∆ ψ − ∆ ∆ ψ − ∆ ψ − ψ∆

∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

A

A

(36)

Если в тождестве (26) положим uη = ∆  и полученное равенство вычтем из (36), то
придем к равенству

0

2 [ ( , ; ) ( )] ( , )

( ) .
T T T

l

x x x x
Q Q Q

u x T y x u x T dx

u k u q dxdt u qdxdt k u dxdt

υ − ∆ =

= ψ ∆ + ψ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ∆ ψ

∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

Учитывая это равенство, (35) запишем в виде

( ) ( ) ,
T

x x
Q

J u k u q dxdt R∆ υ = ψ ∆ + ψ∆ +∫∫ (37)

где 2

0

( , ) .
T T

x x
Q Q

R u x T dx u qdxdt k u dxdt= ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ∆ ψ∫ ∫∫ ∫∫
A

(38)

Покажем, что первое слагаемое в правой части равенства (37), т.е. выражение
(29), при заданном Vυ∈  определяет линейный ограниченный функционал от ∆υ
в H . Линейность функционала (29) по ∆υ  очевидна. Используя ограниченность
вложений 2,1

2 ( ) ( )
TTW Q L Q∞→  [17, c. 33, 39], 1

2 4( ) ( )
TTW Q L Q→

 
[16, c. 78], оценку

(13) для функции ψ , неравенство Коши – Буняковского и оценки (8), (29), полу-
чаем неравенство

4 24 2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( )

.
T

T TT T T T

x x
Q

x x L Q L QL Q L Q L Q L Q H

dJ u k u q dxdt

u k u q M
∞

υ ∆υ = ψ ∆ + ψ∆ ≤

≤ ψ ∆ + ψ ∆ ≤ ∆υ

∫∫

Отсюда следует ограниченность функционала (29).
Кроме того, используя ограниченность вложения 2,1

2 ( ) ( )
TTW Q L Q∞→ , нера-

венство (13) для функции u∆  и оценки (28), (34), для остаточного члена R, опре-
деляемого равенством (38), получаем оценку
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2

2,1
2 22

4 2 4

2
(0, )

2
( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( )

( , )

.

T T

T T T T

T T T

x xL l
Q Q

W Q L Q L Q L Q

x xL Q L Q L Q H

R u x T u qdxdt u kdxdt

M u u q

u k M
∞

= ∆ + ∆ ψ∆ − ∆ ψ ∆ ≤

≤ ∆ + ∆ ψ ∆ +

+ ∆ ψ ∆ ≤ ∆υ

∫∫ ∫∫

(39)

Учитывая в (37) эту оценку, заключаем, что функционал (5) дифференцируем
по Фреше на V и его дифференциал определяется выражением (29). Теорема 2 до-
казана.

Теперь получим явную формулу для градиента функционала (5). Поставим
следующую вспомогательную краевую задачу для определения функции

( , ) ( , ; )x t x tω = ω = ω υ  из условий

xx tt x xu−ω −ω +ω = ψ , ( , ) Tx t Q∈ ; (40)

0 0, 0x xx x l x l= =ω = ω = < < ; (41)

0 0, 0 .t tt t T x T= =ω = ω = < <  (42)

Под решением задачи (40) – (42) при заданном Vυ∈  будем понимать функ-
цию ( , ) ( , ; )x t x tω = ω = ω υ  из 1

2 ( ),TW Q  удовлетворяющую интегральному тожде-
ству

[ ]
T T

x x t t x x
Q Q

dxdt u dxdtω η +ω η +ωη = ψ η∫∫ ∫∫ (43)

при любой функции 1
2( , ) ( ).Tx t W Qη = η ∈

Из результатов работы [16, c. 197−202] следует, что краевая задача (40) – (42)
при заданном Vυ∈  однозначно разрешима в 1

2 ( )TW Q .
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда градиент функционала

(5) в произвольной точке Vυ∈  определяется равенством
( ) ( ( , ; ), ( , ; ) ( , ; ))J x t u x t x t′ υ = ω υ υ ψ υ (44)

и отображение ( )J ′υ → υ  непрерывно действует из V в H.
Доказательство. Пусть , Vυ υ+ ∆υ∈ – произвольные управления, где

( , )k q H∆υ = ∆ ∆ ∈  – приращение управления на элементе ( , )k q Vυ = ∈ . Полагая в
тожестве (43) kη = ∆ , получаем равенство

[ ] ,
T T

x x t t x x
Q Q

k k k dxdt u kdxdtω ∆ +ω ∆ +ω∆ = ψ ∆∫∫ ∫∫

учитывая которое в (29), имеем

( , ) ( ), ( ) ,
T

x x t tH
Q

dJ J k k k u q dxdt′υ ∆υ = υ ∆υ = ω ∆ +ω ∆ +ω∆ + ψ∆∫∫

где ( ), HJ ′ υ ∆υ  – скалярное произведение элементов ( ),J H′ υ ∆υ∈  на H . Отсю-
да следует, что градиент функционала (5) определяется равенством (29).

Используя априорные оценки для краевых задач (1) – (3), (23) – (25), (40) – (42)
и рассуждая аналогично выводу оценки (39), можно показать, что справедливо
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неравенство ( ) ( ) .H HJ J M′ ′υ + ∆υ − υ ≤ ∆υ  Отсюда следует непрерывность ото-
бражения ( )J ′υ → υ  из V в H . Теорема 3 доказана .

Необходимое условие оптимальности в задаче (1) – (5) устанавливает
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для оптимальности

управления ( , )k q V∗ ∗ ∗υ = ∈  в задаче (1) – (5) необходимо, чтобы неравенство

[ ( ) ( ) ( ) ( )] 0
T

x x x t t t
Q

k k k k k k u q q dxdt∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ω − +ω − +ω − + ψ − ≥∫∫ (45)

выполняюсь для любого ( , )k q Vυ = ∈ , где ( , ; )u u x t∗ ∗= υ , ( , ; )x t∗ ∗ψ = ψ υ ,
( , ; )x t∗ ∗ω = ω υ  – решения задач (1) – (3); (23) – (25); (40) – (42) соответственно,

при ∗υ = υ .
Доказательство. Множество V, определяемое равенством (4), выпукло в H.

Кроме того, согласно теоремам 2 и 3, функционал (5) непрерывно дифференциру-
ем по Фреше на V. Тогда в силу теоремы 5 из [18, c. 28] на элементе V∗ ∗υ ∈  необ-
ходимо выполнение неравенства ( ), 0HJ ∗′ υ υ− υ ≥  при всех Vυ∈ . Отсюда и из
(44) следует справедливость неравенства (45). Теорема 4 доказана.
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In this paper, an optimal control problem for a parabolic equation with an integral boundary
condition and controls in coefficients is considered. Let it be required to minimize the functional

2

0

( ) ( , ; ) ( )J u x T y x dxυ = υ −∫
A

on the solutions ( , ) ( , ; )u u x t u x t= = υ  of the boundary value problem
( ( , ) ) ( , ) ( , ),t x xu k x t u q x t u f x t− + =  { }( , ) ( , ) : 0 , 0Tx t Q x t x t T∈ = < < < ≤A

( ,0) ( ),u x x= ϕ  0 ,x≤ ≤ A

(0, ) 0,xu t =  
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ),x xk l t u t H x u x t dx g t= +∫
A

A  0 ,t T< ≤

corresponding to all allowable controls ( , ) ( ( , ), ( , ))x t k x t q x tυ = υ =  from the set

( )
( ) ( ) ( ) }

1
2 2

1 2 3

{ ( , ) ( ( , ), ( , )) ( ) ( ) : 0 , ,
, , , , a.e. on .

T T

x t T

V x t k x t q x t H W Q L Q k x t
k x t k x t q x t Q

= υ = ∈ = × < ν ≤ ≤ μ
≤ μ ≤ μ ≤ μ

Here, 1 2 3, , , , , , 0l T ν μ μ μ μ >  are given numbers and 1
2( ), ( ) (0, ),y x x Wϕ ∈ A  

1
2( ) (0, )H x W∈
D

A ,

( ) 2, ( )Tf x t L Q∈ , and ( ) 1
2 (0, )g t W T∈  are known functions.

The work deals with problems of correctness in formulating the considered optimal control
problem in the weak topology of the space 1

2 2( ) ( )T TH W Q L Q= × . Examples showing that this
problem is incorrect in the general case in the strong topology of the space H are presented. The
objective functional is proved to be continuously Frechet differentiable and a formula for its gra-
dient is found. A necessary condition of optimality is established in the form of a variational ine-
quality.
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А.Р. Чехлов

ВПОЛНЕ ИНЕРТНЫЕ ПОДГРУППЫ ВПОЛНЕ РАЗЛОЖИМЫХ ГРУПП
КОНЕЧНОГО РАНГА И ИХ СОИЗМЕРИМОСТЬ

Показано, что каждая вполне инертная подгруппа вполне разложимой груп-
пы G конечного ранга соизмерима с некоторой вполне инвариантной под-
группой тогда и только тогда, когда типы прямых слагаемых ранга 1 группы
G либо равны, либо несравнимы, причем все прямые слагаемые ранга 1
группы G не делятся ни на одно простое число p.

Ключевые слова: фактор-группа, вполне инвариантная подгруппа, соизме-
римые подгруппы, делимая оболочка, ранг группы.

Все группы, если специально не оговорено, предполагаются абелевыми. На-
помним, что подгруппа H группы G называется чистой, если H∩nG = nH для ка-
ждого натурального n; вполне инвариантной, если φH ⊆ H для всякого φ из коль-
ца эндоморфизмов E(G) группы G. Подгруппа H группы G называется вполне
инертной, если фактор-группа (H + φH)/H конечна (эквивалентно подгруппа
H∩φH имеет конечный индекс в φH) для всякого φ ∈ E(G); если это свойство вы-
полнено только для фиксированного φ, то подгруппа H называется φ-инертной.
Ясно, что каждая конечная подгруппа и подгруппа, имеющая конечный индекс в
некоторой вполне инвариантной подгруппе, являются вполне инертными. Если
H – чистая подгруппа группы без кручения G, то фактор-группа G/H также явля-
ется группой без кручения. Отсюда следует, что все чистые вполне инертные под-
группы групп без кручения вполне инвариантны. Сумма и пересечение двух
вполне инертных подгрупп снова являются вполне инертными подгруппами [1,
лемма 2.2]; в случае же бесконечного семейства вполне инертных подгрупп ни их
сумма, ни их пересечение вполне инертными подгруппами в общем случае не яв-
ляются [1, пример 2.7]. Подгруппы H, K произвольной (в том числе и некоммута-
тивной) группы G называются соизмеримыми, если подгруппа K∩H имеет конеч-
ный индекс в H и в K. Ясно, что в группе без кручения чистые соизмеримые под-
группы совпадают.

Вполне инертные подгруппы абелевых групп изучались в [1–3]. Соизмери-
мость является отношением эквивалентности [2, лемма 2.3]. Ясно, что подгруппа
H группы G вполне инертна тогда и только тогда, когда H соизмерима с H + φH
для каждого φ ∈ E(G). Подгруппа, соизмеримая с некоторой вполне инертной
подгруппой, сама является вполне инертной [1, следствие 2.9]. Согласно [2], вся-
кая вполне инертная подгруппа свободной группы соизмерима с некоторой впол-
не инвариантной подгруппой; а в [3] показано, что всякая вполне инертная под-
группа p-группы, разложимой в прямую сумму циклических групп, также соизме-
рима с некоторой вполне инвариантной подгруппой; делимые группы таким свой-
ством в общем случае не обладают [1]. В [3, теорема 4.2] построен пример сепа-
рабельной p-группы континуальной мощности, содержащей вполне инертные
подгруппы, не соизмеримые с вполне инвариантными подгруппами.
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В [4–7] и в др. работах исследовались инертные подгруппы некоммутативных
групп (согласно [4], термин инертная подгруппа предложен профессором
О. Кегелем), т.е. такие подгруппы H группы G, что H∩Hg имеет конечный индекс
в H для любого g ∈ G, где Hg – подгруппа, сопряженная с H при помощи элемента
g. Интересный пример инертной подгруппы – подгруппа SL(n,ℤ) в SL(n,ℚ) [4].
Каждая нормальная подгруппа инертна; всякая подгруппа конечного индекса из
нормальной подгруппы инертна; и, более общо, подгруппы, соизмеримые с
инертными подгруппами, сами инертны.

Отметим также, что в [8] изучались такие автоморфизмы φ абелевой группы G,
что H и φH соизмеримы для всякой подгруппы H группы G.

Если B, G – группы и X – непустое подмножество в B, то через Hom (B, G)X
обозначим подгруппу в G, порожденную всеми подмножествами fX, где
f ∈ Hom (B, G).

Некоторые примеры вполне инертных подгрупп построены в [1–3], приведем
также следующие.

Пример 1 [1, лемма 2.3]. В группе без кручения G конечного ранга всякая ко-
нечно порожденная подгруппа H максимального ранга вполне инертна.

Действительно, фактор-группа G/H периодична, поэтому если φ ∈ E(G), то
фактор-группа φH/(H∩φH) как конечно порожденная периодическая группа ко-
нечна.

Пример 2. Пусть A – группа без кручения, p, q – различные простые числа,
pA ≠ A, qA ≠ A, и G = (⊕αA)⊕(⊕βA), где α и β – равные бесконечные кардиналы.
Тогда подгруппа H = (⊕α pA)⊕(⊕β qA) не является вполне инертной.

Имеем | G/H | ≥ ּ0א, и легко строится эндоморфизм φ группы G со свойством
H + φH = G.

Пример 3. В группе без кручения G ранга 1 каждая ее подгруппа H является
вполне инертной.

Действительно, всякий эндоморфизм φ группы G действует как умножение на
некоторое рациональное число m/n. Поэтому n(H + φH) ⊆ H. Значит, фактор-
группа (H + φH)/H ≅ φH/(H∩φH) конечна как ограниченный гомоморфный образ
группы φH ранга ≤ 1.

В [1, определение 1.3] абелева группа называется инертной, если она вполне
инертна в своей делимой оболочке. Поскольку группа существенна в своей дели-
мой оболочке, то из инъективности делимых групп следует, что инертные группы
совпадают с классом групп, являющихся вполне инертными подгруппами в каж-
дом своем существенном расширении. Пример 3 отражает тот факт, что всякая
группа без кручения ранга 1 инертна [1, пример 4.7]. Группа без кручения инертна
тогда и только тогда, когда она является однородной вполне разложимой группой
конечного ранга [1, теорема 4.9].

Пример 4. Пусть G – группа без кручения ранга 1. Тогда следующие условия
эквивалентны:

a) всякая вполне инертная подгруппа группы G соизмерима с некоторой вполне
инвариантной подгруппой;

b) всякая подгруппа группы G является вполне инвариантной;
c) pG ≠ G для каждого простого числа p.
a) ⇒ c). Если pG = G, то всякая ненулевая вполне инвариантная подгруппа

группы G также p-делима, поэтому она не может быть соизмеримой с цикличе-
ской подгруппой группы G, которая согласно примеру 3 вполне инертна. c) ⇒ b).
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Если pG ≠ G для всякого простого числа p, то кольцо эндоморфизмов группы G
изоморфно кольцу целых чисел ℤ, поэтому всякая подгруппа группы G вполне
инвариантна. Импликация b) ⇒ a) очевидна.

Итак, во всякой группе без кручения ранга 1, p-делимой хотя бы для одного
простого числа p, имеются вполне инертные подгруппы, не соизмеримые с вполне
инвариантными подгруппами.

Пример 5. Пусть H – вполне инертная подгруппа группы A, не соизмеримая ни
с одной ее вполне инвариантной подгруппой; B – такая группа, что Hom(B,A) = 0.
Тогда H⊕B – вполне инертная подгруппа группы G = A⊕B, не соизмеримая ни с
одной вполне инвариантной подгруппой группы G.

Хорошо известно, что делимая часть D = D(G) всякой группы G всегда выде-
ляется прямым слагаемым G = D⊕R (R – редуцированная часть группы G); D оп-
ределяется однозначно, а R – с точностью до изоморфизма. Если X – вполне инва-
риантная подгруппа в G, то X = (D∩X)⊕(R∩X). Из инъективности делимых групп
следует, что если хотя бы одна из подгрупп D∩X или R∩X не является периодиче-
ской, то D∩X = D. Для вполне инертных подгрупп это свойство уже не справед-
ливо.

Пример 6. a) Пусть G = ℚ⊕R, где ℚ – аддитивная группа рациональных чисел
(т.е. делимая группа без кручения ранга 1), R – редуцированная группа без круче-
ния ранга 1, 0 ≠ a ∈ ℚ и 0 ≠ b ∈ R. Тогда подгруппа H = 〈a〉⊕〈b〉 является вполне
инертной.

b) Пусть G = ℚ⊕ℤp∞, где ℤp∞ – квазициклическая p-группа (т.е делимая p-
группа ранга 1), 0 ≠ a ∈ ℚ и X – нетривиальная подгруппа в ℤp∞. Тогда подгруппа
H = 〈a〉⊕X является вполне инертной.

c) Пусть G = ℤp∞⊕ℤ, где ℤ – аддитивная группа целых чисел и X – нетривиаль-
ная подгруппа в ℤp∞. Тогда подгруппа H = X⊕ℤ является вполне инертной.

d) Пусть G = ℤp∞⊕A, где группа A не имеет ненулевых p-делимых фактор-
групп. Тогда подгруппа A вполне инертна в G.

Действительно, во всех трех первых случаях подгруппа H существенна в G, и в
случае a) H – прямая сумма двух бесконечных циклических групп, в случаях b) и
c) – прямая сумма бесконечной циклической группы и циклической p-группы.
Поэтому для всякого φ ∈ E(G) фактор-группа φH/(H∩φH) является ограниченной
группой конечного ранга, такая группа конечна. d) Следует из того, что fA – ко-
нечная подгруппа в ℤp∞ для каждого f ∈ Hom(A,ℤp∞).

Пример 7. Пусть A ≇ ℤ – группа без кручения ранга 1, кольцо эндоморфизмов
которой изоморфно ℤ. Тогда если 0 ≠ a ∈ A и H = 〈a〉⊕ℤ, то H является вполне
инертной подгруппой в G = A⊕ℤ, не соизмеримой ни с какой вполне инвариант-
ной подгруппой группы G.

Подгруппа H вполне инертна согласно примеру 1. Если теперь F – вполне ин-
вариантная подгруппа, соизмеримая H, то H/(F∩H) – конечная группа, поэтому
nℤ ⊆ F для некоторого натурального n. Откуда nG ⊆ F. Имеем nG∩H =
= (nA∩〈a〉)⊕nℤ, поэтому nG/(nG∩H) ≅ nA/(nA∩〈a〉). Фактор-группа nA/(nA∩〈a〉)
бесконечна, при этом nG/(nG∩H) вкладывается в F/(F∩H).
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Отметим следующие простые свойства, на которые будем ссылаться.
1. Если H – вполне инертная подгруппа группы G, то для любых

φ1,…,φn ∈ E(G) подгруппа H + φ1(H) + ⋯ + φn(H) соизмерима с H.
2. Если подгруппа H соизмерима с подгруппой K, то H соизмерима с H∩K и с

H + K, если к тому же H ⊆ F, то H соизмерима с K∩F.
3. Если подгруппа H соизмерима с подгруппами Hi, i = 1,…,n, то H соизмерима

с H1 +…+ Hn и с H1∩…∩Hn.
Фактор-группа (H + H1 +…+ Hn)/H = (H + H1)/H +…+ (H + Hn)/H конечна как

сумма конечного числа конечных групп (H + Hi)/H; в частности, конечна и фак-
тор-группа (H + H1∩…∩Hn)/H . А фактор-группа

(H + H1 +…+ Hn)/(H1 +…+ Hn) ≅ H/(H∩(H1 +…+ Hn))
конечна как гомоморфный образ конечной группы H/(H∩H1). Осталось устано-
вить конечность фактор-группы H/(H∩(H1∩…∩Hn)) и достаточно проверить это
для n = 2. По условию фактор-группы H/(H∩H1) и H/(H∩H2) конечны. Конечна и
фактор-группа (H∩H2)/(H∩H1∩H2). В силу изоморфизма

H/(H∩H2) ≅ (H/(H∩H1∩H2))/((H∩H2)/(H∩H1∩H2))
если H/(H∩H1∩H2) была бы бесконечной, то бесконечной была бы и H/(H∩H2).

4. Если подгруппа H соизмерима с подгруппой K, то для всякого гомоморфиз-
ма f подгруппа fH соизмерима с fK, если к тому же F соизмерима с U, то H + F
соизмерима с K + U, а H∩F соизмерима с K∩U.

Если H имеет конечный индекс в H + K, то fH также имеет конечный индекс в
f(H + K) = fH +f K. Откуда следует, что подгруппа fH соизмерима с fK. Далее по
условию фактор-группы K/(H∩K) и U/(F∩U) конечны. Поэтому конечны фактор-
группы

(K∩U)/(H∩K∩U) и (H∩K∩U)/(H∩K∩F∩U).
Имеем

(K∩U)/(H∩K∩U) ≅ ((K∩U)/(F∩H∩K∩U))/((H∩K∩U)/(F∩H∩K∩U)).
Поэтому если бы фактор-группа (K∩U)/(F∩H∩K∩U) была бы бесконечной, то
была бы бесконечной и фактор-группа (K∩U)/(H∩K∩U). Конечность фактор-
группы (H∩F)/(F∩H∩K∩U) доказывается аналогично. Несложно проверить и со-
измеримость H + F с K + U.

5. Если H – вполне инертная подгруппа группы G = A⊕B, то подгруппа H∩A
вполне инертна в A, подгруппа (H∩A)⊕(H∩B) соизмерима с H, а если
φ ∈ Hom(B,A), то подгруппа H∩A + φ(H∩B) соизмерима с H∩A.

Первое утверждение доказано в [3, лемма 3.2]. Если теперь π: G→A и θ: G→B
– проекции, то H ⊆ (πH)⊕(θH), поэтому по свойству 1 подгруппа (πH)⊕(θH) соиз-
мерима с H. Далее H + πH и H + θH соизмеримы с H, а так как

(H + πH)/H ≅ πH/(H∩πH) и (H + θH)/H ≅ θH/(H∩θH),
где H∩πH = H∩A и H∩θH = H∩B, то (H∩A)⊕(H∩B) соизмерима с (πH)⊕(θH)
и, значит, с H, а πH соизмерима с H∩A. Подгруппа (H∩A)⊕(H∩B) ввиду
вполне инертности соизмерима с (H∩A + φ(H∩B))⊕(H∩B) = (H∩A)⊕(H∩B) +
+ πφθ((H∩A)⊕(H∩B)), поэтому H∩A = π((H∩A)⊕(H∩B)) соизмерима с H∩A +
+ φ(H∩B) = π((H∩A + φ(H∩B))⊕(H∩B)).

6. Если H – вполне инертная подгруппа группы без кручения G, то φH ⊆ H∗ для
всякого φ ∈ E(G), где H∗ – чистая оболочка подгруппы H в G. В частности, под-
группа H∗ вполне инвариантна в G [1, лемма 2.1].
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Это свойство вытекает из того, что H∗/H совпадает с периодической частью
фактор-группы G/H. В частности, в неприводимой группе без кручения G ненуле-
вая вполне инертная подгруппа будет существенной в G. Неприводимыми, на-
пример, являются однородные вполне разложимые группы без кручения.

Напомним, что если H – подгруппа группы G, то E(G)H = ∑ φ ∈ E(G) φH является

наименьшей вполне инвариантной подгруппой, содержащей H; а 
0

n

n
H

∞

=
ϕ∑  – наи-

меньшая φ-инвариантная подгруппа, содержащая H.
7. Вполне инертная подгруппа H группы G соизмерима с некоторой вполне ин-

вариантной подгруппой тогда и только тогда, когда H содержит подгруппу ко-
нечного индекса K, имеющую конечный индекс в E(G)K.

Достаточность следует из транзитивного свойства соизмеримости. Необхо-
димость. Пусть H соизмерима с вполне инвариантной подгруппой F. Тогда
K = H∩F имеет конечный индекс в F, а так как E(G)K ⊆ F, то K имеет конечный
индекс в E(G)K.

8. Если вполне инертная подгруппа H группы G содержит ненулевую делимую
подгруппу без кручения, то H содержит делимую часть D = D(G) группы G;
а если H содержит подгруппу, изоморфную ℤp∞, то H содержит p-компоненту
группы D.

Делимая часть D(H) группы H выделяется прямым слагаемым в G. Всякая де-
лимая группа ранга 1 является гомоморфным образом группы ℚ. Поэтому если
D(H) группа непериодическая, то она содержит прямое слагаемое, изоморфное ℚ.
Получаем, что для каждой делимой подгруппы Dʹ ранга 1 группы D существует
такой эндоморфизм φ группы G, что H∩φH является подгруппой конечного ин-
декса в Dʹ. Делимые группы не имеют собственных подгрупп конечного индекса,
поэтому D ⊆ H. В случае подгруппы ℤp∞ рассуждения аналогичны.

Через Gp обозначим p-компоненту группы G.
9. Если G = D⊕R, где D = F⊕(⊕pDp) – делимая часть группы G, F – делимая

часть без кручения, ⊕pDp –периодическая часть группы D и H – такая вполне
инертная подгруппа группы G, что подгруппа H∩R не является периодической,
то подгруппа H∩F существенна в F, причем D ⊆ H, если ранг без кручения под-
группы H∩R бесконечен. Если же подгруппа H∩Rp не является ограниченной, то
Dp ⊆ H.

Если подгруппа H∩R не является периодической, то она содержит бесконечную
циклическую подгруппу. Поскольку делимые группы инъективны, то отсюда сле-
дует, что H∩Dʹ ≠ 0 для всякой делимой подгруппы без кручения Dʹ ранга 1, в част-
ности H∩F существенна в F. Если же ранг без кручения подгруппы H∩R бесконе-
чен, то она содержит свободную группу K бесконечного ранга, всякая счетная груп-
па является гомоморфным образом группы K; откуда следует, что H содержит каж-
дую подгруппу ранга 1 группы D, значит, D ⊆ H. Если группа H∩Rp неограничен-
ная, то существует эпиморфизм H∩Rp→ℤp∞, откуда следует, что Dp ⊆ H.

Очевидно, что если A – вполне инвариантное прямое слагаемое группы G, то
всякая вполне инертная подгруппа группы A будет вполне инертной подгруппой
группы G. Справедливость следующего свойства также очевидна.
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10. 1) Пусть G = A⊕B. Вполне инертная подгруппа H группы A является впол-
не инертной подгруппой группы G тогда и только тогда, когда fH – конечная
группа для каждого f ∈ Hom(A,B). В частности, если A – вполне инертное прямое
слагаемое в G, то Hom(A,B)A – периодическая подгруппа в B.

2) Если B – группа без кручения, а H – существенная вполне инертная подгруп-
па группы A, то H будет вполне инертной подгруппой группы G = A⊕B тогда и
только тогда, когда A – вполне инвариантное прямое слагаемое в G.

Напомним следующие понятия. Если χ1 = (k1,k2,…) и χ2 = (l1,l2,…) – характери-
стики, то их произведением называется характеристика χ1χ2 = (k1 + l1,k2 + l2,…), где
∞ плюс нечто есть ∞. Частное χ1 : χ2 двух характеристик χ1 ≥ χ2 определяется как
наибольшая характеристика χ, для которой χχ2 ≤ χ1. Исходя из этих понятий, опре-
деляют произведение и частное типов.

Предложение 1 [9, предложение 85.4]. Пусть A и C – группы без кручения ран-
га 1. Если неравенство t(A) ≤ t(C) не имеет места, то Hom(A,C) = 0. Если же
t(A) ≤ t(C), то Hom(A,C) является группой без кручения ранга 1 и имеет тип
t(C) : t(A).

Теорема 2. Пусть G = G1⊕…⊕Gn, где r(Gi) = 1, – вполне разложимая группа
без кручения конечного ранга. Каждая вполне инертная подгруппа группы G со-
измерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда и только тогда,
когда pGi ≠ Gi для всякого i = 1,…,n и для всякого простого числа p, причем при
всех i,j = 1,…,n типы t(Gi), t(Gj) либо равны, либо несравнимы.

Доказательство. Необходимость. Пусть вполне инертная подгруппа
H = ⟨g1⟩⊕…⊕⟨gn⟩, где 0 ≠ gi ∈ Gi, соизмерима с вполне инвариантной подгруппой
F. Из соизмеримости H и F следует r(F) = r(H) = n. Отсюда можно вывести, что
для всякого i найдётся ненулевой элемент fi ∈ F∩Gi. Пусть pGi = Gi. Тогда вполне
инвариантная подгруппа E(Gi)⟨fi⟩ группы Gi тоже p-делима, причём она содержит-
ся в группе E(G)F = F. По свойству 4 подгруппа πiF соизмерима с πiH. Но так как
πiF содержит ненулевую p-делимую группу, то (πiF+πiH)/πiH есть бесконечная
группа – противоречие. Пусть t(Gi) < t(Gj). Тогда Hom(Gi,Gj)⟨fi⟩ – это подгруппа
типа t(Gj) : t(Gi), содержащаяся и в Gj и в F. По свойству 4 подгруппа πjF соизме-
рима с πjH. Но так как πjF содержит подгруппу типа t(Gj) : t(Gi), строго большего,
чем тип группы ⟨gj⟩, то (πjF+πjH)/πjH есть бесконечная группа – противоречие.

Достаточность. Пусть H – вполне инертная подгруппа группы G. Согласно
свойству 5, достаточно показать, что подгруппа (H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn) соизмери-
ма с некоторой вполне инвариантной подгруппой. Поскольку pGi ≠ Gi для вся-
кого простого числа p и для всех i = 1,..,n, то группа Hom(Gi,Gj) либо изоморфна
группе целых чисел ℤ (если тип группы Gi равен типу группы Gj), либо
Hom(Gi,Gj) = 0 (если тип группы Gi не сравним с типом группы Gj). Поэтому для
всякой подгруппы X ⊆ Gi имеет место равенство Hom(Gi,Gj)X = fX, где f – гомо-
морфизм, порождающий группу Hom(Gi,Gj) (все другие гомоморфизмы
этой группы являются целыми кратными гомоморфизма f). А поскольку
Hom(G,Gi) ≅ Hom(G1,Gi)⊕…⊕Hom(Gn,Gi), то отсюда следует, что если
Hi = Hom(G,Gi)((H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn)), то H∩Gi ⊆ Hi и H∩Gi соизмерима с Hi. Зна-
чит, H = H1⊕…⊕Hn соизмерима с (H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn). Ясно, что Hi – вполне ин-
вариантная подгруппа группы Gi и поскольку Hom(Gi,Gj)Hi ⊆ Hj, то подгруппа H
вполне инвариантна в G.
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Следствие 3. 1) Если G – однородная вполне разложимая группа конечного
ранга, то всякая ее вполне инертная подгруппа соизмерима с некоторой вполне
инвариантной подгруппой тогда и только тогда, когда pG ≠ G для всякого про-
стого числа p.

2) В однородной вполне разложимой группе G конечного ранга вполне инерт-
ная подгруппа H соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда
и только тогда, когда pH = H для всякого простого числа p со свойством pG = G.

Представляет интерес изучение вполне инертных подгрупп групп, исследуе-
мых в [10–15]. Отметим, что в ряде случаев автор получил ответ, когда каждая
вполне инертная подгруппа вполне разложимой группы без кручения бесконечно-
го ранга соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой.

В заключение отметим, что в [16] изучались сильно инвариантные подгруппы,
т.е. такие подгруппы N группы G, что fN ⊆ N для всякого f ∈ Hom(N,G). А сильно
инертной (S. Breaz, G. Călugăreanu) называется подгруппа N группы G такая, что
fN∩N имеет конечный индекс в fN для каждого f ∈ Hom(N,G). В каждой группе G
ее подгруппа G[n] = {g ∈ G | ng = 0} сильно инертна, семейство сильно инертных
подгрупп замкнуто относительно конечных сумм, но не пересечений. Если всякий
гомоморфизм из Hom(N,G) продолжается до эндоморфизма группы G (например,
если N – прямое слагаемое в G), то вполне инертная подгруппа N будет сильно
инертной. Вышеупомянутыми двумя авторами получен также ряд других инте-
ресных свойств сильно инертных подгрупп.
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ВОЛНОВАЯ ПРОНИЦАЕМОСТЬ СЛОЯ
КОМПАКТИРОВАННЫХ НАНОЧАСТИЦ

Применительно к движению молекул гелия через слой компактированных
алмазных наночастиц рассмотрена одномерная задача волновой динамики.
Предложена вычислительная технология для интегрирования уравнения
Шредингера, основаная на выделении двух фундаментальных численных
решений задачи о прохождении волн через барьер. Линейная комбинация
этих решений определяет искомую волновую функцию, а ее сшивка с асим-
птотическими граничными условиями позволяет определить коэффициенты
прохождения и отражения частиц от барьера, в роли которого выступает
энергия компактированных наночастиц.

Ключевые слова: поле потенциальных сил, наночастицы, движение моле-
кул, численные методы, проницаемость, уравнение Шредингера.

Классические гамильтоновы системы, используемые в молекулярной динами-
ке в качестве математической модели, не позволяют решать задачи о накоплении
частиц даже в случае изучения проницаемости сверхтонких нанопористых слоев,
где, несмотря на их малые размеры, все равно речь идет о нахождении миллионов
молекул в представительных объемах, примыкающих к наноразмерному слою.
Если воспользоваться дебройлевским представлением частицы и шредингеров-
ской волновой динамикой, то плотность молекул в окрестности и внутри слоя бу-
дет находиться автоматически в процессе решения задачи. Последнее обстоятель-
ство обусловлено тем, что плотность вероятности нахождения частиц есть квадрат
модуля волновой функции.

В работе Глазера [1] показано, что уравнение Шредингера получается из по-
ложений классической механики посредством применения формализма Гамиль-
тона – Якоби. Опираясь на классическое квантово-механическое описание в на-
стоящей работе мы попытались оценить величину проницаемости сверхтонкого
нанопористого слоя, полученную с учетом накопления молекул в окрестности
мембраны, составленной сферическими алмазными наночастицами.

Для исследования задачи прохождения частиц с массой m  и энергией E  через
разные потенциальные барьеры, т. е. через слой вещества определённой толщины,
заполненного источниками энергии, можно решить одномерное стационарное
уравнение Шредингера.
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Классическое уравнение Шредингера имеет вид [2–4]
2

= .
2

U i
m t

∂ψ
− ∆ψ + ψ

∂
= = (1)

Здесь ψ  – волновая функция, =
2
h
π

= , h  – постоянная Планка, U  – потенциаль-

ная энергия, i  – мнимая единица.
Зная функцию ψ  из решения уравнения (1), можно найти плотность распреде-

ления частиц:
2=| | .ρ ψ (2)

Если потенциальная энергия U  не зависит от времени, то решение (1) ищется
в виде

exp( / ).iEtψ = Ψ − = (3)
Тогда для функции Ψ  имеем стационарное уравнение Шредингера

( )( )
2

2 2
2 = 0.m E U z

z
∂ Ψ

+ − Ψ
∂ =

(4)

Применим уравнение Шредингера к задаче о прохождении частицами нанопо-
ристого слоя. Вместо постоянной Планка возьмем величину, пропорциональную
размеру слоя = l mε= , где l  – поперечный размер слоя; ε  – глубина потенци-
альной ямы в парном взаимодействии молекул структуры слоя и фильтруемой
компоненты; m  – масса частицы, проходящей через слой. Таким образом, урав-
нение (4) можно записать следующим образом:

( )( )
2

2
2 = 0,K U z

z
∂ Ψ

+ − Ψ
∂

� (5)

где 2
2

2= mK E
=

, 2
2( ) = ( )mU z U z�
=

.

На удалении от барьера, как слева, так и справа, ( ) = 0U z� , поэтому в этих зо-
нах уравнение (5) редуцируется к виду

2
2

2 = 0.K
z

∂ Ψ
+ Ψ

∂
(6)

Частными решениями уравнения (6) являются функции iKze  и iKze− , причем
первая частная функция представляет падающую на барьер волну, а вторая – от-
раженную. Их комбинация должна обеспечивать необходимый физический ре-
зультат, поэтому в качестве математических граничных условий для функции

( )zΨ  можно записать

( ) = , ( ) = .iKz iKz iKzz e be z ae−Ψ + Ψ (7)
Эти условия можно назвать асимптотическими. Они должны выполняться на

удалении от барьера, таком, что влиянием самого барьера уже можно было пре-
небречь. Здесь же мы воспользовались локальным характером влияния барьера
как источника возмущений на волновую картину в его окрестности.
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Первая функция в (7) определяет значение плотности вероятности нахождения
частицы слева от барьера, а вторая – справа. Коэффициенты a  и b  имеют смысл
коэффициентов прохождения и отражения в направлении оси z . Для их нахожде-
ния представим волновую функцию ( )zΨ  как суперпозицию двух независимых
решений 1( )zΨ  и 2 ( )zΨ  с начальными условиями

1 2
1 2

=0 =0

( ) ( )
(0) = 0, = 1; (0) = 1, = 0

z z

z z
z z

∂Ψ ∂Ψ
Ψ Ψ

∂ ∂
; (8)

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2( ) = ( ), = ( ).z C z C z z C z C z′ ′ ′Ψ Ψ + Ψ Ψ Ψ + Ψ (9)

Функции 1( )zΨ  и 2 ( )zΨ  находятся в результате последовательного интегри-
рования уравнения (4) с двумя группами начальных условий (8) по технологии
Рунге-Кутты высокого порядка точности. После решения двух задач Коши при-
равниваем значения функции ( )zΨ  и её производной ( )z′Ψ , полученные числен-
ным интегрированием с асимптотическими значениями (7). В результате получим
систему алгебраических уравнений:

при = 0z   21 =b C+ ,

 1=iK biK C− ;

при = nz z   1 1 2 2= ( ) ( )iKzn
n nae C z C zΨ + Ψ ,

1 1 2 2= '( ) '( ).iKzn
n naike C z C zΨ + Ψ

Разрешая систему, найдем неизвестные коэффициенты 1C , 2C , a  и b . В об-
щем случае все найденные величины оказываются комплексными.

Можно убедиться, что решение уравнения (4) имеет колебательный характер с
переменной амплитудой, и коэффициент прохождения D  молекул определяется
как отношение амплитуд колебаний функции 2| | ( )zΨ  после барьера и до него.
На рис. 1 представлен график плотности распределения частиц гелия для барьера

/U k  порядка 390 К. Здесь k  – постоянная Больцмана.

| |2ψ

z, нм

3

2

1

302520151050

Рис. 1. Плотность распределения частиц до и после барьера
Fig. 1. Density of particle distribution before and after the barrier
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На рис. 2 представлена зависимость проницаемости слоя от величины энергии
частицы гелия /E k  при фиксированной высоте барьера / = 400U k  К. Для иссле-
дования был выбран сглаженный барьер шириной около 10 нм. Как видно из
рис. 2, для рассмотренного барьера полученное решение близко к аналитическому.

E k/ , K

D

расчетое
решение

аналитическое
решение

0.8

0.6

0.4

0.2

0
6004002000

Рис. 2. Сравнение аналитического [5] и расчетного решений
для сглаженного барьера
Fig. 2. Comparison of analytical [5] and designed solutions for the
smoothed barrier

Определим величину барьера ( )U z  в случае, когда слой составлен сфериче-
скими наночастицами одинакового размера. В рассмотренном ниже примере час-
тицы алмазные и имеют диаметр = 1d  нм. Потенциал воздействия от отдельной
сферической однородной наночастицы на молекулу имеет вид [6]

2 2 2
10 0

( ) = 2 sin ( 2 cos ) ,
R

U r q r r r rr dr d
π

′ ′ ′ ′π θ Π + − θ θ∫ ∫ (10)

где q  – количество молекул в единице объема вещества, R  – радиус частицы,
11 5

1( ) = 4 th
⎛ ⎞σ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Π ρ ε −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 – модифицированный потенциал парных моле-

кулярных взаимодействий, построенный на основе классического LJ-потенциала.
Здесь σ  и ε  – параметры этого потенциала, которые определяются как средние
величины от соответствующих параметров мономолекулярных взаимодействий:

1/211 22
11 22= , = ( ) .

2
σ + σ

σ ε ε ⋅ε (11)

Причем 11 11,σ ε  определяют углерод-углеродные взаимодействия; 22 22,σ ε  –
взаимодействия атомов гелия между собой.

Пусть слой представляет собой некоторую совокупность N  частиц, центры
которых лежат в одной плоскости. Движение молекул будем рассматривать в
плоскости центров частиц ( , )y z , причем ось z  направлена перпендикулярно
слою (рис. 3).
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Рис. 3. Слой компактированных алмазных наночастиц
Fig. 3. The layer of compacted diamond nanoparticles

Тогда для атомов гелия, перемещающихся в плоскости ( , )y z , энергия воздей-
ствия от всей совокупности частиц будет равна простой сумме потенциалов (10):

( )
=1

, = ( ),
N

j
j

U y z U r∑ (12)

где 2 2= ( ) ( )j j jr y y z z− + −  – расстояние от центра j-й наночастицы до рассмат-
риваемой точки. Осредняя (12) по ширине слоя, найдем

( ) ( )1= , ,U z U y z dy
L ∫ (13)

где L  – некоторый представительный участок слоя в направлении оси 0y .
Потенциальный барьер слоя наночастиц с энергией поля (13) имеет сложную

форму, представленную на рис. 4. На рис. 5 показана зависимость проницаемости
слоя от его пористости.

ба

z, нмz, нм

U/k, К

252015105

200

100

0
252015105

Рис. 4. Разные потенциальные барьеры слоя наночастиц, определенные различным харак-
тером расположения частиц в слое, U1(z) – распределение потенциала в исходном варианте
расположения частиц (а), U2(z) – частицы смещены относительно своего исходного поло-
жения, = 0.8953σ  (б)
Fig. 4. Different potential nanoparticle layer barriers characterised by various arrangements of
particles in the layer, (a) U1(z) is the potential distribution in the original version of the particle
arrangement, (б) U2 (z), the particles are shifted from  the initial position, = 0.8953σ
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Попадая в каждую из энергетических ям (портрет слоя – рис. 4), изучаемая
частица переходит в связанные состояния. Здесь она имеет возможность участво-
вать в колебательных движениях с определенными частотами, присущими кон-
кретной энергетической впадине. Поскольку частица, в роли которой выступает
атом гелия, сама является волной, имеющей определенную частоту, в рассматри-
ваемой динамической системе возможны резонансные явления. Однако выпол-
ненное осреднение по ширине слоя сгладило энергетическую неоднородность
мембраны, исходный вид которой полностью определяет характер резонансных
явлений. Более строгое изучение вклада этого эффекта на способность гелия пре-
одолевать барьер в рамках плоской постановки задачи может быть проведено для
случая проницаемости параллельного пучка нанонитей. Расчетами была выявлена
зависимость проницаемости слоя от формы барьера при одинаковой загруженно-
сти слоя частицами (рис. 5).
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Рис. 5. Зависимость проницаемости слоя от пористости
Fig. 5. Layer permeability as a function of porosity

Составляющие слой алмазные частицы являются слишком плотными, поэтому
энергия от углеродных атомов этих частиц, размазанная по объему слоя, все равно
является очень большой. В связи с этим, как видно из рис. 5, проницаемость по-
рядка 50 % достигается лишь при высокой пористости слоя порядка 55 %.
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The simplest example of the porous filtering system is a compacted material obtained by
pressing spherical nanoparticles. Filtration characteristics of this material depend on mobility of
molecules in the field of van der Waals forces.

А one-dimensional wave dynamic problem of the helium molecules motion through the
ultrathin porous layer of compacted diamond nanoparticles is considered. These layers of matter
make a potential barrier obstructing the passage of molecules. The permeability of the layer is
derived by solving the Schrödinger equation.

The calculation technology for integration of the Schrödinger equation is suggested. It is
based on two fundamental numerical solutions of the problem of waves passing through the
barrier of potential forces. A linear combination of these solutions determinates the wave
function. The square of this function is a probability of detecting molecules in a particular place.
Linking this representation of wave function with asymptotic boundary conditions makes it
possible to determine the coefficients of passing and reflecting of molecules from the barrier. The
barrier is the energy of compacted nanoparticles.

This technology provides with results close to the analytical solution in particular cases. This
fact allows to generalize the method to the case of molecular movement through the layer of
nanoparticles and to determine the dependence between permeability and porosity of the layer.
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РЕЖИМЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ МОЛЕКУЛ

С ОТКРЫТОЙ НАНОТРУБКОЙ

Оценивается состояние низкоэнергетических молекул, находящихся вблизи
кристаллической структуры открытой нанотрубки. Систематические расче-
ты проведены для трубок малых размеров, для которых установлено, что ад-
сорбция молекул газа поверхностными кристаллами это не захват их частью
поверхности нанообъекта, а вовлечение молекул в сложное орбитальное
движение около частицы.

Ключевые слова: молекулярная динамика, нанотрубка, численные модели
сорбционных механизмов, энергия наноразмерного объекта.

В современной литературе углеродные нанотрубки чаще всего упоминаются в
связи с фильтрацией газов и жидкостей через пористые структуры, содержащие
эти нанообъекты. Установлено [1], что проницаемость открытых трубок непо-
средственно связана с взаимодействиями молекул фильтруемой среды и стенок
трубки. Молекулярные расчеты [2] показали, что присутствие трех и более ки-
слотных групп на входе в трубку значительно уменьшают поток двуокиси углеро-
да через наноканал. В [3] анализируются вопросы включения многослойных угле-
родных нанотрубок в миксматричные структуры. В [4] показывается, что данные
структуры имеют наиболее многообещающие результаты в отношении выделения
CO2 из различных смесей газов. Авторами [5] проведено экспериментальное ис-
следование разделения смесей H2S и CH4 с помощью фильтрационных слоев из
вертикальных нанотрубок, расположенных на подложке из анодного оксида алю-
миния. В статье [6] описано применение миксматричных структур к выделению
CO2 из смесей, содержащих выделяемую компоненту и водород. В [7] сообщается
о результатах сравнительного анализа сорбции метана тремя различными типами
углеродных нанопористых сред: нанотрубок, углеродного волокна и карбида
кремния.

Взаимодействие с дискретной структурой нанотрубки

Нанотрубку можно рассматривать как скрученную и замкнутую на себя гра-
феновую пластинку (рис. 1). Гексагональная сеть графена составлена правиль-
ными шестиугольниками, таким, что если в центр каждого гексагонального
элемента поставить точку и соединить ее с вершинами, то получим сеть из
правильных треугольников со стороной 0.141 нм. Положения узлов в гексаго-
нальной сети контролируется С−С-связями, такими же, как в кристаллической
структуре алмаза.
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Рис. 1. Открытая нанотрубка
Fig. 1. Nanotube with open tips

Потенциал от дискретной совокупности молекул углерода, составляющих на-
нотрубку, определяется простым суммированием потенциалов парных взаимо-
действий:

( )
12 6

1
, , 4

N

j jj
U x y z

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ⎢ ⎥= ε −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ , (1)

где ( ) ( ) ( )2 2 2
j j j jx x y y y yρ = − + − + −  – расстояние между пробной молекулой

с координатами x, y, z и j-й молекулой структуры с координатами , ,j j jx y z ;
N – число молекул структуры; σ и ε – параметры потенциала Леннарда – Джонса
(LJ-потенциала).

Для потенциала взаимодействия вида (1) уравнения движения пробной моле-
кулы можно записать следующим образом:
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Здесь 
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⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε σ σ⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ρ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 – модуль ускорения, определяемого j-й мо-

лекулой графеновой структуры.
Для численного интегрирования уравнений (2) их необходимо дополнить ки-

нематическими соотношениями, определяющими компоненты скорости точки:
dx u
dt

= , dy v
dt

= , dz w
dt

= . (3)

Систему уравнений (2), (3) с начальными условиями, определяющими поло-
жение и скорость пробной молекулы, можно интегрировать с использованием
пошаговых схем высокого порядка точности.
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Континуальная модель трубки

Нанотрубки, имеющие значительные линейные размеры, могут содержать
миллионы атомов углерода. В этом случае суммирование в (1) целесообразно за-
менить интегрированием, однако, предварительно используемый здесь LJ-
потенциал должен быть модифицирован таким образом, чтобы при сплошном ин-
тегрировании по поверхности 2D-материала мы получили бы сходящуюся вели-
чину интегрального воздействия. Упомянутая модификация может быть следую-
щей [8]:

( )
11 5σ σ σρ 4 ε th

ρ ρ ρ
dU q ds

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

, (4)

где ρ  – расстояние между центром пробной молекулы и центром элементарной
площади на поверхности 2D-материала, q – плотность распределения источников
энергии на поверхности, ds – элементарная площадка на поверхности трубки. Для
плоской или цилиндрической графеновой структуры легко найти, что q ≈ 28 нм–2.
Естественным образом вводя цилиндрические координаты и интегрируя (4) по
боковой поверхности открытой нанотрубки, получим

( )
11 52π h

0 0

σ σ σ, 4ε th ' '
ρ ρ ρ

U r z aq d dz
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ . (5)

Причем ( )22 2ρ 2 cos ' 'r a ar z z= + − ϕ + − , a – радиус нанотрубки, h – ее длина.
Двукратное интегрирование в (5) можно выполнить численно, применяя для каж-
дого из интегралов последовательно формулу трапеций.

Когда интегрирование в (5) выполнено, скорость движения пробной молекулы
может быть найдена из интеграла энергии:

22
0

02 2
mvmv U U+ = + . (6)

Или же в результате численного решения основного уравнения динамики

graddm U
dt

= −
v . (7)

Для интегрирования последнего уравнения вполне пригодным является стан-
дартный вариант схемы Рунге-Кутты четвертого порядка точности.

Результаты расчетов

Глобально во взаимодействии молекул с наноразмерными структурами и даже
с макроскопическими телами можно выделить режим быстрого взаимодействия и
сорбционный режим. Все представленные здесь результаты относятся к послед-
нему случаю. Молекулы, обладающие высокой энергией, либо проходят через
трубку, либо отражаются от нее. Низкоэнергетические молекулы захватываются
наноразмерной структурой и существуют в связке с ней до тех пор пока не полу-
чают необходимую дополнительную энергию от других высокоэнергетичных мо-
лекул. Вопросы проницаемости трубок анализируются в режиме быстрого взаи-
модействия, и они не являются предметом настоящего исследования. Ниже мы
рассматриваем примеры совместного пребывания молекулы и наночастицы в не-
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котором, зависящем от поля частицы объеме, то есть примеры относятся к сорб-
ционному режиму взаимодействия.

Расчеты взаимодействия нанотрубки с молекулами выполнены для случая
трубки длиной 1.136 нм и радиуса 0.36 нм. Ось ох совпадает с осью трубки, а на-
чало декартовой системы координат находится на ее левом конце. Низкоэнерге-
тическая молекула метана, имеющая начальную скорость 0v = 50 м/с, запускается
с внешней стороны трубки перпендикулярно ее боковой поверхности в ее середи-
ну (x = l/2, y = 5 нм, z = 0). Приближаясь к трубке на расстояние порядка ее радиу-
са, молекула попадает в энергетическое поле трубки и начинает кружиться вокруг
нее. При этом траектории молекулы обвивают трубку, как нитки катушку и даже
проникают внутрь открытой трубки (рис. 2). По результатам проведенных вычис-
лений можно выделить два локальных режима взаимодействия молекул: рассеян-
ный (рис. 2) и компактный (рис. 3). Первый характеризуется проникновением
молекул во все пределы наноструктуры. Второй режим отличается наличием
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Рис. 2. Проекции траектории молекулы метана
в режиме рассеянного взаимодействия с трубкой

Fig. 2. Projections of methane molecule trajectories
in the mode of diffuse interaction with a nanotube
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очевидных зон преимущественного пребывания молекул. Если первоначально в
этом режиме движения в плоскости, перпендикулярной оси, траектория выписы-
вала ромашку, то после двух оборотов молекула выходит на круговую орбиту.
В пространстве (см. также другую проекцию) это означает, что траектория выхо-
дит на линию, похожую на винтовую, причем молекула не попадает внутрь труб-
ки. Таким образом, несмотря на дискретный характер расположения энергетиче-
ских центров (узлов кристаллической структуры графенового листа), взаимодей-
ствие молекулы с трубкой осуществляется так, как будто энергия по поверхности
трубки распределена достаточно равномерно. Все это делает оправданным конти-
нуальный подход в определении энергии воздействия от графеновых структур, в
частности от трубок, причем очень малых размеров, энергию которых мы задали
дискретным способом.

Как видно из рис. 2, 3, низкоэнергетические молекулы, захваченные трубкой,
имеют финитные траектории в виде сложных орбит, которые не являются кепле-
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Рис. 3. Проекции траектории молекулы метана
в режиме компактного взаимодействия с трубкой

Fig. 3. Projections of methane molecule trajectories
in the mode of compact interaction with a nanotube
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ровскими, то есть плоскими из-за того, что сила, действующая на молекулы, оп-
ределяется влиянием ближайшего участка поверхности трубки и не является цен-
тральной. Анализируя результаты вычислений, мы не обнаружили периодичности
движения в рассеянном режиме. Это объясняется тем, что даже при континуаль-
ном описании энергии взаимодействия с однородным распределением плотности
источников энергии система, состоящая из двух элементов нанотрубка – молеку-
ла, является сложной и проявляет стохастические свойства.

Проведенные расчеты позволяют оценить сорбционный объем, зная который,
в свою очередь, можно найти присоединенную массу, составленную низкоэнерге-
тическими молекулами. Представленная численная модель позволяет также найти
предельную энергию, превышение которой обеспечивает молекуле выход из поля
тяготения наночастицы. По значениям предельной энергии в осях энергии части-
цы – энергия молекулы нетрудно построить сорбционную кривую, разделяющую
два глобальных режима взаимодействия молекул с частицами.
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In this paper, the state of low-energy molecules in the vicinity of an open nanotube’s crystal
structure is assessed. A considerable attention is paid to the correlation of the discrete and the
continual approaches in the description of the interaction energy from carbon graphene structures.
The small size tubes are conveniently modeled using the discrete approach. However, there exist
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big tubes containing hundreds of thousands of nodes in their crystal lattice, as well as systems of
nanotubes including about a million carbon atoms. In this case, it is reasonable to use the
continuum approach. In order to get that done, the energy of large tubes is obtained in the work by
means of integration. However, the systematic calculations are carried out for tubes of smaller
dimension for which it is found that adsorption of gas molecules by surface crystals is not a case
of capturing them by a part of the nanoobject’s surface but that of involving the molecules in a
complex orbital motion around the particle.
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ГОРЕНИЕ УГЛЕ-МЕТАНОВОЗДУШНОЙ СМЕСИ
В ГОРЕЛКЕ С РЕКУПЕРАЦИЕЙ ТЕПЛА1

Сформулирована математическая постановка задачи горения угле-метано-
воздушной смеси в щелевой горелке с инертной внутренней вставкой. Опре-
делена граница устойчивого горения угле-метано-воздушной смеси с содер-
жанием метана 2 % по объему в щелевой горелке с инертной внутренней
вставкой в зависимости от скорости подачи смеси. Определено влияние раз-
меров частиц на границу устойчивости горения.

Ключевые слова: угле-метано-воздушная смесь, монодисперсная угольная
пыль, щелевая горелка, бедная метано-воздушная смесь, устойчивость го-
рения.

Проблема сжигания бедных (с низким содержанием горючего) газовых смесей
в горелочных устройствах находится в зоне внимания современной физики горе-
ния и взрыва и актуальна для задач современной энергетики. В частности, задача
эффективного сжигания бедных метановоздушных смесей возникает в процессах
дегазации угольных пластов и проветривания шахт. Исследования по проблеме
расширения концентрационных пределов воспламеняемости газов, эффективному
сжиганию бедных газовых смесей и полезной утилизации шахтного метана при-
влекают внимание крупных специалистов из научных институтов России и зару-
бежья. Так, в работе [1] предложено поддерживать горение бедных смесей за счет
теплообмена газа с пористым фильтрующим слоем. В [2] проанализирована ус-
тойчивость горения газовых смесей в противоточной горелке и показано, что при
горении смеси во встречных потоках расширяются концентрационные пределы
существования пламени. Авторами [3, 4] проведены исследования особенностей
горения газовых смесей в U-образных горелках с рекуперацией тепла. Для случая
горения газовой смеси в U-образной трубке определены верхнее и нижнее значе-
ния скорости подачи смеси, при которых становится невозможно поддерживать
устойчивое горение. В работе [5] представлены результаты исследования горения
бедных метановоздушных смесей в щелевой горелке с внутренней вставкой. По-
казано, что за счет тепловой рекуперации возможно организовать и поддерживать
горение метано-воздушной смеси с содержанием метана не ниже 2.3 %, в то время
как в обычных условиях для поддержания горения требуется не менее 5.2 % мета-
на в смеси [6].

Метановоздушная смесь, являющаяся продуктом шахтного производства, со-
держит в себе частицы угольной пыли, которые могут существенно повлиять на
характеристики горения смеси. В работе [7] экспериментально и аналитически
показано, что горение газовзвеси воздух – уголь при нормальных условиях невоз-
можно без добавления небольшого количества метана либо без предварительного
подогрева стенок реакционного сосуда. Добавка метана в смесь воздух – уголь
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 16-38-00188 мол_а.
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приводит к стабилизации фронта пламени. Авторами [8] проведено моделирова-
ние зажигания и распространения пламени в гибридной газовзвеси, являющейся
аналогом взвеси частиц угольной пыли в метановоздушной смеси. Получены за-
кономерности распространения фронта горения в зависимости от свойств дис-
персной фазы и концентрации газового горючего в газовой смеси. В [7, 8] упор
сделан на определение критических условий возникновения опасных ситуаций в
угольных шахтах. Однако присутствие реагирующих частиц может оказаться по-
лезным для поддержания горения бедных метановоздушных смесей.

В настоящей работе выполнено численное исследование задачи горения мета-
новоздушной смеси со взвешенной угольной пылью в щелевой горелке с инерт-
ной внутренней вставкой. Постановка задачи основана на физико-математических
постановках [5, 8]: учитывается влияние теплового расширения, зависимость ко-
эффициентов диффузии и теплопроводности от температуры, расход кислорода
на две параллельные реакции: в газовой фазе и на поверхности частиц. Целью ра-
боты является определение условий устойчивого горения угле-метано-воздушной
смеси с содержанием метана 2 % по объему.

Модель горелки соответствует работе [5] и представляет собой щелевую го-
релку с внутренней вставкой. Холодная угле-метано-воздушная смесь с массовым
содержанием метана aCH4,v, массой частиц угля ρk,v и температурой газовой фазы
Tg,v подается со скоростью uv в предварительно разогретую щелевую горелку со
стороны x = 0. Смесь проходит через верхнюю часть горелки и на границе x = L
меняет направление движения, на границе x = 2L газ вытекает. Протекая через
устройство, реакционная смесь обменивается теплом с внутренней вставкой по
закону Ньютона с коэффициентом теплообмена α. Предполагается, что внешние
стенки горелки теплоизолированы.

При постановке задачи приняты следующие допущения: расход реакционной
смеси через входное сечение щелевой горелки постоянен; учитывается распреде-
ление температуры смеси и выгорание только вдоль направления движения сме-
си; температура в поперечном направлении внутренней вставки считается одно-
родной; давление в горелке постоянно. В уравнении изменения плотности окис-
лителя учитывается расход окислителя на две реакции: гетерогенную на поверх-
ности частиц и гомогенную в газе. Экзотермические химические реакции в газе
определяются по закону Аррениуса с кинетикой второго порядка. Гетерогенная
реакция на частицах задается реакцией первого порядка.

С учетом сделанных допущений математическая постановка задачи имеет сле-
дующий вид:

Уравнение энергии для газовой фазы:
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Уравнение энергии для внутренней перегородки:
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Уравнение энергии для частиц:

( ) 2
k k

k k k k k k k g k k k
T T

с uс S n T T Q G Gc T
t x

∂ ∂
ρ + ρ = α − + −

∂ ∂
. (3)

Уравнение баланса массы метана в смеси:
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Уравнение баланса массы окислителя в смеси:
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Уравнение состояния идеального газа:

g g gp R T const= ρ = . (6)

Уравнение неразрывности для газа:

( )g gu
G

t x
∂ρ ∂ ρ

+ =
∂ ∂

. (7)

Уравнение баланса массы частиц:
( )kk u

G
t x

∂ ρ∂ρ
+ = −

∂ ∂
. (8)

Уравнение счетной концентрации частиц:

0k kn n u
t r

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (9)

Уравнение изменения радиуса частиц:

3
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Начальные условия:
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Граничные условия:
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Здесь st
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 – скорость гетерогенной реакции
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g D

g g k

T Nu
c r

λ
β =

ρ
 коэффициент массоотдачи частиц [9]. Коэффици-

ент теплообмена газа с внутренней вставкой вычислялся из значения числа Нус-
сельта, NuS, [5]:
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Здесь Pr c η
=

λ
 – число Прандтля, Re u hρ

=
η

 – число Рейнольтса, *Nu  – значение

числа Нуссельта, соответствующее значению Re Pr 1000h
x

= , DNu  – диффузи-

онный аналог числа Нуссельта. В постановке задачи использованы следующие
обозначения: T – температура; с – теплоемкость; n – количество частиц в единице
объема; Ru –универсальная газовая постоянная; Rg – газовая постоянная; r – ради-
ус; S – площадь; Q – тепловой эффект реакции; E – энергия активации; k0 – предъ-
экспонент в законе Аррениуса; ρ – плотность; 0

kρ  – плотность угольной частицы;
aО2 – массовая концентрация окислителя в смеси; aСН4 – массовая концентрация
горючего в смеси; μCH4 – молярная масса метана; μO2 – молярная масса кислорода;
u – скорость; h – ширина канала горелки; h1 – ширина внутренней вставки, νCH4 –
количество молей метана в реакции; νO2 – количество молей кислорода в реакции.
Индексы: g – параметры газа; k – параметры частиц; S – параметры внутренней
вставки; b – начальные параметры, v – параметры на входе в горелку; st – значе-
ния параметров при Tg = 300 K, 1 – параметры реакции в газовой фазе, 2 – пара-
метры реакции на поверхности частиц.

Задача (1) – (14) решалась численно. Уравнения энергии (1), (2) и уравнения
баланса массы метана (4) и кислорода (5) решались конечно-разностным методом
с использованием преобразования Самарского со вторым порядком точности.
Уравнения неразрывности газа (7), энергии (3), счетной концентрации (9) и ба-
ланса массы частиц (8) решались явно с использованием конечных разностей про-
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тив потока. Шаг по пространству задавался аналогично [5] и был равен 10−5 м.
Шаг по времени вычислялся согласно условию устойчивости Куранта.

В качестве начальных условий (11) задавались установившиеся распределения
параметров, соответствующие устойчивому горению 6 %-й метановоздушной
смеси с частицами радиуса 10−7 м при скорости подачи смеси 0.23 м/с и массе пы-
ли в единице объема ρk,b = 7·10−5 кг/м3. Начальное условие соответствовало суще-
ствованию фронта горения в слабо запыленной метановоздушной смеси. В расче-
тах полагалось, что начальное условие вытесняется более запыленным газом с
меньшим содержанием метана. На рис. 1 представлены температурные профили,
соответствующие начальному условию.
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Рис. 1. Распределения температуры частиц (кр. 1), газа (кр. 2) и внутренней
стенки (кр. 3) по пространству, соответствующие начальному условию (11)
Fig. 1. Distribution of the temperature of particles (curve 1), gas (curve 2), and
inner wall (curve 3) in the space according to the initial condition (11)

Расчеты проводились для параметров [5]:
Q1 = 55.7 МДж/кг, Q2 = 29 МДж/кг, E1 =239 кДж/моль, E2 =135 кДж/моль,

k01 = 1.125·1012 м3/(кг·с), k02 = 7.9·104 м/с, Ru = 8.31 Дж/(моль·К),
Rg = 296.8 Дж/(кг·К), cg = 1065 Дж/(кг·К), ck = 1464.4 Дж/(кг·К),

cS = 687 Дж/(кг·К), λg,st = 0.025 Вт/(м·К), λS = 30.04 Вт/(м·К), ρg,st = 1.179 кг/м3,
ρS = 7500 кг/м3, 0

kρ  = 1400 кг/м3, s = 2/3, Dv = 1.992·10−5 м2/c, p = 0.10132 МПа,
η = 2·10−5 Па·с, μCH4 = 16·10−3 кг/моль, μO2 = 32·10−3 кг/моль, Tg,b = 300 K,

Tk,b = 300 K, aO2,b = 0.208, Nug = 1, NuD = 1.
Массовое содержание метана на входе в горелку aCH4,b = 0.011 (соответствует

объемному содержанию метана aCH4,vol = 2 %). Геометрические характеристики
щелевой горелки: размер щели h = 6·10−3 м, толщина вставки h1 = 2·10−4 м, общая
протяженность канала 2L = 0.1 м. Масса угольной пыли на единицу объема зада-
валась равной ρk,b = 0.054 кг/м3, при такой массе частиц адиабатическая темпера-
тура горения смеси не превышает 2000 К:

1 ,st CH4,vol 2 ,
,ad ,

,st ,

2000g k b
g g b

g g k k b

Q a Q
T T K

c c

ρ + ρ
= + <

ρ + ρ
.
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Размер частиц варьировался в диапазоне от 0.1 до 10 мкм, rk = 10−7 – 10−5 м. Ско-
рость подачи газа на входе в горелку варьировалась в диапазоне ug,b = 0.1−0.5 м/с.
Результаты расчетов представлены на рис. 2 – 4.

На рис. 2 показано изменение положения фронта горения xf во времени при
различных скоростях подачи газа ub и радиусах частиц rk. Координата фронта го-
рения определялась как значение координаты x, где концентрация метана равна
половине концентрации на входе в горелку. На рис. 3 представлены распределения
температуры газа в горелке после установления. Кривые на рис. 3 соответствуют
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Рис. 2. Зависимость положения фронта горения от времени: 1 – ub = 0.35 м/с,
rk = 2·10−7 м; 2 – ub = 0.24 м/с, rk = 2·10−6 м; 3 – ub = 0.25 м/с, rk = 10−6 м
Fig. 2. Dependence of the flame front position on time: 1 – ub = 0.35 m/s,
rk = 2·10−7 m; 2 – ub = 0.24 m/s, rk = 2·10−6 m; 3 – ub = 0.25 m/s, rk = 10−6 m
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Рис. 3. Распределения температуры газа по траектории течения газа: 1 –
ub = 0.35 м/с, rk = 2·10−7 м; 2 – ub = 0.24 м/с, rk = 2·10−6 м; 3 – ub = 0.25 м/с,
rk = 10−6 м
Fig. 3. Distributions of the gas temperature along the trajectory of the gas flow:
1 – ub = 0.35 m/s, rk = 2·10−7 m; 2 – ub = 0.24 m/s, rk = 2·10−6 m; 3 –
ub = 0.25 m/s, rk = 10−6 m
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кривым рис. 2. Максимальная температура газа на рис. 3 превышает адиабатиче-
ское значение, это объясняется тепловой рекуперацией. За счет подогрева через
внутреннюю вставку газ на входе в горелку повышает начальную температуру,
что приводит к увеличению адиабатической температуры.

Кривые 1, 2 на рис. 2 соответствуют предельным случаям устойчивого горения
смеси по скорости подачи. Это значит, что малое увеличение скорости подачи га-
за ub для выбранных размеров частиц rk приводит к вытеснению фронта горения
за пределы горелки. Из расчетов, путем варьирования параметров rk и ub, была оп-
ределена граница устойчивого горения угле-метано-воздушной смеси в координа-
тах (rk, ug,b). Граница устойчивого горения представлена на рис. 4. Область выше
кривой на рис. 4 соответствует области затухания горения, область под кривой –
режиму распространения пламени. Точки 1, 2, 3 на рис. 4 соответствуют кривым
рис. 3. Точка 3 на рис. 4 находится в области устойчивого горения, точки 1 и 2 –
вблизи кривой, определяющей границу устойчивого горения.
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Рис. 4. Граница устойчивого режима горения угле-метано-воздушной смеси
Fig. 4. Boundary of the stable mode of coal-methane-air mixture combustion

Согласно рис. 4, с увеличением радиуса частиц уменьшается максимальное
значение скорости подачи газа на входе в горелку, для которого возможно уста-
новление устойчивого режима горения. Это объясняется тем, что с увеличением
размеров частиц увеличивается время, необходимое для прогрева частицы до
температуры начала химической реакции. И при одной и той же скорости подачи
смеси на входе в горелку мелкие частицы успевают прогреться и вступают в ре-
акцию, более крупные частицы не успевают нагреться до температуры реакции, и
свежая смесь вытесняет существующий фронт горения (определенный начальным
условием (11)) за пределы горелки.
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Выводы

Выполнено численное исследование горения угле-метано-воздушной смеси в
горелке с рекуперацией тепла. Показано, что за счет тепловой рекуперации и за
счет присутствия реагирующих частиц возможно поддержание устойчивого горе-
ния смеси с объемным содержанием метана 2 %. Полученный результат демонст-
рирует возможность расширения пределов воспламеняемости и горения метано-
воздушных смесей по сравнению с известными литературными данными о горе-
нии метана в обычных условиях. Показано влияние размеров частиц на характер
горения угле-метано-воздушной смеси. Согласно полученным результатам, для
крупных частиц характерно существенное влияние недостаточного содержания
метана в смеси. И наоборот, мелкие частицы компенсируют недостаток метана в
газе и позволяют поддержать устойчивое горение угле-метано-воздушной смеси в
широком диапазоне скорости подачи газа на входе в горелку.
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In this article, the research of the combustion of methane-air mixture with coal dust particles
in the heat recovery burner is performed. The burner consists of two parallel plates with a thin
internal partition (U-shaped burner). The mixture which flows into the inlet is warmed up via the
thin internal partition by heat reaction products from the outlet.

The mathematical statement of the problem includes the equations of energy conversation for
gas, coal particles, and  internal partition, mass balance equations of methane, oxygen and coal
particles, continuity equation, particle number concentration equation, particle size equation, and
gas equation. The numerical simulation is carried out using an implicit difference scheme with a
four-point template.
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 The coal dust particle size and the gas flow rate at the inlet varied for each calculation. The
stability boundary of the coal-methane–air mixture combustion is determined as a function of the
inlet rate of gas depending on coal-dust particle size. The obtained results demonstrate that the
heat recovery and coal dust particles burning can support the combustion of full lean methane-air
mixtures.

Keywords: coal-methane-air mixture, monodisperse coal dust, slot burner, lean methane-air
mixture, stable combustion.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ
В ФОРМЕ ВЫТЯНУТОГО ЭЛЛИПСОИДА ВРАЩЕНИЯ

В ЗАКРУЧЕННОМ ПОТОКЕ

Проведено исследование движения частицы в форме вытянутого эллипсоида
вращения в закрученном потоке. Установлено, что в зависимости от ориен-
тации частицы в пространстве возможно как ее восходящее, так и нисходя-
щее движение. С использованием модели дрейфа определены условия вос-
ходящего и нисходящего движения. Предложены зависимости, позволяю-
щие определить компоненты вектора скорости частицы.

Ключевые слова: механика жидкости, частицы, дисперсная фаза, закру-
ченный поток, сепарация.

В пылеочистительной технике большое распространение получили циклоны
различных конструкций, однако принцип их работы одинаков и основан на ис-
пользовании центробежной силы [1 – 3].

При центробежном разделении выбросу придается вращательное движение
внутри циклонного аппарата, при этом твердые частицы отбрасываются центро-
бежной силой на периферию аппарата к его стенке, так как центробежное ускоре-
ние в циклоне на несколько порядков больше ускорения силы тяжести, что позво-
ляет удалить из выброса даже весьма мелкие частицы [4].

Для определения эффективности сепарации необходимо учитывать, помимо
условий работы, свойства разделяемой смеси, дисперсность твердых частиц, вяз-
кость дисперсионной среды, разницу плотностей разделяемых фаз, концентрацию
вещества в жидкой фазе.

Отметим, что подавляющее большинство публикаций относится к изучению
процессов разделения частиц сферической формы [5 – 9]. Однако в реальных си-
туациях форма частицы может существенно отличаться от сферической. В ре-
зультате распределения скорости жидкости и давления вблизи сферической и не-
сферической частицы будет различным. И, как следствие этого, силы гидродина-
мического сопротивления, действующие на несферическую частицу, будут от-
личны от сил, действующих на частицу сферической формы. Это, в свою очередь,
приведет к изменению траекторий движения частиц в аппарате и повлияет на се-
парационные характеристики.

Целью работы является исследование движения в закрученном потоке неизо-
метрических твердых частиц, имеющих форму вытянутого эллипсоида вращения.

Поле течения жидкости

Рассмотрим движение жидкости в зазоре между двумя коаксиальными цилин-
драми разного размера. Оба цилиндра могут как вращаться с постоянными угло-
выми скоростями, так и покоиться. Поскольку рассматриваемое течение жидкости
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можно считать плоским и осесимметричным, то уравнения гидродинамики в ци-
линдрических координатах примут вид [10]

3 0lvd dr
dr dr r

ϕ⎡ ⎛ ⎞⎤
=⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎝ ⎠⎦
, 

2
l

l
vdp

dr r
ϕ= ρ . (1)

Здесь r  – радиальная координата; lv ϕ  – тангенциальная скорость жидкости; lρ  –
плотность жидкости; p  – давление.

В качестве граничных условий используются условия прилипания на стенках:

ir r= : l i iv rϕ = ω , er r= : l e ev rϕ = ω . (2)

В уравнениях (2) ir , er  – радиусы внутреннего и внешнего цилиндров соответ-
ственно iω , eω  – угловые скорости их вращения.

Проинтегрировав уравнение (1) с граничными условиями (2), получим ради-
альное распределение тангенциальной скорости жидкости:

2 2 2 2

2 2 2 2
e e i i e i e i

l
e i e i

r r r r
v r

rr r r rϕ
ω −ω ω −ω

= −
− −

. (3)

Если внешний и внутренний цилиндры вращаются с одной угловой скоро-
стью e iω = ω = ω , то распределение тангенциальной скорости соответствует зако-
ну вращения твердого тела lv rϕ = ω .

Уравнения движения частицы

При движении частицы в потоке жидкости или газа на нее действует сила со-
противления со стороны несущей среды. Если вектор скорости частицы направ-
лен в сторону большей полуоси эллипсоида или перпендикулярно ей, то сила со-
противления будет направлена в сторону, противоположную вектору скорости [3].
Если частица движется в направлении, перпендикулярном большей полуоси эл-
липсоида, то и в этом случае вектор скорости и вектор силы сопротивления будут
направлены в противоположные стороны. При этом величина силы сопротивле-
ния в первом и втором случае будет различной. Если же вектор скорости центра
масс частицы направлен под углом к главным осям эллипсоида, то векторы ско-
рости и силы сопротивления перестают быть коллинеарными. Величина силы со-
противления будет определяться скалярным произведением тензора сопротивле-
ния K  и вектора скорости частицы относительно несущего потока:

( )6D l paK= − πμ ⋅ −F v v , (4)

где μ  – вязкость несущей среды, a  – характерный размер частицы, lv  – скорость
несущего потока, pv  – скорость частицы.

В декартовой систем координат с использованием индексной формы записи и
соглашения о суммировании Эйнштейна уравнение (4) может быть записано в виде

( )6Di ij lj pjF aK v v= − πμ − . (5)

В случае сферической симметрии все 3 диагональные компоненты тензора со-
противления будут равны между собой и закон сопротивления естественным об-
разом переходит в хорошо известный закон Стокса.
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В том случае, если частица является ортотропной, т.е. имеет 3 взаимно пер-
пендикулярные плоскости симметрии, то тензор сопротивления в главных осях
характеризуется главными значениями К1, К2 и К3. В случае осевой симметрии
две из трех диагональных компонент тензора будут равны между собой, что имеет
место для эллипсоида вращения [3]:

( )
( ) ( )( ) ( )

3 22

1 2 2 2

1Re
18 2 1 ln 1 1

DK C
β −

=
β − β+ β − −β β −

; (6)

( )
( ) ( )( ) ( )

3 22

2 3 2 2 2

1Re
9 2 3 ln 1 1

DK K C
β −

= =
β − β+ β − +β β −

, (7)

где DC  – коэффициент сопротивления твердой сферической частицы, b aβ =  ха-
рактеризует отношение полярного и экваториального диаметра частицы. Форму-
лы (6), (7) справедливы для вытянутых эллипсоидов вращения 1β > .

Коэффициент сопротивления одиночной твердой частицы DC  в простейшем
случае является однозначной функцией относительного числа Рейнольдса
Re ρ l p d= − μv v . В качестве характерного размера, необходимого для построе-
ния числа Рейнольдса, можно использовать эффективный диаметр частицы, рав-
ный диаметру сферической частицы того же самого объема. Для вытянутого эл-
липсоида вращения эффективный диаметр частицы равен 32d a= β . При низких
числах Рейнольдса Re 1<  коэффициент сопротивления сферической частицы оп-
ределяется формулой Стокса: 24 ReDC = . В переходной области кривая сопро-
тивления описывается различными формулами. В частности, стандартную кривую
сопротивления можно аппроксимировать степенными зависимостями Бабухи –
Шрайбера [11]: Re n

DC A −= . Значения параметров в диапазоне изменения числа
Рейнольдса 1 Re 10< <  равны: 26 3A .= , 0 8n .= . Для чисел Рейнольдса, лежащих

в диапазоне 10 Re 1000< <  рекомендуется ис-
пользовать следующие значения [12]:

12 3A .= , 0 5n .= . При 3Re 10>  картина обте-
кания стабилизируется, что в первом прибли-
жении приводит к независимости DC  от Re :

0.44DC = . Последнее соотношение известно
как закон сопротивления Ньютона.

Движение частицы в закрученном потоке
удобно рассматривать в цилиндрической сис-
теме координат с базисными векторами re ,

ϕe , ze . Построим единичный вектор n, на-
правление которого совпадает с направлением
большей полуоси частицы. Тогда ориентацию
частицы в пространстве можно задать через
углы прецессии ψ  и нутации θ  (рис. 1).

ez

er

eϕ

ψ

θ

Рис. 1. Ориентация частицы в потоке
Fig. 1. Particle orientation in the flow
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Предполагается, что в процессе движения частицы углы ψ  и θ  остаются неиз-
менными. Последнее возможно при стабилизации заряженной частицы электро-
магнитным полем [13].

При таком выборе координат компоненты тензора сопротивления определяют-
ся следующим образом:

( ) 2 2
1 2 2cos sinrrK K K K= − ψ ⋅ θ + , ( ) 2 2

1 2 2sin sinK K K Kϕϕ = − ψ ⋅ θ + ,

( ) 2
1 2 2coszzK K K K= − θ+ , ( ) ( ) 2

1 2
1 sin 2 sin
2rK K Kϕ = − ψ ⋅ θ ,

( ) ( )1 2
1 cos sin 2
2rzK K K= − ψ ⋅ θ , ( ) ( )1 2

1 sin sin 2
2zK K Kϕ = − ψ ⋅ θ .

С использованием теоремы об изменении количества движения скорость цен-
тра масс частицы может быть найдена из решения системы дифференциальных
уравнений:

( ) ( ) ( ) ( )
2

9
2

pz p l
rz lr pr z l p zz lz pz

pp

dv
K v v K v v K v v g

dt a ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤= π − + − + − −⎣ ⎦ ρρ

$ (8)

( ) ( ) ( )2
9
2

p p pr
r lr pr l p z lz pz

p

dv v v
K v v K v v K v v

dt ra
ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
μ

⎡ ⎤= π − + − + − −⎣ ⎦ρ
$ (9)

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
9
2

pr p l p
rr lr pr r l p rz lz pz

pp

dv v
K v v K v v K v v

dt ra
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤= π − + − + − +⎣ ⎦ ρρ

. (10)

Для определения траектории центра масс частицы используются кинематиче-
ские соотношения [14]

p
pr

dr
v

dt
= , p

pz
dz

v
dt

= , p
p p

d
v r

dtϕ

ϕ
= . (11)

Система уравнений (7 – 10) замыкается начальными условиями

0t = : 0pz pzv v= , 0pr prv v= , 0p pv vϕ ϕ= , 0p pz z= , 0p pr r= , 0.p pϕ = ϕ

Анализ результатов

Рассмотрим движение эллипсоидальных вытянутых частиц в закрученном по-
токе. Движение мелких частиц относительно несущей жидкости достаточно мало.
В результате этого самые мелкие частицы движутся по винтовой траектории
практически по цилиндрической поверхности. Крупные частицы, оттесняемые
центробежной силой, движутся к стенкам внешнего цилиндра по конической по-
верхности. С увеличением скорости вращения внешнего цилиндра число витков,
увеличивается, шаг винтовой линии уменьшается. С увеличением угловой скоро-
сти вращения цилиндров происходит рост значений центробежной силы, которая
интенсифицирует радиальное движение частицы к внешнему цилиндру. В резуль-
тате происходит увеличение угла конусности.
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На рис. 2 показаны траектории частицы для различных значений угла нутации.
Из рисунка видно, что в зависимости от ориентации частицы в пространстве воз-
можно как ее восходящее, так и нисходящее движение.
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Рис. 2. Траектории движения вытянутых эллипсоидальных частиц:
410d −= м, 10β = , 10i eω = ω = рад/с; 0ψ = , 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°;

Fig. 2. Motion trajectories of prolate ellipsoidal particles:
410d −= m, 10β = , 10i eω = ω = rad/s; 0ψ = , 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°

Такое движение объясняется особенностями действия на частицу силы сопро-
тивления. Сила сопротивления, действующая на эллипсоидальную частицу, со
стороны несущей жидкости характеризуется наличием горизонтальной и верти-
кальной составляющих. Горизонтальная составляющая силы сопротивления для
тяжелых частиц, плотность которых превосходит плотность несущей среды, на-
правлена к оси симметрии. Направление вертикальной составляющей силы со-
противления зависит от ориентации частицы в пространстве.

Влияние угла нутации θ  на движение частицы представлено на рис. 3, где по-
казаны меридиональные проекции траектории, определенные для различных зна-
чений угла нутации. Для значений угла 0 15< θ < °  и 15 85° < θ < °  движение час-
тиц происходит по нисходящей траектории, для 15 85° < θ < °  – по восходящей.
Максимальная высота подъема достигается при 43θ = ° , наибольшая глубина –
при 142θ = ° .
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Рис. 3. Меридиональные проекции траектории движения вытянутых
эллипсоидальных частиц: 310d −= м, 0ψ= , 10β= , 10i eω =ω = рад/с;
а: 1 – 0θ = , 2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°; б: 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°,
4 – 105°; в: 1 – 120θ = ° , 2 – 135°, 3 – 150°, 4 – 165°
Fig. 3. Meridional projections of the motion trajectory of prolate ellipsoi-
dal particles: 310d −= m, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω =  rad/s; а: 1 – 0θ = ,
2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°; б: 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°;
в: 1 – 120θ = ° , 2 – 135°, 3 – 150°, 4 – 165°
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Определим условия, при которых движение частицы является восходящим, а
при каких – нисходящим.

Из анализа уравнений движения (8 – 10) следует, что на начальном участке
происходит достаточно резкое изменение скорости частицы от начального значе-
ния до некоторого равновесного значения, определяемого балансом сил, дейст-
вующих на частицу и не зависящего от начальных условий. Время выхода на рав-
новесный режим движения может быть найдено как

2

eq
2

pa
t

K
ρ

=
πμ

. (12)

Для мелких частиц время достижения динамического равновесия намного
меньше характерного гидродинамического времени dyn et r g= ω , что позволяет
для анализа движения использовать модель дрейфа частиц [9]. При этом скорость
частиц определяется в предположении малости инерционных членов. Таким обра-
зом, компоненты вектора скорости частицы могут быть найдены из решения сис-
темы алгебраических уравнений:

( ) ( ) ( ) ( )
2

9
2

p l
rz lr pr z l p zz lz pz

pp

K v v K v v K v v g
a ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤π − + − + − =⎣ ⎦ ρρ

; (13)

( ) ( ) ( )2
9 0
2 r lr pr l p z lz pz

p

K v v K v v K v v
a ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
μ

⎡ ⎤π − + − + − =⎣ ⎦ρ
; (14)

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
9
2

p l p
rr lr pr r l p rz lz pz

pp

v
K v v K v v K v v

ra
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤π − + − + − = −⎣ ⎦ ρρ

. (15)

Система уравнений (13) – (15) является системой нелинейных алгебраических
уравнений. Преобразование этой системы приводит к кубическому уравнению,
решение которого можно осуществить, например, методом Кардано. Однако по-
лученное решение является достаточно громоздким. Поэтому остановимся на
анализе нескольких частных случаев.

В первом случае будем полагать, что угол прецессии 0ψ = . Для квазитвердого
вращения жидкости: 0lzv = , 0lrv = , lv rϕ = ω , система уравнений (13) – (15) при-
мет вид

( )
eq 2

2
9

p l
rz pr zz pz

p
K v K v t K g

ρ −ρ
+ = −

ρ
; (16)

0l pv vϕ ϕ− = ; (17)

( ) 2
eq 2

2
9

p l
rr pr rz pz

p
K v K v t K r

ρ −ρ
+ = ω

ρ
. (18)

Решение системы (16) – (17) позволяет определить компоненты скорости час-
тицы:

( )* Frpr zz rzv v K K= ⋅ − , ( )* Frpz rr rzv v K K= − ⋅  pv rϕ = ω , (19)
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где 
( )

* eq
1

2
9

p l

p
v t g

K
ρ −ρ

=
ρ

 – стационарная скорость осаждения частицы, большая

ось которой является вертикальной, 2Fr r g= ω  – число Фруда.
На рис. 4 показаны зависимости радиальной и осевой составляющих скорости

от угла нутации θ , рассчитанные как с использованием дифференциальной моде-
ли (8) – (10), так и модели дрейфа (19). Сравнение полученных результатов позво-
ляет сделать вывод о возможности применения модели дрейфа для анализа
движения частиц. Как видно из рисунков, максимальная скорость радиального
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Рис. 4. Зависимость радиальной (а) и осевой (б) составляющих скоро-
сти от угла нутации θ : 310d −= м, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω = рад/с;
1, 3 – расчет с использованием модели (10) – (13), кр. 2, 4 – с исполь-
зованием модели дрейфа, кр. 1, 2 – Fr 5= , кр. 3, 4 – Fr 2=
Fig. 4. Dependence of the (а) radial and (б) axial velocity components on
nutation angle θ : 310d −= m, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω = rad/s; 1, 3 –
calculations according to models (10) – (13), 2, 4 – drift model is used,
1, 2 – Fr 5= , 3, 4 – Fr 2=
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движения частицы к стенке достигается при значении угла 90θ = ° .
В этом случае большая ось частицы ориентирована вдоль радиуса камеры, поэтому
при движении в радиальном направлении частица испытывает наименьшее сопро-
тивление. Напротив, при 0θ =  сопротивление радиальному движению со сторо-
ны несущего потока становится максимальным. Это приводит к уменьшению зна-
чений vpr. С увеличением скорости вращения несущего потока эффект центро-
бежной сепарации становится более значимым, поэтому с ростом значений числа
Фруда Fr  возрастает радиальная составляющая скорости движения частицы vpr.

Скорость гравитационного осаждения уменьшается при значениях угла нута-
ции 0 45< θ < ° , 135 180° < θ < °  и возрастает при 45 135° < θ < ° . При этом макси-
мальная скорость осаждения частицы достигается при 135θ = ° , минимальная –

45θ = ° . С увеличением значений числа Фруда Fr  скорость гравитационного
осаждения частицы уменьшается. При достаточно сильной закрутке потока дви-
жение частицы станет восходящим. С помощью уравнения (19) определим крити-
ческое значение числа Фруда *Fr , разделяющее режим восходящего и нисходяще-
го движений: *Fr rr rzK K= .

Если угол прецессии составляет 90ψ = ° , то компоненты скорости частицы
будут

1
*2 2

1 2cos sinpz
K

v v
K K

= −
θ+ θ

, p lv vϕ ϕ= , 1
*

2
Frpr

K
v v

K
= ⋅ . (20)

При такой ориентации частицы возможно только нисходящее движение. Ско-
рость гравитационного осаждения зависит от значений угла θ . При 0θ =  дости-
гается максимальная скорость осаждения, при 90θ = °  – минимальная.

Рассмотрим теперь случай, когда угол нутации 0θ = . В этом случае равновес-
ные значения составляющих скорости частицы будут равны:

( )2
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v t g K v

K
ρ −ρ
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ρ

, p lv vϕ ϕ= ,

( ) 2
eq *

1

2 Fr
9

p l
pr

p
v t r v

K
ρ −ρ

= ω =
ρ

. (21)

Как следует из (21)? движение частицы для заданной ориентации осей всегда
будет нисходящим. При угле нутации 0θ =  скорость движения частицы не зави-
сит от значения угла ϕ .

При значении угла 90θ = °  компоненты вектора скорости частицы будут

1 *pzv K v= − , 
2

*

*

1 1 1 4Fr
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p

l

v v
v

v v
ϕ

ϕ
ϕ

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( )pr l p

r

K
v v v

K
ϕϕ

ϕ ϕ
ϕ

= − . (15)

Скорость гравитационного осаждения не зависит от величины угла прецессии
и определяется только размером и формой частицы. Скорость движения частицы
в тангенциальном направлении оказывается отличной от скорости движения жид-
кости и зависит от размеров, формы частицы и угловой скорости вращения жид-
кости. При этом, чем больше число Фруда, тем больше скорость движения части-
цы в тангенциальном направлении отличается от скорости несущего потока. Ско-
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рость радиального движения частицы определяется не только размером и формой
частицы, а также ее ориентацией в пространстве.

Таким образом, проведенные исследования показали, что движение частиц
существенно определяется их положением в потоке, и для создания расчетных
методик сепарации и пылеулавливания необходимо учитывать этот факт.
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Matvienko O.V., Andropova A.O., Andriasyan A.V., Mamadraimova N.A. (2016) INVESTI-
GATION OF THE PROLATE ELLIPSOIDAL PARTICLE MOTION IN A SWIRLING FLOW.
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 2(41). pp. 74−85.

DOI 10.17223/19988621/41/8

In this paper, the investigations of the prolate ellipsoidal particles movement in a swirling
flow were carried out.

The motion of small particles relative to the carrier fluid flow is insignificant. As a result, the
smallest particles move along a helical path at an approximately cylindrical surface. Large
particles affected by centrifugal force move to the walls of the outer cylinder along a conical
surface. Increasing of the angular velocity of the cylinders leads to an increase in the centrifugal
force which intensifies the radial motion of the particles to the outer cylinder. It is found that,
depending on the particle orientation in the space, both upward and downward motions are
possible.
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The movement is caused by particular drag force influence on the ellipsoidal particle. The
drag force is characterized by the horizontal and vertical components. The horizontal component
for heavy particles with density value greater than that of the carrier medium is directed towards
the axis of symmetry. The direction of the vertical component of the drag force depends on the
orientation of the particles in the space.

Utilizing the particle slip velocity model, the regimes of upward and downward movement are
defined. Dependencies for the determination of particle velocity components are proposed. It is
found that the gravitational settling velocity of the particle decreases with an increase in the value
of the Froude number. In the case of a strong swirling flow, the motion of the particle becomes
upward.

Keywords: mechanics of fluid, particles, dispersed phase, swirling flow, separation.
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ЧИСЛЕННОЕ ВОСПРОИЗВЕДЕНИЕ
ГИДРОБИОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В ПЕРИОД РАЗВИТИЯ

ВЕСЕННЕГО ТЕРМОБАРА НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ
«НУТРИЕНТ – ФИТОПЛАНКТОН – ЗООПЛАНКТОН»1

Описывается биологическая модель для воспроизведения динамики биомасс
планктона в период развития весеннего речного термобара в глубоком озере.
Численное моделирование гидробиологических процессов осуществляется с
помощью модели Франкса и др. «нутриент – фитопланктон – зоопланктон».
Проведена верификация разработанной модели на основе имеющихся в ли-
тературе результатов расчётов других авторов. На примере канадского озера
Камлупс исследовано влияние притока отдельных биологических состав-
ляющих модели планктона за счёт стока реки Томпсон на их пространствен-
но-временное распределение в водоёме.

Ключевые слова: планктон, термобар, математическая модель, числен-
ный эксперимент, озеро Камлупс.

Весной и осенью в озёрах умеренных широт возникает природное явление,
представляющее собой узкую зону, в которой происходит погружение воды,
имеющей наибольшую плотность, от поверхности до дна. Такой феномен впервые
обнаружил швейцарский лимнолог Франсуа Форель на Женевском озере в 1880
году и назвал термобаром (франц. barre thermique – температурная преграда) [1].
Результаты исследований этого уникального явления отражены в публикациях
как отечественных [2–6 и др.], так и зарубежных [7–9 и др.] учёных.

Термобар оказывает огромное влияние на экосистему озера, так как он препят-
ствует горизонтальному перемешиванию между двумя циркуляционными ячей-
ками с разными характеристиками воды (температурой, минерализацией, скоро-
стью течения и т.д.) и формирует барьер между областями с благоприятными (с
теплой водной массой) и менее благоприятными (с холодной водной массой) ус-
ловиями для роста планктонных сообществ. Известно, что благодаря нисходяще-
му течению термобар может аккумулировать в себе планктон и другие организмы
на поверхности с локальным максимумом популяции [10, 11]. Кроме того, неко-
торые виды планктона (в частности, диатомовые водоросли), несмотря на значи-
тельную скорость погружения воды внутри фронта термобара, имеют тенденцию
оставаться в эвфотической зоне [12], в то время как нисходящий перенос органи-
ческих веществ ведёт к росту микробиологической активности в глубоководной
части озера [10]. Исследование роли термобара на жизнедеятельность планктон-
ных сообществ имеет неоценимое научное и практическое значение, поскольку
планктон служит важным индикатором для оценки качества воды в озере, продук-
тивности и жизнеспособности водной экосистемы. Важно также отметить, что

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 16-31-

60041 мол_а_дк.
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планктон – основа пищевой базы для многих видов рыбы, поэтому информация о
распространении планктона и времени его роста и убыли в определенных районах
водоёма важна в планировании и выборе оптимальных сроков вылова рыбы ры-
бопромысловыми организациями.

Единственными исследователями, занимавшимися численным исследованием
эффектов термобара на популяцию планктона, являются В. Ботт, Э. Кай,
П.Р. Холланд [13, 8].

Рис. 1. Концептуальное представление модели Франкса и др.
[14]. Стрелками показаны пути потока питательных веществ
между P (фитопланктоном), Z (зоопланктоном) и N (нутриентом)
Fig. 1. Conceptual view of the model of Franks et al. [14]. The arrows
indicate the direction of the nutrient flow between P (phytoplankton),
Z (zooplankton), and N (nutrient)

Целью данной работы является разработка и верификация математической мо-
дели на основе модели Франкса и др. «нутриент – фитопланктон – зоопланктон»
[14] (рис. 1) для исследования распределения биомасс планктона во время весен-
ней эволюции термобара на примере озера Камлупс, а также анализ влияния реч-
ной концентрации биологических компонентов на их распределение в водоёме.

Математическая модель

У р а в н е н и я  т е р м о г и д р о д и н а м и ч е с к о й  м о д е л и

Негидростатическая модель для воспроизведения термогидродинамических
процессов в глубоком озере, учитывающая влияние силы Кориолиса, связанной с
вращением Земли, и записанная в приближении Буссинеска, включает в себя сле-
дующие уравнения [15]:

а) уравнения количества движения
2
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б) уравнение неразрывности
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в) уравнение энергии
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г) уравнение баланса солёности в озере

,x z
S uS wS S SD D
t x z x x z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
где u, v – горизонтальные компоненты скорости; w – вертикальная компонента
скорости; Ωx, Ωy и Ωz – компоненты вектора угловой скорости вращения Земли;
g – ускорение свободного падения; cp – удельная теплоёмкость; T – температура; S
– солёность; p – давление; ρ0 – плотность воды при стандартном атмосферном
давлении, температуре TL и солёности SL (TL и SL – характерная температура и со-
лёность озера соответственно). Коротковолновая солнечная радиация, проникаю-
щая в воду, рассчитывается по закону Бугера–Ламберта–Бэра

( )sol sol,0 expS absH H d= ⋅ −ε ,

где HSsol,0 – поток солнечной радиации на свободной поверхности, εabs – коэффи-
циент поглощения, d = |Lz – z| – глубина.

Для замыкания системы уравнений используется двухпараметрическая
k−ω-модель турбулентности Уилкокса [16], состоящая из уравнений для кинети-
ческой энергии и частоты турбулентных пульсаций и алгебраических соотноше-
ний для определения турбулентной диффузии [17].

В качестве уравнения состояния ( ), ,T S pρ = ρ  выбрано уравнение Чена –
Миллеро [18], принятое UNESCO. Данное уравнение состояния связывает плот-
ность воды с температурой, солёностью, давлением и справедливо в диапазоне
0 ≤ T ≤ 30 °C, 0 ≤ S ≤ 0.6 г/кг, 0 ≤ p ≤ 180 бар.

У р а в н е н и я  м о д е л и  п л а н к т о н а

Перенос биомасс планктона описывается с помощью конвективно-диффузион-
ных уравнений вида

,x z
u w D D S

t x z x x z z Ψ
∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

где Ψ – концентрация биологического компонента (нутриента, фитопланктона,
зоопланктона); SΨ – источниковый член для соответствующей биологической со-
ставляющей, которая представляет результат взаимодействия с остальными био-
компонентами модели. Для численного исследования динамики планктонных по-
пуляций в данной работе используется модель «нутриент (N) – фитопланктон (P)
– зоопланктон (Z)» Франкса и др. [14]. Расчетные формулы, определяющие значе-
ния источниковых членов в N–P–Z-модели, представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1

Взаимодействие фитопланктона (P), зоопланктона (Z) и нутриента (N)

Обозначение Расчетная формула
SP (G – mP)P – IZ
SZ [(1 – γ)I – mZ]Z
SN (–G + mP)P+(γ I + mZ)Z
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Интенсивность питания зоопланктона I в модели основана на формулировке
Мейзо и Пуле [19] с модификацией Франкса и др. [14]:

I = Rm ΛP (1 – e−ΛP ).
Переменная G представляет скорость первичного продуцирования фитопланк-

тона и рассчитывается по формуле
G = Vm e−ηd [N/(N+ks)].

Все параметры, связанные с вычислением биологических компонентов в моде-
ли планктона, приведены в табл. 2 [8].

Т а б л и ц а  2

Значения параметров «нутриент – фитопланктон – зоопланктон»-модели

Параметр Наименование Значение
Vm Максимальная скорость роста фитопланктона 2.0 сут−1

η Коэффициент ослабления света 0.1 м−1

ks Константа полунасыщения для поглощения пита-
тельных веществ

0.2 ммольN·м−3

mP Смертность фитопланктона 0.1 сут−1

Rm Максимальная интенсивность питания зоопланктона 0.5 сут−1

Λ Константа Ивлева для питания зоопланктона 0.5 ммольN·м−3

γ Доля неусвоенного питания зоопланктона 0.3
mZ Смертность зоопланктона 0.2 сут−1

Следует заметить, что размерность некоторых параметров (ks, Λ) в табл. 2 ука-
зана в единицах азота, т.е. символ N в [ммольN·м−3] обозначает химический эле-
мент азот.

Н а ч а л ь н ы е  и  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я

Начальные условия для уравнений модели задаются в виде
0; 0; 0; ; ;L L Lu v w T T S S= = = = = Ψ = Ψ  при 0t = ,

где TL, SL, ΨL – температура, солёность и концентрация биологического компонен-
та (нутриента, фитопланктона, зоопланктона) в озере соответственно; t – время.
Начальное поле давления определяется из решения уравнений состояния и гидро-
статики с граничным условием на поверхности p = pa методом Рунге-Кутты чет-
вёртого порядка точности.

Граничные условия имеют следующий вид:
а) на поверхности

0u
z
∂

=
∂

; 0v
z
∂

=
∂

; 0w = ; 
0

net
z

p

HTD
z c

∂
=

∂ ρ ⋅
; 0S

z
∂

=
∂

; 0
z

∂Ψ
=

∂
,

где тепловой поток netH  включает в себя длинноволновую радиацию, а также по-
токи скрытого и чувствительного тепла [20].

б) на твёрдых границах (на дне)

0u = ; 0v = ; 0w = ; 0T
n

∂
=

∂
; 0S

n
∂

=
∂

; 0
n

∂Ψ
=

∂
,

где n – направление внешней нормали к области;
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в) на границе входа реки (левой границе)

Ru u= ; 0v = ; 0w = ; RT T= ; RS S= ; RΨ = Ψ ,
где uR – скорость речного притока; TR, SR, ΨR – температура, солёность и концен-
трация биологического компонента (нутриента, фитопланктона, зоопланктона) в
устье реки соответственно.

г) на открытой границе задаются условия радиационного типа [21]

( )0 , , , ,c u v T S
t xφ

∂φ ∂φ
+ = φ = Ψ

∂ ∂

и простые градиентные условия

0w
x

∂
=

∂
.

Ч и с л е н н ы й  м е т о д  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  м о д е л и

Решение задачи основано на методе конечного объёма, согласно которому
скалярные величины (концентрация фитопланктона, зоопланктона, нутриента, те-
плофизические характеристики воды и т.д.) определяются в центре сеточной
ячейки, в то время как компоненты вектора скорости – в средних точках на гра-
ницах ячеек. В целях приближения расчётной области к прибрежному профилю
озера применяется метод блокировки фиктивных областей [22]: приравниваются
нулю компоненты скорости в выключенной зоне за счёт использования больших
значений коэффициентов вязкости в этой зоне.

Численный алгоритм нахождения поля течения и температуры опирается на
разностную схему Кранка – Николсон. Конвективные слагаемые в уравнениях ап-
проксимируются по противопотоковой схеме QUICK [23] второго порядка. Для
согласования рассчитываемых полей скорости и давления разработана процедура
SIMPLED (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations with Density correc-
tion) для течений с плавучестью [24], представляющая собой модификацию мето-
да SIMPLE Патанкара [22]. Алгоритм SIMPLED корректирует поля скорости и
давления с учетом вариации плотности в гравитационном члене уравнения коли-
чества движения для вертикальной составляющей. Системы разностных уравне-
ний на каждом шаге по времени решаются методом релаксации.

Область исследования и условия для численных экспериментов

В качестве исследуемой области выбрано вертикальное сечение озера Кам-
лупс, соответствующее направлению впадения р. Томпсон, начало системы коор-
динат совпадает с устьем реки (см. рис. 2, а). Озеро Камлупс находится на юго-
западе Канады (провинция Британская Колумбия) в 340 км северо-восточнее Ван-
кувера и расположено между 50º26' – 50º45' с. ш. и 120º03' – 120º32' з. д. по тече-
нию реки Томпсон, имеет вытянутую форму (см. рис. 2, а). Упрощенная геомет-
рия расчётной области имеет протяженность 10 км и глубину 150 м (см. рис. 2, б).
Глубина участка на границе раздела река – озеро составляет 15 м.

Начальное распределение температуры в озере Камлупс имеет постоянное
значение, равное 2.4 °C, в то время как температура воды в реке соответствует
3.6 °C и нагревается на 0.2 °C в сутки. Река Томпсон впадает в озеро со скоростью
0.01 м/с, минерализация воды в озере и реке составляет 0.1 г/кг. Поток тепла, по-
ступающий на водную гладь, принят равным 170 Вт/м2 [8], коэффициент погло-
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щения проникающей в воду солнечной радиации – 0.3 м−1. Начальная концентра-
ция фитопланктона, зоопланктона и нутриента в озере составляет 1.0, 1.0 и 4.0
ммольN·м−3 соответственно [8]. Расчётная область (см. рис. 2, б) покрывается рав-
номерной ортогональной сеткой с шагами 25мxh =  и 3мzh = . Шаг по времени
равен 60 с.
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Рис. 2. Морфометрия оз. Камлупс: а – батиметрия оз. Камлупс, б – расчёт-
ная область (продольное сечение)
Fig. 2. Kamloops Lake morphometry: (a) bathymetry and (б) computational
domain (longitudinal section)

Результаты моделирования

С целью оценки влияния концентрации биомасс в устье реки проведена серия
вычислительных экспериментов с переменными значениями одного из биологи-
ческих компонентов в модели планктона при фиксированных значениях осталь-
ных составляющих (см. табл. 3).

Т а б л и ц а  3

Концентрация нутриента (NR), фитопланктона (PR) и зоопланктона (ZR)
в устье реки при численных экспериментах

№ вычислительного
эксперимента NR PR ZR

1 4.0 1.0 1.0

2
увеличивается

на 0.05 ммольN·м−3

в сутки
1.0 1.0

3 4.0
увеличивается

на 0.05 ммольN·м−3

в сутки
1.0

4 4.0 1.0
увеличивается

на 0.05 ммольN·м−3

в сутки
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В качестве базового случая рассматривается эксперимент №1, при котором реч-
ная концентрация фитопланктона, зоопланктона и нутриента на протяжении всего
моделируемого периода имеет постоянное значение, совпадающее с озёрной [8].
Для верификации разработанной модели построены горизонтальные профили со-
ставляющих модели планктона на 8, 16 и 24 сутки численного эксперимента (рис. 3).
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Рис. 3. Профили биологических компонентов на глубине 4.5 м, полу-
ченные на 8 (а), 16 (б) и 24 (в) сутки моделирования в вычислитель-
ном эксперименте № 1
Fig. 3. Profiles of biological components at 4.5 m depth after 8 (a), 16 (б),
and 24 (в) days in simulation 1

Сравнение полученных значений концентрации биологических компонентов на
глубине 4.5 м с результатами расчетов Холланда и др. (рис. 11 в [8]) показывает
качественное согласование. Однако следует также заметить, что имеет место не-
значительное количественное различие, связанное с эффектом минерализации
речного притока [25] (в работе [8] отсутствует точное значение солености в реке
Томпсон). Видно, что на 8 сутки моделирования в области расположения термо-
бара (рис. 4, а) происходит уменьшение нутриента (рис. 4, б) вследствие роста
популяции фитопланктона (рис. 4, в). Весенний прогрев озера приводит к тому,
что наибольшая концентрация фитопланктона сосредоточена в поверхностном
слое водной толщи вблизи температуры максимальной плотности, в то время как
опускное течение внутри фронта термобара увлекает зоопланктон в глубинную
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часть (рис. 4, г). Однако по мере развития термобара и бурного цветения фито-
планктона наблюдается локальный максимум концентрации зоопланктона в при-
поверхностной области (рис. 3, б и в). В финальной стадии моделирования исто-
щение нутриента и активный рост численности зоопланктона ограничивают даль-
нейшее увеличение биомассы фитопланктона. Вследствие интенсивного выедания
зоопланктоном популяций фитопланктона концентрация последнего в районе
термобара сокращается, слева и справа термического фронта формируются новые
области с локальными максимумами (рис. 3, в).
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Рис. 4. Термодинамическая и гидробиологическая картина на 8 сутки
вычислительного эксперимента № 1: а – векторное поле скорости
[м/с], изотермы [ºC] и температура максимальной плотности [жирная
линия]; б – концентрация нутриента [ммольN·м−3], в – концентрация
фитопланктона [ммольN·м−3], г – концентрация зоопланктона
[ммольN·м−3]
Fig. 4. Thermodynamic and hydrobiological pattern after 8 days of simu-
lation 1: (а) velocity vector field [m/s], isotherms [°C], and temperature of
maximum density [bold line]; (б) nutrient concentrations [mmolN·m−3],
(в) phytoplankton concentrations [mmolN·m−3], and (г) zooplankton con-
centrations [mmolN·m−3]



94 Б.О. Цыденов

Результаты вычислительных экспериментов с переменными значениями кон-
центрации нутриента, фитопланктона и зоопланктона, поступающих в озеро Кам-
лупс из реки Томпсон, представлены на рис. 5. На основе полученных численных
данных установлено, что согласно модели Франкса и др. более высокая речная
концентрация нутриента не играет существенной роли на динамику биомасс фи-
то- и зоопланктона (рис. 5, а). Увеличение фитопланктона в реке приводит к сни-
жению нутриента в области расположения термобара и незначительному росту
зоопланктона в водоёме (рис. 5, б). Монотонно растущее поступление зоопланк-
тона из реки оказывает отрицательное влияние на популяцию фитопланктона, что
способствует сохранению количества нутриента в зоне термобарической неустой-
чивости (рис. 5, в).
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Рис. 5. Профили биологических компонентов на глубине 4.5 м, полученные на 8 сутки мо-
делирования в вычислительных экспериментах № 2 (а), № 3 (б) и № 4 (в). Пунктиром пока-
заны профили, соответствующие эксперименту №1
Fig. 5. Profiles of biological components at 4.5 m depth after 8 days in simulations 2 (а), 3 (б),
and 4 (в). Dash line indicates the results of simulation 1

Заключение

Разработана биологическая модель взаимодействия нутриента, фитопланктона
и зоопланктона для исследования влияния речного термобара в глубоком озере.
Осуществлено сопряжение построенной биологической модели c гидродинамиче-
ской моделью расчёта термобара. Проведена апробация модели на примере хоро-
шо изученного канадского озера Камлупс. Исследовано влияние речной концен-
трации биологических компонентов на их распределение в озере.
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In this paper, a mathematical model for simulating the hydrodynamic and hydrobiological
processes in a temperate water body during the evolution of the spring riverine thermal bar is
described. A thermal bar is a narrow zone in a lake where the water, which has a maximum
density, sinks from the surface to the bottom. Numerical simulation of the dynamics of plankton
ecosystems in case of Kamloops Lake (British Columbia, Canada) is accomplished by using the
nutrient – phytoplankton – zooplankton model of Franks et al. (1986). The hydrodynamic model,
which includes the Coriolis force due to Earth’s rotation, is written in the Boussinesq
approximation with the continuity, momentum, energy, and salinity equations. Closure of the
simultaneous equation system is performed with a two-parameter Wilcox k–ω turbulence model
and algebraic relations for the coefficients of turbulent diffusion. The convection–diffusion
equations are solved by a finite volume method to satisfy the integral conservation laws. The
numerical algorithm for the flow and temperature fields’ indication is based on a Crank Nicolson
difference scheme. In the equations, the convective terms are approximated with the QUICK
second-order upstream scheme. The systems of grid equations are solved by the under-relaxation
method at each time step. The data from numerical experiments have shown qualitative agreement
with results obtained by Holland et al. (2003). Simulations with the variable values of the
concentrations of the biological components, coming from the Thompson River, have demonstrated
that the high riverine nutrient concentrations do not play a significant role in dynamics of the
phytoplankton and zooplankton biomasses; increasing of the phytoplankton in the river leads to a
reduction of the nutrient at the location of the thermal bar, and the monotone growth of the riverine
zooplankton incoming has a negative impact on the phytoplankton population.
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ЗАДАЧА О НАГНЕТАНИИ ХОЛОДНОГО ГАЗА В ПЛАСТ,
НАСЫЩЕННЫЙ СНЕГОМ И ГАЗОМ,

СОПРОВОЖДАЕМОМ ГИДРАТООБРАЗОВАНИЕМ1

Построена математическая модель нагнетания холодного газа в пласт, в ис-
ходном состоянии насыщенный снегом и газом, сопровождаемого гидрато-
образованием. Получено условие, при котором существует минимальный на-
грев системы «газ+снег+гидрат», обеспечивающий полный переход снега в
гидратное состояние. Установлено, что в зависимости от начального состоя-
ния пласта и параметров, определяющих нагнетание газа, возможны режимы
полного образования гидрата в объемной области и на фронтальной поверх-
ности, а также частичного образования гидрата. Выявлено, что с ростом на-
чальной снегонасыщенности пласта, процесс образования гидрата происхо-
дит интенсивнее, в связи с чем протяженность прогретой зоны уменьшается.

Ключевые слова: газогидрат, холодный газ, нагнетание, пласт, снег, рав-
новесный режим, автомодельное решение, полное и частичное образование
гидрата, объемная область, фронтальная поверхность, нагрев.

Газогидраты представляют собой сырье не только для получения углеводо-
родных источников энергии, но также являются хранилищем для газа. С целью
уменьшения общей доли парниковых газов и их безопасного хранения, например
в естественных условиях в подземных залежах, можно создавать хранилища, в ко-
торых будет законсервирован газ достаточно бóльших объемов, чем в резервуарах
с «чистым» газом [1]. Так, известен эффект самоконсервации газогидратов, кото-
рый позволяет хранить газ при отрицательной температуре и небольших значени-
ях давлений порядка нескольких атмосфер [2].

Согласно экспериментальным данным, образование газогидратов возможно при
определенных значениях давления и температуры в пределах зоны устойчивости
гидрата [3−5]. Так, авторами [6, 7] построена математическая модель процесса ми-
грации газовых пузырьков в воде в условиях стабильности гидратов, сопровождае-
мого образованием на их поверхности гидратной оболочки. Полученные в работах
результаты нашли хорошее согласование с экспериментальными данными.

Важной особенностью гидратов метана является то, что природные термоди-
намические условия их существования находятся вблизи границ стабильности
гидратов [8]. Так, в природных условиях газогидраты могут образовываться как в
донных отложениях морей и океанов, так и в подземных залежах в поровом про-
странстве пород при положительных и отрицательных температурах [9−11]. Дан-
ное явление было рассмотрено в работах [12−14], в которых были представлены
математические модели процесса образования газогидрата в пористом пласте, из-
начально насыщенном газом и льдом (или водой).

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №15-11-20022).
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Установлено [11], что накопление газогидрата в поровом пространстве активно
протекает не только во влажных пористых средах, но и в породах, частично насы-
щенных льдом.

Авторами [15] исследованы особенности процесса образования газогидрата в
пористом пласте, изначально насыщенном газом и льдом, при инжекции газа.
Построены решения, как с фронтальной, так и с протяженной областью фазо-
вых переходов гидрата. Выявлены условия, при которых реализуются различ-
ные режимы образования гидрата в пористой среде.

Таким образом, анализ работ показал, что в настоящее время большой практи-
ческий интерес представляет создание различных технологий консервации газа в
газогидратное состояние, поскольку оно является выгодным и более безопасным.

Целью данной работы является математическое моделирование процесса обра-
зования гидрата в пласте, в исходном состоянии насыщенном снегом и газом при
нагнетании холодного газа.

Постановка задачи и основные уравнения

Пусть в полубесконечной области ( 0x ≥ ) находится снег, насыщенный газом
(метаном). Исходная снегонасыщенность и газонасыщенность соответственно
равны 0iS  и 0gS , а давление и температура равны 0p  и 0T . Здесь и в дальнейшем,
первый индекс внизу , ,j i g h=  означает, что значения параметров отнесены к
снегу, газу и гидрату, а второй индекс (0) соответствует исходному состоянию.
Причем для исходного состояния температура системы «снег+метан» выше рав-
новесной температуры фазовых переходов 0( )sT p  для системы «снег + метан +
гидрат» ( 0 0( )sT T p> ). Вследствие этого, в исходном состоянии снег и метан нахо-
дятся в равновесном состоянии ( 0 0 0i gT T T= = ).

Рассмотрим модельную задачу об инжекции холодного газа ( o0 CgeT ≤ ) через
границу 0x =  под давлением ep .

В зависимости от исходного термобарического состояния системы «снег+газ»,
а также интенсивности нагнетания газа, определяемой значением давления 0p ,
могут возникать различные характерные зоны в области фильтрации ( 0x > ).
В зоне, где одновременно находятся снег, газ и гидрат, должно выполняться усло-
вие фазового равновесия, т.е. температура и текущее значение давления связаны
[16, 17] как

* *( ) ln ( ),sT p T T p p= + (1)

где * *, ,T T p  – эмпирические параметры, зависящие от вида газогидрата.
Запишем уравнения масс в зонах течения газа, где помимо снега находится

гидрат. Конденсированные фазы будем считать неподвижными. Тогда уравнение
сохранения массы в зоне гидратообразования для газовой фазы [15–18] запишется
как

( ) ( )g g g g g h
h

S S S
G

t x t
∂ ρ ∂ ρ υ ∂

+ = −ρ
∂ ∂ ∂

,  (2)

где G  – массовое содержание метана в составе газогидрата, gυ  – скорость фильт-
рации газа.
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Аналогично запишем уравнение для изменения массы снега

(1 )i h
i h

S S
G

t t
∂ ∂

ρ = −ρ −
∂ ∂

. (3)

Фазовые насыщенности должны удовлетворять условию [16]
1g i hS S S+ + = . (4)

Снег и гидрат будем считать несжимаемыми, а газ – калорически совершенным
, , .i h g gconst p R Tρ ρ = = ρ  (5)

В исходном состоянии (0) гидрат отсутствует ( 0 0 00, 1h g iS S S= + = ). Тогда из
уравнения (3) следует

0( ) (1 )i i i h hS S S G− ρ = ρ − . (6)

Отсюда имеем 0( ).
(1 )

i
h i i

h

S S S
G

ρ
= −
ρ −

 (7)

Подставляя (7) в (4), получим

01 ( ).
(1 )

i
g i i i

h

S S S S
G

ρ
= − − −

ρ −
 (8)

Уравнение притока тепла с учетом тепловых эффектов гидратообразования за-
пишется как [15−19]

( ) 2

2
h

g g g g h h

cT ST TS c l
t x tx

∂ ρ ∂∂ ∂
+ ρ υ = λ +ρ

∂ ∂ ∂∂
 (9)

( , ).g g g h h h i i i g g h h i ic S c S c S c S S Sρ = ρ +ρ +ρ λ = λ + λ + λ

Здесь cρ  – удельная теплоемкость единицы объема системы «снег+газ+гидрат»,
cg – теплоемкость газа при постоянном объеме, λ – коэффициент теплопроводно-
сти, lh – удельная теплота образования гидрата, отнесенная на единицу его массы.

Начальные и граничные условия

Будем полагать, что в исходном состоянии равновесная смесь ( 0 0 0g iT T T= = )
находится ниже точки плавления льда
( (0) (0) о

0 , 0 CT T T< = ), что проиллюст-
рировано на рис. 1. Рассмотрим случай,
когда начальная температура 0T  равна
значению температуры 0( )sT p  фазового
равновесия системы «газ+снег+гидрат»
для исходного давления p0 ( 0 0( )sT T p= )
(точка 1).

Пусть газ через границу ( 0x = ) за-
качивается под давлением ep , причем
значение температуры закачиваемого
газа лежит на кривой фазового равнове-
сия для системы «газ+снег+гидрат»
(точка 2).

p0 pe p Ts( )(0)

T0

T (0)

Te

T

p

1

2

gwh

gih

Рис. 1. Условия образования гидрата
Fig. 1. Conditions of hydrate formation
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Эти условия могут быть записаны как

0 0 0 0

0

, , ( ( )), ( 0, 0 ),
, , ( ( ), ), ( 0, 0).

s

e e e s e e

T T p p T T p t x
T T p p T T p p p t x

= = = = < < ∞

= = = > > =
(10)

Из анализа системы уравнений (2) – (9), аналогично работам [17−19], следует,
что в уравнении (9), слагаемыми, отвечающими за конвективный и кондуктивный
перенос тепла, в наиболее интересных для практики случаях, можно пренебречь и
уравнения притока тепла (9) можно записать в виде

( ) h
h h

ScT l
t t

∂∂ ρ
= ρ

∂ ∂
(11)

Для процесса фильтрации газа через скелет из снега и гидрата примем закон
Дарси [17–19] в виде

k ,g g
g

pS
x
∂

υ = −
μ ∂

  (12)

где gμ  – динамическая вязкость газа, k  – коэффициент проницаемости скелета.
Уравнение сохранения массы (2) с учетом (1), (11) и (12), а также уравнения

состояния газа из (5) можно привести к виду

( ) k
( ) ( )

g s

gg s h g s

S p T pcG p p
t t x xR T p l R T p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂∂ ρ ∂ ∂
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ μ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (13)

Входящие сюда насыщенности фаз , ,g h iS S S  могут быть выражены через дав-
ление. Действительно, пренебрегая переменностью объемной теплоемкости cρ
всей системы, из (11) имеем

( )(0)
0 0( ( ) ) ( )h s s

h h

cS T p T p p p T
l

ρ
= − ≤ ≤
ρ

. (14)

Решение уравнения (13), являющегося нелинейным уравнением параболиче-
ского типа, полностью позволяет определить поля давления и температуры, а
также насыщенности фаз.

Данная задача имеет автомодельное решение. Для этого введем автомодель-
ную переменную

( )
0/ 2 px tξ = χ ,

где ( )
0 0 0k /p

g gp Sχ = μ  – коэффициент пьезопроводности.
Тогда основное уравнение пьезопроводности (13) можно привести к виду

( )
0

( )2ξ ( )
ξ ξ ξp

dp d F p dpf p
d d d

⎛ ⎞
− = ⎜ ⎟

χ⎝ ⎠
, (15)

где * *
2

( ( ) ) 1 (1 )
( )

( ) ( )
g s h i

g s h g s h

S T p T GcT Gf p
pR T p l R T p

⎛ ⎞− −ρ − ρρ
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

, k( )
( )g g s

pF p
R T p

=
μ

.

Соответственно граничные условия (10) в автомодельных координатах запи-
шутся как

0 0

, ( 0),
, ( ).

e eT T p p
T T p p
= = ξ =

= = ξ = ∞
(16)
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Результаты расчетов

Для параметров, определяющих состояние системы, были приняты следующие
значения:

0ρ 910h =  кг/м3, 0ρ 900i =  кг/м3, 51.45 10hl = ⋅  Дж/кг,
2100ic =  Дж/(кг·К), 2200hc =  Дж/(кг·К), 1650gс = Дж/(кг·К),

510g
−μ =  Па·с, 1210k −=  м2, 520gR =  Дж/(кг·К), 0.12G = .

Температура и давление пласта принимались соответственно равными
0 203 КT =  и 0 0.1 МПаp = . Начальное значение снегонасыщенности принима-

лось равным 0.7 и 0.3. Числа на кривых соответствуют 1 – 0.7, 2 – 0.3.
Согласно формуле (15) с учетом (1) и (7), минимальный нагрев системы «газ +

снег + гидрат», полагая, что снег полностью переходит в гидратное состояние, со-
ставляет порядка ∆T∗ ≈ 65 К.

На рис. 2 приведены распределения давления и температуры, а также гидрато-
насыщенности, снегонасыщенности и газонасыщенности (штриховая линия) пласта
при нагнетании холодного газа с температурой Те = 250 К, которое соответствует
равновесному значению давления согласно формуле (1) pe = 1.2 МПа (рис. 2,  а, б).
Из графика видно, что происходит частичное образование гидрата (рис. 2, в, г).
Поскольку в этом случае величина нагрева ∆T меньше минимального значения
∆T∗, то снег не полностью переходит в гидратное состояние.
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Рис. 2. Распределение давления в пласте (а), температуры пласта (б), гидрато- (в), снего- и
газонасыщенности (г) в случае частичного образования гидрата
Fig. 2. Pressure distribution in the reservoir (a), temperature of the reservoir (б), hydrate satura-
tion (в), snow and gas saturation in case of partial hydrate formation (г)
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На рис. 3 приведены аналогичные распределения для случая полного образо-
вания гидрата в протяженной области при нагнетании газа с температурой
Те = 270 К, соответствующее давление согласно формуле (1) pe = 2.3 МПа (рис. 3,
а, б). Поскольку здесь *>T T∆ ∆ , то, как видно из рис. 3, в, г, образуется протяжен-
ная зона полного перехода снега в гидратное состояние. В этом случае образуют-
ся три зоны: ближняя – одновременно насыщенная фазами газа и гидрата, проме-
жуточная – газом, снегом и гидратом, дальняя – газом и снегом.
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Рис. 3. Распределение давления в пласте (а), температуры пласта (б), гидрато- (в), снего- и
газонасыщенности (г) в случае полного образования гидрата в протяженной области
Fig. 3. Pressure distribution in the reservoir (a), temperature of the reservoir (б), hydrate satura-
tion (в), snow and gas saturation in case of full hydrate formation in an extended area (г)

Если величина нагрева ∆T системы «газ+гидрат» оказывается равной мини-
мальному значению ∆T∗, то в этом случае будет происходить полное образование
гидрата на фронтальной поверхности.

Установлено, что с ростом начальной снегонасыщенности пласта интенсив-
ность образования гидрата увеличивается, вместе с тем сужается протяженность
нагретой области.

Заключение

Построена математическая модель процесса нагнетания газа в пласт в началь-
ном состоянии, насыщенном снегом и газом, сопровождаемого гидратообразова-
нием. Построены автомодельные решения, описывающие распределения основных
параметров в пласте. Установлено, что существуют решения, согласно которым обра-
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зование газогидрата может происходить в трех различных режимах: полное образо-
вание гидрата в объемной области и на фронтальной поверхности, а также час-
тичное образование гидрата.
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INJECTION INTO THE RESERVOIR SATURATED WITH SNOW AND GAS,
ACCOMPANIED BY HYDRATE FORMATION PROCESS. Tomsk State University Journal of
Mathematics and Mechanics. 3(41). pp. 98−106
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In this paper, the problem of cold gas injection into the reservoir initially saturated with snow
and gas with simultaneous formation of hydrate is considered. The mathematical model assumes
gas injection in the equilibrium state. The self-similar solutions describing the distribution of the
basic parameters (pressure fields, temperature, hydrate saturation, snow and gas saturation) in the
reservoir are constructed. It is found that, depending on the initial state of the system «snow +
gas» and the intensity of gas injection, different zones in the filtering area, such as «gas +
hydrate», «gas + hydrate + snow», and «gas + snow», can be generated. The existence condition
of maximum heating of «gas + snow + hydrate» system which provides a complete transition of
snow in the hydration state is obtained. It is shown that initial state of the reservoir and
parameters of gas injection define the conditions of full or partial hydrate formation in a volume
region and at the front surface. It is revealed that the hydrate formation is more intensive and the
length of the heated area decreases with increasing initial snow saturation in the reservoir.
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