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В.В. Домбровский, Т.М. Ларина 

 
СТРАТЕГИИ ПРОГНОЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ  

ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ С УЧЕТОМ ТОРГОВЫХ ИЗДЕРЖЕК  
И ОГРАНИЧЕНИЙ НА ВЛОЖЕНИЯ В ФИНАНСОВЫЕ АКТИВЫ 

 
Работа посвящена построению и исследованию модели динамического управления самофинансируемым инве-
стиционным портфелем с учетом транзакционных издержек и ограничений на объемы вложений. Предполагает-
ся, что ставка по безрисковым вложениям отлична от ставки по займам. Для решения задачи управления порт-
фелем используется метод управления с прогнозирующей моделью. Для подтверждения работоспособности мо-
дели приводятся результаты численного моделирования на основе реальных данных валютного рынка «Forex». 
Ключевые слова: инвестиционный портфель; управление с прогнозирующей моделью; валютные пары; тран-
закционные издержки. 

 
Проблема оптимизации и управления инвестиционным портфелем является одной из основных в 

управлении финансами и представляет большой теоретический и практический интерес. 
Инвестиционный портфель (ИП) – это набор рисковых и безрисковых финансовых активов, кото-

рые инвестор включает в портфель. Рисковыми активами считают финансовые активы со случайной 
меняющейся доходностью (например, акции, валютные пары). Безрисковыми являются финансовые 
активы с известной заранее доходностью (государственные обязательства, казначейские векселя, бан-
ковские депозиты). Управление ИП осуществляется при помощи перераспределения капитала – купли-
продажи различных рисковых и безрисковых активов. 

Начало современной портфельной теории было положено революционной работой Г. Марковица 
[2] 1952 г. Результаты Марковица были развиты и дополнены не менее известными работами В. Шарпа 
[1], Д. Тобина [3, 4], Р. Мертона [5] и других исследователей. 

Подход Марковица, а также его модификации основаны на предположениях о том, что инвестор 
стремится либо максимизировать доходность портфеля, минимизировав риск портфеля, либо миними-
зировать риск портфеля и получить при этом желаемую доходность. Проблема оптимизации структуры 
портфеля в зависимости от выбора функции риска и способов учета неопределенности сводится к ре-
шению задач квадратичного, линейного или стохастического программирования. 

Практическая реализация большинства существующих на данный момент методов оптимизации 
портфеля включает два этапа: 

1. Оценка параметров модели с использованием исторических данных. 
2. Оптимизация портфеля с использованием вместо истинных значений параметров их оценок. 
Результат оптимизации существенно зависит от точности оценок. Кроме того в большинстве ме-

тодов, представленных в литературе, отсутствуют ограничения на объемы торговых операций и не учи-
тываются транзакционные издержки. 

В настоящей работе рассматривается построение и исследование модели динамического управле-
ния самофинансируемым инвестиционным портфелем с учетом транзакционных издержек и ограниче-
ний на объемы вложений. Кроме того, предполагается, что ставка по безрисковым вложениям отлична 
от ставки по займам.  
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Задача управления инвестиционным портфелем формулируется как динамическая задача слеже-
ния за эталонным портфелем с заданной желаемой доходностью. Управление ИП осуществляется при 
помощи перераспределения капитала на каждом этапе управления в зависимости от состояния рынка. 
Для решения задачи управления портфелем используется метод управления с прогнозирующей моде-
лью, который позволяет эффективно учитывать ограничения [6–10]. 

Рассматриваемая в данной работе модель обладает следующими преимуществами: 
1. Возможность учета ограничений на объемы вложений, квадратичные транзакционные издержки. 
2. Не требуется каких-либо предположений относительно вероятностных свойств цен финансо-

вых активов. 
3. Алгоритм управления не использует статистических методов оценивания параметров модели. 
4. Возможность адаптироваться к изменяющимся рыночным условиям путем введения новой ин-

формации в процессе управления. 
Для подтверждения работоспособности модели было проведено численное моделирование на ос-

нове реальных данных международного валютного рынка «Forex». 
 

1. Динамическая модель управления инвестиционным портфелем с учетом ограничений 
 

Рассмотрим инвестиционный портфель, состоящий из n  видов рисковых финансовых активов и 
одного вида безрискового актива – банковского счета. Капитал, помещенный в рисковый актив i -го ви-

да в момент времени k , равен )(kui , ( 1, )i n , в безрисковый – .0)(0 ku  

Рассматриваемый нами ИП является самофинансируемым, т.е. деньги извне на банковский счет 
не поступают, а снимаются только с целью вложения в ценные бумаги, входящие в данный ИП, но 
предполагается, что в случае необходимости инвестор может заимствовать капитал. Объем займа равен 

.0)(1  kun  

Тогда общий объем вложений в момент времени k  будет равен 

 



n

i
ni kukukukV

1
10 ).()()()(                                                            (1) 

Пусть )(kPi  – цена i -го рискового актива в момент времени k , )1(  ki  – доходность рискового 

актива за период ]1,[ kk , которая вычисляется по формуле 

.
)(

)()1(
)1(

kP
kPkP

k
i

ii
i


                                                               (2) 

Динамика изменения ИП имеет следующий вид [6, 7]: 

 




n

i
nii kurkurkukkV

1
1201 ),(]1[)(]1[)()]1(1[)1(                                 (3) 

где 1r  – ставка доходности безрискового актива; 2r  – ставка заимствования, причем 21 rr  . С учетом 

того, что 0 1
1

( ) ( ) ( ) ( ),
n

i n
i

u k V k u k u k


    уравнение (3) можно представить в виде 

.)(][)(])1([)(]1[)1(
1

11211  



n

i
nii kurrkurkkVrkV                                (4) 

Используя векторно-матричные обозначения, получим 
),(]1),1([)(]1[)1( 1 kukkbkVrkV                                                   (5) 

где 1 1 1 1 2[ ( 1), 1] [ ( ) ... ( ) ]nb k k k r k r r r          – вектор доходностей рисковых активов, 

1 2 1( ) [ ( ) ( ) ... ( )]nu k u k u k u k 
  – вектор управлений. 

На практике необходимо учитывать ограничения на объемы вложений и займов [6, 7]: 
min max( ) ( ) ( )( 1, ),i i iu k u k u k i n    
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 



n

i
ni ukukukV

1

max
01 ,)()()(0                                                     (6) 

).()(0 max
11 kuku nn    

Если нижняя граница min ( ) 0 ( 1, )iu k i n  , то для рискового актива i -го вида допустимо участие в 

операции «продажа без покрытия» на сумму не больше, чем |)(| min kui ; если min ( ) 0( 1, )iu k i n  , то операции 

«продажа без покрытия» для рискового актива i -го вида запрещены; max( ) ( 1, ),iu k i n  определяют макси-

мальный объем капитала, который можно вкладывать в рисковые активы i -го вида; 0)(max
0 ku опреде-

ляет максимальный размер капитала, который можно вкладывать в безрисковый актив; 0)(max
1  kun  

определяет максимальный размер займа. Стоит отметить, что )(min kui  и )(max kui  ),1( ni  , на практике 

часто зависят от величины общего капитала ИП, что можно учесть, положив 
min max( ) ( ), ( ) ( ),i i i iu k V k u k V k     где i  и i  являются некоторыми параметрами, задающими так назы-

ваемое кредитное плечо. Финансовым, или кредитным, плечом для участников маржинальной торговли 
на валютном рынке «Forex» называют отношение заёмных средств к собственным. Управление портфе-
лем осуществляется путем перераспределения капитала между различными видами инвестиций посред-
ством банковского счета. 

Стратегия управления портфелем определяется таким образом, чтобы капитал реального управля-
емого ИП с наименьшими отклонениями следовал траектории эталонного портфеля с желаемой доход-

ностью 10 r , эволюция которого описывается уравнением 

).(]1[)1( 0
0

0 kVkV                                                                 (7) 

В начальный момент времени )0()0(0 VV  . Заметим, что )(0 kV  – величина детерминированная, из-

вестна для всех моментов k  и ее можно рассматривать как известный параметр. Доходность 0  зада-

ется инвестором исходя из анализа состояния финансового рынка и склонности инвестора к риску. 
Предположим, что единственным источником информации в момент времени k  являются исто-

рические значения доходностей и текущее значение портфеля ).(kV  В данной работе для получения 

оптимальной стратегии управления используем метод управления с прогнозирующей моделью. 
Основная идея управления с прогнозирующей моделью заключается в том, что решается задача 

оптимизации критерия со скользящим горизонтом в каждый момент времени k: 

 




m

i
kmkukku NkkkVikVkikVEkmkJ

1

20
)/1().../( )}(),...,(),(/)]()/([{)/(min  

 




1

0
),()]/1()])([()/({[

m

i
ikRkikuikQIkikuE                                (8) 

)},1(),...,(),(/)]/1()])([()/([  NkkkVkikuikQIkiku  

где m – горизонт прогнозирования;  )]/(),...,/([)/( 1 kikukikukiku n  – вектор прогнозных значе-

ний управлений; 0),( ikR  – положительно определенная симметричная матрица; )/( kikV   – пред-

полагаемые значения портфеля; N  – количество исторических данных; I  – единичная матрица размер-

ности )1( n ; 1 2[ ( )] diag{ ( ), ( ),..., ( ),0}nQ k i k i k i k i          – матрица доходностей; }/{ baE  – опе-

ратор условного математического ожидания. В качестве управления в момент времени k  обозначим 
)/()( kkuku  . Для получения управлений на следующем )1( k  шаге горизонт управления сдвигается 

на один шаг и процедура повторяется.  
Можно отметить, что первое слагаемое в критерии представляет собой квадратичную ошибку и 

отражает качество слежения, второе слагаемое накладывает штраф, если реальная траектории идет ни-
же заданной траектории, третье учитывает транзакционные издержки и накладывает штраф на слишком 
большие транзакции. 
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2. Синтез стратегий управления с прогнозирующей моделью 
 

Критерий (8) можно представить в эквивалентной форме: 

 


m

i
kikVikVkikVEkmkJ

1

02 )}/()(2)/({)/(  

 




1

0
),()]/1()])([()/([{

m

i
ikRkikuikQIkikuE                               (9) 

)},1(),...,(),(/)]/1()])([()/([  NkkkVkikuikQIkiku  

где исключены слагаемые, не зависящие от управления. 
Определим прогнозные значения портфеля следующим уравнением: 

  )/1()]([)/()]([)()/( 21 kkukbAkkukbAkVAkikV iii  

... [ ( )] ( 1 / ) ( 1, ),b k u k i k i m                                                           (10) 

где 1 1 1 1 21 , [ ( )] [ ( ) ... ( ) ]n nA r b k k e r k e r r r         , ),1(...)1()()( 21  Nkkkk N  

1 2, ,..., N    – некоторые параметры. 

Параметры 1 2, ,..., N    являются настраиваемыми и определяются таким образом, чтобы до-

стичь наилучших результатов при управлении. Стоит отметить, что никаких предположений относи-
тельно параметров мы не делаем.  

Заметим, что (5) определяет реальные значения ИП, а уравнение (10) определяет предсказанные 
значения портфеля. Таким образом, в отличие от других известных моделей в данной работе не прогно-
зируются будущие значения доходностей, а предсказываются будущие значения портфеля в целом. 

Прогнозное значение критерия (9) представим в следующем виде: 

 


m

i
kikVkikVkikVkmkK

1

02 )}/()/(2)/({)/(  

1

1

{[ ( / ) ( [ ( )]) ( 1/ )] ( , )[ ( / ) ( [ ( )]) ( 1/ )]}
m

i
u k i k I Q k u k i k R k i u k i k I Q k u k i k






                 (11) 

)],/1()])([()/()[0,()]/1()])([()/([ kkukQIkkukRkkukQIkku T   

где 1 2[ ( )] diag{ ( ), ( ),..., ( ),0},( 1, 1)nQ k k k k i m       , i  – компоненты вектора  . Заметим, что при 0i  

)]([)]([ kQkQ  . 

Введем следующие обозначения: 


























)/(

...

)/2(

)/1(

)1(

kmkV

kkV
kkV

kX

 

, ,

)]([...)]([)]([

............

0...)]([)]([

0...0)]([

)]([

21

11

1111
































kbkbAkbA

kbkAb
kb

k

mm

xn

xnxn

,
...

2





















mA

A
A

 

,

)1(

...

)1(

)(

)(
























mku

ku
ku

kU ].)(...)2()1([2)1( 000
1 mkVkVkVk   

Тогда критерий (11) можно представить в следующем виде:  

  )1()1()1()1()/( 1 kXkkXkXkmkK  

  )1()])([)(0,()/(2)()()( kukQIkRkkukUkRkU                               (12) 

),1()])([)(0,()])([)(1(   kukQIkRkQIku  

где , ( ) ( , ) ( , 1)( 2 [ ( )]) [ ( )] ( , 1) [ ( )]t tR k R k t R k t I Q k Q k R k t Q k         ),2,0(  mt  
),1,()(,  mkRkR mm  1, , 1( ) ( ) ( , 1)( [ ( )])t t t tR k R k R k t I Q k       ).1,0(  mt  
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Используя ),()]([)()1( kUkkVkX   представим (12) в виде 
2

1( / ) ( ) [2 ( ) ( 1)] [ ( )] ( )K k m k V k V k k k U k             

( ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( ) ( , ) ( ),U k k k U k U k R k i U k                                                  (13) 

где не учитываются слагаемые, которые не зависят от управления – )./( kiku   

Критерий (13) можно записать в следующем виде: 

),()]()()[()()]()()(2[)/( kUkRkHkUkUkFkGkVkmkK                          (14) 

где )(),(),( kFkGkH  – блочные матрицы вида 

)]([)( , kHkH ft , )],([)( kGkG t )],([)( kFkF t ,,1, mft   

)],([)]([)( kkkH                                                             (15) 

)],([)( kkG  
 ),()]([)1()( 1 kLkkkF    

].0...0)0,()])([)(1(2[)( )1(1)1(1 
 nxnxkRkQIkukL  

Управление осуществляется при следующих ограничениях: 

),()()( maxmin kUkUSkU   

где min min 2 1 2 1( ) [ ( ), 0 , ..., 0 ] ,n x n xU k u k 
   max max 2 1 2 1( ) [ ( ), 0 , ..., 0 ] ,n x n xU k u k 

   

,

0

)(

)(

...

)(

)(

)(
min

min
2

min
1

min































kV
ku

ku
ku

kU
n

,

)(

)()(

)(

...

)(

)(

)(

max
1

max
0

max

max
2

max
1

max































 ku
kVku

ku

ku
ku

kU

n

n
,

10...00

11...11

...............

00...10

00...01
























S  

2 1 2 1diag{ ,0 ,...,0 },n xn n xnS S      

где )1()2(0  nxn  – нулевая матрица размерности ).1)(1()2(  mnn  

Оптимальная стратегия прогнозирующего управления, минимизирующая критерий (12), опреде-
ляется уравнением 

),(]0...0[)( 111 kUIku nnn                                                   (16) 

где 1nI  – единичная матрица размерности )1( n , 10 n  – нулевая матрица размерности ).1( n  

 
3. Численное моделирование с использованием реальных данных  

международного валютного рынка «Forex» 
 

Для подтверждения работоспособности представленной модели было проведено численное моде-
лирование на основе реальных данных международного валютного рынка «Forex». Для моделирования 
использовались данные котировок шести видов валютных пар: USDJPY (доллар – йена), USDDEM 
(доллар – немецкая марка), EURJPY (евро – йена), EURUSD (евро – доллар), GBPUSD (фунт–доллар), 
CHFJPY (франк – йена), в период с 16.02.2001 г. – 13.11.2003 г., всего 1000 торговых дней, и один вид 

безрискового актива – банковский вклад с доходностью 1r  = 0,015%. Также нам доступна услуга креди-

тования со ставкой по займу 2r  = 0,03%. 

При моделировании предполагалось, что	  N...21 . Поэтому параметр ( )k опреде-

лялся следующим образом: 

.)1()(
1
 


N

t
tkk  
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Рассматриваемый ИП состоял из шести валютных пар; период «скользящего окна» N  = 10; пара-

метр   = 0,5; размер кредитных плеч ;2 ii  желаемая доходность 0 0,0015.   

Результаты моделирования представлены на рис. 1–3. На рис. 1 представлена динамика капитала 
управляемого ИП относительно эталонной траектории. На рис. 2 показана динамика вложений в валют-
ную пару EURUSD. На рис. 3 представлена доходность валютной пары EURUSD. 

 

 
 

Рис. 1. Динамика капитала, управляемого ИП относительно эталонной траектории: 
1 – эталонная траектория; 2 – динамика капитала управляемого ИП 

 

  
 

Рис. 2. Динамика вложений в валютную пару EURUSD 
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Рис. 3. Динамика доходности валютной пары EURUSD 

 
Заключение 

 
В данной работе рассмотрена задача оптимизации инвестиционного портфеля с учетом транзак-

ционных издержек, ограничений на объемы вложений в финансовые активы и различия ставок на вло-
жения и заем. Получена стратегия управления с обратной связью с использованием метода управления 
с прогнозирующей моделью. Результаты численного моделирования, проведенные на основе реальных 
данных международного валютного рынка «Forex», подтверждают работоспособность, эффективность 
предложенной модели и возможность ее реального применения. 
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Consider an investment portfolio consisting of n  risky assets and one risk-free asset (e.g., a bank account or a government bond). 

Let ( )iu k , ( 1, )i n  denote the amount of money invested in the i-th asset at time k ; 0 ( ) 0u k   is the amount invested in a risk-free 

asset. Investor also can borrow the capital in case of need. The volume of the borrowing of the risk-free asset is equal to 1( ) 0.nu k   

If ( ) 0,( 1, )iu k i n  , then we use short position with the amount of shorting ( )iu k . Let ( 1)i k   denote the (simple) return of the i -th 

risky asset per period [ , 1]k k  . It is a stochastic unobservable at time k . 

By considering the self-finance strategies, the wealth process at the time 1k  is given by 

1 1 2 1 1
1

( 1) [1 ] ( ) [ ( 1) ] ( ) [ ] ( ),
n

i i n
i

V k r V k k r u k r r u k


          

where 1r  is the riskless lending rate, 2r  is the riskless borrowing rate, 21 rr  . 

We impose the following constraints on the decision variables (a borrowing limit on the total wealth invested in the risky assets, and 
long- and short-sale restrictions on all risky assets): 

min max( ) ( ) ( )( 1, ),i i iu k u k u k i n                                                                         (1) 

max
1 0

1

0 ( ) ( ) ( ) ,
n

i n
i

V k u k u k u


                                                                       (2) 

max
1 10 ( ) ( ).n nu k u k                                                                                     (3) 

Our objective is to control the investment portfolio, via dynamic asset allocation among the n  stocks and the risk-free asset, by 
tracking, as closely as possible, a desired deterministic reference trajectory (reference portfolio)  

0 0
0( 1) [1 ] ( )V k V k    , 

where 0  is a given parameter representing the growth factor and the initial state is 0 (0) (0)V V . 

We use the model predictive control methodology in order to design feedback predictive control strategies for optimal dynamic allo-
cation of a portfolio. 

We define the following objective with receding horizon (risk function) which is to be minimized at each time k : 

0 2

1
( / ) { [ ( / ) ( )] / ( ), ( ),..., ( )}

m

i
J k m k E V k i k V k i V k k k N


          

1

0

{[ ( / ) ( [ ( )]) ( 1 / )] ( , )
m

T

i
E u k i k I Q k i u k i k R k i





          

[ ( / ) ( [ ( )]) ( 1/ )] / ( ), ( ),..., ( 1)},u k i k I Q k i u k i k V k k k N             

over the sequence of predictive control inputs ( / )u k k , ( 1/ )u k k ,…, ( 1/ )u k m k   dependent on the portfolio wealth and the 

market information at the current time k  , under constraints (1)–(3), where m  is the prediction horizon. The first term represents the 
conditional mean-square error between the investment portfolio value and a reference (benchmark) portfolio, the second term penalizes 

for transaction costs associated with trading amount. At the time k , ( ) ( / )u k u k k  is assumed to be control ( )u k . To obtain the 

control at the next step 1k  , the procedure is repeated, and the control horizon is one step shifted. 
Our approach is direct in that it uses directly the observed historical data to construct an adaptive algorithm for online portfolio se-

lection. The main features of our approach are (a) the ability to adapt to non-stationary market environments by dynamically incorporat-
ing new information into the decision process; (b) no stochastic assumptions are needed regarding the stock prices, and (c) the flexibility 
of dealing with portfolio constraints. We also present the numerical modeling results based on currency pairs traded on the international 
currency market FOREX that give evidence of capacity and effectiveness of proposed approach. 
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ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛИТЕЛЬНОСТИ  

НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В МОДУЛИРОВАННОМ  
ОБОБЩЕННОМ ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ  

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из матема-
тических моделей информационных потоков заявок, функционирующих в телекоммуникационных и информа-
ционно-вычислительных сетях связи, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий (DSPPs). 
Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося мертвого времени. В статье приво-
дятся аналитические результаты по нахождению оценки максимального правдоподобия длительности мертвого 
времени по наблюдениям за моментами наступления событий в потоке. 
Ключевые слова: модулированный обобщенный полусинхронный поток событий; дважды стохастический по-
ток событий (DSPP); MAP (Markovian Arrival Process)-поток событий; непродлевающееся мертвое время; функ-
ция правдоподобия; оценка максимального правдоподобия; длительность мертвого времени.  
 
Условия функционирования реальных систем массового обслуживания таковы, что если в отно-

шении параметров обслуживающих устройств, как правило, можно утверждать, что они известны и с 
течением времени не меняются, то в отношении интенсивностей входящих потоков этого сказать во 
многих случаях нельзя. Более того, интенсивности входящих потоков заявок обычно меняются со вре-
менем; часто эти изменения носят случайный характер, что приводит к рассмотрению математических 
моделей дважды стохастических потоков событий (DSPPs) [1–9]. Интерес к рассмотрению дважды сто-
хастических потоков событий проявляется неслучайно. Все это находит широкое применение в различ-
ных отраслях науки и техники, таких как теория сетей, P2P-сети и адаптивное вещание видео, системы 
оптической связи, статистическое моделирование, финансовая математика и др. [10–16]. Как было от-
мечено выше, в реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо 
частично, либо вообще неизвестны, либо, что еще более ухудшает ситуацию, изменяются со временем 
случайным образом. Поэтому при реализации адаптивного управления системой массового обслужива-
ния возникают, в частности, следующие задачи: 1) задача фильтрации интенсивности потока (или зада-
ча оценивания состояний потока по наблюдениям за моментами наступления событий) [17–26]; 2) зада-
ча оценивания параметров потока по наблюдениям за моментами наступления событий [27–33]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока выступает мертвое 
время регистрирующих приборов. Необходимость рассмотрения случая мертвого времени вызвана тем, 
что на практике любое регистрирующее устройство затрачивает на измерение и регистрацию события 
некоторое конечное время, в течение которого оно не способно правильно обработать следующее собы-
тие, т.е. событие, поступившее на обслуживающий прибор, порождает период так называемого мертво-
го времени [34–42], в течение которого другие наступившие события потока недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В частности, подобные ситуации встречаются в компьютерных сетях, напри-
мер, при использовании протокола случайного множественного доступа с обнаружением конфликта 
(протокол CSMA/CD). В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети 
по сети рассылается сигнал «заглушки»; в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, по-
ступившие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных 
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вызовов. Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в 
него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего 
конфликт в узле сети. 

В настоящей работе рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток со-
бытий, являющийся обобщением полусинхронного потока [43–46] и обобщенного полусинхронного 
потока событий [47–49] и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий с кусочно-
постоянной интенсивностью. Достаточно обширная литература по исследованию подобных потоков 
событий (асинхронных, синхронных и полусинхронных) приведена в [21, 22, 50, 51], при этом в [50] 
показано, что данные потоки могут быть представлены в виде моделей MAP-потоков событий. Настоя-
щая статья является непосредственным развитием работ [51–55], где решается задача нахождения сов-
местной плотности вероятности длительности интервалов модулированного обобщенного полусин-
хронного потока событий при непродлевающемся мертвом времени. В данном исследовании приводят-
ся аналитические результаты по нахождению оценки максимального правдоподобия длительности 
мертвого времени в модулированном обобщенном полусинхронном потоке событий по наблюдениям за 
моментами наступления событий в потоке. 

 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий (далее – поток 
или поток событий), интенсивность которого является кусочно-постоянным стационарным случайным 

процессом )(t  с двумя состояниями 1  и 2  )0( 21  . Будем говорить, что имеет место первое 

состояние процесса (потока), если 1)(  t , и второе состояние процесса (потока), если 2)(  t . 

В течение временного интервала случайной длительности, когда процесс )(t  находится в состоянии 

i  ( it  )( ), имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью i , 2,1i . Переход из 

первого состояния процесса )(t  во второе возможен в момент наступления события пуассоновского 

потока интенсивности 1 , при этом переход осуществляется с вероятностью р  )10(  p ; с вероятно-

стью р1  процесс )(t  остается в первом состоянии. Переход из первого состояния процесса )(t  во 

второе также возможен в произвольный момент времени, не совпадающий с моментом наступления со-
бытия, при этом длительность пребывания процесса )(t  в первом состоянии распределена по экспо-

ненциальному закону с параметром  :  eF 1)( , 0 . Тогда длительность пребывания процесса 

)(t  в первом состоянии есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения 
  11)(1

peF , 0 . Переход из второго состояния процесса )(t  в первое в момент наступления 

события пуассоновского потока интенсивности 2  невозможен и может осуществляться только в про-

извольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии 

распределена по экспоненциальному закону с параметром  :  eF 1)(2 , 0 . В момент оконча-

ния второго состояния процесса )(t  при его переходе из второго состояния в первое инициируется с 

вероятностью   )10(   дополнительное событие. Отметим, что события пуассоновских потоков и 

дополнительные события неразличимы для наблюдателя. В сделанных предпосылках )(t  – скрытый 

марковский процесс.  При этом матрицы инфинитезимальных характеристик принимают вид 

 
   




2

1
0 1

D ,        
 

2

11
1

1





pp

D . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – это интен-

сивности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что 

если 0 , то имеет место обобщенный полусинхронный поток событий [47–49]. 
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После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T , в течение которого другие события потока недоступны 
наблюдению. По окончании периода мертвого времени первое наступившее событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности T  и т.д. (непродлевающееся мертвое время). Вариант возникаю-
щей ситуации приведен на рис.1, где 1, 2 – состояния процесса )(t ; дополнительные события, которые 

могут наступать при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое, помечены буквами δ; пери-

оды мертвого времени длительности T  помечены штриховкой; ненаблюдаемые события отображены 
черными кружками, наблюдаемые  1t , ,...2t  – белыми. 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования потока событий, по-
этому переходными процессами на полуинтервале наблюдения  tt ,0 , где 0t  – начало наблюдений, t  – 

окончание наблюдений (момент вынесения решения), пренебрегаем. Тогда без потери общности можно 
положить 00 t . Поскольку процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым, то говорить о со-

стоянии потока можно только в вероятностном смысле. Вся доступная информация о потоке – это мо-
менты наступления событий kttt ,...,, 21  с начала наблюдения 0t  до момента t .  

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Параметры потока 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   полагаются известными, длитель-

ность мертвого времени T  неизвестна. Необходимо в момент окончания наблюдений (в момент време-
ни t ) на основании выборки kttt ,...,, 21  наблюденных моментов наступления событий потока осуще-

ствить методом максимального правдоподобия оценку T̂  длительности мертвого времени. 
 

2. Построение функции правдоподобия 
 

Обозначим через kkk tt  1 , ,2,...1k , значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть )()(  TkT pp , 0 , для любого k (индекс T  

подчеркивает, что плотность вероятности зависит от длительности мертвого времени). В силу этого 
момент времени kt  без потери общности можно положить равным нулю, т.е. момент наступления собы-

тия есть 0 . Тогда одномерная плотность вероятности )(Tp , 0 , примет вид [51, 55]: 
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1 zzz   . 

Пусть 121 tt  , 232 tt  , …, kkk tt  1 , 01  , 02  , …, 0,k   – последовательность из-

меренных в результате наблюдения за потоком в течение интервала наблюдения  t,0  значений дли-

тельностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 1 , …, k  по воз-

растанию: )()2()1(
min ... k . В силу предпосылок последовательность моментов наступления 

событий 1t , ,...2t , ,...kt  образует вложенную цепь Маркова  )( kt , т.е. поток обладает марковским 

свойством, если его эволюцию рассматривать с момента наступления события kt , ,...2,1k . Тогда 

функция правдоподобия с учетом (1) запишется в виде 

min
1

)()()1( 0,)(),...,|(  


TpTL
k

j

j
T

k ; min
)()1( ,0),...,|(  TTL k . 

Поскольку задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого времени в предпо-
ложении, что все параметры потока 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   известны, то согласно 

методу максимального правдоподобия ее реализация есть решение оптимизационной задачи 

,0,0,max)(),...,|( minmin
1

)()()1(  


TpTL
T

k

j

j
T

k    (2) 

где )( )( j
Tp   определена в (1) для )( j . Значение T , при котором функция правдоподобия (2) дости-

гает своего глобального максимума, есть оценка T̂  длительности мертвого времени. 
 

3. Решение оптимизационной задачи (2) 
 

Произведем переобозначение: minm . В силу того что функция правдоподобия (2) отличается 

от нуля при mT 0 , положим 0)( )(  j
Tp , kj ,2 , при mT   ( 0m ). В дальнейшем изложенная 

ситуация, когда принимается 0m , означает доопределение изучаемых функций в граничной точке. 

Перейдем к исследованию )( mTp   как функции переменной T  ( mT 0 ). Отметим, что 0)( mTp , 

так как )( mTp   есть одномерная плотность вероятности. Исследуем производную )( mTp   по T  функ-

ции )( mTp  . Имеем 

      
 

1 21

2

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 1 1 2

2

1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

m mz zz T
T m

z T

p z e z z z f T f T e z e z z
z z

z f T f T e

   



                  

 
 (3) 

    
)(

)1()()()( 2

)(

1211212121

21

TF
eppppzzTf

T

 , mT 0 , 

где )(Tf , )(TF  определены в (1); )(Tf   – производная функции )(Tf  по T . 

Лемма 1. Производная )( mTp   является положительной функцией переменной m  при 0T , 

 m0  ( 0)(0   mTp ). 
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Доказательство. Так как m  – любое неотрицательное число ( 0m ), то )(0 mTp    можно рас-

сматривать как функцию переменной m . Подставляя 0T  в (3) и проделывая необходимые преобра-

зования, получаем 

 mm zz
mT eAzCzeAzCz

zzA
Cp 

 


 12 )()(
)(

)( 2112
12

20 , 0m ,   (4) 

      0)()()()1( 212121112211  AzzzzppppC , 

0))(( 21211  qzzpA . 

Рассмотрим на предмет существования корней уравнение 0)(0   mTp , которое с учетом (4) пре-

образуется к виду 

mzzeB  )( 12 , 
)(

)(

12

21

CAzz
CAzzB




 .     (5) 

Из (4) находим 

0)/()0( 2
0   ACp mT , 0)(lim 0   mTp

m

.    (6) 

Подставляя в (5) выражения для 1z , 2z , определенные в (1), получаем 

    
     2

1

2
21212121

2
2

2
21212121

2
1

)1(4)()(2

)1(4)()(2

B
B

zzAz

zzAz
B 




 . 

Тогда имеем 

      
        0)2()1(2)(

2)1(4)(2

1
2

1
2

21212121

2
1

2
21212121

2
11





pz

AzAzB
 

вне зависимости от знака выражения  21  ( 021  , 021  , 

021  ). Для выражения (5) имеем два варианта: 

1) 0)( 211  CAzzB ; 0)( 122  CAzzB . Тогда 0B  и разность 0)( 1221  zzCBB . Следо-

вательно, 21 BB   и 1B . Тогда уравнение (5) решения не имеет, следовательно, 0)(0   mTp , 0m , 

так как в силу (6) 0)0(0   mTp , при этом 0)(lim 0   mTp
m

; 

2) 0)( 211  CAzzB ; 0)( 122  CAzzB . Тогда 0B  и уравнение (5) решения не имеет, следо-

вательно, 0)(0   mTp , 0m , аналогично варианту 1. 

Осталось рассмотреть особый случай 01 CAz . Подставляя 01 CAz  в (4), получаем 

0)(
)(

)( 1

12
12

20 


 


mz
mT ezCAz

zzA
Cp , 0m , 

так как 0)( 211  CAzzB  всегда и, следовательно, 02 CAz  всегда. 

Таким образом, если 0)( 12 CAzz  либо 0)( 12 CAzz , то 0)(0   mTp , 0m . Лемма 1 доказана. 

Замечание 1. 1qq   всегда.  

Доказательство. В лемме 1 показано, что 02 CAz  всегда. Можно показать, что 

)( 112 qqzCAz  , следовательно, 1qq   всегда. 
Лемма 2. Производная )( mTp   строго больше нуля при mT  ,  m0  ( 0)(   mT m

p ). 

Доказательство. Подставляя mT   в (3), получаем 
 

















 )(
)()(

1
)()( 2

21

21

m
mmTm F

eqCpp
m

m
,     meqzzCm

 211)( 21 ,    (7) 
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        21221121212121
22

21 2)(  zzzzqzzzzqACq , 

где q, )( mF   определены в (1), A , C  – в (4). Можно показать, что   21)( qqqqq  , где 

 21121  zzq ,  21212  zzq  – корни уравнения 0)(  q . Отметим, что 

0)/()0( 2  ACp m , 0)(lim
21







Cp m
m

,   )()(lim)0(
21

2 q
A

Cpp mm
m







.    (8) 

В силу того что 0C , 0)(  m  для 0m , то знак производной )( mp   определяется знаком 

)(q . Тогда если 0)(  q , то производная (7) строго больше нуля ( 0)(  mp ) для 0m .  

Пусть 0)(  q . Введем в рассмотрение вторую производную )( mp   по переменной T  в точке 

mT  . Используя (3), находим 

        mm qezzzzzze
F

qzzp
m

m
 




 2121

2121212121321 )(

)(
)( , 0m , 

где q , )( mF   определены в (1), )(q  определена в (7). По условию имеем   0
)(

)(
21

321 










  me

F
qzz

m

, 

следовательно, знак производной )( mp   определяется знаком функции 

      mqezzzzzzy m
 21

2121212121)( , 0m . 

Исследуем функцию )( my   как функцию переменной m  ( 0m ). Имеем 

 21)0(  qCy ,     0)1()()(lim 2121212121 


pzzzzzzyy m
m

, 

где q определена в (1), C  – в (4). Здесь возможны следующие варианты: 

1) 0q  и, следовательно,   0)0( 21  qCy . Тогда функция )( my   – убывающая функция 

переменной m  ( 0m ); убывает от   0)0( 21  qCy  до   0)( 212121  zzzzy . Следо-

вательно, 0)( my , 0m . Отсюда следует, что 0)(  mp , 0m , и функция )( mp   является возрас-

тающей функцией переменной m  ( 0m ).  Таким образом, в силу (8) 0)(  mp , 0m ; 

2) 0q . Тогда   0)( 212121  zzzzy m , 0m . Результат идентичен результату преды-

дущего пункта; 

3) 0q . Тогда )( my   – возрастающая функция переменной m  ( 0m ); возрастает от 

 21)0(  qCy  до   0)( 212121  zzzzy . В данном случае имеют место три варианта: 

а) 0)0( y ; б) 0)0( y ; в) 0)0( y . Рассмотрим более подробно каждый из вариантов.  

Вариант а. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда 0)( my , 0m . Отсюда следует, что 

0)(  mp , 0m , и функция )( mp   является возрастающей функцией переменной m  ( 0m ). Таким 

образом, в силу (8) 0)(  mp , 0m . 

Вариант б. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда 0)( my , 0m , причем равенство нулю            

( 0)( my ) достигается в единственной точке 0m . Результат идентичен результату варианта а. 

Вариант в. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда: 1) 0)( my , *0 mm  ; 2) 0)( my , *
mm  ; 

3) 0)( my ,  mm
* . Следовательно, в точке *

mm   производная )( mp   достигает минимального 

значения )( *
mp  . Точка минимума *

m  находится из уравнения 0)(  mp : 

 
 qzz

zzzz
m

2121

212121

21

* ln
1





 , 

 
  0

2121

212121 


qzz

zzzz
. 

Вычислим значение )( mp   в точке *
m : 

 
  


















q

zzqCp m
21

2
2121

21

*

4
)(

1
)( . 
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Тогда имеем 

 
     

        
      .0)1()1()1()1(

)1()()1(3
4

1

2)1(3
4

1

4
)(

1
)(

1
4

2
2

2
22

12121
34

121
2

21

2
2

22
1221

2
2

2
121

2

21
21

2

1
2

2
22

121
2

21

2
2121

21

*






















 






ppppp

pppC
C

q

ppCC
CC

zzqCp m

 

Отсюда следует, что 0)(  mp , 0m . Таким образом, если 0)(  q , то производная )( mp   строго 

больше нуля ( 0)(  mp ) для 0m . Лемма 2 доказана. 

Перейдем к исследованию производной )( mTp   как функции переменной T , mT 0 . Рассмот-

рим (на предмет существования корней) уравнение 0)(  mTp , которое с учетом (3) приводится к виду 
   )(/)( 21

12 TfTfe Tzz m  , mT 0 ,    (9) 

  )()()( 1212111 TfTfzzzzTf  ,   )()()( 2212122 TfTfzzzzTf  . 

При этом функция   Tzz meT  12)(  есть возрастающая функция переменной T , mT 0 ; воз-

растает от   mzze  12)0(  до 1)(  mT , ее максимальное значение есть 1. 

Так как m , в принципе, может равняться бесконечности, то изучим функции )(1 Tf , )(2 Tf  как 

функции переменной T , 0T . 

Утверждение 1. Для функции   )()()( 1212111 TfTfzzzzTf  , 0T ,  справедливо: 

1)         0)0( 12

2
1

2122
1

211  qq
A

CzCAz
A
Czf ,  21121  zzq , 1qq  ; 

2)     0)(lim)( 1
2
12111 


qqzCAzzTff

T
; 

3) 
          TT qezzzzeq

TF
zzTf 2121

211211213
212

2
1

1 )(
)(

)(  


 , 0T ; 

4) точка )(1 qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(1 Tf :  

 
 qz

zzzqT
211

21121

21
1 ln

1
)(





 , 0211 


q

z
;                                      (10) 

5) 
 
       

  























2
211

212
2

2111
2112

21

2
2111

11 4
))((

z
zzzqzzq

q
zzqTf , 0211 


q

z
, 

где  2112111  zzqq , 
   

 2211

212
2

2111
12 


z

zzzq  – корни уравнения 0))(( 11 qTf . Здесь q, 

)(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 3. Функция )(1 Tf  является положительной функцией ( 0)(1 Tf ) переменной T , 0T . 

Доказательство. Пусть 1qq  , тогда      0),( 211221212
2

111  zzzzzzqqTf ; пусть 

2qq  , тогда    0),( 2112
2

121  zzzqqTf . Точки 1qq  , 2qq   из дальнейшего рассмотрения 

исключаем, так как в этих точках 0)(  q . Рассмотрим далее возможные случаи. 

Случай 1. 0)(  q , 210 qqq  . Знак производной )(1 Tf   функции )(1 Tf  определяется знаком 

функции      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . В данном случае функция )(1 Ty  является 

возрастающей функцией переменной T , 0T ; возрастает от 0),0(1  qTy  до 

  0)( 211211  zzzy , т.е. один раз пересекает ось абсцисс в точке )(1 qT , определенной выражени-
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ем (10). Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный минимум функции )(1 Tf . Можно по-

казать, что 0))(( 11 qTf , тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 210 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 2. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем     0)( 21

2111   TqezTy , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T , т.е. )(1 Tf  – убывающая функция переменной T , 0T ; убывает от 0)0(1 f  до 

0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 21 0 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 3. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 0.T   

Тогда 0)(1  Tf , 0T ; далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 

21 0 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 4. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем  1 1 2 1 1 2( ) const 0y T z z z     , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T ; далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 21 0 qqq  , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Случай 5. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим  ),0(1 qTy    1 2 1 1 2 1 1 2z z z z q      , 

01  qq . Тогда: а)    0),0( 21121211  zzqqTy ; б)   0)0,0( 211211  zzzqTy ; 

в) 0),0( *
11  qqTy ,    21121121

*
1 /  zzzzq , 0*

11  qq . Тогда для 0*
11  qqq  имеем: 

1) 0)(1 Ty , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1 Ty , )(1 qTT  ; 3) 0)(1 Ty , )(1 qTT  , где )(1 qT  определяется выраже-

нием (10). Следовательно, для 0*
11  qqq  имеем: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 

3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный максимум функции 

)(1 Tf , в силу этого 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 0*
11  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Для *
1qq   имеем      01)( 21

211211   TezzzTy , 0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T , т.е. 

)(1 Tf  – убывающая функция переменной T , 0T ; убывает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 

0T . Итак, если 0)(  q , 0*
11  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Для 0*
1  qq  экстремальной точки )(1 qTT   не существует ( 0T ), при этом 0),0(1  qTy , 

следовательно, 0)(1 Ty , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 

0*
1  qq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 6. 0)(  q , 021  qqq . Имеем     TzqezzzzzzTy 2

2112211 )(  , 0T . В данном слу-

чае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от ),0(1 qTy   до 

  0)( 12211  zzzzy . Рассмотрим     qzzzzzzqTy 2112211 ),0(  , 021  qqq . Тогда: 

а)   0),0( 211
2
211  zzqqTy ; б)  )0,0( 21 qqTy  1 2 2 1 0z z z z   ; в) *

1 1( 0, ) 0,y T q q    

   211221
*

1 / zzzzzzq  , 0*
11  qq . Далее ход доказательства аналогичен случаю 5. Итак, если 

0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 7. 0)(  q , 021  qqq . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим  ),0(1 qTy    1 2 1 1 2 1 1 2z z z z q      , 

021  qqq . Тогда: 1)   21211 ),0( zqqTy  1 1 2 0z    ; 2) 1 2( 0, )y T q q    

   1 1 2 2 1 2 1 2z z z z           , здесь 0212 z . Далее возможны варианты: 

а) 0),0( 21  qqTy ; б) 0),0( 21  qqTy ; в) 0),0( 21  qqTy . 
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Вариант а: 0),0( 21  qqTy . В данном варианте функция )(1 Ty  один раз пересекает ось абс-

цисс в точке )(1 qT , определенной выражением (10). Тогда поведение производной )(1 Tf   будет выгля-

деть следующим образом: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Та-

ким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный максимум функции )(1 Tf . Тогда 0)(1 Tf , 

0T , так как 0)0(1 f , 0)(1 f , )()0( 11  ff . Итак, если 0)(  q , 021  qqq , 

0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Вариант б: 0),0( 21  qqTy . Результат идентичен результату варианта а. 

Вариант в: 0),0( 21  qqTy . Результат идентичен результату в случае 5. 

Итак, если 0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя результаты случаев 1–7, получаем: если 0)(  q , 21 qqq  , где  21121  zzq , 

 21212  zzq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Перейдем к рассмотрению случаев, когда 0)(  q . Так как 1qq  , область 1qq   отсекается. 

Случай 8. 0)(  q , qqq  210 . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является возрастающей функцией переменной T , 0T ; возрастает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим   211211 ),0( zzzqTy  1 1 2z q  , 

qqq  210 . Тогда 0),0( 21  qqTy  и: 1) 0)(1 Ty , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1 Ty , )(1 qTT  ; 

3) 0)(1 Ty , )(1 qTT  , где )(1 qT  определяется выражением (10). Следовательно: 1) 1( ) 0;f T   

)(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализу-

ется максимум функции )(1 Tf , при этом 0)0(1 f , 0)(1 f , )()0( 1  ff . Отсюда следует, что 

0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , qqq  210 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 9. 0)(  q , qqq  21 0 . Имеем     0)( 21

2111   TqezTy , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T , т.е. )(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 0T ; возрастает от 0)0(1 f  до 

0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , qqq  21 0 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 10. 0)(  q , qqq  21 0 . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 

0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

qqq  21 0 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 11. 0)(  q , qqq  021 . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 

0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

qqq  021 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 12. 0)(  q , 021  qqq . Имеем  1 1 2 1 1 2( ) const 0y T z z z     , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 021  qqq , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Случай 13. 0)(  q , 021  qqq . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим   211211 ),0( zzzqTy  1 1 2z q  , 

02  qq . Тогда: 1)     2121221121 ),0(  zzzzqqTy ; 2) 1( 0, 0)y T q    

 1 2 1 1 2 0z z z    . 

Подслучай 13.1. 0),0( 21  qqTy . Тогда возможны варианты: а) 0),0(1  qTy , 0*
12  qqq ; 

б) 0),0(1  qTy , 0*
1  qq ; в) 0),0(1  qTy , 0*

1  qq ,  /21121
*

1  zzzq  1 1 2z     . 
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Вариант а: 0),0(1  qTy , 0*
12  qqq . В данном варианте функция )(1 Ty  один раз пересека-

ет ось абсцисс в точке )(1 qT , определенной выражением (10). Тогда поведение производной )(1 Tf   бу-

дет выглядеть следующим образом: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , 

)(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный минимум функции )(1 Tf , 0T . 

Можно показать, что 0))(( 11 qTf , 0*
12  qqq , тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 

0*
12  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Вариант б: 0),0(1  qTy , 0*
1  qq . В данном варианте )(1 Ty  является убывающей функцией 

переменной T , 0T ; убывает от ),0( *
11 qqTy   до   0)( 211211  zzzy . Тогда: 1) 0)(1 Ty , 

0T ; 2) 0)(1 Ty , 0T . Таким образом: 1) 0)(1  Tf , 0T ; 2) 0)(1  Tf , 0T . Отсюда следует, что 

)(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 0T , и неубывающая функция в точке 0T ; )(1 Tf  

возрастает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 0*
1  qq , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Вариант в: 0),0(1  qTy , 0*
1  qq . В данном варианте )(1 Ty  является убывающей функцией 

переменной T , 0T ; убывает от 0),0(1  qTy  до   0)( 211211  zzzy . Тогда 0)(1 Ty , 0T , 

следовательно, 0)(1  Tf , 0T . Отсюда следует, что )(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 

0T ; )(1 Tf  возрастает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 

0*
1  qq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Таким образом, если 0)(  q , 021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Подслучай 13.2. 0),0( 21  qqTy . В данном подслучае функция )(1 Ty  является убывающей 

функцией переменной T , 0T ; убывает от 0),0(1  qTy  до   0)( 211211  zzzy . Тогда 

0)(1 Ty , 0T , и дальнейший ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Подслучай 13.3. 0),0( 21  qqTy . Дальнейший ход доказательства аналогичен подслучаю 13.2.  

Итак, если 0)(  q , 021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя подслучаи 13.1–13.3, получаем: если 0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя случаи 8–13, получаем: если 0)(  q , qqq  21 , где  21121  zzq ,  21212  zzq , 

то 0)(1 Tf , 0T . 

Таким образом, 1) если 0)(  q , 21 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T ; 2) если 0)(  q , 2qq  , то 

1( ) const 0f T   , 0T ; 3) если 0)(  q , qqq  21 , то 0)(1 Tf , 0T , где  21121  zzq , 

 21212  zzq  – любые вещественные числа. Лемма 3 доказана. 

Утверждение 2. Для функции   )()()( 2212122 TfTfzzzzTf  , 0T , справедливо: 

1)        22

2
2

2112
2

212 )0( qq
A

CzCAz
A

Czf  ,  21212  zzq ; при этом )0(2f  может быть: 

а) 0)0(2 f ; б) 0)0(2 f ; в) 0)0(2 f ; 1qq  , 21 qq  ; 

2)    2
2
21222 )(lim)( qqzCAzzTff

T



; при этом )(2 f  может быть: а) 0)(2 f ; б) 0)(2 f ; 

в) 0)(2 f ; 

3) 
          TT qezzzzeq

TF
zzTf 2121

212212213
21

2
21

2 )(
)(

)(  


 , 0T ; 

4) точка )(2 qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(2 Tf :  
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 
 qz

zzzqT
212

21221

21
2 ln

1
)(





 , 0212 


q

z
; 

5) 
 
      

  























2
212

2
2122112

2121
21

2
2122

22 4
))((

z
zzzqzzq

q
zzqTf , 0212 


q

z
,  

где  2121222  zzqq , 
  

 2212

2
2122112

21 


z
zzzq  – корни уравнения 0))(( 22 qTf . Здесь q, 

)(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 4. Функция )(2 Tf  является отрицательной функцией ( 0)(2 Tf ) переменной T , 0T , 

если 0)(  q , 21 qqq  , и положительной функцией ( 0)(2 Tf ) переменной T , 0T , если 0)(  q , 

qqq  21 , где  21121  zzq ,  21212  zzq  – любые вещественные числа. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 3. 
Рассмотрим функцию )()()( 21 TfTfT   как функцию переменной T , 0T . 

Утверждение 3. Для функции )()()( 21 TfTfT  , 0T , справедливо: 

1)       )()()( 21212112 TfTfzzzzzzT  , 0T ; 

2)     0/)0( 2
2112  ACzz , следовательно, )0()0( 21 ff  ; 

3)   0)(lim)( 12 


СzzT
T

, следовательно, )()( 21  ff ; 

4)   2
12 /)()()0( ACqzz  ; 

5)      
      T

T

qezzzzzz
TF

ezzqzzT 21

21

21212121213
2121

12 )(
)()( 






 , 0T ; 

6) точка )(* qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(T :  

 
 qzz

zzzzqT
2121

212121

21

* ln
1

)(




 , 02121 


q

zz
;  

7)    
  











q

zzqCzzqT
21

2
2121

12
*

4
)())(( , 02121 


q

zz
. 

Здесь q , )(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 5. Функция )(T  является положительной функцией ( 0)(  T ) переменной T , 0T , 

т.е. )()( 21 TfTf  , 0T . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 3. 
Леммы 1–5 позволяют сформулировать следующую теорему. 

Теорема 1. Производная )( mTp   есть положительная функция ( 0)(  mTp ) переменной T , 

mT 0 ,  m0 , при любых значениях параметров 021  , 10  p , 0 , 0 , 10  . 

Доказательство. Доказательство осуществляется последовательным применением лемм 1–5: 

1. Если 0)(  q , 21 qqq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда имеем 0)(/)( 21 TfTf , 

0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет, т.е. функция 

)( mTp   не достигает нуля для mT 0 . Так как 0)(0   mTp , 0)(   mT m
p , то 0)(  mTp , mT 0 . 

2. Если 0)(  q , 1qq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда имеем 0)(/)( 21 TfTf , 

0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет. Тогда 0)(  mTp , 

mT 0 . 

3. Если 0)(  q , 1qq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда в уравнении (9) имеет место 

деление на ноль. Преобразуем (9) к виду 
   )(/)( 12

12 TfTfe Tzz m  , mT 0 .     (11) 
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Тогда имеем 0)(/)( 12 TfTf , 0T , в том числе и для mT 0 . Следовательно, уравнение (11) реше-

ния не имеет, уравнение (9) также не имеет решения. Тогда 0)(  mTp , mT 0 . 

4. Если 0)(  q , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf ,  )()( 21 TfTf  , 0T . Тогда имеем 

1)(/)( 21 TfTf , 0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет. 

Тогда 0)(  mTp , mT 0 . Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Плотность вероятности )( mTp   есть возрастающая функция переменной T , 

mT 0 ,  m0 , при любых значениях параметров 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   и 

достигает своего максимального значения в точке mT  ,  m0 . 

Доказательство вытекает из результата теоремы 1. 

Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что функции )( )( j
Tp  , kj ,2 , являются возрастающими 

функциями переменной T , )(0 jT  ,  )(0 j , kj ,2 , при любых значениях параметров 

021  , 10  p , 0 , 0 , 10  . 

Следствие 2. Из теоремы 2 вытекает, что функция правдоподобия ),...,|( )()1( kTL   достигает сво-

его глобального максимума в точке mT ˆ , т.е. решением оптимизационной задачи (2) является оценка 

длительности мертвого времени mT ˆ . 

 
Заключение 

 
Полученный результат делает возможным решение задачи оценивания длительности мертвого 

времени без привлечения численных методов: в процессе наблюдения за потоком событий (в течение 

временного интервала  t,0 ) вычисляются величины k , nk ,1 , после чего находится k minmin             

( nk ,1 ), и полагается min
ˆ T . Подчеркнем, что по определению оценка максимального правдоподо-

бия длительности мертвого времени при конечных t  будет всегда смещенная ( Tmin ); ее несмещен-

ность реализуется только в асимптотическом случае при t . 
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In this paper we consider the modulated semi-synchronous generalized flow of events, which is one of the mathematical models for 
incoming streams of events in computer communication networks and which is related to the class of doubly stochastic Poisson process-
es (DSPPs). The flow intensity process is a piecewise constant stationary random process )(t  with two states 1, 2 (first, second corre-

spondingly). In the first state 1)(  t  and in the second state 2( )t    ( 1 2 0    ). During the time interval of a random dura-

tion when the process )(t  is in state i  ( it  )( ), a Poisson flow of events with intensity i , 2,1i , arrives. The transition of 

the process )(t  from the first state to the second state is possible at any moment of a Poisson event occurrence in state 1 of the process 

)(t , herewith the process )(t  can change its state to the second one with probability p  )10(  p  or continue to stay in state 1 

with complementary probability p1 . The transition of the process )(t  from state 1 to state 2 is also possible at any moment that 

does not coincide with the moment of a Poisson event occurrence, herewith the duration of the process )(t  staying in the first state is 

distributed according to the exponential law with parameter  : ( ) 1F e   , 0 . Then the duration of the process )(t  staying 
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in the first state is distributed according to the exponential law with distribution function  1

1( ) 1 pF e      , 0  . The transition of 

the process )(t  from the second state to the first state at the moment of a Poisson event occurrence in state 2 is impossible and can be 

done only at a random time moment. In this case the duration of the process )(t  staying in state 2 is distributed according to the expo-

nential law with parameter  : 2 ( ) 1F e   , 0  . At the moment when the state changes from the second to the first one, an 

additional event is assumed to be initiated with probability δ )10(  .  

The registration of the flow events is considered in conditions of a constant (unextendable) dead time. The dead time period of a 
constant duration T  begins after every registered at the moment kt , 1k , event. During this period no other events are observed. 

When the dead time period is over, the first coming event causes the next interval of a dead time of duration T  and so on.  

This paper contains analytical results that are devoted to finding the maximum likelihood estimate T̂  of the dead time period dura-
tion on monitoring the time moments of the events occurrence. We assume that the flow parameters 1 2 0    , 0 1p  , 0  , 

0 , 10   are known and the duration of the dead time period T  is not known. According to the maximum-likelihood tech-

nique the likelihood function (1) ( )( | ,..., )kL T    is maximized and the following task of optimization is solved:  

(1) ( ) ( )
min min

1

( | ,..., ) ( ) max, 0 , 0,
k

k j
T Tj

L T p T


           

where )( )( j
Tp   is the one-dimensional probability density function of the interval length between two consecutive flow events. Final-

ly, we obtain that the likelihood function ),...,|( )()1( kTL   reaches its global maximum at the point min
ˆ T , where k minmin    

( nk ,1 ); kkk tt  1 , 0k , 1,k n  – the sequence of the values of the intervals lengths between consecutive flow events 

measured during the interval of observation  t,0 , i.e. the solution of optimization problem is the estimate of the dead time period dura-

tion: min
ˆ T . 
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ОЦЕНИВАНИЕ КОЛЛЕКТИВНОЙ РЕНТЫ СТАТУСА СОВМЕСТНОЙ ЖИЗНИ 
 

Находится современная стоимость непрерывной временной пожизненной ренты для статуса совместной жизни. 
Для стандартных актуарных моделей выводятся аналитические формулы функционалов рент. Строятся пара-
метрические оценки соответствующих рент. 
Ключевые слова: коллективное страхование жизни; рента статуса совместной жизни; параметрические оценки. 

 

Рассмотрим случай коллективного страхования жизни, для которого полезной абстракцией яв-

ляется понятие статуса [1–5]. Пусть m индивидуумов с возрастами 1( ,..., )mx x  желают заключить стра-

ховой договор. В соответствии с обозначениями актуарной математики [1–3] пусть случайная вели-
чина X  – продолжительность жизни, ( )k kT x X x   – остаточное время жизни k-го индивидуума. 

Совокупности m чисел 1( ),..., ( )mT x T x  поставим  в соответствие статус U со своей продолжительно-

стью жизни ( )T U .  
Двумя самыми распространенными статусами являются статус совместной жизни и статус выжи-

вания последнего. Статус выживания последнего обозначается 1: :... : mU x x  и считается разрушенным, 

если все представители коллектива умерли, т.е.  

 1( ) max ( ),..., ( ) .mT U T x T x  

Статус совместной жизни обозначается 1: : ...: mU x x  и считается разрушенным, если наступила смерть 

хотя бы одного из индивидуумов, т.е. 

 1( ) min ( ),..., ( ) .mT U T x T x  

Именно для этого статуса определим современную стоимость непрерывной временной пожизнен-
ной ренты. Понятно, что 

      1 1( ) min ( ),..., ( ) ( ) ,..., ( ) ,m mP T U t P T x T x t P T x t T x t       

и в предложении независимости смертей  
1

( )
i

m

t x
i

P T U t p


  , где  t xp P X x t    – одно из обще-

принятых обозначений актуарной математики.  
По аналогии со случаем индивидуального страхования [6–8] определим ренту через нетто-

премию:  

 
1 1:...: :...:

1
1 ,

m mx x x xa A 


                                                                (1) 

где   – процентная ставка, 
1:...: mx xA  – нетто-премия статуса совместной жизни, определяемая формулой 

1 1:...: :...:
0

( ) ,
m m

t
x x x xA e f t dt


                                                                 (2) 

в которой плотность распределения статуса совместной жизни 

 
1

1
:...: 1

1

( )( )
( ) {min( ( ),..., ( )) }

( ) ( )m

m
x x m

m

S x tS x td df t P T x T x t
dt dt S x S x

 
      

 
  

1 1

1 11 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m m
i m i m

i m i mi i

S x t S x t f x t S x tS x t S x td
S x dt S x S x S x S x S x 

     
    

 
      
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1

1

( ) ( ) ( ).
i m

m

x x x
i

S t f t S t


    

Здесь 
( )

( )
( )x

S x tS t
S x


  и ( )xf t – соответственно функция выживания и плотность распределения случай-

ной величины Т(x). 
 

1. Рента статуса совместной жизни двух индивидуумов для модели де Муавра 
 

Для простоты рассмотрим статус совместной жизни двух индивидуумов 1 2: :U x x , для которого   

 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 11 2 : : :

0

1
( ) min ( ), ( ) ,  1 ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t

x x x x x x x x x xT U T x T x a e f t dt f t f t S t f t S t


 
        

  

Отсюда имеем 

1 2 1 2 2 1:
0

1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) .t

x x x x x xa e f t S t f t S t dt


 
        

                                              (3) 

Найдем ренту статуса совместной жизни для модели де Муавра, которая ввиду простоты часто 
используется в качестве учебного примера. Введем обозначение ( , ) {1, ( , );0, ( , )}.tI a b t a b t a b    Тогда  

( ) ( , ) (0, ) / ,x xS x I xI       ( ) ( ) (0, ) / ,x
df x S x I
dx

      )(tf x
(0, )

,tI x
x




   – предельный 

возраст, а нетто-премия совместного статуса  

1 2

1 2
: 2

1 20

(0, ) (0, )
( , ) ( , )t t t

x x t
I x tI xA e I x

x x


    

           


2 1
1

2 1

(0, ) (0, )
( , )t t

t
I x tI xI x dt

x x
   

        
 

  
  

1 21 2

1 1 20

0,min ,(0,min( , )) tt t tI x xI x xe
x x x


    

     
  

  
  

1 21 2

2 1 2

0,min ,(0,min( , )) tt tI x xI x x dt
x x x

   
  

   
                           (4) 

   1 2 1 2min , min ,

1 20 0

1 1
x x x x

t te dt e dt
x x

   
   

    

  

 1 2min ,

1 20

2
x x

t te dt
x x

 
 

 
 

 
 

 
1 2 1 2min , min ,

1 2

1 1x x x xe e
x x

      
 

   
 

   

  

  
  

1 2
1 2

min ,min ,
1 2

2
1 2 1 2

2 12min ,
.

x xx x ex x e
x x x x

      
 

     
 

 
Рента совместного статуса согласно (3) и (4) равна 

 

 
 

 
1 2 1 2

1 2

min , min ,

:
1 2

1 1 1
( , ) 1

x x x x

x x
e ea

x x

       
         

  

   

  

  
  

1 2
1 2

min ,min ,
1 2

2
1 2 1 2

2 12min ,
.

x xx x ex x e
x x x x

               


                             (5) 
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Соотношение (5) позволяет вычислять ренту совместной жизни для различных комбинаций воз-
растов индивидуумов. При =120 и  =0,1 (10%) полученные результаты сведем в табл. 1. 
 

Т а б л и ц а  1 
Рента статуса совместной жизни для модели де Муавра 

 
Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

10 8,35 8,27 8,18 8,07 7,92 7,73 7,46 7,07 6,45 
20 8,27 8,2 8,11 8 7,86 7,67 7,4 7,02 6,42 
30 8,18 8,11 8,02 7,9 7,78 7,59 7,34 6,96 6,37 
40 8,07 8 7,9 7,81 7,68 7,5 7,25 6,89 6,31 
50 7,92 7,86 7,78 7,68 7,55 7,38 7,14 6,79 6,24 
60 7,73 7,67 7,59 7,5 7,38 7,22 7 6,67 6,14 
70 7,46 7,4 7,34 7,25 7,14 7 6,79 6,49 6 
80 7,07 7,02 6,96 6,89 6,79 6,67 6,49 6,23 5,79 
90 6,45 6,42 6,37 6,31 6,24 6,14 6 5,88 5,44 

 

Например, в рамках нашей модели современная стоимость полной непрерывной пожизненной 

ренты для двух индивидуумов возрастов 1 2x x  = 40 лет при  =0,1 и ежемесячной выплате в размере 

1000 руб. каждому равна 12 000 7,81 93 720   руб. Следовательно, каждый из них должен  внести  

46 860 руб. в страховую компанию.  
Сравним коллективную ренту с индивидуальной рентой, которая для модели де Муавра вычисля-

ется по формуле [7]: 
( x)

2

( ) 1
( , ) .

( )
x

x ea
x

    
  

 
 

 
Т а б л и ц а  2 

Индивидуальная рента для модели де Муавра 
 

Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
(120, 0,1)xa  9,09 9 8,89 8,75 8,57 8,34 8,01 7,55 6,83 

 

Согласно табл. 2 современная стоимость полной непрерывной пожизненной индивидуальной ренты 
для 40x   лет при   = 0,1 и ежемесячной выплате в размере 1000 руб. равна 12 000 8,66 103920   руб. 

Таким образом, рента статуса совместной жизни для некоторых категорий индивидуумов может 
оказаться более выгодной, чем индивидуальная рента.  

Если параметр   модели неизвестен, то для случайной выборки продолжительностей жизней 
пар индивидуумов      1 1 2 2, , , ,..., ,n nX Y X Y X Y  объема n  функция правдоподобия 

  2
1

1
, (0 ) (0 ),

n

i in
i

L X I X I Y


       


  и, следовательно, асимптотически несмещенная оценка 

максимального правдоподобия для   равна  1 2 1 2ˆ max , ,..., , , ..., .n nX X X Y Y Y  В качестве оценки рен-

ты естественно взять 1 2

1 2

:
:

ˆ1 ( )
ˆ( , ) .

x x
x x

A
a

 
  


 

 

2. Модели Гомпертца и Мейкхама 
 

Эти модели наиболее адекватно описывают реальное распределение продолжительности жизни 
человека. Для модели Гомпертца 

   
 

    
 

exp 1

exp 1

x t

x
ax

BB x t ef x t
f t

BS x e

          
    

    exp x t xBB x t e e        
, 
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   
 

  
 

       
exp 1

exp , 1 exp ,
exp 1

x t

x t x tx x
x x

x

B eS x t B BS t e e F t e e
BS x e

 

    



                             

 

где S(x) – функция выживания,  f(x) – кривая смертей и 0.B    В этой модели величина xBe  учиты-
вает влияние возраста на смертность.  

Нетто-премия статуса 1 2:x x   

      1 1

1 2: 1
0

, , exp x t xt
x x

BA B e B x t e e


               
  

       2 22 2
2exp expx t x tx xB Be e B x t e e                      

 

    1 1
1

0

exp expx t x tB Be e dt e B x t


                    
  

        1 2 1 2
21 exp 1x x x xt tBe e e x t e e e dt               

 

      1 2 1 2

0

exp 1x x x x tBB e e t e e e dt


                

и, соответственно, рента 

        1 2 1 2

1 2:
0

1
, , 1 exp 1 .x x x x t

x x
Ba B B e e t e e e dt


                      

                (6) 

Вычисление интеграла в (6) проводится приближенно методом трапеций (с точностью до 4-го зна-

ка) при В = 0,00005, 0,0410e  . Именно эти значения используются при распределении продолжитель-
ности жизни в иллюстративной таблице [1]. Результаты расчета ренты сведем в табл. 3. 

 
Т а б л и ц а  3 

Рента статуса совместной жизни для модели Гомпертца 
 

Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
10 9,88 9,81 9,66 9,35 8,77 7,78 6,33 4,55 2,81 
20 9,81 9,75 9,61 9,31 8,74 7,76 6,32 4,55 2,81 
30 9,66 9,61 9,48 9,2 8,66 7,71 6,29 4,54 2,81 
40 9,35 9,31 9,2 8,97 8,48 7,59 6,23 4,51 2,8 
50 8,77 8,74 8,66 8,48 8,08 7,32 6,07 4,43 2,77 
60 7,78 7,76 7,71 7,59 7,32 6,74 5,71 4,26 2,71 
70 6,33 6,32 6,29 6,23 6,07 5,71 5,01 3,9 2,57 
80 4,55 4,55 4,54 4,51 4,33 4,26 3,9 3,22 2,27 
90 2,81 2,81 2,81 2,8 2,77 2,71 2,57 2,27 1,77 

 

Итак, современная стоимость ренты в условиях двух предыдущих моделей равна 
12 000 8,97 107 640   руб. 

Приведем таблицу для индивидуальной ренты, вычисляемой по формуле [7]: 
( ) ( )

0

1
( , , ) 1 exp exp ( ) .

x t x t

x
e ea B B x B t B dt

       
                    

  

 
Т а б л и ц а  4 

Индивидуальная рента для модели Гомпертца 
 

Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
(0,1)xa  9,94 9,86 9,7 9,38 8,79 7,79 6,34 4,56 2,82 
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Согласно табл. 4 индивидуальная рента равна 12 000 9,38 112 560   руб. 

Если параметры B и   в модели Гомпертца неизвестны, то они находятся из решения системы 
уравнений, составленной согласно методу моментов: 

 

 
10

2 2

10

1
exp (exp[ ] 1) ,

2

1
2 exp (exp[ ] 1) .

2

n

i i
i

n

i i
i

B x dx X Y
n

Bx x dx X Y
n









         

         




 

Для модели Мейкхама 

   
 

( ) ( )exp ( ) 1
( )

exp 1

x t x t

x
x

BA Be A x t e
f t

BAx e

   



        
     

 

   ( ) ( )expx t x t xBA Be At e e           
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 
 

 
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exp ( ) 1
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exp 1

x t

x t x
x

x

BA x t e
BS t At e e

BAx e

 

  



                    

, 

 ( )( ) 1 exp x t x
x

BF t At e e         
 

нетто премия  

   1 1 1
1 2

( ) ( )
:

0

( , , , ) expx t x t xt
x x

BА A B e A Be At e e


                   

   2 2 2( ) ( )exp x t x x tBAt e e A Be             
 

   2 2 1 1( ) ( )exp expx t x x t xB BAt e e At e e dt                        
 

     1 2 1 2

0

exp (2 ) 1 2 ,x x x xt tBA t e e e A Be e e dt


                 

рента 

     1 2 1 2
1 2:

0

1
( , , , ) 1 exp (2 ) 1 2 .x x x xt t

x x
Ba A B A t e e e A Be e e dt


                       

         (7) 

Отметим, что для модели Мейкхама параметр А учитывает риски жизни, связанные с несчастными случаями. 
Вычисление интеграла в (7) проводится приближенно методом трапеций. При значениях пара-

метров А = 0,0007, В = 0,00005, 0,0410e   получаем результаты, представленные в табл. 5.  
Приведем таблицу для индивидуальной ренты, вычисляемой по формуле [7]: 

 
( )

( )

0

1
( ) 1 exp exp ( ) .

ax a x t
a x t

x
e ea B a t B A Be dt
a a

 
    

                 


 
Согласно табл. 5, 6 современные стоимости рент в условиях предыдущих моделей соответственно 

равны 12 000 8,87 106 440  руб. и 12 000 9,32 111840   руб. 

При сравнении табл. 4 и 6 видно, что модель Мейкхама по сравнению  с моделью Гомпертца более 
адекватно характеризует процесс смертности индивидуумов: для детских возрастов преобладающую роль 
в интенсивности смертности играют несчастные случаи, а с увеличением возраста их роль ослабевает. 
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Т а б л и ц а  5 
Рента статуса совместной жизни для модели Мейкхама 

 

Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
10 9,75 9,68 9,54 9,24 8,67 7,71 6,28 4,53 2,81 
20 9,68 9,62 9,48 9,2 8,64 7,69 6,27 4,52 2,8 
30 9,54 9,48 9,36 9,09 8,57 7,64 6,25 4,51 2,8 
40 9,24 9,2 9,09 8,87 8,39 7,52 6,18 4,48 2,79 
50 8,17 8,64 8,57 8,39 8 7,25 6,02 4,41 2,76 
60 7,71 7,69 7,64 7,52 7,25 6,68 5,67 4,24 2,7 
70 6,28 6,27 6,25 6,18 6,02 5,67 4,98 3,88 2,56 
80 4,53 4,52 4,51 4,48 4,41 4,24 3,88 3,21 2,27 
90 2,81 2,8 2,8 2,76 2,76 2,7 2,54 2,27 1,76 

 

Т а б л и ц а  6 
Индивидуальная рента для модели Мейкхама 

 

Возраст, х 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
(0,1)xa  9,87 9,79 9,64 9,32 8,74 7,76 6,31 4,54 2,81 

 

Если параметры А, В и   в модели Мейкхама неизвестны, то они находятся из решения системы 
уравнений, составленной согласно методу моментов: 
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
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





 

 

Заключение 
 

В результате исследований выяснено, что величины рент в коллективном страховании сложнее зави-
сят от распределений продолжительностей жизней индивидуумов коллектива. Следует отметить симмет-

ричность таблиц относительно главной диагонали  1 2 2 1: :x x x xa a , причем 
1 2 1 1: :x x x xa a , если 1 2x x . 
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Consider the case of collective life insurance for which a useful abstraction is a status. Let m individuals of ages 1,..., mx x  conclude 

an insurance contract. In accordance with the notation of actuarial mathematics, let the random variable X  be lifetime, 

( )k kT x X x   be residual lifetime of the k-th individual. We put in line to the set of m numbers 1( ),..., ( )mT x T x  the status U, which 

has its own lifetime ( )T U .  

The joint-life status is denoted 1: : ... : mU x x  and is considered to be destroyed if at least one of the individuals has died, i.e. 

 1( ) min ( ),..., ( ) .mT U T x T x  

It is clear that 

      
11 1( ) min ( ),..., ( ) ( ) ,..., ( ) ( ) ( ),

mm m x xP T U t P T x T x t P T x t T x t S t S t         

where 
( )

( )
( )x

S x tS t
S x


  is the survival function of the random variable T(x). It is for this status, we define the present value of continu-

ous time life annuity. 
By analogy with the case of individual insurance, the annuity is expressed in terms of the net premium:  

 
1 1:...: :...:

1
1 ,

m mx x x xa A 


 

where   is the rate of interest, the net premium 
1:...: mx xA  is expressed by the formula 

1 1:...: :...:
0

( ) ,
m m

t
x x x xA e f t dt


   

in which the distribution density of the joint-life status is defined as 

1 1:...:
1

( ) ( ) ( ) ( ).
m i m

m

x x x x x
i

f t S t f t S t


     

Here ( )xf t  is the distribution density of the random variable T(x). 

The paper deals with the problem of finding numerical values for functionals of annuities for the join-life status of two persons for a 
number of parameterized distributions of actuarial mathematics. Also, the corresponding estimates of annuities for the join-life status of 
two persons are found.  
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ВЕРОЯТНОСТЬ РАЗОРЕНИЯ СТРАХОВОЙ КОМПАНИИ  
ПРИ ГИПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ СТРАХОВЫХ ПРЕМИЙ  

И СТРАХОВЫХ ВЫПЛАТ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЕЙ СТРАХОВАНИЯ 
 

Находятся вероятности разорения страховой компании и среднее условное время до разорения для модели Краме-
ра–Лундберга со стохастическими премиями, модели Крамера–Лундберга с ММР-потоком страховых выплат при 
гиперэкспоненциальных распределениях страховых премий и страховых выплат. 
Ключевые слова: вероятность разорения; среднее условное время до разорения; модель Крамера–Лундберга; 
модель Крамера–Лундберга со стохастическими премиями; гиперэкспоненциальное распределение. 
 
Стандартной задачей актуарной математики является задача вычисления вероятности разорения 

страховой компании, т.е. вероятности ситуации, когда страховая компания не может исполнять свои 
финансовые обязательства ввиду отсутствия денежных средств при различных предположениях о пото-
ках, поступающих в компанию страховых премий и страховых выплат, производимых страховой ком-
панией [1–3]. Сложность состоит, как правило, в нахождении явных решений соответствующих систем 
интегро-дифференциальных уравнений. Поэтому представляет интерес определение явного вида для 
вероятности разорения для какого-то достаточно широкого класса распределений страховых премий и 
страховых выплат. В настоящей работе находятся вероятности разорения и среднее условное время до 
разорения для некоторых стандартных моделей деятельности страховой компании в предположении, 
что страховые премии и страховые выплаты имеют гиперэкспоненциальное распределение. Аналогич-
ная идея используется, например, в задачах управления запасами, где считается, что объемы потребля-
емых ресурсов имеют гиперэкспоненциальное распределение [4].  

 
1. Модель Крамера–Лундберга 

 
Простейшей моделью деятельности страховой компании является модель Крамера–Лундберга, 

которая строится при следующих предположениях [1–3]: процесс поступления страховых премий в 
компанию считается детерминированным, за время t  приращение капитала компании равно Ct , где 
C  – количество средств, поступивших в компанию за единицу времени; страховые выплаты – незави-
симые, одинаково распределенные случайные величины с плотностью распределения ( )x  и средним 

значением a ; моменты наступления страховых выплат образуют пуассоновский поток интенсивно-
сти  . Поток страховых выплат не зависит от поступления страховых премий. Пусть в момент времени 

t  капитал компании равен ( )S t . Определим  min : ( ) 0T t S t   и T   , если ( ) 0S t t  . Случайная 

величина T  – момент разорения. Тогда вероятность предельного разорения страховой компании при 
условии, что ее капитал в начальный момент равен S:  

 ( ) Pr .P S T                                                                        (1) 

Как показано, например, в [1–3], вероятность разорения ( )P S  удовлетворяет интегро-

дифференциальному уравнению 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

S

CP S P S P S x x dx x dx


                                                       (2) 

с очевидным граничным условием ( ) 0P   . Для существования решения необходимо выполнение 

условия 
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(1 )C a    ,                                                                         (3) 

где 0   – нагрузка страховой премии. В принципе, для нахождения решения уравнения (2) можно 
применить преобразование Лапласа. Сложность состоит в нахождении обратного преобразования. 

Будем теперь предполагать, что страховые выплаты имеют гиперэкспоненциальное распределе-
ние n -го порядка 

1

( ) k
n

S
k k

k
S A e



                                                                     (4) 

с параметрами 0, 0k kA   , причем 

1

1
n

k
k

A


 .                                                                           (5) 

Среднее значение величины страховой выплаты в этом случае будет равно 

1

.
n

k

k k

Aa



                                                                            (6) 

Распределение (4) в нашей задаче можно интерпретировать следующим образом. Имеется всего n  раз-

личных типов страхования. При наступлении страхового случая страховая выплата с вероятностью kA  

соответствует k-му типу страхового договора и имеет плотность распределения .k
ke В силу линейной 

независимости функций ke распределение (4) можно использовать при подходящем выборе парамет-
ров для аппроксимации произвольного монотонного распределения ( )S . При 2n   уравнение (2) с 

плотностью распределения (4) решалось в работе [1]. 
Учитывая граничное условие ( ) 0P   , уравнение (2) можно переписать в виде 

0

( ) ( ) ( ) ( ) .
S

x S x

CP S P S x y dydx y dydx
  

                                                    (7) 

Решение уравнения (7) будем искать в виде 

1

( ) ,j
n

S
j

j
P S P e



                                                                    (8) 

где параметры 0,j jP   подлежат определению. Подставляя выражение (8) в уравнение (7) и прирав-

нивая коэффициенты при линейно независимых функциях k Se  и jSe , получим, что выражение (8) 
есть решение уравнения (7), если выполняются следующие условия: 

1

0,
n

k

k k j

AC


  
                                                                    (9) 

1

1 1
.

n

j
j k j k

P



                                                                  (10) 

Таким образом, величины j  должны быть положительными корнями алгебраического уравнения 

1

( ) 0.
n

k

k k

Af z C
z

   
                                                           (11) 

Покажем, что уравнение (11) имеет ровно n  различных положительных корней. Будем считать, что 

1 2 ... .n       Имеем, во-первых, (0) 0.f C a a       Во-вторых, 
2

1

(0) 0.
n

k

k k

Af


   
  Таким об-

разом, в окрестности точки 0z   функция ( )f z  монотонно убывает. При 1 0z    функция 

( )f z  . Следовательно, на отрезке 1(0, )  уравнение (11) имеет корень 1.  Далее, при 1 0z  

( )f z  , при 2 0z    ( )f z  . На отрезке 1 2( , )   функция ( )f z  непрерывна. Следователь-

но, на отрезке 1 2( , )   уравнение (11) имеет корень 2 . Перебирая остальные отрезки 1( , )i i  , убеж-

даемся, что уравнение (11) имеет ровно n  различных положительных корней.  
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Коэффициенты jP  должны являться решением системы уравнений (11). Определитель матрицы 

системы 1( )k j
      есть определитель Коши  5 , равный 

1

1 1

( )( )
1

det
( )

k j j k
k j n

n n
k j

k j
k j

  

 

     
 

   
       




.                                                  (12) 

Поэтому система уравнений (10) имеет, причем единственное, решение. Покажем, что решение системы 

(10) положительно. Пусть система решается по формулам Крамера  5 . Тогда 

, 1, ,m
mP m n
 


 

где определитель m  получается из определителя   заменой его m-го столбца на столбец из свободных 

членов уравнений (10). Рассмотрим вначале определитель   (12). Так как при 

0, 0k j j kk j        , то в числителе выражения (12) стоит произведение из 
( 1)

2

n n 
 отрица-

тельных сомножителей. Так как j k    при j k , то в знаменателе выражения (12) стоит произведе-

ние из 
( 1)

2

n n 
 отрицательных сомножителей. Поэтому 0.   Определитель m  вычисляется по фор-

муле (12) при 0m  . Поэтому как в числителе, так и в знаменателе  выражения (12) добавится 1m  

отрицательный сомножитель и, следовательно, 0m  . 

Второй характеристикой, позволяющей анализировать перспективы страховой компании, являет-
ся среднее время до разорения ( )t S   при условии, что разорение произошло и начальный капитал ком-

пании равен S . Как показано в  3 , среднее условное время ( )t S определяется соотношением   

( )
( ) ,

( )

T St S
P S

                                                                        (13) 

где функция  ( )T S  удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

CT S T S T S x x dx P S                                                  (14) 

с граничным условием ( ) 0T   . Учитывая граничное условие, уравнение (14) можно переписать в виде 

0

( ) ( ) ( ) ( ) .
S

x S

CT S T S x y dydx P y dy
 

                                                  (15) 

В нашем случае функции ( )S  и ( )P S  определяются соотношениями (4) и (8) соответственно, поэто-

му решение уравнения (15) будем искать в виде 

1

( ) ( ) .j
n

S
j j

j
T S U V S e



                                                            (16) 

Подставляя выражения (4), (8) и (16) в уравнение (15) и приравнивая коэффициенты при k Se , jSe  и
jSSe и учитывая (9), получим, что коэффициенты jU  и jV должны удовлетворять соотношениям 

2
1 ( )

j
j n

k
j

k k j

P
V

A





  
,                                                               (17) 

2
1 1

1 1
.

( )

n n

j j
j jk j k j

U V
 


                                                            (18) 
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2. Модель Крамера–Лундберга со стохастическими премиями 
 

Второй достаточно хорошо известной моделью страхования является модель Крамера–Лундберга 
со стохастическими премиями [6, 7]. В этом случае предполагается, что поток страховых премий, по-
ступающих в компанию, является пуассоновским с интенсивностью  , премии – независимые, одина-
ково распределенные случайные величины с плотностью распределения ( )x  и средним значением a . 

Страховые выплаты также образуют пуассоновский поток с интенсивностью  , выплаты – независи-

мые, одинаково распределенные случайные величины с плотностью распределения ( )x  и средним 

значением b . Поток страховых выплат не зависит от потока страховых премий. Как показано в [6, 7], в 
этом случае вероятность разорения (1) определяется уравнением 

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

S

P S P S x x dx P S x x dx x dx



                                     (19) 

с граничным условием ( ) 0P   . Для существования решения уравнения необходимо выполнение условия 

(1 ) ,a b                                                                           (20) 

где 0   – нагрузка страховой премии.  
Получим решение уравнения (19) в предположении, что распределения страховых премий и вы-

плат являются гиперэкспоненциальными: 

1 1

( ) , ( ) .k k
m n

S S
k k k k

k k
S A e S B e 

 

                                                 (21) 

Решение уравнения (19) будем искать в виде  

1

( ) .j
n

S
j

j
P S P e



                                                                   (22) 

Подставляя выражения (22) и (21) в уравнение (19) и приравнивая коэффициенты при линейно незави-

симых функциях k Se  и jSe , получим, что выражение (22) есть решение уравнения (19), если выпол-
няются условия 

1 1

0,
m n

k k k k

k kk j k j

A B
 

 
    

                                                         (23) 
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n

j
j k j k

P



                                                                     (24) 

Таким образом, величины j  должны быть положительными корнями алгебраического уравнения 

1 1

( ) 0
m n

k k k k

k kk k

A Bf z
z z 

 
       

     .                                           (25) 

Покажем, что уравнение (25) имеет ровно n  различных положительных и m –1 различных отрицатель-

ных корней. Имеем, во-первых, что (0) 0f  , во-вторых, (0) 0.f a b      Значит, в окрестности 

точки 0 ( ) ( ) ( )z f z a b z o z      . Функция ( )f z  непрерывна на  10,  и при 

1 0 ( )z f z   . Поэтому на отрезке  10,  уравнение (25) имеет корень 1 . Далее, функция 

( )f z  непрерывна на  1 2,  . При 1 0 ( )z f z   , при 2 0 ( )z f z   . Поэтому на от-

резке  1 2,  уравнение (25) имеет корень 2 . Аналогично устанавливается наличие остальных 2n  

положительных и m –1 различных отрицательных корней уравнения. Так как уравнение (24) по форме 
совпадает с уравнением (10), то решение уравнения (24) положительно. 

Среднее условное время до разорения ( )t S  для данной модели определится соотношением (13), 

где теперь функция ( )T S  является решением уравнения [6]: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S

S

T S T x x S dx T x S x dx P S


                                        (26) 
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с граничным условием ( ) 0T   . Решение уравнения (26) будем опять искать в виде  
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( ) ( ) ,j
n

S
j j

j
T S U V S e



                                                         (27) 

где показатели степеней j  удовлетворяют соотношениям (23). Подставляя соотношения (27), (21) и 

(22) в уравнение (26), получим систему соотношений на коэффициенты jU  и jV   
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k kk j k j

P
V

A B
 


 

  
      

,                                               (28) 
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
                                                           (29) 

Аналогично вышеизложенному могут быть найдены вероятность разорения и среднее условное время 
до разорения для модели Крамера–Лундберга со стохастическими премиями и постоянными не страхо-
выми расходами [8]. 

 

3. Модель Крамера–Лундберга c ММР потоком страховых выплат 
 

Одним из возможных обобщений модели Крамера–Лундберга является допущение того, что ин-
тенсивность потока страховых выплат или скорость поступления страховых премий могут скачкообраз-
но изменяться в случайные моменты времени. Такие модели были рассмотрены, например, в работах 
[9–12]. В настоящей работе будем считать, что интенсивность потока страховых выплат ( )t  является 

однородной цепью Маркова с непрерывным временем и двумя состояниями 1  и 2 . Переход из состо-

яния в состояние задается матрицей инфинитезимальных характеристик 

1 1

2 2

  
     

,                                                                   (30) 

где 1 2, 0   . Тогда финальные вероятности состояний 1  и 2 равны соответственно  

2 1
1 2

1 2 1 2

,
 

   
   

                                                          (31) 

и средняя интенсивность потока страховых выплат в стационарном режиме 

0 1 1 2 2       .                                                                (32) 

Страховые выплаты – независимые одинаково распределенные случайные величины с плотностью рас-
пределения ( )x  и средним значением a . Наконец, будем считать, что страховые премии поступают 

непрерывно во времени с постоянной скоростью C . Для нормального функционирования страховой 
компании необходимо выполнение условия [11]: 

0(1 ) ,C a                                                                         (33) 

где 0  . При 0   компания разоряется. 
Обозначим, как и ранее, через Т момент разорения страховой компании, и пусть 

 ( ) Pr S(0) , (0) , 1,2i iP S T S i                                             (34) 

есть вероятности разорения страховой компании при условии, что в начальный момент ее капитал равен 

S  и значение интенсивности потока выплат равно i . Как показано в  11 , вероятности ( )iP S  удовле-

творяют системе уравнений  
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с граничными условиями ( ) 0iP   . 
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Пусть страховые выплаты имеют гиперэкспоненциальное распределение n -го порядка (8). Решения си-
стемы уравнений (35) будем искать в виде  
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                                                               (36) 

Подставляя соотношения (36) и (8) в уравнения (35) и приравнивая коэффициенты  при линейно незави-

симых функциях k Se  и k Se , получим систему соотношений 
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При фиксированных k  относительно коэффициентов 1kP  и 2kP  имеем систему из 6n  уравнений 

с 4n  неизвестными. Для совместности системы необходимо, чтобы ранг получившейся системы урав-
нений был равен 4n [5]. Для этого необходимо, чтобы коэффициенты соответствующих уравнений си-
стем (39) и (40) были пропорциональны, т.е. чтобы выполнялись условия  
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Таким образом, величины k  должны являться корнями уравнения 
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Покажем, что уравнение (42) имеет 2n  различных положительных корней. 
Корни уравнения (42) совпадают с корнями многочлена степени 2n +2. И значит, уравнение (42) 

имеет всего 2n +2 корня. При 0 ( ) 0z f z  . Следовательно, 0z  – корень уравнения (42). Далее, 
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Как было показано ранее, уравнение 0 ( ) 0f z   имеет n  различных корней 1 2, ,..., nk k k , удовлетворяю-

щих неравенствам  
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Воспользуемся этим. Имеем теперь, во-первых, (0) 0, (0) 0;f f    во-вторых, 
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так как или 1 0 0,    или 2 0 0   . Поэтому уравнение ( ) 0f z   имеет корень  1 10,k  . Далее, 
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ет корень  2 1 1,k   . Аналогично 
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откуда вытекает существование корня уравнения 3 1 2( , )k   . Продолжая этот процесс, убеждаемся в 

существовании 2n  различных положительных корней уравнения (43), удовлетворяющих неравенствам 
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Определив величины j , коэффициенты 1kP  и 2kP  получим теперь как решение системы уравнений 
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Пример. В качестве примера рассмотрим случай гиперэкспоненциального распределения при 

2n  . Параметры распределения: 1 2 1 21, 2, 0,5, 0,5A A      ; параметры потока страховых выплат: 

1 2 1 22, 4, 3, 5        ; нагрузка страховой премии 0,2  . Корни уравнения (42) в этом случае 

равны: 1 2 3 40,19, 0,866, 1,683, 1,839        . Графики вероятностей разорения 1( )P S  и 2 ( )P S  приве-

дены на рис. 1. Как и следовало ожидать, вероятность разорения для состояния с большей интенсивно-
стью выплат больше, чем вероятность разорения для состояния с меньшей интенсивностью выплат.  

 

 
 

Рис. 1. Зависимость вероятностей разорения ( )iP S  от начального капитала 

 
Заключение 

 
В работе получены расчетные формулы, позволяющие вычислить вероятность разорения и сред-

нее условное время до разорения страховой компании при гиперэкспоненциальных распределениях 
страховых выплат и страховых премий для модели Крамера–Лундберга, модели Крамера–Лундберга со 
стохастическими премиями, модели Крамера–Лундберга с ММР потоком страховых выплат. В принци-
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пе, тот же подход может быть использован для вычисления вероятностей разорения и для более слож-
ных моделей, например, для случая, когда и моменты поступления страховых премий образуют ММР 
поток [13].  
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In this paper the calculated formulas which allow to calculate the ruin probability of an insurance company for some insurance mod-
els under assumption that insurance premiums and insurance payments  have the hyperexponential distribution are obtained. 
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1

( ) ,k

n
S

k k
k

S A e



    rate cash flows is C and the insur-

ance payments flow intensity is  , then the probability of ruin is defined as 

1

( ) ,j
n

S
j

j
P S P e



   

where j  are the simple positive roots of equation  

1

( ) 0
n

k

k k

A
f z C

z

   
  , 

and the coefficients jP  are the solution of  equations 
1

1 1
.

n

j
j k j k

P



     



45 

For Cramer–Lundberg model with stochastic premiums if the insurance premiums and insurance payments distributions are 
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For Cramer–Lundberg model with MMP payments flow with two states 1  and 2  and the final probabilities of states 
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С.П. Моисеева, Е.В. Панкратова, Е.Г. Убонова  

 
ИССЛЕДОВАНИЕ БЕСКОНЕЧНОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ МАССОВОГО  

ОБСЛУЖИВАНИЯ С РАЗНОТИПНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ И ВХОДЯЩИМ  
ПОТОКОМ МАРКОВСКОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

 
Рассматривается система массового обслуживания MR|M|∞ с разнотипным обслуживанием. Найдены аналитиче-
ские выражения для первого и второго начальных моментов числа занятых приборов каждого типа. С помощью 
метода асимптотического анализа  при условии эквивалентно растущего времени обслуживания доказано, что дву-
мерное распределение вероятностей числа занятых приборов каждого типа в системе является гауссовским. 
Ключевые слова: бесконечнолинейная система массового обслуживания; поток марковского восстановления; 
метод асимптотического анализа; разнотипное обслуживание. 
 
Общие выгоды от связи между математической теорией и ее практическим применением в теории 

массового обслуживания (ТМО) прослеживаются особенно хорошо. В начале ХХ в. А.К. Эрланг [1] за-
ложил фундамент стохастических моделей для анализа эффективности технических систем. Первона-
чальная область применения ТМО для анализа телефонных систем вскоре была увеличена путем при-
менения в ремонте машин, контроле запасов и позже конструкции и анализа компьютерных систем. 
Кроме того, системы массового обслуживания используют в качестве математических моделей для опи-
сания и изучения страховых компаний, медицинского обслуживания, пенсионных фондов [2–5]. Тесное 
взаимодействие теории и практики осталось движущей силой для развития теории массового обслужи-
вания до сегодняшнего дня.  

Современные потоки данных в информационных и телекоммуникационных системах включают в 
себя интегрированные разнотипные потоки, которые передают голосовую информацию, текстовые дан-
ные и информацию из видеоисточников, что требует использования более сложных моделей потоков. В 
качестве них, как правило, используют математические модели модулированных потоков (BMAP, 
MAP), полумарковских (SM) или их частных случаев (марковский модулированный пуассоновский по-
ток MMPP, поток марковского восстановления MR, рекуррентный поток GI).  

Поскольку на обслуживание различных информационных единиц затрачивается различное время в 
зависимости от формата, соответствующих протоколов и т.д., то в качестве моделей процессов в информа-
ционных системах используют системы массового обслуживания с разнотипными заявками, требующими 
разного времени обслуживания и являющимися математическими моделями информационных систем. 

Исследование систем с разнотипным обслуживанием можно встретить в работах [6–11]. В своей 
статье M.F. Neuts и Y. Takahashi [12] пришли к выводу, что для систем массового обслуживания с двумя 
или более приборами получение аналитических результатов является затруднительным, в этом случае 
следует применять асимптотические методы исследования [13–17]. 

Данная статья посвящена исследованию числа занятых приборов в системе с разнотипным об-
служиванием заявок и входящим потоком марковского восстановления (MR). С помощью метода 
начальных моментов найдены точные выражения для основных вероятностных характеристик числа 
занятых приборов в системе. Кроме того, предложено развитие метода асимптотического анализа для 
исследования числа занятых приборов при условии эквивалентно растущего времени обслуживания.  

 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом обслуживающих прибо-
ров. На вход поступает поток марковского восстановления заявок двух типов, заданный набором функ-
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ций распределения длин интервалов A1(x), A2(x),…, AK(x) и матрицей вероятностей переходов P = [Pij], 
i, j = 1, 2, вложенной по моментам наступления событий цепи Маркова k(t) = 1,2,…,K с конечным чис-
лом состояний k(t)=1,2,…,K [18]. 

Дисциплина обслуживания заключается в том, что заявка из MR/M/∞ входящего потока с вероят-
ностью pi (i = 1,2) относится к i типу и занимает любой свободный прибор, время обслуживания на ко-
тором имеет экспоненциальное распределение с параметром µi (i = 1,2) соответственно. Ставится задача 
исследования двумерного случайного процесса {i1(t), i2(t)} – число занятых приборов каждого типа в 
системе. 

Определим четырехмерный марковский случайный процесс {k(t), i1(t), i2(t), z(t)}, где z(t) – длина 
интервала от момента времени t до момента наступления очередного события в потоке марковского 
восстановления, k(t) – вложенная по моментам восстановления цепь Маркова [19].  

Для распределения вероятностей P(k,i1,i2,z,t) = P{k(t) = k, i1(t) = i1, i2(t) = i2, z(t) < z} можно записать 
систему дифференциальных уравнений Колмогорова, которая в стационарном режиме принимает вид 
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где k(t) = 1,2,…,K, i1(t) = 0,1,2,…,  i2(t) = 0,1,2. 
Введем частичные характеристические функции вида 
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Тогда из системы (1) получаем систему дифференциальных уравнений в матричном виде 
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Уравнение (2) является основным для дальнейших исследований.  
 

2. Основные числовые вероятностные характеристики 
 

Дифференцируя (2) по переменным u1,u2 и полагая их равными нулю, можно получить основные 
числовые вероятностные характеристики [20]. Средние значения числа занятых приборов каждого типа 
в рассматриваемой системе определяются равенствами 


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
k

kk p
m

)(
1 , k = 1,2, 

где λ имеет смысл интенсивности потока марковского восстановления и определяется выражением 



48 







0

))(1(

1

dzEzPD
. 

Здесь R = [R(1),R(2),…,R(K)] – вектор стационарного распределения вероятностей значений вложенной 
цепи Маркова. 

Моменты второго порядка числа заявок каждого типа в системе MR/M/∞ имеют вид 

  EPDI*PDE 1
2

)(
2 )(*)( 







 kk
k

k

k

kk pp
m , k = 1,2, 

.)()(*
0



 zde z DD  

Выражение для коэффициента корреляции числа занятых приборов каждого типа системы 
MR/M/∞ принимает вид 
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где дисперсия определяется выражением 
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Численные эксперименты показали, что зависимость между компонентами i1 и i2 увеличивается 
при следующих условиях: при увеличении времени обслуживания, т.е. при µi → 0, при увеличении ин-
тенсивности входящего потока и если p1 и p2 близки по значению.  

 
3. Метод асимптотического анализа 

 
Применим метод асимптотического анализа, заключающийся в нахождении аппроксимации ха-

рактеристической функции числа занятых приборов каждого типа в системе MR|M|∞ при некоторых 
асимптотических (предельных) условиях. Рассмотрим условие эквивалентного роста времени обслужи-
вания на приборах. 

Введем следующие обозначения: 
µ1 = ε, µ2 = qε, u = εx1, w = εqx2, H(u1,u2,z) = F1(z,x1,x2,ε).                          (3) 

Перепишем (2) с учетом введенных обозначений: 
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Лемма. Сумма компонентов предельного, при ε → 0, значения вектор-функции F1(z,x1,x2) реше-
ния F1(z,x1,x2,ε) уравнения (4) имеет вид 

  2211211 exp)(),,( xpxpjzxxz  RF .                                           (5) 

Доказательство. В уравнении (4) выполним предельный переход при ε → 0, получим уравнение 
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решение которого определим в виде 

),()(),,( 211211 xxzxxz  RF .                                                             (6) 

Скалярную функцию Φ1(x1,x2) определим следующим образом: в уравнении (4) выполним пре-
дельный переход при z → ∞, получим 
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Разложим экспоненты в ряд Тейлора, поделим левую и правую части на ε и выполним предель-
ный переход при ε → 0, тогда получим систему уравнений 
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подставляя в которую (6) и просуммировав уравнения, получаем дифференциальное уравнение для 
Φ1(x1,x2) в частных производных вида 
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Нетрудно показать, что решение, удовлетворяющее начальному условию Φ1(0,0) = 1, имеет вид 
  2211211 exp),( xpxpjxx  . 

Следовательно, выполнено условие (5) леммы. 
 
Учитывая замены (3), можно записать асимптотическое (при ε → 0) приближенное равенство для 

характеристической функции процесса {i1(t), i2(t)} в стационарном режиме: 
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Для построения аппроксимации характеристической функции второго порядка в уравнении (2) 
выполним следующую замену: 
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Тогда для H2(u1,u2,z) получаем систему уравнений 
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Введем следующие обозначения: 
2
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получим 
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Докажем следующую теорему: 
Теорема. Сумма компонентов предельного, при ε → 0, значения вектор-функции F2(z,y1,y2) реше-

ния F2(z,y1,y2,ε) уравнения (8) имеет вид 
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где вектор-функция f(z) удовлетворяет условию f(∞)E = 0 и является решением уравнения 
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Доказательство. Решение уравнения (8) будем искать в виде 
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Подставив (11) в (8), имеем равенство 
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Разделив обе части уравнения на ε и выполнив предельный переход при ε → 0, учитывая равен-
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которая совпадает с системой (10). 
Для нахождения вида функции Φ2(y1,y2) разложим в уравнении (8) экспоненты в ряд Тейлора, под-

ставим туда (11), устремим z → ∞, разделим обе части на ε и выполним предельный переход при ε→0. 
Получим следующее дифференциальное уравнение в частных производных: 
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Решением дифференциального уравнения (12), удовлетворяющего начальному условию Φ2(0,0) = 1, 
является функция Φ2(y1,y2) вида 
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Учитывая, что ),()(),,( 212212 yyzyyz  RF , условие теоремы (9) доказано. 

Выполнив обратные замены (7), можно записать асимптотическое (ε→0) приближенное равенство 
для характеристической функции 
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Таким образом, получили гауссовскую аппроксимацию характеристической функции числа за-
явок каждого типа в рассматриваемой системе в стационарном режиме функционирования.  

 
Заключение 

 
В результате проведенного исследования построена математическая модель обслуживания заявок 

в бесконечнолинейной системе массового обслуживания MR|M|∞ с разнотипным обслуживанием и вхо-
дящим потоком марковского восстановления, определены аналитические выражения для нахождения 
первого и второго моментов, характеризующих число занятых приборов каждого типа. С помощью ме-
тода асимптотического анализа построена гауссовская аппроксимация исследуемого двумерного про-
цесса.  
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На основе численных экспериментов показана сходимость асимптотических и допредельных ха-
рактеристик для параметров обслуживания, превышающих интенсивность входящего потока в 10 и бо-
лее раз.  
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This article deals with the queueing system with unlimited number of facilities. Arrival process is a Markov renewal process.  
An arrival customer is the customer of the first type with the probability p1 and the customer of the second type with the probability 

p2. Every customer comes into any vacant server where it is served during a stochastic time period distributed according to the exponen-
tial law with the parameter µ1 for customers of the first type and with the parameter µ2 for customers of the second type. The problem 
consists to study the process, which characterized by a number of occupied services. 

The system of Kolmogorov’s differential equations is derived. Using characteristic function, the main equation of research is ob-
tained:  
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In particular, the first and the second order initial moments of the number of busy servers of different types are obtained. Further-
more, we found the expression for the correlation coefficient between the number of the different types of busy servers. The resulting 
correlation coefficient indicates that the number of busy servers of different type in the system are dependent.  

The systems under considerations are studied using asymptotic analysis. Namely, the expressions for the asymptotic of the first and 
second orders are received for the characteristic functions of the busy servers of any type in the system MR/GI/∞ with the heterogeneous 
service. Therefore, we make conclusion that the system under study (with two types of customers) cannot be reduced in two separate 
systems (each with one type of customers) The method of asymptotic analysis in a condition of equivalent growing service time is of-
fered. The asymptotic characteristic functions of the first and second orders are derived. It is shown that the asymptotic characteristic 
function of the second order by two-dimensional probability distribution of the number of the occupied devices of each type in the sys-
tem has the Gaussian distribution: 
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The numerical analysis of the convergence of the exact and asymptotic algorithms computing the main probabilistic characteristics of 
the system is carried out. 
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ВЕЙВЛЕТ-ПАКЕТНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ЭЭГ НА ОСНОВНЫЕ ЧАСТОТНЫЕ РИТМЫ 

 
Методами вейвлет-анализа производится разложение электроэнцефалограммы на основные частотные ритмы и 
вычисляются их числовые характеристики. Более подробно изучается высокочастотная часть ЭЭГ. Она разбива-
ется на несколько компонент с хорошей частотной локализацией, для которых находятся их основные частоты, 
амплитуда колебаний, относительная энергия и другие характеристики. 
Ключевые слова: вейвлет-анализ; пакетный вейвлет-анализ; электроэнцефалограмма; ритмы ЭЭГ; высокоча-
стотные компоненты ЭЭГ. 

 
Имеется обширная литература, посвященная методам анализа сигналов электроэнцефалограммы 

(см., например, [1–3] и библиографии этих работ). При анализе электроэнцефалограммы (ЭЭГ) исполь-
зуются как традиционные статистические методы и методы анализа Фурье, так и более современные 
методы вейвлет-анализа [1, 2] и преобразования Гильберта–Хуанга [4]. В последнем случае сигнал ЭЭГ 
раскладывается на эмпирические моды нелинейных и нестационарных колебаний, а затем применяется 
преобразование Гильберта. В случае вейвлет-анализа распространено использование методов как не-
прерывного [1, 2, 5], так и дискретного вейвлет-анализа [6, 7]. В работах [8, 9] дискретный вейвлет-
анализ успешно использовался для анализа электрокардиограмм. Традиционно выделяют и исследуют 
следующие основные диапазоны (ритмы) ЭЭГ [3]: Дельта-ритм (0–4 Гц), Тета-ритм (4–8 Гц), Альфа-
ритм (8–16 Гц), Бета-ритм (16–31 Гц) и Гамма-ритм – это частоты выше 30 Гц. В последнее время при 
использовании электроэнцефалографов высокого разрешения (с частотой оцифровки до 20 тыс. Гц) 
наблюдается интерес и к высокочастотным диапазонам [10, 11]. Например, в работе [10] показано, что 
повышенная частотная активность некоторых участков мозга в диапазоне от 60 до 100 Гц является 
предвестником эпилептического приступа и наблюдается также во время медленного сна. Использова-
ние вейвлет-анализа сигнала позволяет выделить указанные выше ритмы в виде отдельных компонент 
сигнала. При этом получается еще несколько высокочастотных компонент, соответствующих частотам 
от 30 до 50 Гц, от 50 до 75 Гц и от 75 до 150 Гц. Вейвлет-разложение сигнала ЭЭГ на отдельные частот-
ные диапазоны позволяет рассматривать их независимо друг от друга и дает возможность изучать ча-
стотные и другие свойства каждой компоненты. В данной работе мы предлагаем новый подход для по-
лучения числовых характеристик ЭЭГ на основе многоуровневого вейвлет-разложения и применения 
преобразования Гильберта, что позволяет выделить новые частотные диапазоны, получить их визуали-
зацию и новые числовые характеристики ЭЭГ.  

 
1. Многоуровневое вейвлет-разложение 

 

Основная операция вейвлет-анализа [9] представляет собой разложение },{ 11 ADS   изучаемого 

сигнала S = {Sn} на две компоненты D1 = {D1,k} и A1 = {A1,k} при помощи некоторых фильтров. Массив 
A1 представляет сглаженную часть сигнала и называется массивом коэффициентов аппроксимации. 
Массив D1 представляет детали, которыми исходный сигнал S отличается от его сглаженной части. 
С точки зрения анализа сигналов ортогональные вейвлеты представляют собой четыре цифровых филь-

тра {hn}, {gn}, }{ *
nh , }{ *

ng  [9]. Фильтры }{ *
nh , }{ *

ng  используются для разложения сигнала по формулам 

 
n nknk ShA 2

*
,1 ,  

n nknk SgD 2
*

,1 .                                                (1) 
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Результат действия фильтра }{ *
nh  представляет низкочастотную аппроксимацию сигнала. Результат 

действия фильтра }{ *
ng  представляет высокочастотную часть сигнала. Фильтры {hn} и {gn} используют-

ся для восстановления сигнала S = {Sn} по формуле 

  
k kknkknn DgAhS )( ,12,12 .                                                       (2) 

При многоуровневом вейвлет-анализе процедура вейвлет-разложения (1) применяется многократ-
но к массивам коэффициентов аппроксимации. Это может быть изображено схематично следующим 
образом (рис. 1):  

},,,,,{},,{},{ 12122111 NNN ADDDDADDADS   . 
 

 
 

Рис. 1. Многоуровневое вейвлет-разложение сигнала S 
 

Восстановление сигнала производится поэтапно в обратном порядке. Полученные массивы 
вейвлет-коэффициентов D1, D2, …, DN, AN представляют интерес при анализе сигналов. Однако важнее 
получить компоненты сигналов RecD1, RecD2, …, RecDN и RecAN, которые получаются, если применить 
процедуру восстановления сигнала только по одному набору коэффициентов, считая, что остальные 
коэффициенты равны нулю. При этом сумма всех таких компонент будет равна исходному сигналу:  

S = RecD1 + RecD2 + … + RecDN +  RecAN .    
При пакетном вейвлет-анализе раскладываются не только коэффициенты аппроксимации  A1, 

A2, …, AN, но и детализирующие коэффициенты D1, D2, …, DN по тем же формулам (1). В результате по-
лучается так называемое дерево разложения (рис. 2), где вершина (0,0) – это исходный сигнал S. При 
пакетном разложении получается более широкий набор из 2N+1–1 массивов коэффициентов, соответ-
ствующих узлам дерева разложения. Узлы дерева обозначаются либо парами (n, 0), (n, 1), … , (n, 2n – 1), 
как на рис. 2, либо обычными цифрами по порядку сверху вниз, слева направо, когда исходный сигнал 
обозначается цифрой 0, коэффициенты первого уровня – 1, 2, а последний ряд коэффициентов нумеру-
ется числами от 2N – 1 до 2N+1 – 2. 

 

 
 

Рис. 2. Схема пакетного разложения 
 

Полное дерево пакетного вейвлет-разложения содержит много коэффициентов, что затрудняет их 
изучение. Кроме того, некоторые из коэффициентов могут быть малоинформативными. Поэтому на са-
мом деле важно получить не все дерево, а только некоторое поддерево оптимальной величины в смысле 
числа коэффициентов и их информативности.  

 

2. Вейвлет-анализ сигнала ЭЭГ 
 

Для изучения мы используем оцифрованный 64-канальный сигнал ЭЭГ длительностью 129 с, сня-
тый на электроэнцефалографе высокого разрешения (500 отсчетов в секунду). Сигнал ЭЭГ регистриру-
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ется по 64 общепринятым каналам по системе «10×20», рекомендованной Международной федерацией 
обществ электроэнцефалографии и клинической нейрофизиологии [3]. Часть сигнала ЭЭГ записана с 
закрытыми глазами пациента. Для каждого из 64 каналов рассматриваются фрагменты сигнала, соот-
ветствующие записи сигнала как с открытыми, так и с закрытыми глазами пациента. Для выбранных 
фрагментов производятся вейвлет-разложение и вычисление характеристик.  Вычисления производятся 
в системе MATLAB [12] с использованием пакета вейвлет-анализа MATLAB Wavelet Toolbox [9]. 
Функции этого пакета вейвлет-анализа предусматривают корректную обработку граничных значений 
при действии фильтров путем симметричного продолжения сигнала. 

 
2.1. Выбор вейвлета 

 
Мы будем использовать ортогональный вейвлет Мейера dmey, который получается из вейвлета 

Мейера [9] бесконечной импульсной характеристики усечением его фильтра до 102 членов. Он имеет 
носитель на промежутке [0,101] и центральную частоту Fr = 0,6634 Гц. Выбор этого вейвлета объясня-
ется хорошей локализацией частотных спектров компонент сигнала. Дело в том, что данный вейвлет 
имеет самый широкий частотный спектр среди ортогональных вейвлетов с компактным носителем. 
В нем в равной степени представлены частоты, находящиеся в достаточно большой окрестности его 
центральной частоты 0,6634 Гц. Именно поэтому он дает хорошее разложение сигнала на слагаемые, 
соответствующие определенным полосам частот. 

Поскольку частота дискретизации составляет 500 отсчетов в секунду, то максимальная регистри-
руемая частота сигнала равна 250 Гц. Поэтому при первом уровне разложения вейвлет Мейера будет 
выделять элементы сигнала с частотами, близкими к центральной частоте первого уровня разложения, 
равной Fr1 = 0,6634·250 = 165,85 Гц. При втором уровне разложения вейвлет Мейера будет замечать 
частоты, близкие частоте в два раза меньше Fr2 = 82,93 Гц, а при третьем уровня разложения вейвлет 
Мейера будет замечать частоты, близкие к 41,46 Гц. В коэффициентах детализации 4-го уровня разло-
жения будут отражаться элементы сигнала с частотами, близкими к 20,73 Гц, для 5-го уровня разложе-
ния – 10,37 Гц, для 6-го – 5,18 Гц и для 7-го уровня – 2,59 Гц. 

 
2.2. Вейвлет-разложение 

 
Достаточно сделать разложение сигнала ЭЭГ до 6-го уровня: S  {D1, D2, …, D6, A6}. При этом 

элементы сигнала с частотами в пределах от 0 до 4 Гц (дельта-ритм) будут представлены коэффициен-
тами аппроксимации A6. Для вейвлет-разложения фрагмента сигнала до 6-го уровня используем следу-
ющую команду MATLAB: [c,l] = wavedec(Fragment,6,'dmey'). В результате получаем структуру [c,l], ко-
торая содержит набор вейвлет-коэффициентов {D1, D2, …, D6, A6}, где D1, D2, …, D6 – коэффициенты 
деталей и A6 – аппроксимирующие коэффициенты. Восстановление первоначального сигнала произво-
дится последовательно в обратном порядке. Если мы применим процедуру восстановления только к од-
ному набору коэффициентов, когда все остальные коэффициенты состоят из нулей, то получим часть 
сигнала, соответствующую одному набору коэффициентов. Будем называть такую  часть компонентой 
сигнала. Компоненты сигнала, восстановленные только по коэффициентам деталей D1, D2, …, D6, будем 
называть высокочастотными и обозначать RecD1, RecD2, …, RecD6 соответственно. Например, RecD2 – 
это компонента сигнала, восстановленная по следующему набору вейвлет-коэффициентов: 
{0, D2, 0, 0, 0, 0, 0}, где 0 означает массив из нулей. Аналогично низкочастотные компоненты             
RecA1, RecA2, …, RecA6 получаются восстановлением только по одному набору аппроксимирующих ко-
эффициентов. В MATLAB Wavelet Toolbox есть функция wrcoef, которая позволяет восстановить как 
высокочастотные, так и низкочастотные компоненты сигнала по полученной ранее структуре [c,l] 
вейвлет-коэффициентов {D1, D2, …, Dn, An } [9]. Тогда фрагмент нашего сигнала раскладывается в сум-
му следующих компонент: 

Fragment = RecD1 + RecD2 + RecD3 + RecD4 + RecD5 + RecD6 + RecA6. 
На рис. 3 показаны графики исходного сигнала (фрагмент первого канала ЭЭГ) и нескольких его ком-
понент. Частотный спектр мощности P = {Pn} каждой компоненты RecDi,k находится в MATLAB обыч-
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ным образом. Выполняется дискретное преобразование Фурье fft: {RecDi,k}  {cn}, вычисляется квад-

рат модуля каждого коэффициента Фурье cn и делится на длину L сигнала: LcP nn /|| 2 .  

Проведенные расчеты показали, что частотные спектры компонент сигналов достаточно хорошо 
локализованы и полученные компоненты представляют основные диапазоны [3] ЭЭГ: RecA6 – это Дель-
та-ритм (0–4 Гц), RecD6 – Тета-ритм (4–8 Гц), RecD5 – Альфа-ритм (8–16 Гц), RecD4 – Бета-ритм (16–
31 Гц). Часть сигнала, спектр которого содержит частоты выше 30 Гц, обычно называется Гамма-
диапазоном. В полученном разложении Гамма-диапазон полностью представлен тремя компонентами 
RecD1, RecD2 и RecD3. Частотные спектры компонент RecD2 и RecD3 локализованы в следующих преде-
лах: RecD3 – от 28 до 50 Гц и RecD2 – от 57 до 75 Гц. Назовем эти диапазоны Gamma-2 и Gamma-1 соот-
ветственно. Первая компонента разложения RecD1 имеет относительную l2-энергию порядка 10–7, а ее 
частотный спектр распределен от 75 до 250 Гц. Поэтому она не рассматривается нами как отдельный 
диапазон сигнала ЭЭГ. На рис. 3 приведены графики исходного сигнала и нескольких его компонент. 
В результате получаем разложение сигнала в классических терминах диапазонов: 

Fragment = Gamma-2 + Gamma-1 + Beta + Alpha + Theta + Delta.  
 

 
 

Рис. 3. Графики исходного сигнала и нескольких его компонент 

 
2.3. Числовые характеристики компонент сигнала 

 
Для всех полученных компонент RecD1, RecD2, …, RecD6 и RecA6 представляют интерес следую-

щие числовые характеристики: спектр мощности, стандартные отклонения, дисперсия, l2- и l1-нормы и 
энтропия. Все они легко вычисляются в MATLAB. Дополнительно определим еще три числовые харак-
теристики компоненты сигнала. 

1. Относительная энергия компоненты сигнала – это отношение l2-энергии компоненты к l2-энергии 
всего сигнала (l2-энергией сигнала S = {Sn} мы называем сумму квадратов модулей элементов Sn). 

Поскольку компоненты сигнала локализованы по частоте, то вполне естественно рассматривать 
некоторое усредненное, «основное» значение частоты каждой компоненты. Мы определим такую сред-
нюю частоту компоненты сигнала двумя способами. 

2. Средняя статистическая частота. Определяется как такая частота, которая делит пополам мощ-
ность спектра. Для вычисления этого параметра делается дискретное преобразование Фурье компонен-

ты сигнала RecDi, затем вычисляется мощность спектра Фурье  
2/

1
2||N

n ni cS  при суммировании до 

половины длины сигнала (поскольку вторая половина спектра мощности симметрична первой) и нахо-
дится первое значение ni, когда сумма первых квадратов становится больше или равной половине всей 
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суммы: 2/||1
2

i
n
n n Sci   . Значение частоты, соответствующее ni, назовем средней статистической ча-

стотой i-ой компоненты сигнала RecDi. 
3. Средняя мгновенная частота. Определяется на основе преобразования Гильберта. Напомним, 

что преобразование Гильберта y(t) = H(x(t)) функции x(t) определяется формулой 
1 ( )

( ) ,
xy t d
t






 
  

 

если, конечно, этот интеграл существует в смысле главного значения. Одно из основных свойств преоб-
разования Гильберта заключается в том, что H(H(x)) = – x. Тогда комплексная функция z(t) = x(t) + i y(t) 
является собственной для преобразования Гильберта: H(z) = –i z. Запишем комплексную функцию z(t) в 

форме ( )( ) ( ) i tz t A t e  . Тогда амплитуда A(t) определяется как модуль функции z(t), а мгновенная часто-

та колебаний – формулой  = d/dt, где (t) = arctg(y/x). В MATLAB есть функция z = hilbert(x) для вы-
полнения преобразования Гильберта дискретного сигнала x, которая вычисляет комплексную 
функцию z. Тогда формула  

instfreq = Fs/(2*pi)*diff(unwrap(angle(z))) 
дает нам мгновенную частоту сигнала. Применим дискретное преобразование Гильберта z = hilbert(x) к 
каждой компоненте разложения и вычислим мгновенную частоту в каждый момент. Вычисления и гра-
фики мгновенных частот показывают, что мгновенная частота колебаний меняется незначительно около 
некоторого среднего значения F0. Будем называть это значение F0 средней мгновенной частотой ком-
поненты. Преобразование Гильберта позволяет также найти модулирующую функцию A(t) = |z|, которая 
определяет амплитуду колебаний компоненты сигнала. Теперь наша компонента имеет основную гар-
монику в виде X = A(t)cos(2F0 t).  

Указанные выше числовые характеристики вычислены для 256 фрагментов сигнала ЭЭГ (по 
4 фрагмента длительностью 8 с для каждого из 64 каналов) для пациента с открытыми / закрытыми гла-
зами. Вычисления показывают, что эти  числовые характеристики существенно отличаются для разных 
каналов ЭЭГ, что говорит о том, что они регистрируют разную электрическую активность участков 
мозга. На рис. 4 в качестве примера представлены значения относительных энергий и средних частот 
для Альфа-диапазона каждого из 64 каналов. Вычисления для случая ЭЭГ, записанной с закрытыми 
глазами, показывают, что относительная энергия Альфа-диапазона стала почти в два раза меньше, но 
средние частоты увеличились на 1–2 Гц. При записи ЭЭГ с закрытыми глазами основными являются 
Бета- и Дельта-ритмы, которые в сумме дают более 60% энергии сигнала. 

 

 
 

Рис. 4. Относительная энергия и средние частоты (в Гц) Альфа-диапазона всех 64 каналов ЭЭГ 
(сплошная линия – с открытыми глазами, штрих-пунктир – с закрытыми глазами) 
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2.4. Разложение компоненты Гамма-1 (RecD3) 
 

Результаты вычислений показывают, что средняя мгновенная и средняя статистическая частоты 
для высокочастотных компонент RecD2 и RecD3 ведут себя неустойчиво при небольших сдвигах фраг-
мента сигнала. Это объясняется тем, что существенная часть их частотных спектров мощности распре-
делена достаточно широко: от 28 до 50 Гц и от 57 до 75 Гц соответственно. Эти компоненты требуют 
дальнейшего разложения на более узкие частотные диапазоны. Для решения этой задачи воспользуемся 
пакетным вейвлет-разложением. Функция T = wpdec (X,N,'wname') MATLAB производит пакетное раз-
ложение уровня N сигнала X, а функция X = wprcoef (T,p) производит прямое восстановление только по 
одному набору коэффициентов в узле p, т.е. создает компоненту сигнала, соответствующую выбранно-
му узлу пакетного дерева [9].  

Оптимальное пакетное дерево разложения компоненты RecD3 строится по принципу разложения 
только тех узлов, для которых относительная энергия соответствующих компонент больше или равна 
1% от энергии всего сигнала. В частности, на четвертом уровне разложения имеется всего два узла (4, 2) 
и (4, 3), в которых относительная энергия компонент будет составлять 2,5 и 96,8% от энергии всего 
RecD3. На пятом уровне – это узлы (5, 5), (5, 6) и (5, 7). На шестом уровне получается разложение RecD3 
на пять компонент, соответствующих узлам (6, 10), (6, 12), (6, 13), (6, 14) и (6, 15). Соответствующие 
этим узлам компоненты разложения RecD3 имеют достаточно хорошо локализованный спектр: узел 
(6, 10) – частоты от 46 до 50 Гц, узел (6, 12) – частоты от 28 до 35 Гц, узел (6, 13) – частоты от 35 до 
39 Гц, узел (6, 14) – частоты от 43 до 48 Гц и узел (6, 15) – частоты от 38 до 43 Гц. Соответствующие 
этим узлам компоненты хорошо представляют весь сигнал RecD3, поскольку сумма их относительных 
l2-энергий составляет 0,98 от l 2-энергии RecD3. Получаем разложение первой высокочастотной компо-
ненты на следующие диапазоны:  

Gamma-1 = RecD3,(6, 10) + RecD3,(6, 12) + RecD3,(6, 13) + RecD3,(6, 14) + RecD3,(6, 15). 
Относительная энергия этих диапазонов и средние частоты (для первого канала) указаны в табл. 1. 
При седьмом уровне разложения получается еще более «тонкое» разложение на 9 компонент, соответ-
ствующих узлам (7, 20), (7, 24), (7, 25), (7, 26), (7, 27), (7, 28), (7, 29), (7, 30), (7, 31).  
 

Т а б л и ц а  1 
Значения относительных энергий и средних частот компонент Гамма-1 

 
Параметры / узлы (6, 10) (6, 12) (6, 13) (6, 14) (6, 15) 

Относительная энергия 0,0129 0,4018 0,3020 0,0836 0,1792 
Мгновенная частота 47,38 33,64 36,72 44,31 40,49 

Средняя статистическая частота 46,875 32,875 37,75 44,25 40,0 
 

Мы видим, что основную часть составляют компоненты RecD3,(6,12) и RecD3,(6,13). Результаты вы-
числений относительной энергии и средних частот новых диапазонов показывают их зависимость от 
выбора канала ЭЭГ, что говорит о том, что они регистрируют разную электрическую  активность 
участков мозга. Наблюдается также зависимость параметров от состояния пациента (с открытыми и за-
крытыми глазами). 

Пакетное разложение компоненты Гамма-2 (RecD2) производится совершенно аналогично. Лока-
лизованные по частоте компоненты сигнала RecD2 находятся в узлах (5, 13), (7, 48), (7, 49), (7, 50), 
(7, 51). Соответствующие диапазоны имеют частоты: диапазон узла (7, 48) – от 60 до 65 Гц, диапазон 
узла (7, 49) – от 64 до 67 Гц, диапазон узла (7, 51) – от 66 до 68 Гц, диапазон узла (7, 50) – от 68 до 
71 Гц, диапазон узла (5, 13) – от 70 до 75 Гц. Найденные компоненты хорошо представляют весь сигнал 
RecD2, сумма их относительных l2-энергий составляет 0,96 от l2-энергии всей компоненты RecD2. 
В табл. 2 представлены относительная энергия и средние частоты компонент RecD2,(5, 13), RecD2,(7, 48), 
RecD2,(7, 49), RecD2,(7, 50) и RecD2,(7, 51) для первого канала ЭЭГ. Более детальные результаты получаются 
при дальнейшем разложении в узле (5, 13). Тогда дополнительно к указанным выше компонентам до-
бавляются (вместо (5, 13)) следующие: диапазон узла (7, 52) – от 76 до 80 Гц, диапазон узла (7, 53) – от 
74 до 76 Гц, диапазон узла (7, 54) – от 69 до 73 Гц и диапазон узла (7, 55) – от 72 до 75 Гц. 
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Т а б л и ц а  2 
Значения относительных энергий и средних частот компонент Гамма-2 

 
Параметры / узлы (5, 13) (7, 48) (7, 49) (7, 50) (7, 51) 

Относительная энергия 0,1224 0,1764 0,2433 0,1710 0,2501 
Мгновенная частота 72,2201 63,5380 65,2604 69,3311 67,4535 

Средняя статистическая частота 71,875 62,875 65,125 69,125 67,625 
 

Заключение 
 

В данной работе методами вейвлет-анализа производится разложение ЭЭГ на частотные диапазо-
ны, которые включают как классические ритмы ЭЭГ, так и ряд новых высокочастотных ритмов, кото-
рые получаются пакетным вейвлет-разложением. Для полученных вейвлет-компонент определены но-
вые числовые характеристики, такие как относительная энергия и средние частоты двух типов. 
Вейвлет-разложения и вычисления указанных параметров проведены для 256 фрагментов сигнала ЭЭГ 
(по 4 фрагмента длительностью 8 с для каждого из 64 каналов ЭЭГ) для пациента как с открытыми, как 
и с закрытыми глазами. Вычисления показывают, что эти параметры существенно отличаются для раз-
ных каналов ЭЭГ, что говорит о том, что они регистрируют разную электрическую активность участков 
мозга. Показано также, что они зависят от условий регистрации ЭЭГ (с открытыми или закрытыми гла-
зами). Введенные параметры, относительная энергия, средняя статистическая частота и средняя мгно-
венная частота компонент сигнала могут использоваться при автоматизированной обработке ЭЭГ.  
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This work is devoted to the study of signal electroencephalogram (EEG) by wavelet analysis methods. Traditionally for study of 
EEG, statistical methods and methods of the analysis Fourier are used. It is considered that the upper boundary frequency of normal 
EEG, noticeably influencing on its form does not exceed 30 Hz. The fact that higher frequencies are not visible, and in the Fourier spec-
trum of all EEG signal, the power spectrum of low-frequency part of EEG signal far exceeds and overrides the power spectrum of high 
frequency oscillations therefore the high frequency ranges are also practically closed for study. Wavelet analysis allows decomposing 
the entire EEG signal into separate components, which include both traditional rhythms: Delta, Theta, Alpha, Beta and Gamma and 
series of new frequency localized rhythms. This allows to consider them independently of each other and makes it possible to study 
separately the frequency and other properties of each component, including high frequency which poorly known at present. In this pa-
per, we propose a new approach for obtaining numerical characteristics of the EEG based on the multilevel wavelet package decomposi-
tion and applying the Hilbert transformation, which allows to clearly allocate new frequency bands, to obtain visualization, and new 
numerical characteristics of the EEG. It is shown that by the wavelet decomposition up to the 6th level with the Meyer wavelet, the EEG 
signal is decomposed into wavelet components 

EEG = RecD1 + RecD2 + RecD3 + RecD4 + RecD5 + RecD6 + RecA6, 
where RecD4, RecD5, RecD6, and RecA6 are classic ranges of Beta, Alpha, Theta and Delta, respectively, and the other RecD1, RecD2 , 
and RecD3 represent the part of the signal, which is usually called Gamma range. In this case, the range RecD1 has a relative l2-energy of 
about 10–7, and its frequency spectrum is allocated from 75 to 250 Hz, therefore RecD1 not considered in this work as a separate range of 
EEG signal. Frequency spectra of the components RecD2 and RecD3 are localized: RecD3 – from 28 Hz to 50 Hz and RecD2  – from 
57 Hz to 75 Hz. In the work these ranges are named Gamma-2 and Gamma-1, respectively. In addition to the common numeric charac-
teristics of all the bands, in this work three characteristics are defined: the relative energy of component, the average instantaneous fre-
quency and the average statistical frequency of component. The calculation of these parameters for 256 fragments of EEG signal are 
conducted (in 4 fragments with a duration of 8 seconds, for each of the 64 channels of EEG) for the patient as open as with eyes closed. 
Calculations show that these numerical characteristics differ significantly for different EEG channels, this suggests that these parameters 
record the electrical activity of different brain regions. It is also shown that they depend on the recording conditions of EEG (with open 
or closed eyes). It turned out that the average instantaneous and average statistical frequency for the high-frequency components RecD2 
and RecD3 behave unstably in case of small shifts of the fragment of the signal. The reason is that a significant part of their frequency 
spectra of power although is localized, but is distributed widely: from 28 Hz to 50 Hz or from 57 Hz to 75 Hz, respectively. These EEG 
components need further decomposition into narrower frequency ranges. For better frequency localization, these components are de-
composed into several parts using the wavelet packet decomposition. In each case, the packet nodes of the tree decomposition are found, 
which allow to decompose RecD2 and RecD3 on new bands with good frequency localization:  

RecD3 = RecD3,(6, 10) + RecD3,(6, 12) + RecD3,(6, 13) + RecD3,(6, 14) + RecD3,(6, 15), 
RecD2 = RecD2,(5, 13) + RecD2,(7, 48) + RecD2,(7, 49) + RecD2,(7, 50) + RecD2,(7, 51) . 

The relative energy and average frequencies are calculated for obtained ranges. Thus, in this work, additionally to four classical EEG 
rhythms 10 bands with good frequency localization are found, which allow to determine their frequency characteristics. 
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АСИМТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РОБАСТНЫХ ОЦЕНОК  
МАСШТАБНОГО ПАРАМЕТРА 

 
Изучаются свойства робастных оценок масштабного параметра. Показано, что оценка медианы абсолютных 
разностей имеет асимтотически нормальное распределение, является B-робастной и имеет ограниченную функ-
цию влияния. Приводятся результаты сравнения оценок масштабного параметра в рамках гауссовской модели с 
засорением. 
Ключевые слова: масштабный параметр; робастные оценки; функция влияния. 
 

Масштабный параметр используется в качестве меры, характеризующей степень разброса слу-
чайной величины, и определяется в виде функционала от функции распределения наблюдений. Общие 
требования, предъявляемые к таким функционалам, сформулированы в работах [1, 2]. Традиционно ис-

пользуемые на практике оценки масштабного параметра, такие как выборочная оценка )0(ˆ
1S  стандарт-

ного отклонения )(1 FS  и оценка )0(ˆ
2S  среднего абсолютных отклонений )(2 FS , имеют неограничен-

ные функции влияния и очень чувствительны к наличию выбросов в выборке. Урезанные варианты этих 

оценок )(ˆ
1 S  и )(ˆ

2 S , 2/10  , которые вычисляются не по исходной выборке nXX ,...,1 , а на основе 

упорядоченной статистики )()1( ,..., nXX , из которой предварительно удаляются ][ n  наименьших и 

наибольших порядковых статистик, имеют ограниченные функции влияния, и их характеристики суще-
ственно зависят от параметра  , что на практике приводит к дополнительным усилиям по выбору этого 
параметра, например с помощью адаптивного подхода, и это усложняет оценку. Выборочные оценки 

3 ( [ ]) ([ ])
ˆ ( ) [ ] / 2n n nS X X     , 0 1 / 2,    интер- -квантильных размахов имеют ограниченные функ-

ции влияния, но их асимптотические эффективности по отношению к оценке стандартного отклонения 
при нормальном распределении   очень низкие. Например, для оценки интерквартильного размаха  

)25,0(ˆ
3S  асимптотическая относительная эффективность равна 3 1

ˆ ˆAOЭ ( (0,25) : (0)) 0,37S S  . В теории 

робастного оценивания параметров (см., например, [3–6]) при построении оценок масштабного пара-
метра обычно используют медиану абсолютных отклонений от медианы, выборочная оценка которой 

записывается в виде 3
ˆ med{| med( ) | , 1 }iS X X i n     . Эта оценка имеет ограниченную функцию влия-

ния, для неё «точка срыва» (breakdown point) равна максимально возможному значению, равному 2/1 , 
но при этом её эффективность невелика, и при нормальном распределении   также имеем 

3 1
ˆ ˆAOЭ ( : (0)) 0,37S S

  . Таким образом, мы приходим к необходимости построения новых оценок 

масштабного параметра, и с ограниченными функциями влияния, и с высокой эффективностью при 
нормальном распределении. К числу таких оценок относится рассматриваемая в работе медиана абсо-

лютных разностей 4
ˆ med{| |, 1 }i jS X X i j n     , которая входит в семейство обобщённых L-оценок 

[7]. В данной работе доказана асимптотическая нормальность этой оценки, отмечено, что она имеет 
ограниченную функцию влияния и высокую эффективность при нормальном распределении. Приведе-
ны результаты сравнения оценок в рамках гауссовской модели с масштабным засорением.  

 

1. Обсуждение общего подхода к построению оценок масштабного параметра 
 

Введем необходимые понятия и обозначения. Пусть Х – изучаемая случайная величина с функцией 

распределения )(xF , 1Rx , которая абсолютно непрерывна, имеет плотность )(xf , 1Rx , и симметрична 
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относительно точки x , т.е.  |SF , где }),2(1)(:{ 1
| RxxFxFF xS   . Масштабный параметр 

функции распределения F  используется в качестве меры, характеризующей степень разброса случайной 
величины (с.в.) X  с функцией распределения (ф.р.) F . Рассмотрим такие меры, которые могут быть 
представлены в виде функционала )(FS , F , заданного на множестве допустимых распределений   в 

условиях эксперимента, связанного с изучением с.в. X  по статистическим данным nXX ,...,1 , полученным 

в серии n  независимых и повторных наблюдений над с.в. Х. Выборочная оценка ),...,(ˆ
1 nXXS  функциона-

ла )(FS , ,F   построенная методом подстановки, записывается в виде )(),...,(ˆ 1 nn FSXXS  , где )(xFn  – 

эмпирическая функция распределения, построенная по выборке nXX ,...,1 . Общие требования, которым 

должен удовлетворять функционал )(FS , описывающий разброс случайной величины X , сформулирова-

ны Бикелем и Леманом [1, 2]. Для формулировки этих требований напомним определения. 
Определение 1. О случайных величинах 1X  и 2X  с функциями распределений 1F  и 2F  говорят, 

что с.в. 2X  стохастически больше, чем с.в. 1X  (при этом используют обозначение в виде 21 FF St ), 

если выполняется неравенство )()( 21 xXPxXP  , 1Rx . Отметим, что )()( 2121 xFxFFF St  , 
1Rx  и )()( 1

2
1

1 tFtF   , 10  t . 

Определение 2. Говорят, что выборочная оценка )(),...,(ˆ 1 nn FSXXS   функционала )(FS , ,F   

является эквивариантной относительно линейных преобразований наблюдений nXX ,...,1 , если выпол-

няется равенство ),...,(ˆ||),...,(ˆ 11 nn XXSabaXbaXS  .  

Определение 3. Разброс с.в. X  относительно x  (масштабный параметр с.в. X ) определяют в 

терминах «расстояния» X  от x , т.е. с помощью величины || xX  , при этом говорят, что с.в. 1X  име-

ет больший разброс относительно 
1x , чем с.в. X  относительно x , если с.в. ||

11 xX   стохастически 

больше с.в. || xX  .  

Определение 4. Согласно условиям Бикеля и Лемана [1, 2] функционал )(FS , ,F   определяет 

меру разброса, или  масштабный параметр ф.р. F , если его выборочная оценка )(),...,(ˆ 1 nn FSXXS   яв-

ляется эквивариантной относительно линейных преобразований наблюдений nXX ,...,1  и он удовлетво-

ряет условию монотонности относительно стохастического возрастания распределений, т.е. выполняет-
ся выражение )()( 21 FSFS   для 21 FF St ,  где 1F  и 2F  – функции распределения вероятностей случай-

ных величин ||
11 xX   и ||

22 xX  .  

Замечание 1. Отметим, что выбор конкретного функционала для описания масштабного параметра 
может быть продиктован различными требованиями. Так, в работе [2] кроме условия эквивариантности 
оценки относительно линейных преобразований накладывается требование непрерывности функционала 
относительно метрики, порождающей слабую сходимость. Выполнение этого требования приводит к 
оценкам функционалов, удовлетворяющих условиям качественной робастности [3, 4]. Окончательный 
выбор может осуществляться путем сравнения точностей, с которыми каждый функционал может быть 
оценен по наблюдениям в рамках заданной супермодели. Множество различных функционалов, характе-
ризующих масштабный параметр, условно можно разделить на следующие группы. 

К первой группе относятся функционалы, построенные с помощью отклонений каждого члена ге-
неральной совокупности от некоторого «центрального» (типичного значения) с.в. X  с ф.р. F . Обычно 
в качестве такого значения используется параметр положения, определённый функционалом )(FT , ли-

бо в виде среднего )()()(1 XMxxdFFT   , либо в виде медианы )()2/1()( 1
2 XMEDFFT   . Обозначим 

ф.р. |)(| FTX   через 1F  и ф.р. || 21 XX  , где 1X  и 2X  – независимые с ф.р. F , через 2F . Многих пред-

ставителей первой группы можно описать с помощью функционалов вида 

















/11

0

1 )()]([ tdVtFi , 2,1i ,                                                          (1) 
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где )(tV  – некоторая функция распределения  на ]1,0[  и 0 . Например, если в (1) положить 1i , в 

качестве параметра положения выбрать среднее значение )(1 FT  и положить ttV )( , 10  t , то при 

1  получим среднее абсолютных отклонений )(2 FS , выборочная оценка которого запишется в виде 

||)0(ˆ 1
2 XXnS i   . При 2  будем иметь стандартное отклонение. Если же положить )1/()(  ttV , 

 10 t , 2/10  , то получим  -урезанные варианты указанных мер масштабного параметра. 

Другая часть этой группы определяется функционалом )2/1(1
1
F . Например, при использовании в каче-

стве параметра положения )()2/1()( 1
2 XMEDFFT    получаем широко используемую в теории ро-

бастного оценивания медиану абсолютных отклонений от медианы |)(| XMEDXMED   [6–8].  

Ко второй группе относятся функционалы, построенные с помощью отклонений между всеми 
членами генеральной совокупности. Некоторые представители этой группы также выражаются с по-
мощью функционалов вида (1). Например, при 2i , 1 , и ttV )( , 10  t , из (1) получим среднюю 

разность Джини, выборочная оценка которой записывается в виде ||)]1([ˆ 1
0 ji XXnn   . При 

2  получаем стандартное отклонение, умноженное на 2 . К этой же группе относится и медиана 

абсолютных разностей || ji XXMED  , nji  ,1 , определяемая с помощью функционала 

)2/1()( 1
24
 FFS  [8, 10]. 

К третьей группе относятся функционалы, построенные с помощью расстояний между точками, в ко-
торых ф.р. F  имеет характерные особенности. К таким точкам могут относиться, например, квантили за-
данных уровней. Некоторых представителей этой группы можно описать с помощью функционалов вида  


















/11

0

11 )(|)1()(| tdKtFtF ,                                                     (2) 

где )(tK  – некоторая функция распределения на ]1,0[  и 0 . В частности, к этой группе относятся ин-

тер- -квантильные размахи, определяемые в виде 2/)]()1([ 11   FF , 2/10  . Отметим, что при 

25,0  получаем интерквартильный размах, который для симметричных распределений совпадает с 

медианой абсолютных отклонений от медианы, т.е. определяется функционалом )2/1(1
1
F  при исполь-

зовании в качестве параметра положения функционала )()2/1()( 1
2 XMEDFFT   . Подводя итог, отме-

тим, что один из общих подходов  построения различных (мер) функционалов от распределений, опи-
сывающих масштабный параметр, сводится, по существу, к следующему. Над исходной случайной ве-

личиной X  осуществляется некоторое преобразование вида 1| ( ) |X T F  , 2| ( ) |X T F  , 1 2| |X X  , 

0,   и т.п. Затем к преобразованным случайным величинам применяется либо «операция усреднения», 

либо «операция вычисления медианы», либо «операция вычисления оценки Ходжеса–Лемана» и т.п. 
Другими словами, функционал, описывающий масштабный параметр, определяется с помощью функ-
ционала, характеризующего параметр положения для преобразованных случайных величин. Например, 

«медианная операция», примененная к 2| ( ) |X T F   при 1  , приводит к медиане абсолютных откло-

нений от медианы; «медианная операция», примененная к 1 2| |X X   при 1  , приводит к медиане 

абсолютных разностей; «операция усреднения» в этом случае приводит к средней разности Джини; 
«операция вычисления оценки Ходжеса–Лемана» приводит к еще не изученным оценкам масштабного 
параметра, например, такого вида: 

med{ [| med( ) | | med( ) |] / 2, 1 , }i jX X X X i j n     , med{ [| | | |] / 2, 1 , , , }i j k lX X X X i j k l n     . 

При этом также возможно использование обобщенных оценок Ходжеса–Лемана и их урезанных 
вариантов. Применение этой схемы открывает большие возможности при построении новых мер мас-
штабного параметра, при этом могут использоваться обширные результаты, полученные при изучении 
оценок параметра положения, включая их общие классы M-, L- и R-оценок, а также обобщённые           
L-оценки [7, 11–15]. 
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Замечание 2. Отметим, что для выбранного функционала )(FS , F , описывающего масштабный 

параметр с.в. X  с ф.р. F , его выборочная оценка строится методом подстановки и записывается в виде 

)(),...,(ˆ 1 nn FSXXS  , где )(xFn  – эмпирическая функция распределения, построенная по выборке 1,..., .nX X  

Асимптотическая нормальность таких оценок масштабного параметра изучается методом Мизеса с исполь-
зованием теоремы Слуцкого и центральной предельной теоремы [6, 15] на основе разложения 





n

i
pin noSFXIF

n
FSFS

1

2/1 )(),;(
1

)()( ,                                                   (3)  

где ),;( SFxIF  – функция влияния  Хампеля [5, 9] оценки )(ˆ
nFSS   функционала )(FS , F , которая 

определяется в виде 







)(])1[(
lim),;(

0

FSFS
SFxIF x , 10  , 1Rx ,                                   (4)  

для тех 1Rx , при которых предел существует. Здесь x  обозначает  вырожденную функцию распре-

деления в точке 1Rx . Асимптотическая дисперсия Sn ˆ -оценки обозначается через )ˆ,(2 SF  и вычис-

ляется по формуле 






 )(),;()ˆ,( 22 xdFSFxIFSF .                                                          (5) 

Для сравнения различных оценок масштабного параметра при заданной ф.р. F  будем использовать 
понятие асимптотической относительной эффективности, определенное через обратное отношение стандар-

тизованных асимптотических дисперсий. Асимптотическую эффективность оценки 1Ŝ  относительно 2Ŝ  при 

заданной ф.р. F  обозначим через 1 2
ˆ ˆAOЭ ( : )F S S  и, следуя работам [1, 2], определим в виде 

2
2

1 2 2
1

ˆ( , )ˆ ˆAOЭ ( : )
ˆ( , )

F
F SS S
F S








,                                                                (6) 

где )ˆ,(~2 SF  – стандартизованная дисперсия Sn ˆ -оценки, равная отношению асимптотической диспер-

сии к квадрату функционала, т.е. 

)(/)ˆ,()ˆ,(~ 222 FSSFSF  .                                                             (7)   
 

2. Асимптотическая нормальность выборочной медианы абсолютных разностей 
 

Пусть nXX ,...,1  – независимые одинаково распределённые случайные величины, порождённые 

ф.р. )(xF с плотностью )(xf , 1Rx . 

Обозначим функцию  распределения с. в. || 21 XXY   через )(yH F и определим её в виде 

    )(])()([)()(]||[)( 2121 xdFyxFyxFxdFxdFyxxIyH F , 1Ry . 

Плотность )(yhF  ф.р. )(yH F  равна 

  )()]()([)( xdFyxfyxfyhF . 

 Эмпирическая функция распределения )(yH n , значений || ji XX  , nji 1 , записывается в виде 








ji

jin yXXI
nn

yH ]||[
)1(

1
)( . 

Определим функционал )(4 FHS  в виде 

)2/1()( 1
4

 FF HHS ,                                                                    (8) 

где 1
FH  квантильная функция для ф.р. )(yH F . Выборочная оценка )(ˆ

44 nHSS   функционала )(4 FHS , 

называемая выборочной медианой абсолютных разностей, входит в класс обобщенных L -оценок [7] и 
определяется в виде 
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4 ( ) med{| |, 1 }n i jS H X X i j n    
( 1)

( ) ( 1)

, 2 1 ,

{ } / 2 , 2 ,

r

r r

W N r

W W N r




    
                              (9) 

где )()1( ,..., NWW , )1(  nnN , – упорядоченные значения «абсолютных разностей Джини» || ji XX  , 

nji 1 , число которых равно )1(  nnN . Отметим, что при выполнении неравенства 
1( (1/ 2)) 0Fh H    оценка )(ˆ

44 nHSS  является асимптотически нормальной (см. [10], а также теорему 

(8.4.26) в [15]). Отметим также, что при изучении свойств робастности оценок важную роль играет 
функция влияния Хампеля, определяемая выражением (4). Приведем эту функцию для асимптотически 

эквивалентной оценки ( ) med{| |, 1 , }n i jT F X X i j n    . Эта оценка была предложена в [10]. Она явля-

ется выборочной оценкой эквивалентного функционала )(
~ FT , который в данном случае может быть 

определен через исходную ф.р. F  неявно с помощью выражения 

  
2

1
)()()](

~
||[ 2121 xdFxdFFTxxI , или   0)()]())(

~
())(

~
([ xdFxFFTxFFTxF .           (10) 

Можно убедиться [14, 15], что дифференциал Гато первого порядка функционала )(
~ FT , заданного вы-

ражением (10), вычисляется по формуле 









)()]
~

()
~

([

)()]
~

()
~

([)2/1(
);(

~
1

xdFTxfTxf

xdGTxFTxF
FGFTd .                                        (11) 

Отсюда следует, что функция влияния оценки )(
~

nFT  функционала )(
~ FT , заданного выражением (10), 

определяется в виде 

 


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)()]
~

()
~

([2

)
~

(2)
~

(21
);(

~
)

~
,;( 1

xdFTxfTxf

TxFTxF
FFTdTFxIF x , 1Rx .                              (12)  

Заметим, что для симметричных распределений функционал )(
~

FT  определяется выражением  

  4/3)()
~

( xdFTxF ,                                                               (13) 

т.е. соответствует квантилю уровня )4/3(  для ф.р. случайной величины || 21 XXY  . Используя раз-

ложение (3), можно убедиться [14, 15], что оценка )(
~

nFT  асимптотически нормальная, т.е. справедливо 

выражение 

)1,0()}
~

,(/)](
~

)(
~

[{ NTFFTFTnL n    при n ,                                       (14) 

причем асимптотическая дисперсия )(
~

nFTn -оценки вычисляется по формуле  






 )()
~

,;()
~

,( 22 xdFTFxIFTF  2

2

)()]
~

()
~

([4

)()]
~

(2)
~

(21[





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xdFTxfTxf

xdFTxFTxF
.                           (15) 

Функции влияния различных оценок масштабного параметра при нормальном распределении Ф приве-

дены на рис. 1. Отметим, что функция влияния оценки 4Ŝ  медианы абсолютных разностей является 

ограниченной, следовательно, эта оценка является B-робастной [9] и подвержена меньшему влиянию 

выбросов в выборке nXX ,...,1 , по сравнению с традиционно применяемой оценкой )0(ˆ
1S стандартного 

отклонения, оценкой )0(ˆ
2S  среднего абсолютных отклонений и оценкой средних разностей Джини  , 

2/10   [13].  

Пример 1. Приведем результаты сравнения оценки )(4 FS  с оценкой )0(ˆ
1S  стандартного отклоне-

ния и оценкой )0(ˆ
2S  среднего абсолютных отклонений в рамках супермодели с засорением вида 

, ,( ) { : ( ) ( ) }F F x x        , где , ( ) (1 ) ( ) ( / )x x x         . Учитывая, что , |0( ) Sx   , выра-

жение (13), определяющее функционал )(4 FS , перепишем в виде 
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, 4 ,( ) ( ) (3 / 4) 0x S d x        . 

Формула (15) для асимптотической стандартизованной дисперсии перепишется в виде 
2 2

, 4 , 4 ,2
2 2 2 2
4 1 2 3

[1 2 ( ) 2 ( ] ( )
( , )

[(1 ) (1 ) / / ]

x S x S d x
F T

S J J J
             

          
 , 

где 
2

1 4exp{ / 4}J S   , 2 2
2 4[ 2 / 1 ]exp{ (1 / 2)( / ) }J S       , 2 2 2

3 4exp{ (2 ) / 4 }J S       .  

Численные расчеты относительных эффективностей 4 1
ˆ ˆAOЭ ( : (0))F S S  медианы абсолютных разностей 

4Ŝ  по отношению к оценке )0(ˆ
1S стандартного отклонения и относительных эффективностей 

4 2
ˆ ˆAOЭ ( : (0))F S S  для , ( )F     при различных   и   приведены в табл. 1.  

 

 
 

Рис. 1. Функции влияния оценок масштабного параметра 
 

Т а б л и ц а  1 
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Из данных таблицы видно, что оценка 4Ŝ  медианы абсолютных разностей, проигрывая по эффек-

тивности оценке )0(ˆ
1S стандартного отклонения при нормальном распределении ( 0)   менее 14%, а 

оценке )0(ˆ
2S  среднего абсолютных отклонений лишь 2%, обладает существенным преимуществом при 

отклонении от нормального распределения в рамках супермодели , ( )   . В частности, при изменении 

пропорции засорения   в интервале 0 0, 2    приведенные эффективности больше единицы. Отме-
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ченное преимущество возрастает при «утяжелении хвостов распределений» (при увеличении   и мас-

штабного параметра   засорения нормального распределения). Напомним также, что оценка 4Ŝ , в от-

личие от оценок )0(ˆ
1S и )0(ˆ

2S , имеет ограниченную функцию влияния (см. рис. 1). 

Пример 2. Пусть исходная функция распределения F  является распределением Лапласа с плот-

ностью |}|exp{)2/1()( xxf  , 1Rx . В этом случае выражение (13) принимает вид уравнения 

0)2ln( 44  SS , решением которого является значение функционала 146,1)(4 FS . Асимптотическая 

дисперсия 4Ŝn -оценки в данном случае, вычисленная по формуле (15), равна 1,685. Следовательно, 

стандартизованная дисперсия равна 2 2
4

ˆ( , ) 1,685 / (1,146) 1,277F S   . Для сравнения отметим, что при 

распределении Лапласа для оценок )0(ˆ
1S  и )0(ˆ

2S  имеем 2
1̂( , (0)) 1,250F S  , 2

2
ˆ( , (0)) 1,000F S  . Сле-

довательно, относительные эффективности при распределении Лапласа равны 4 1
ˆ ˆAOЭ ( : (0)) 0,98,F S S   

4 2
ˆ ˆAOЭ ( : (0)) 0,78.F S S   

Приведем теперь результаты сравнения оценки 4Ŝ  с оценками 3
ˆ ( )S  , 0 1/ 2   , семейства ин-

тер- -квантильных размахов. Согласно формуле (15) для распределения Лапласа имеем 
2 2

3
ˆ( , ( )) (1 2 ) / 2 (ln 2 )F S       . Численные значения относительной эффективности 

4 3
ˆ ˆAOЭ ( : ( ))F S S   оценок 4Ŝ  и 3

ˆ ( )S  , 0 1/ 2   , для распределения Лапласа приведены в табл. 2.  
 

Т а б л и ц а  2 

Относительные эффективности ˆ ˆ( : ( ))4 3AOЭ αF S S , F-распределение Лапласа 

 
  0,05   0,10   0,15   0,20   0,25   0,30   

4 3
ˆ ˆAOЭ ( : ( ))F S S   1,33 1,21 1,26 1,40 1,63 2,00 

 

Из таблицы видно, что оценка 4Ŝ  медианы абсолютных разностей при распределении Лапласа 

эффективнее любой оценки 3
ˆ ( )S  , 0 1/ 2   , из семейства интер- -квантильных размахов. В част-

ности, её эффективность по отношению к оценке 3
ˆ med{| med( ) |, 1 }iS X X i n      при распределении 

Лапласа равна 4 3
ˆ ˆAOЭ ( : )F S S

4 3
ˆ ˆAOЭ ( : (0,25)) 1,63F S S  . 

 
Заключение 

 
В работе обсуждается общий подход к построению робастных оценок масштабного параметра, 

который основан на использовании робастных оценок параметра положения для предварительно преоб-
разованных наблюдений. Отмечено, что предложенная в [10] выборочная оценка в виде медианы абсо-

лютных разностей, т.е. оценка ( ) med{| |, 1 , }n i jT F X X i j n    , является B-робастной, её функция 

влияния Хампеля ограничена, она подвержена меньшему влиянию выбросов в выборке, чем традици-

онно используемые оценки )0(ˆ
1S  стандартного отклонения )(1 FS  и оценка )0(ˆ

2S  среднего абсолютных 

отклонений )(2 FS . Для предложенной оценки приведены параметры асимптотически нормального рас-

пределения. Проведено сравнение оценок и показано, что предложенная оценка 

( ) med{| |, 1 , }n i jT F X X i j n     имеет высокую эффективность и при нормальном распределении, и 

в рамках гауссовской модели с масштабным засорением. 
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This paper deals with asymptotic robust properties of some estimators of scale parameter by the  -contamination of the model dis-

tributions: , ( ) (1 ) ( ) ( / )F x x x          ,   is a known proportion of contamination (0 1/ 2)   ,   is a known scale 

parameter and  is the standard Gaussian distribution function. 

Assume that 1,..., nX X  is a random sample with distribution function )(xF  and F  has a density ( )f x , 1x R . Let ( )T F , 

F  , is a generic scale functional and 1( ,..., ) ( )n n nT X X T F  is its sample estimator. We consider the functional ( )T F  defined by 

[ ( ( )) ( ( )) ( )] ( ) 0F x T F F x T F F x dF x      and the location invariance and scale equivariance sample estimators of the func-

tional ( )T F , F  . The sample estimator of this functional ( )T F is given by 1( ,..., ) {| |, 1 , }n n i jT X X med X X i j n    . 

This estimator is also named as the median of the absolute differences.  

The purpose of this article is to study asymptotic robust properties nT  – estimators for different models distributions. The formal 

calculation of the Influence Function ),;( TFxIF is given by 

1

1 2 ( ) 2 ( )
( ; , ) ( ; )

2 [ ( ) ( )] ( )
x

F x T F x TIF x F T d T F F
f x T f x T dF x
   

   
  

, 1x R . 

Note that Influence Function ( ; , )IF x F T  is bounded and looks like as the U-shaped curve. If [ ( ) ( )] ( ) 0f x T f x T dF x    , 

then the random variable { ( )} / ( , )n nn T T F F T   has asymptotically standard normal distribution, where the asymptotic variance  

of nn T  is given by the following formula: 

2 2( , ) ( ; , ) ( )nF T IF x F T dF x




    
2

2

[1 2 ( ) 2 ( )] ( )

4 [ ( ) ( )] ( )

F x T F x T dF x

f x T f x T dF x

   

  




. 

The paper contains numerical comparisons for some estimators of scale parameters by   – contamination of the model distribution 

for different values of   and  . It is shown that for normal distribution asymptotic relative efficiency nT  – estimator with respect to 1̂S  

having the classical standard deviation is equal: 1̂( : ) 0.86nARE T S   and 2
ˆ( : ) 0.98nARE T S  , where 2Ŝ  has the average abso-

lute deviation. 
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ЗАДАЧА АВТОМАТИЧЕСКОЙ КАЛИБРОВКИ ПРОЕКТОРА И СЕНСОРА ГЛУБИНЫ 

 
Рассматриваются варианты использования устройств интерактивного взаимодействия. Предложен пошаговый 
алгоритм определения взаимного расположения сенсора глубины пространства и проектора изображения. Опре-
делены необходимые этапы процесса предварительной обработки, позволяющие осуществлять процесс калиб-
ровки в автоматическом режиме. Представлены механизмы проецирования, поиска и определения глубины. 
Описан принцип преобразования локальных координат датчика в глобальные координаты. Предложена методи-
ка определения координат расположения проектора и определения направления проецирования. Описан процесс 
трансформации из глобального пространства в локальное пространство проектора. Представлен вариант полу-
чения общего преобразования локальных координат датчика в локальные координаты проектора. 
Ключевые слова: сенсор глубины; автоматическая калибровка; дополненная реальность; Kinect; компьютерная 
графика. 
 
В настоящее время все большую популярность получают устройства, способные перевести интер-

активное взаимодействие человека и вычислительной техники на качественно более высокий уровень. 
Такие устройства, как Microsoft Kinect – сенсорный игровой контроллер, разработанный компанией 
Microsoft для консоли Xbox 360 [1], Asus X-tion – игровой контроллер и платформа фирмы ASUS, при-
меняемая для разработки приложений на основе распознавания движений [2], PrimeSense – сенсорный 
контроллер отслеживания движения, правами на который обладает Apple [3], находят применение в 
различных сферах деятельности: в оборонной промышленности, робототехнике, медицине, образова-
нии, игровой индустрии. 

В системах дополненной реальности, где роль таких интерактивных устройств играют, с одной 
стороны, сенсорный контроллер, а с другой – проектор для визуальной модификации сцены, возникает 
необходимость решения задачи определения геометрии поверхности реального пространства и сопо-
ставления этой поверхности с проецируемым изображением. Процесс калибровки обоих устройств 
обычно осуществляется в ручном режиме самостоятельно пользователем системы, что не позволяет до-
статочно точно получить необходимое преобразование и, как следствие, добиться желаемого уровня 
отображения виртуального представления.  

Существуют различные методики калибровки [4–6], каждая из которых обладает определенными 
преимуществами и недостатками. Так, применение одного из современных методов калибровки при 
помощи шахматной доски не всегда возможно в автоматическом режиме по причине необходимости 
периодического перемещения доски для более точной калибровки. 

В некоторых случаях процесс калибровки становится технически затруднительным или вообще 
невозможным. Задача калибровки может быть решена путем формализации алгоритма автоматической 
калибровки системы, программная реализация которого позволяет получить необходимое преобразова-
ние координат системой в автоматическом режиме.  

 
1. Постановка задачи калибровки сенсора глубины и проектора 

 
Одним из вариантов использования технологии дополненной реальности является «Виртуальная 

песочница», представляющая собой комбинацию обычной песочницы, трехмерного датчика Microsoft 
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Kinect, программного обеспечения моделирования и визуализации, а также с обычного проектора (ино-
гда нескольких проекторов), обеспечивающего визуализацию представления изображения. Ландшафты, 
создаваемые из песка, выделяются в режиме реального времени цветами, соответствующими высоте 
возвышения, топографическими контурными линиями и виртуальной водой [7].  

В процессе разработки сложных программных систем моделирования и визуализации, в основе 
которых лежит обработка графической информации [8], возникает необходимость сопоставления коор-
динаты облака точек, принимаемых с сенсора глубины, и координат пространства, проецируемых про-
ектором. Такие действия позволят дополнять реальное изображение данными виртуального простран-
ства. Для сопоставления координат необходимо выполнить преобразование 

ProjectorSpace = VPTramsform(SensorSpace),                                           (1) 
где ProjectorSpace – проекционные координаты относительно проектора, SensorSpace – проекционные 
координаты относительно сенсора, VPTramsform – функция трансформации. 

Для получения преобразования VPTramsform предлагается следующий пошаговый алгоритм, вы-
полняемый на этапе запуска системы: 

1. Проецирование, поиск и определение глубины. 
2. Преобразование локальных координат датчика в глобальные координаты. 
3. Определение координат расположения проектора. 
4. Определение направления проецирования. 
5. Получение трансформации из глобального пространства в локальное пространство проектора. 
6. Получение общего преобразования локальных координат датчика в локальные координаты 

проектора. 
Опишем порядок действия для решения задачи автоматической калибровки проектора и сенсора 

глубины для каждого шага алгоритма. 
 

2. Проецирование, поиск и определение глубины 
 

Для поиска образов по изображению существует достаточное количество алгоритмов, от выбора 
которых и будет зависеть проецируемый образ. Использование в качестве образов изображений, имею-
щих информацию об изменении размера проекции, позволяет определить расстояния до исходной точ-
ки. Такой подход способствует уменьшению погрешности вычисления. К примеру, при проецировании 
круга значение радиуса проекции и значение радиуса проецируемого образа позволит вычислить длину 
луча. Сенсор Kinect считывает цветовые и глубинные данные одновременно на частоте до 30 кадров в 
секунду. Разрешение инфракрасного сенсора составляет 1,280 × 1,024 пикселей, при этом максималь-
ный размер выходного изображения не превышает 640 × 480 пикселей. Это связано с привязкой к воз-
можностям внутреннего процессора Kinect и пропускным возможностям шины USB [9]. 

Представленные характеристики, которыми обладает Microsoft Kinect, позволяют использовать 
его в качестве датчика для определения глубины изображения. Датчик глубины представляет собой ин-
фракрасный проектор, объединенный со светочувствительной матрицей. Это дает возможность сенсору 
Microsoft Kinect получать трехмерное изображение движущегося объекта при естественном и искус-
ственном освещении помещения. Специальная программа и сенсор диапазона глубины позволяют ка-
либровать датчики с учетом условий окружающей среды [10]. Несмотря на то что существуют другие 
аналоги и алгоритмы получения стереоизображения на основе двух камер, в данной задаче важна точ-
ность получаемых данных и поэтому наилучшим вариантом является использование сенсора Microsoft 
Kinect. 

 
3. Преобразование локальных координат датчика в глобальные координаты 

 
Для данного преобразования можно воспользоваться обратным способом: найдём трансформацию 

глобальных координат в локальные координаты сенсора. В общем случае трансформация описывается 
формулой 

SensorSpase = GlobalSpace ∗ ViewTransform ∗ ProjectionTransform,                        (2) 
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где GlobalSpace – глобальные координаты, ViewTransform – матрица видового преобразования сенсора, 
ProjectionTransform – матрица проекционного преобразования сенсора. 

Соответственно, преобразование локальных координат в глобальные координаты описывается 
формулой 

GlobalSpace = SensorSpase ∗ inverse (ViewTransform ∗ ProjectionTransform),                 (3) 
где inverse (ViewTransform	∗	ProjectionTransform) – обратная матрица от ViewTransform∗ProjectionTransform. 

Матрица преобразования ProjectionTransform зависит он характеристик сенсора, таких как угол 
обзора, соотношение сторон обзора, коэффициенты искажения линзы. Коэффициентом искажения лин-
зы в данной задаче можно пренебречь (как показала практика использования Microsoft Kinect, в данной 
задаче коэффициент искажения слабо влияет на результат). Остальные преобразования можно свести к 
стандартным преобразованиям, выполняемым в матрице проекции. 

Матрица преобразования ViewTransform зависит от точки в пространстве и направления сенсора. 
Задача значительно упрощается, если точка в пространстве, где находится сенсор, будет определена как 
центр координат и направления осей, соответствующих направлению лучей сенсора. Тогда матрица 
ViewTransform будет единичной, и данное преобразование можно учитывать. Стоит заметить, что в 
комбинации, где присутствует несколько сенсоров, такое упрощение невозможно. 

Используя в качестве сенсора устройство Microsoft Kinect и коэффициенты fx, fy, cx, cy, предоставлен-
ные для данного сенсора [11], матрицу inverse (ProjectionTransform) можно заменить на формулу (4):  

GlobalSpace = vec3 ((SensorSpace.x – cx)	∗ depth ∗ fx, (SensorSpace.y – cy) ∗ depth ∗ fy, depth),       (4) 
где fx = 1,0 / 594,2143;  fy = 1,0 / 591,0405; cx = 339,3078; cy = 242,7391. 

 
4. Определение координат расположения проектора 

 

По аналогии для преобразования глобальных координат в локальные координаты проектора ис-
пользуется преобразование 

ProjectorSpace = GlobalSpace ∗ PViewTransform ∗ PProjectionTransform,              (5) 
где PViewTransform – матрица видового преобразования проектора, PProjectionTransform – матрица 
проекционного преобразования проектора. 

Матрица PProjectionTransform также получается из характеристик проектора: угол обзора по од-
ной из осей, соотношение сторон, коэффициенты искажения линзы. 

Для нахождения матрицы PViewTransform необходимы данные точек, не лежащих в одной плос-
кости, в количестве на одну больше, чем количество измерений пространства. При данном количестве 
точек уравнения, которыми будет описываться решение, данная задача будет иметь одно решение. 
Представим задачу калибровки в виде рисунка в двухмерном пространстве (рис. 1). 

При этом точками S, C, P0, P1, P2  могут являться произвольные точки в пространстве. Следует от-
метить, что данные точки могут не лежать на одной плоскости.  

Для решения задачи необходимо получить локальное направление лучей для d0, соответствующей 
CP0; d1, соответствующей CP1; d2, соответствующей CP2, или углов между лучами, для которых выпол-
няется следующие равенство: 

 1 0 1 1 0 1 0( , ) (( ) ( ),( ) ( ))
MaxYawAngle MaxPitchAnglearccos d d asum x x y y

width height
         ,        (6) 

где x0, x1 – координаты проецирования по горизонтали; y0, y1 – координаты проецирования по вертика-
ли; MaxYawAngle – угол обзора по горизонтали; MaxPitchAngle – угол обзора по вертикали. Представим 
задачу на рис. 2. 

Спроецируем точки на виртуальную плоскость в пространстве и нормализуем вектор направления 
луча. Таким образом, возможно применить преобразование координат, используя следующее равенство: 

൦݀ݔ଴ ଴ݕ݀ ଴ݖ݀ ଵݔ1݀ ଵݕ݀ ଵݖ݀ ଶݔ1݀ ଶݕ݀ ଶݖ݀ ଷݔ1݀ ଷݕ݀ ଷݖ݀ 1൪	= ൦ܲݔ଴ ଴ݕܲ ଴ݖܲ ଵݔ1ܲ ଵݕܲ ଵݖܲ ଶݔ1ܲ ଶݕܲ ଶݖܲ ଷݔ1ܲ ଷݕܲ ଷݖܲ 1൪	∗ V,                                         (7) 
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где V – матрица преобразования координат; dx, dy, dz – координаты на плоскости проекции проектора; 
Px, Py, Pz – мировые координаты. 

 

S

C

P0

P1

P2

 
 

Рис. 1. Точки в пространстве, сенсор и проектор: S – точка координат сенсора, определенная как центр координат;  
C – искомая точка координаты проектора; P0, P1, P2 – проецируемые точки в глобальных координатах  

(в трёхмерном пространстве, соответственно, имеется ещё точка P3) 
 

 
 

Рис. 2. Графическое представление задачи 
 

Координату точки C получаем из матрицы V по следующему равенству (8) [12]: 
C = row(V–1, 3),                                                                      (8) 

где row – функция, определяющая строку матрицы под определённым номером.  
 

5. Определение направления проецирования 
 

После нахождения точки координаты проектора можно найти направление данного проектора. 
Направлением считаем луч, соответствующий центру локальных координат проектора. Задачу можно 
значительно упростить, если один из искомых лучей, используемый в определении координат располо-
жения проектора, будет направлен строго по центру. Получим вектор направления 

ViewDirection = normalize (P – C), 
где P – координаты центральной точки. 

P0 

P1 

C

P1 

B0 B1 
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Если требуется вычисление стандартной видовой матрицы, то в качестве точки плоскости наблю-
дения используется центральная точка. 

 
6. Получение трансформации из глобального пространства в локальное пространство проектора 

 
Далее для нахождения матрицы PViewTransform необходимы координаты проектора и направле-

ние проецирования, найденные ранее. В качестве искомой матрицы используем стандартную видовую 
матрицу.  

Для получения матрицы проекции PProjectionTransform будем использовать следующую матрицу 
с возможностью выбора центра [12]:  

nTransformPProjectio ێێۏ = 
௣௥௣ܼۍ − ܼ௣௥௣ 0 −ܺ௣௥௣ ܺ௣௥௣ ∗ ܼ௣௥௣0 ܼ௣௥௣ − ܼ௣௥௣ − ௣ܻ௥௣ ௣ܻ௥௣ ∗ ܼ௣௥௣0 0 ܵ௭ ௭ܶ0 0 −1 ܼ௣௥௣ ۑۑے

ې
,                        (9) 

здесь (Xprp, Yprp, Zprp) – одна из точек направляющего вектора, где Zprp – некоторое выбранное случайным 
образом положение плоскости наблюдения на оси Z; Sz и Tz – коэффициенты масштабирования и транс-
ляции для нормировки спроектированных значений координат Z. Заданные значения Sz и Tz зависят от 
выбранного диапазона нормировки.  

Таким образом комбинация матриц PViewTransform ∗ PProjectionTransform является общей 
трансформацией глобальных координат в локальные координаты проектора. 

 
7. Получение общего преобразования локальных координат датчика  

в локальные координаты проектора 
 

С учётом всех полученных преобразований развернём формулу (1) и получим следующее выра-
жение: 

ProjectorSpase = SensorSpase ∗ inverse(ViewTraqnsform ∗ ProjectionTransform)	∗ ∗ PViewTransform ∗ PProjectionTransform, 
где ViewTransform будет единичной матрицей, если сенсор глубины определен как центр координат; Pro-
jectionTransform получается после приведения формулы (2) в матричный вид (при этом в конечном итоге 
не обязательно использовать матрицу); PViewTransform вычисляется при помощи четырех проецируемых 
точек; значение PProjectionTransform получается в зависимости от характеристик проектора. 

 
Заключение 

 
Предложенный в работе алгоритм наряду с другими существующими методиками [4–6] может 

быть использован для различных вариантов калибровки. Так, после единовременной автоматической 
калибровки системы имеются необходимые преобразования, которые позволяют разработчику в режи-
ме реального времени производить сопоставление данных, получаемых сенсором или датчиком глуби-
ны, с виртуальными данными системы, проецируемыми с помощью проектора.  

В более сложной комбинации целесообразно использовать несколько сенсоров и проекторов для 
получения лучшего результата. При этом калибровка осуществляется аналогично (попарно) с добавле-
нием этапа получения взаимного расположения координатных осей различных пар. Также рассмотрен-
ный алгоритм может быть взят за основу для использования в системах дополненной реальности в тех 
случаях, когда ручная калибровка устройств представляется затруднительной или невозможной. 
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The task of automatic calibration of the projector and the sensor depth. 
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DOI: 10.17223/19988605/35/8 
 

Augmented reality system, built with use of projectors and sensors depth using infrared light, are widely used in various fields – from 
the defense to the gaming industry. In such systems, the actual problem is the calibration of the projector display information and sensor 
depth, reading the data in the space. One of options using technology of augmented reality is the "Virtual sandbox" representing a combina-
tion of a normal sandbox, the three-dimensional sensor Microsoft Kinect, the software of simulation and visualization and also from the 
normal projector (sometimes several projectors) providing visualization of submission of the image. The landscapes created from sand are 
selected in real time with the flowers corresponding to elevation height, topographical planimetric lines and the virtual water. 

In systems of augmented reality, where a role of interactive devices is played by the sensor controller and a projector for visual mod-
ification of a scene, there is a need of the solution of the task of determination of geometry of a surface of real space and comparison of 
this surface to the projected image. Process of calibration of both devices is usually carried out in a manual mode independently by the 
user of system that doesn’t allow to receive rather precisely necessary conversion and as a result doesn't allow to achieve the desirable 
level of display of the virtual view. 

In certain cases process of calibration becomes technically difficult or generally impossible. The task of calibration can be solved by 
formalization of algorithm of automatic calibration of system which program implementation allows to receive necessary transformation 
of coordinates by system in an automatic mode. 

In development process of difficult program systems of simulation and visualization, which cornerstone graphic job processing is, 
there is a need of comparison of coordinate of a cloud of the points accepted from a sensor of depth and coordinate of space, projected 
by a projector. Such actions will allow to add the real image data of the virtual space. 

This article discusses options for using interactive devices. We have proposed a stepwise algorithm for determining the mutual posi-
tion of the sensor space and depth of the projector image: 

1. Projection, search and determination of depth; 
2. Conversion of local coordinates of the sensor to global coordinates; 
3. Determination of coordinates of layout of a projector; 
4. Projection direction finding; 
5. Receiving transformation from global space in local space of a projector; 
6. Receiving the general conversion of local coordinates of the sensor to local coordinates of a projector. 
The necessary steps pretreatment process are defined that allow to carry out the calibration of the projector automatically.  
The mechanism of projection, search and determination of the depth are presented. The principle of conversion of the local coordi-

nates of the sensor in global coordinates is described. A method for determining the coordinates of the location of the projector and the 
determination of the direction of projection is proposed. The process of transformation of the global space in the local space of the pro-
jector is described. A version of obtaining a general transformation of the local coordinates of the sensor in the local coordinates of the 
projector is presented.  
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The mathematical component optimally integrable in computer graphics processing systems through the use of common principles, 
requires minimal changes in the system processing and analysis of complex structured images. The proposed algorithm can be used in 
augmented reality systems with both single and multiple projectors. In the latter case calibration is carried out in pairs, with adding of a 
stage of receiving a relative positioning of coordinate axes of different couples. Also considered algorithm can be taken as a basis for 
use in systems of augmented reality when manual calibration of devices is represented difficult or impossible. 
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СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ ОБУЧЕНИЕМ НА ОСНОВЕ СМЕШАННЫХ  
ДИАГНОСТИЧЕСКИХ ТЕСТОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕХНОЛОГИИ  

SEMANTIC WEB 
 

Исследование выполнено при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
в рамках научного проекта № 13-07-98037-р_сибирь_а. 

 
Рассматривается подход к построению систем управления обучением, основанный на использовании технологий 
Semantic Web и смешанных диагностических тестов. Дается описание онтологических моделей, представляю-
щих учебные дисциплины и тестовые задания. Предлагается подход к созданию системы управления обучением, 
использующей разработанные модели в качестве базы знаний. Предложена общая архитектура системы управ-
ления обучением, основанной в предлагаемом подходе. 
Ключевые слова: системы управления обучением; смешанные диагностические тесты; дидактические единицы 
учебной дисциплины; Semantic Web; онтология. 

 

Системы управления обучением широко используются в мировой образовательной практике уже 
долгое время. Для управления самыми разными аспектами процесса обучения  на сегодняшний день 
разработано большое количество программных систем. Системы подобного рода чаще всего предназна-
чены для поддержания не только  структуры образовательного процесса, но и процесса дистанционного 
обучения. Как правило, системы управления обучением включают набор модулей, организованных в 
библиотеки и используемых в режиме реального времени. 

Создание единой государственной системы управления качеством образования в российских ву-
зах на данный момент не потеряло своей актуальности. Начиная с 2005 г. Национальное аккредитаци-
онное агентство в сфере образования проводит эксперимент по внедрению экзамена федерального эк-
замена в сфере профессионального образования (ФЭПО) для проведения внешней независимой оценки 
результатов обучения студентов в рамках требований государственного образовательного стандарта 
ГОС. Одной из составляющих этого эксперимента является проведение компьютерного интернет-
тестирования студентов вузов. Концептуальной основой модели оценки качества подготовки студентов 
на соответствие требованиям ГОС является оценка освоения всех дидактических единиц той или иной 
дисциплины. Тестовые задания, из которых состоит экзамен ФЭПО, выбираются из общей базы заданий 
случайно для каждой дидактической единицы заданной дисциплины. Доля студентов, освоивших все 
дидактические единицы данной дисциплины, является показателем её освоения [1]. 

Большинство существующих систем управления обучением предлагают пользователю инстру-
ментарий для создания и редактирования тестовых заданий для осуществления контроля за качеством 
образования. В большинстве систем оценка прохождения студентом теста является бинарной: «тест 
пройден» либо «тест не пройден». Подобный способ оценивания едва ли является гибким и, кроме того, 
не позволяет оценить степень усвоения учащимся тех или иных разделов курса. В одном из методов 
тестирования, предлагающих альтернативу подобному способу оценивания, предлагается использова-
ние смешанных диагностических тестов (СДТ), предложенных в работе [2], для контроля качества об-
разования. СДТ представляют собой оптимальное сочетание безусловных и условных составляющих [3] 
и позволяют дифференцированно оценивать качество усвоения учебного материала. При этом для вы-
числения оценок используются аппараты пороговой и нечёткой логики. 

Большинство существующих систем управления обучением в значительной степени ориентиро-
ваны на использование web-сети для доступа пользователей к учебным курсам и тестовым заданиям. 
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Кроме того, как уже было сказано, разрабатываемый в данный момент экзамен ФЭПО предполагает 
проведение интернет-тестирования и, следовательно, также ориентирован на использование web-сети. 
Модульность и возможности повторного использования отдельных элементов существующих систем 
управления обучением – одни из самых сильных сторон этих систем, однако представление данных в 
web-сети, которое приходится использовать разработчикам в связи со значительной ориентированно-
стью этих систем на онлайн-доступ, достаточно плохо пригодно как для машинного анализа и обработ-
ки, так и для стандартизации. Существующие стандарты в этой области, такие как SCORM [4], как пра-
вило, требуют либо значительной доработки существующей системы, либо изначальной ориентирован-
ности разрабатываемой системы на образовательный стандарт. 

Для разрешения проблем, связанных со сложностями структурирования и пригодности для ма-
шинной обработки данных в web-сети, предпринята глобальная инициатива реорганизации структуры 
данных сети Интернет с целью преобразования ее в так называемую семантическую паутину [5], пред-
ставляющую возможности эффективного поиска и анализа данных как человеком, так и программными 
агентами. 

Современная Web-сеть (Всемирная паутина) основана на HTML-страницах, в тексте которых со-
держится информация, извлекаемая человеком при помощи программы-посредника, или браузера. Се-
мантическая же паутина предполагает хранение информации в виде семантической сети, предоставля-
ющей программе-клиенту возможность извлекать из паутины факты и осуществлять на их основе логи-
ческий вывод. При этом семантическая паутина работает параллельно с WWW и на её основе, исполь-
зуя протокол HTTP и уникальные идентификаторы ресурсов URI. Семантические сети, на которых 
должна быть основана семантическая паутина, в этом случае служат надстройкой над обычной web-
сетью и хранят метаданные как о контексте той или иной web-страницы (название, авторы, дата созда-
ния и / или последнего редактирования), так и о её контенте (основные понятия, используемые в тексте 
на странице, предметная область, о которой идёт речь и т.д.). 

Несмотря на наличие некоторых препятствий для создания глобальной семантической паутины, 
как сама идея, так и существующие технологии Semantic Web могут быть использованы для создания и 
развития информационных систем в рамках какой-либо отдельно взятой организации и, в частности, 
для создания системы управления обучением. Семантические сети, хранящие метаданные в Semantic 
Web, основаны на аппарате дескрипционных логик, являются весьма гибкой моделью представления 
информации, а также, строго говоря, позволяют перейти от работы с данными к работе со знаниями и 
могут легко быть использованы повторно. 

Основные подходы к применению технологий Semantic Web в образовании [6–10] предполагают 
использование тщательно разработанных заранее моделей предметных областей либо для структуриро-
вания учебного материала, либо для аннотирования уже существующих документов (методических ма-
териалов, наглядных пособий и т.д.). При этом основные усилия экспертов приходятся как раз на созда-
ние модели предметной области, а не на поддержку учебного процесса. Кроме того, эти подходы, как 
правило, не включают методы контроля качества обучения, отличные от тестов, использующих выше-
упомянутые бинарные оценки. 

В рамках данной работы рассматривается подход, включающий использование технологий 
Semantic Web для создания программной системы управления обучением, использующей СДТ. 

 
1. Основные понятия и определения. Постановка задачи 

 
Рассмотрим систему управления обучением как некоторую систему управления, объектом в кото-

рой является человек, проходящий обучение, а управляющим воздействием – изменение структуры 
учебного курса или повторное прохождение части курсов, входящих в состав образовательной про-
граммы. Датчиками такой системы будем считать наборы тестовых заданий, а параметрами объекта 
управления – численные оценки успешности их выполнения. 

Описанный в работах [2, 11–13] подход к оцениванию качества образования, основанный на СДТ, 
опирается на аппарат нечёткой логики и позволяет использовать нечёткую оценку как сложности теста, 
так и результата его прохождения обучающимся. Тем самым достигается, с одной стороны, гибкость в 
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описании параметров объекта управления (в данном случае обучающегося) и, с другой стороны, воз-
можность в дальнейшем использовать нечёткие методы управления объектом (в данном случае управ-
ление дальнейшим процессом обучения).  

Смешанные диагностические тесты были впервые введены в 1996 г. А.Е. Янковской для принятия 
решений в интеллектуальных системах; тогда же был предложен и доказан ряд теорем, подтверждаю-
щих их эффективность по сравнению с условными и безусловными диагностическими тестами. Впо-
следствии было предложено их применение в обучающе-тестирующих системах и показана эффектив-
ность их использования. В данной публикации представлено дальнейшее развитие СДТ и, в частности, 
их совместное использование с технологиями Semantic Web в целях построения гибридных интеллекту-
альных обучающе-тестирующих систем. 

Обучающийся – человек, проходящий обучение (объект управления). Основной задачей, решае-
мой с применением СДТ, является задача классификации обучающихся; классами при этом являются 
степени освоения ими того или иного учебного курса – «не владеет материалом», «удовлетворительно 
владеет материалом» и т.п. Учебным курсом в данной работе называется набор тематически связанных 
учебных материалов, объединённых одной образовательной дисциплиной (предметной областью). 

Диагностический тест – совокупность групповых характеристических признаков, различающих 
любые пары объектов, принадлежащих разным классам. При этом будем различать условный и без-
условный диагностические тесты. Безусловный диагностический тест основан на одновременном 
предъявлении всех входящих в него признаков исследуемого объекта, а условный – на последователь-
ном предъявлении признаков в зависимости от значений признаков, предъявленных ранее. Условный 
диагностический тест в этом случае включает в себя обязательное вычисление текущей оценки респон-
дента, зависящей от заранее определённой экспертом сложности теста. 

Смешанный диагностический тест представляет собой оптимальное сочетание безусловной и 
условных составляющих. После ответа на каждый вопрос теста вычисляется полученная респондентом 
оценка в зависимости от заранее заданной составителем теста сложности вопроса. 

Тема (модуль) представляет собой элемент структуры учебного курса, посвящённый разделу со-
ответствующей ему дисциплины. В рамках данной работы предполагается, что теме, входящей в состав 
учебного курса, соответствует некоторая дидактическая единица. Занятие – элемент темы, посвящён-
ный рассмотрению отдельных вопросов, входящих в её состав. Занятию соответствует объём учебных 
материалов, рассматриваемых в течение одной лекции (двух академических часов). Занятие – атомар-
ный элемент структуры учебного курса. При этом тема может включать в себя либо другие темы (под-
темы), либо отдельные занятия, но не те и другие одновременно. 

Онтология представляет собой концептуальную схему, определяющую термины, которые ис-
пользуются для описания и представления знаний некоторой предметной области, и включающую ма-
шиночитаемые (понятные для программы) определения базовых понятий и отношения между ними. 
Основными компонентами онтологии являются: 

 понятия (классы) описываемой предметной области; 
 экземпляры этих понятий; 
 отношения, которые могут быть объектными (связывающими понятия и их экземпляры друг с 

другом) или литеральными (связывающими понятия и их экземпляры с некоторыми значениями). 
Множество понятий и отношений между ними определяют общую схему хранения данных, пред-

ставленных как множество утверждений об экземплярах понятий, или аксиом онтологии. Эти утвер-
ждения, или триплеты, имеют вид троек «субъект-предикат-объект». 

Онтология – центральное понятие стека технологий Semantic Web. Фактически онтология – се-
мантическая сеть, хранящая любые данные, описанные средствами Semantic Web. Основными языками, 
используемыми для описания онтологий, являются стандартизованные консорциумом W3C языки RDF 
[14] и OWL [15]. 

При построении СДТ для некоторой дисциплины множество её разделов последовательно разби-
вается на безусловную и условную части. Затем при помощи алгоритмов, описанных в [2], формируют-
ся последовательности вопросов, соответствующих дидактическим единицам из каждой части. 
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Рассмотрим в качестве примера дисциплину «Информатика» для студентов специальности 
270102.65 – «Промышленное и гражданское строительство». Основными разделами этой дисциплины 
являются: 

1. Понятие информации. 
2. Общая характеристика процессов сбора, передачи, обработки и накопления информации. 
3. Технические и программные средства реализации информационных процессов. 
4. Технические средства реализации информационных процессов. 
5. Программные средства реализации информационных процессов. 
6. Модели решения функциональных и вычислительных задач. 
7. Алгоритмизация и программирование. 
8. Языки программирования высокого уровня. 
9. Базы данных. 
10. Программное обеспечение и технология программирования. 
11. Компьютерная графика. 
На рис. 1 приведён пример последовательности прохождения СДТ для описываемой дисциплины, 

представленный в виде дерева поиска. Вершины дерева, представленные прямоугольниками, соответ-
ствуют разделам дисциплины, сплошные рёбра – безусловным переходам, пунктирные рёбра – перехо-
дам, выполняемым при успешном прохождении безусловной составляющей теста для определённого 
раздела. В этом случае допустимо отнести к безусловной составляющей теста разделы с первого по раз-
дел 3.1, а к условной – с раздела 3.2 по раздел 9 включительно. Также имеет смысл предъявлять задания 
по разделам 6–9 в заключительной части тестирования. 

 
 

 
 

Рис. 1. Дерево переходов для процесса прохождения СДТ (дерево СДТ) 
 

Каждому СДТ соответствует матрица весов ответов A размерностью n×k, где n – количество те-
стовых заданий, а k – максимальное количество возможных вариантов ответа на тестовое задание. Эле-
менты aij матрицы A соответствуют весу ответа j на вопрос i. Каждый aij выставляется заранее экспер-
том в соответствии со сложностью теста и близостью ответа j на правильный ответ на вопрос i. Про-
хождение безусловной части СДТ считается успешным при превышении суммарным весом ответов 
обучающегося заранее заданного порога. Прохождение условной составляющей СДТ возможно только 
при успешном прохождении его безусловной составляющей. 
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2. Описание дисциплины при помощи онтологий Semantic Web 
 

Предлагаемый в данной работе подход к описанию учебных дисциплин на основе использования 
онтологий Semantic Web основан на системе понятий, представленных в предыдущем разделе. Учебной 
дисциплине в рамках предлагаемого подхода соответствует учебный курс, а его разделам – темы. Под-
ход предполагает использование трёх основных онтологий: CourseLevel, KnowledgeLevel и SystemLevel. 

Общая схема онтологии CourseLevel изображена на рис. 2. Понятие «Course» представляет собой 
учебный курс. Его атрибутами являются название (name), отведенное количество часов (hours) и описа-
ние (description). Понятие «Course» связано отношением includes с понятием «Theme», соответствую-
щим теме, и отношением refersTo с понятием «KnowledgeDomain». Отношение refersTo является анало-
гом односторонней ассоциации и задает ссылку от одного класса к другому. 

Понятие «KnowledgeDomain» (предметная область) содержит информацию о предметной области. 
Атрибутами понятия являются название (name) и описание (description). Как видно на диаграмме, пред-
метная область может быть частью какой-либо другой более глобальной предметной области или же 
включать другие предметные области. Понятие «Theme» предназначено для хранения данных о темах и 
может включать в себя подтемы и занятия. Атрибутами Theme являются название (name) и описание 
(description). Понятие «Theme» также находится в отношении refersTo с понятием «KnowledgeDomain», 
что позволяет однозначно определить предметную область, к которой относится тема. Понятие 
«Lesson» хранит данные о конкретном занятии и имеет также название или заголовок (name) и краткое 
описание или краткое содержание (description). Понятие «ClassElement», «атомарный элемент занятия», 
по существу представляет абстракцию для дочерних понятий, рассмотренных в следующей онтологии. 
Понятия «TestQuestion» и «TestAnswer» задают описание тестовых вопросов по тому или иному 
ClassElement. Каждому из них отношением checking может быть сопоставлен тестовый вопрос 
TestQuestion, описанный атрибутами body (тело вопроса) строкового типа и weight типа double. Отно-
шением hasAnswer каждому вопросу может быть сопоставлен вариант ответа TestAnswer, описываемый 
полями body строкового типа и truthValue («правильность» ответа) типа double. 

 

 
 

Рис. 2. Онтология CourseLevel 
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Понятия «KnowledgeElement», «Person» и «Event» не являются прямыми составляющими онтоло-
гии CourseLevel, но рассматриваются совместно с её элементами для связи с другой онтологией, рас-
смотренной ниже. 

Онтология KnowledgeLevel, изображённая на рис. 3, описывает возможные «элементы знаний», 
присутствующие в учебных курсах. 

 

 
 

Рис. 3. Онтология KnowledgeLevel 
 

Основным элементом данной онтологии является понятие «KnowledgeElement», которое по сути 
абстрактно и обобщает ряд других понятий данной онтологии. Понятие «Person» предназначено для 
хранения данных о некоторой личности и связано с понятием «KnowledgeElement» отношением author. 
Таким образом, личность может выступать в качестве автора любого из экземпляров понятия, наследу-
ющего KnowledgeElement. Понятие «Event» описывает некоторое произвольное событие. Для него 
определены два дочерних понятия для указания типа события – интервальное и мгновенное 
(IntervalEvent и InstantEvent). Понятие «Person» связывается с понятием «Event» отношением participant, 
описывая возможность личности участвовать в событии или каким-либо образом быть связанным с 
ним. Понятие «Theorem» формально служит для описания теорем, но в широком смысле представляет 
собой любое утверждение, для которого существует формальное доказательство. Понятие «Proof» опи-
сывает доказательство для теоремы (класс Theorem). Понятия «Theorem» и «Proof» связаны отношени-
ями hasProof и proofFor соответственно. 

Понятие «Pronouncement» предназначено для описания высказывания, сделанного некоторой 
личностью Person. Понятие «Viewpoint» (точка зрения) отличается от высказывания (понятие 
«Pronouncement») тем, что имеет отношение viewpointOn с понятием «KnowledgeElement», связывая 
между собой автора, его точку зрения и субъект, о котором идет речь. Понятие «Term» соответствует 
некоторому термину или определению и может описываться как термин в широком смысле (например, 
понятие или объект в математическом рассуждении). Понятие «Classification» предназначено для опи-
сания классификаций тех или иных терминов. Между понятиями «Classification» и «Term» существуют 
отношения ofTerm и belongsTo соответственно. Понятие «ClassificationAttribute» отвечает за описание 
критерия классификации терминов. Понятие «Law» описывает произвольный закон или правило (не-
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формально это требование для выполнения некоторых условий). Наглядно представить его можно в ви-
де конструкции «если – то». Данное понятие непосредственно связано с классом Term, так как содержит 
различные термины и понятия и оперирует ими. Понятие «Artwork» служит для описания метаданных 
различных ресурсов. Его подклассами являются Picture (картина или изображение), Sculpture (скульп-
тура), Architecture (архитектура), Music (музыкальное произведение), Invention (изобретение), Text 
(произвольный текст). Все экземпляры этих понятий не предназначены для хранения файлов изображе-
ний, музыкальных произведений и т.д., а лишь описывают данные об этих объектах. Понятие «Text» 
разделяется на два подкласса – Book (книга) и Article (статья). 

Третья из разработанных онтологий называется SystemLevel и имеет прикладное значение. Она 
служит в первую очередь для обеспечения возможности расстановки приоритетов (принцип предше-
ствования) для учебных курсов, тем и занятий. Принцип предшествования не выносится в отдельное 
понятие, а представлен в виде атрибута с целочисленным типом xsd:int. Основными ресурсами являют-
ся аудио- и видеоматериалы, изображения, книги и статьи, а также веб-сайты. Соответствующие им 
классы отображены на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Онтология SystemLevel 
 

Понятия «ThemeWithPriority», «LessonWithPriority» и «ClassElementWithPriority» служат для хра-
нения данных о порядке следования или приоритете тем учебного курса, занятий каждой темы и поня-
тий, используемых в занятиях, соответственно. 

Понятия «Video», «Audio», «Book», «Article», «Image», «Web-resource» описывают ресурсы, соот-
ветствующие основным элементам учебного курса, например, изображение человека (личности Person), 
видеозапись какого-либо события (Event), статья о теореме и ее доказательство (Theorem и Proof соот-
ветственно). Атрибутами таких классов являются ссылки на хранилища соответствующих материалов. 
Классы Resource и ClassElement связаны отношением describes. 

Пример онтологий, описывающих часть вышеупомянутого курса «Информатика», приведён на 
рис. 5, 6. В данном примере сам курс представлен в онтологии CourseLevel экземпляром 
InformationScience270102.65 понятия «Course». Он относится (отношение refersTo) к предметной обла-
сти «Информатика», представленной экземпляром Information_Science понятия «KnowledgeDomain». 
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Входящая в состав курса тема «Информация» (экземпляр Informaiton понятия «Theme», связан-
ный отношением includes с курсом InformationScience270102.65) включает (отношения includes) две 
лекции (экземпляры понятия «Lesson», «Lecture_1» и «Lecture_2»), озаглавленные (литеральное свой-
ство name) «Понятие информации» и «Общая характеристика процессов сбора, передачи, обработки и 
накопления информации». Каждая из этих лекций включает (отношение includes) термин «Информа-
ция», которому в онтологии соответствует экземпляр Information понятия «Term», описанного в онтоло-
гии KnowledgeLevel. 

 

 
 

Рис. 5. Описание части курса «Информатика» в онтологии CourseLevel 
 

 
 

Рис. 6. Частичное описание термина «Информация» в терминах онтологии KnowledgeLevel 
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Онтология KnowledgeLevel включает описание классификаций информации (экземпляр 
Information понятия «Term») по форме представления и способу восприятия (экземпляры InfByRep и 
InfByPerc понятия «Classification» соответственно). Критерии классификации представлены в онтоло-
гии экземплярами понятия «ClassificationAttribute» следующим образом: Representation_Method – для 
классификации по способу представления, и Preception_Type – для классификации по форме представ-
ления информации, и связаны с экземплярами, представляющими классификации, отношением 
definedBy. Наконец, виды информации, входящие в эти классификации, связаны с ними отношением 
belongsTo. Каждому из этих видов соответствует свой термин (экземпляр понятия «Term»), например, 
Graphic_Information – для информации, представленной в графической форме, Tactile_Information – для 
информации, воспринимаемой тактильными рецепторами и т.д.  

Описанные онтологии формируют общую базу знаний, позволяющую хранить и редактировать 
онтологические модели, описывающие учебные дисциплины в виде учебных курсов, разбитых на темы, 
которым соответствуют дидактические единицы. В свою очередь, темы разбиты на занятия, включаю-
щие описания широкого спектра понятий, явлений и событий, которые могут входить в состав произ-
вольного учебного курса. Важным элементом онтологической модели учебных курсов являются описа-
ния тестовых заданий, которые могут быть сопоставлены любому из изучаемых в процессе обучения 
понятий. Указание сложности тестовых заданий позволяет по понятию, теме и разделу курса един-
ственным запросом к онтологии выбрать базу тестовых заданий и сформировать набор смешанных диа-
гностических тестов для контроля качества усвоения обучающимися учебных материалов. 

 

 
 

Рис. 7. Общая архитектура системы управления обучением 
 

Наиболее простым и эффективным способом реализации подобной системы представляется со-
здание web-сервиса по планированию учебных курсов для его использования преподавателями в рамках 
сети факультета или университета. 

Общая архитектура системы управления обучением, разрабатываемой с использованием описан-
ного подхода, представлена на рис. 7. Основными элементами такой системы являются: 

1. База знаний, отвечающая за хранение описанных выше онтологических моделей.  
2. База данных, хранящая данные о пользователях сервиса, включая список URI (Uniform Re-

source Identifier, унифицированные идентификаторы ресурса) онтологических моделей курсов, разрабо-
танных пользователями и хранящихся в базе знаний. 

3. Web-сервер, непосредственно отвечающий за обработку запросов пользователей по созданию и 
редактированию моделей учебных курсов, а также их компонентов (терминов, понятий, смешанных ди-
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агностических тестов и др.). Кроме того, web-сервер позволяет при необходимости произвести выгруз-
ку модели курса в файл онтологии Semantic Web. 

 

Заключение 
 

Онтологические модели являются весьма гибким описательным инструментом. Предложенные в 
данной работе онтологии могут быть дополнены онтологиями более низкого уровня, относящимися к 
конкретным предметным областям. Кроме того, полученные модели могут быть повторно использова-
ны в дальнейшем как для создания новых учебных курсов с использованием элементов уже описанных 
курсов, так и для создания онтологии предметной области более высокого уровня. Наличие в онтологи-
ческих моделях описаний аудио-, видео- и сетевых ресурсов позволяет дополнять учебный курс нагляд-
ными учебными материалами и структурировать списки дополнительной литературы по связанным с 
ними элементам учебного курса. Кроме того, описанные выше модели позволяют хранить и обрабаты-
вать структуры, содержащие СДТ, и, следовательно, встраивать контрольные срезы с оцениванием по 
смешанным диагностическим тестам в структуру любого хранимого в подобной системе курса. 
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The paper describes an approach to the construction of learning management systems based on combined usage of Mixed Diagnostic 
Tests (MDT) in order to maintain education quality control and Semantic Web technology stack for purposes of storing learning cours-
es’ data and structures containing MDT.  

Mixed Diagnostic Tests are a compromise between unconditional and conditional components. Most of  learning management sys-
tems being used in educational practice only utilize a binary approach to estimating quality of education: “test passed” or “test not 
passed”. Mixed Diagnostic Tests utilize and fuzzy logic apparatus, allowing to differentiate such estimations.  

Central element of Semantic Web technology are semantic networks (ontologies) that are suited well to be used as a knowledge base 
for a system including MDT. Ontologies allow to describe both elements of an educational course (course, theme, lecture) and material 
being studied during the course (events, dates, terms, theorems etc.) in both full and flexible way. A set of MDT can be associated with 
every element of ontology describing teaching material. These MDT can be used to perform a check of mastering quality of a teaching 
course educational elements. 

Three basic ontologies, CourseLevel, KnowledgeLevel and SystemLevel, are suggested to be used in an approach being described. 
A CourseLevel ontology describes elements of a learning course and structures containing MDT. KnowledgeLevel ontology describes 
possible “knowledge elements” that will be studied during the course. SystemLevel ontology is intended for structuring CourseLevel 
ontologies in a framework of a single course (for example, for determination of themes’ order). That ontology also stores descriptions of 
different resources connected with course’ “knowledge elements”: audio and video resources, images, books and articles. 

These ontologies can be supplemented with additional “child” ontologies describing in details a knowledge domain being discussed 
during the course, if needed. 

A creation of a web service for educational courses planning seems to be the simplest and most effective way of implementing such 
a learning management system. That web service should be used by lecturers in the network of a faculty or the university. The paper 
describes general architecture of a learning management system based upon the approach being suggested. It includes a database con-
taining system users’ data, knowledge base containing the above-mentioned ontologies, and a web server providing course models crea-
tion and editing. 

The system based upon the approach being described will possess both flexibility of description of learning courses and their ele-
ments and possibility of making a differentiate estimation of education quality for these courses. 
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75 лет профессору 

 

МАТРОСОВОЙ АНЖЕЛЕ ЮРЬЕВНЕ 
 

2 февраля 2016 г. исполнилось 75 лет доктору технических 
наук, профессору, почетному работнику высшего профессиональ-
ного образования Российской Федерации Матросовой Анжеле 
Юрьевне. 

Анжела Юрьевна родилась 2 февраля 1941 г. в городе Томске 
в семье преподавателя Томского политехнического института Со-
колова Юрия Николаевича и медицинского лаборанта Калмыковой 
Татьяны Ивановны. С 1943 по 1950 г. семья жила в городе Загорске 
Московской области, ныне Сергиев Посад. В 1948 г. поступила в 
среднюю школу в Загорске, в 1950 г., после возвращения семьи в 
Томск, продолжила обучение в школе № 12 города Томска, кото-
рую закончила в 1958 г. с серебряной медалью. Параллельно с уче-
бой в средней школе она занималась музыкой, играла на скрипке. 
Успехи на музыкальном поприще могли повлиять на выбор ее бу-
дущей профессии. Перед Анжелой Юрьевной стоял выбор между 
профессией музыканта и занятием точными науками, в частности 
популярной в те годы радиофизикой. Выбор пал на точные науки, о 

чем она не жалеет до сих пор. Но музыка сопровождает Анжелу Юрьевну всю ее жизнь. Она активно участвовала 
в музыкальной жизни (играла в ансамбле скрипачей, участвовала в театральных постановках). Анжела Юрьевна с 
большим удовольствием посещает концерты классической музыки и своим примером пытается привить музы-
кальный вкус ученикам, у нее богатое собрание произведений классической музыки (которое все время пополня-
ется) и фильмов, посвященных известным музыкантам и художникам. 

В 1958 г. Анжела Юрьевна поступила в Томский государственный университет на радиофизический фа-
культет, который окончила с отличием в 1963 г. После окончания университета работала инженером, а затем была 
младшим научным сотрудником в лаборатории счетно-решающих устройств под руководством А.Д. Закревского. 
В это время занималась проблемой решения логических уравнений. С 1967 г. она начала заниматься исследовани-
ями в области тестирования дискретных устройств, которые были продолжены в аспирантуре факультета при-
кладной математики и кибернетики Томского государственного университета с 1969 по 1972 г. В 1973 г. защитила 
кандидатскую диссертацию «Методы решения булевых уравнений и их применение в диагностике неисправно-
стей дискретных автоматов».  

А.Ю. Матросова начала свою педагогическую деятельность в 1973 г. с переходом на факультет при-
кладной математики и кибернетики ТГУ в качестве старшего преподавателя, затем доцента, а после этого 
заведующей кафедрой математической логики и программирования. В это время ею разработаны и читаются 
курсы «Дискретная математика», «Диагностика дискретных устройств», «Искусственный интеллект» и др. 
Параллельно ведутся научные исследования в области диагностики дискретных устройств. Итогом научных 
исследований стала защита докторской диссертации в 1990 г. на тему «Алгоритмические методы контроля и 
диагностики дискретных устройств управления и проблемы контролепригодного проектирования». В 1991 г. 
ей присуждается ученая степень доктора технических наук, а в 1994 г. – звание профессора по кафедре про-
граммирования. 

Анжела Юрьевна является автором более 180 публикаций, в том числе в ведущих академических журналах 
России и бывшего Советского Союза, таких как «Автоматика и телемеханика», «Автоматика и вычислительная 
техника» и др.  Ею подготовлена монография «Алгоритмические методы синтеза тестов». 
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Анжела Юрьевна одна из первых на факультете прикладной математики и кибернетики в начале 90-х нача-
ла сотрудничать с зарубежными коллегами, в частности с проф. Б. Куртуа (лаборатория TIMA, Франция), проф. 
М. Гёссель (Потсдамский университет, Германия), проф. Р. Убар (Таллиннский технический университет, Эсто-
ния), проф. Дж. Абрахам (Техасский университет в Остине, США), проф. И. Левин (Тель-Авивский университет, 
Израиль), проф. В. Сингх (Индийский институт технологий (IIT) Bombay, Индия) и др. Результатом сотрудниче-
ства стало написание совместных статей и докладов, принятых на ведущих международных конференциях. 

Неоднократно выступала с докладами на международных конференциях и симпозиумах как в России, так и 
за рубежом (США, Италия, Франция, Норвегия, Индия и др.). 

Профессор А.Ю. Матросова является действующим членом трёх диссертационных советов, академиком 
Российской академии информатизации, академиком Академии наук прикладной радиоэлектроники (Беларусь, 
Россия, Украина), членом редакционной коллегии журнала «Вестник ТГУ. Управление, вычислительная техника и 
информатика», членом программных комитетов множества российских и зарубежных конференций международ-
ного уровня. 

А.Ю. Матросова одна из первых в Томском государственном университете получила престижный грант 
Российского научного фонда по теме «Тестирование и контролепригодное проектирование логических схем высо-
кой производительности». В период с 1995 по 2000 г. неоднократно была научным руководителем грантов Мини-
стерства образования по разделу «Автоматика и телемеханика». В рамках российско-индийского гранта РФФИ 
(2011–2013 гг.) под её руководством выполнялся совместный проект с индийскими коллегами «Синтез логических 
схем, обеспечивающий их качественное тестирование и обнаружение неисправностей, снижающих производи-
тельность схем». Неоднократно руководила стажировками молодых учёных из других городов. Под руководством 
Анжелы Юрьевны защищено восемь кандидатских диссертаций. 

В настоящее время Анжела Юрьевна работает заведующей кафедрой программирования, читает базовый 
курс «Дискретная математика» для студентов факультета прикладной математики и кибернетики (направление 
«Экономика») и для студентов физического факультета (направление «Информационные системы и технологии»), 
несколько спецкурсов для студентов, обучающихся по направлению «Прикладная математика и информатика», 
руководит курсовыми и дипломными работами студентов, а также аспирантами. В своих воспоминаниях выпуск-
ники отмечают её доброжелательность, интеллигентность и, конечно, высокий профессионализм. 

За большую и плодотворную работу А.Ю. Матросова награждена нагрудным знаком «Почётный работник 
высшего профессионального образования РФ», юбилейной медалью «400 лет Городу Томску», медалью «За за-
слуги перед ТГУ» и медалью «Д.И. Менделеева», рядом почётных грамот Министерства образования, Админи-
страции города Томска и ТГУ. 

 
Сотрудники факультета прикладной математики и кибернетики, коллеги, друзья и ученики поздрав-

ляют Анжелу Юрьевну с юбилеем и искренне желают ей крепкого здоровья на долгие годы, личного счастья 
и благополучия!  
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