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ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛИТЕЛЬНОСТИ  

НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В МОДУЛИРОВАННОМ  
ОБОБЩЕННОМ ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ  

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из матема-
тических моделей информационных потоков заявок, функционирующих в телекоммуникационных и информа-
ционно-вычислительных сетях связи, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий (DSPPs). 
Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося мертвого времени. В статье приво-
дятся аналитические результаты по нахождению оценки максимального правдоподобия длительности мертвого 
времени по наблюдениям за моментами наступления событий в потоке. 
Ключевые слова: модулированный обобщенный полусинхронный поток событий; дважды стохастический по-
ток событий (DSPP); MAP (Markovian Arrival Process)-поток событий; непродлевающееся мертвое время; функ-
ция правдоподобия; оценка максимального правдоподобия; длительность мертвого времени.  
 
Условия функционирования реальных систем массового обслуживания таковы, что если в отно-

шении параметров обслуживающих устройств, как правило, можно утверждать, что они известны и с 
течением времени не меняются, то в отношении интенсивностей входящих потоков этого сказать во 
многих случаях нельзя. Более того, интенсивности входящих потоков заявок обычно меняются со вре-
менем; часто эти изменения носят случайный характер, что приводит к рассмотрению математических 
моделей дважды стохастических потоков событий (DSPPs) [1–9]. Интерес к рассмотрению дважды сто-
хастических потоков событий проявляется неслучайно. Все это находит широкое применение в различ-
ных отраслях науки и техники, таких как теория сетей, P2P-сети и адаптивное вещание видео, системы 
оптической связи, статистическое моделирование, финансовая математика и др. [10–16]. Как было от-
мечено выше, в реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо 
частично, либо вообще неизвестны, либо, что еще более ухудшает ситуацию, изменяются со временем 
случайным образом. Поэтому при реализации адаптивного управления системой массового обслужива-
ния возникают, в частности, следующие задачи: 1) задача фильтрации интенсивности потока (или зада-
ча оценивания состояний потока по наблюдениям за моментами наступления событий) [17–26]; 2) зада-
ча оценивания параметров потока по наблюдениям за моментами наступления событий [27–33]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока выступает мертвое 
время регистрирующих приборов. Необходимость рассмотрения случая мертвого времени вызвана тем, 
что на практике любое регистрирующее устройство затрачивает на измерение и регистрацию события 
некоторое конечное время, в течение которого оно не способно правильно обработать следующее собы-
тие, т.е. событие, поступившее на обслуживающий прибор, порождает период так называемого мертво-
го времени [34–42], в течение которого другие наступившие события потока недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В частности, подобные ситуации встречаются в компьютерных сетях, напри-
мер, при использовании протокола случайного множественного доступа с обнаружением конфликта 
(протокол CSMA/CD). В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети 
по сети рассылается сигнал «заглушки»; в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, по-
ступившие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных 
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вызовов. Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в 
него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего 
конфликт в узле сети. 

В настоящей работе рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток со-
бытий, являющийся обобщением полусинхронного потока [43–46] и обобщенного полусинхронного 
потока событий [47–49] и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий с кусочно-
постоянной интенсивностью. Достаточно обширная литература по исследованию подобных потоков 
событий (асинхронных, синхронных и полусинхронных) приведена в [21, 22, 50, 51], при этом в [50] 
показано, что данные потоки могут быть представлены в виде моделей MAP-потоков событий. Настоя-
щая статья является непосредственным развитием работ [51–55], где решается задача нахождения сов-
местной плотности вероятности длительности интервалов модулированного обобщенного полусин-
хронного потока событий при непродлевающемся мертвом времени. В данном исследовании приводят-
ся аналитические результаты по нахождению оценки максимального правдоподобия длительности 
мертвого времени в модулированном обобщенном полусинхронном потоке событий по наблюдениям за 
моментами наступления событий в потоке. 

 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий (далее – поток 
или поток событий), интенсивность которого является кусочно-постоянным стационарным случайным 

процессом )(t  с двумя состояниями 1  и 2  )0( 21  . Будем говорить, что имеет место первое 

состояние процесса (потока), если 1)(  t , и второе состояние процесса (потока), если 2)(  t . 

В течение временного интервала случайной длительности, когда процесс )(t  находится в состоянии 

i  ( it  )( ), имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью i , 2,1i . Переход из 

первого состояния процесса )(t  во второе возможен в момент наступления события пуассоновского 

потока интенсивности 1 , при этом переход осуществляется с вероятностью р  )10(  p ; с вероятно-

стью р1  процесс )(t  остается в первом состоянии. Переход из первого состояния процесса )(t  во 

второе также возможен в произвольный момент времени, не совпадающий с моментом наступления со-
бытия, при этом длительность пребывания процесса )(t  в первом состоянии распределена по экспо-

ненциальному закону с параметром  :  eF 1)( , 0 . Тогда длительность пребывания процесса 

)(t  в первом состоянии есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения 
  11)(1

peF , 0 . Переход из второго состояния процесса )(t  в первое в момент наступления 

события пуассоновского потока интенсивности 2  невозможен и может осуществляться только в про-

извольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии 

распределена по экспоненциальному закону с параметром  :  eF 1)(2 , 0 . В момент оконча-

ния второго состояния процесса )(t  при его переходе из второго состояния в первое инициируется с 

вероятностью   )10(   дополнительное событие. Отметим, что события пуассоновских потоков и 

дополнительные события неразличимы для наблюдателя. В сделанных предпосылках )(t  – скрытый 

марковский процесс.  При этом матрицы инфинитезимальных характеристик принимают вид 
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Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – это интен-

сивности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что 

если 0 , то имеет место обобщенный полусинхронный поток событий [47–49]. 
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После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T , в течение которого другие события потока недоступны 
наблюдению. По окончании периода мертвого времени первое наступившее событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности T  и т.д. (непродлевающееся мертвое время). Вариант возникаю-
щей ситуации приведен на рис.1, где 1, 2 – состояния процесса )(t ; дополнительные события, которые 

могут наступать при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое, помечены буквами δ; пери-

оды мертвого времени длительности T  помечены штриховкой; ненаблюдаемые события отображены 
черными кружками, наблюдаемые  1t , ,...2t  – белыми. 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования потока событий, по-
этому переходными процессами на полуинтервале наблюдения  tt ,0 , где 0t  – начало наблюдений, t  – 

окончание наблюдений (момент вынесения решения), пренебрегаем. Тогда без потери общности можно 
положить 00 t . Поскольку процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым, то говорить о со-

стоянии потока можно только в вероятностном смысле. Вся доступная информация о потоке – это мо-
менты наступления событий kttt ,...,, 21  с начала наблюдения 0t  до момента t .  

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Параметры потока 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   полагаются известными, длитель-

ность мертвого времени T  неизвестна. Необходимо в момент окончания наблюдений (в момент време-
ни t ) на основании выборки kttt ,...,, 21  наблюденных моментов наступления событий потока осуще-

ствить методом максимального правдоподобия оценку T̂  длительности мертвого времени. 
 

2. Построение функции правдоподобия 
 

Обозначим через kkk tt  1 , ,2,...1k , значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть )()(  TkT pp , 0 , для любого k (индекс T  

подчеркивает, что плотность вероятности зависит от длительности мертвого времени). В силу этого 
момент времени kt  без потери общности можно положить равным нулю, т.е. момент наступления собы-

тия есть 0 . Тогда одномерная плотность вероятности )(Tp , 0 , примет вид [51, 55]: 
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Пусть 121 tt  , 232 tt  , …, kkk tt  1 , 01  , 02  , …, 0,k   – последовательность из-

меренных в результате наблюдения за потоком в течение интервала наблюдения  t,0  значений дли-

тельностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 1 , …, k  по воз-

растанию: )()2()1(
min ... k . В силу предпосылок последовательность моментов наступления 

событий 1t , ,...2t , ,...kt  образует вложенную цепь Маркова  )( kt , т.е. поток обладает марковским 

свойством, если его эволюцию рассматривать с момента наступления события kt , ,...2,1k . Тогда 

функция правдоподобия с учетом (1) запишется в виде 

min
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Поскольку задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого времени в предпо-
ложении, что все параметры потока 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   известны, то согласно 

методу максимального правдоподобия ее реализация есть решение оптимизационной задачи 

,0,0,max)(),...,|( minmin
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где )( )( j
Tp   определена в (1) для )( j . Значение T , при котором функция правдоподобия (2) дости-

гает своего глобального максимума, есть оценка T̂  длительности мертвого времени. 
 

3. Решение оптимизационной задачи (2) 
 

Произведем переобозначение: minm . В силу того что функция правдоподобия (2) отличается 

от нуля при mT 0 , положим 0)( )(  j
Tp , kj ,2 , при mT   ( 0m ). В дальнейшем изложенная 

ситуация, когда принимается 0m , означает доопределение изучаемых функций в граничной точке. 

Перейдем к исследованию )( mTp   как функции переменной T  ( mT 0 ). Отметим, что 0)( mTp , 

так как )( mTp   есть одномерная плотность вероятности. Исследуем производную )( mTp   по T  функ-

ции )( mTp  . Имеем 
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где )(Tf , )(TF  определены в (1); )(Tf   – производная функции )(Tf  по T . 

Лемма 1. Производная )( mTp   является положительной функцией переменной m  при 0T , 

 m0  ( 0)(0   mTp ). 
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Доказательство. Так как m  – любое неотрицательное число ( 0m ), то )(0 mTp    можно рас-

сматривать как функцию переменной m . Подставляя 0T  в (3) и проделывая необходимые преобра-

зования, получаем 

 mm zz
mT eAzCzeAzCz

zzA
Cp 

 


 12 )()(
)(

)( 2112
12

20 , 0m ,   (4) 

      0)()()()1( 212121112211  AzzzzppppC , 

0))(( 21211  qzzpA . 

Рассмотрим на предмет существования корней уравнение 0)(0   mTp , которое с учетом (4) пре-

образуется к виду 

mzzeB  )( 12 , 
)(

)(

12

21

CAzz
CAzzB




 .     (5) 

Из (4) находим 

0)/()0( 2
0   ACp mT , 0)(lim 0   mTp

m

.    (6) 

Подставляя в (5) выражения для 1z , 2z , определенные в (1), получаем 

    
     2

1

2
21212121

2
2

2
21212121

2
1

)1(4)()(2

)1(4)()(2

B
B

zzAz

zzAz
B 




 . 

Тогда имеем 

      
        0)2()1(2)(

2)1(4)(2

1
2

1
2

21212121

2
1

2
21212121

2
11





pz

AzAzB
 

вне зависимости от знака выражения  21  ( 021  , 021  , 

021  ). Для выражения (5) имеем два варианта: 

1) 0)( 211  CAzzB ; 0)( 122  CAzzB . Тогда 0B  и разность 0)( 1221  zzCBB . Следо-

вательно, 21 BB   и 1B . Тогда уравнение (5) решения не имеет, следовательно, 0)(0   mTp , 0m , 

так как в силу (6) 0)0(0   mTp , при этом 0)(lim 0   mTp
m

; 

2) 0)( 211  CAzzB ; 0)( 122  CAzzB . Тогда 0B  и уравнение (5) решения не имеет, следо-

вательно, 0)(0   mTp , 0m , аналогично варианту 1. 

Осталось рассмотреть особый случай 01 CAz . Подставляя 01 CAz  в (4), получаем 

0)(
)(

)( 1

12
12

20 


 


mz
mT ezCAz

zzA
Cp , 0m , 

так как 0)( 211  CAzzB  всегда и, следовательно, 02 CAz  всегда. 

Таким образом, если 0)( 12 CAzz  либо 0)( 12 CAzz , то 0)(0   mTp , 0m . Лемма 1 доказана. 

Замечание 1. 1qq   всегда.  

Доказательство. В лемме 1 показано, что 02 CAz  всегда. Можно показать, что 

)( 112 qqzCAz  , следовательно, 1qq   всегда. 
Лемма 2. Производная )( mTp   строго больше нуля при mT  ,  m0  ( 0)(   mT m

p ). 

Доказательство. Подставляя mT   в (3), получаем 
 

















 )(
)()(

1
)()( 2

21

21

m
mmTm F

eqCpp
m

m
,     meqzzCm

 211)( 21 ,    (7) 
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        21221121212121
22

21 2)(  zzzzqzzzzqACq , 

где q, )( mF   определены в (1), A , C  – в (4). Можно показать, что   21)( qqqqq  , где 

 21121  zzq ,  21212  zzq  – корни уравнения 0)(  q . Отметим, что 

0)/()0( 2  ACp m , 0)(lim
21







Cp m
m

,   )()(lim)0(
21

2 q
A

Cpp mm
m







.    (8) 

В силу того что 0C , 0)(  m  для 0m , то знак производной )( mp   определяется знаком 

)(q . Тогда если 0)(  q , то производная (7) строго больше нуля ( 0)(  mp ) для 0m .  

Пусть 0)(  q . Введем в рассмотрение вторую производную )( mp   по переменной T  в точке 

mT  . Используя (3), находим 

        mm qezzzzzze
F

qzzp
m

m
 




 2121

2121212121321 )(

)(
)( , 0m , 

где q , )( mF   определены в (1), )(q  определена в (7). По условию имеем   0
)(

)(
21

321 










  me

F
qzz

m

, 

следовательно, знак производной )( mp   определяется знаком функции 

      mqezzzzzzy m
 21

2121212121)( , 0m . 

Исследуем функцию )( my   как функцию переменной m  ( 0m ). Имеем 

 21)0(  qCy ,     0)1()()(lim 2121212121 


pzzzzzzyy m
m

, 

где q определена в (1), C  – в (4). Здесь возможны следующие варианты: 

1) 0q  и, следовательно,   0)0( 21  qCy . Тогда функция )( my   – убывающая функция 

переменной m  ( 0m ); убывает от   0)0( 21  qCy  до   0)( 212121  zzzzy . Следо-

вательно, 0)( my , 0m . Отсюда следует, что 0)(  mp , 0m , и функция )( mp   является возрас-

тающей функцией переменной m  ( 0m ).  Таким образом, в силу (8) 0)(  mp , 0m ; 

2) 0q . Тогда   0)( 212121  zzzzy m , 0m . Результат идентичен результату преды-

дущего пункта; 

3) 0q . Тогда )( my   – возрастающая функция переменной m  ( 0m ); возрастает от 

 21)0(  qCy  до   0)( 212121  zzzzy . В данном случае имеют место три варианта: 

а) 0)0( y ; б) 0)0( y ; в) 0)0( y . Рассмотрим более подробно каждый из вариантов.  

Вариант а. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда 0)( my , 0m . Отсюда следует, что 

0)(  mp , 0m , и функция )( mp   является возрастающей функцией переменной m  ( 0m ). Таким 

образом, в силу (8) 0)(  mp , 0m . 

Вариант б. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда 0)( my , 0m , причем равенство нулю            

( 0)( my ) достигается в единственной точке 0m . Результат идентичен результату варианта а. 

Вариант в. Пусть   0)0( 21  qCy . Тогда: 1) 0)( my , *0 mm  ; 2) 0)( my , *
mm  ; 

3) 0)( my ,  mm
* . Следовательно, в точке *

mm   производная )( mp   достигает минимального 

значения )( *
mp  . Точка минимума *

m  находится из уравнения 0)(  mp : 

 
 qzz

zzzz
m

2121

212121

21

* ln
1





 , 

 
  0

2121

212121 


qzz

zzzz
. 

Вычислим значение )( mp   в точке *
m : 

 
  


















q

zzqCp m
21

2
2121

21

*

4
)(

1
)( . 
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Тогда имеем 

 
     

        
      .0)1()1()1()1(

)1()()1(3
4

1

2)1(3
4

1

4
)(

1
)(

1
4

2
2

2
22

12121
34

121
2

21

2
2

22
1221

2
2

2
121

2

21
21

2

1
2

2
22

121
2

21

2
2121

21

*






















 






ppppp

pppC
C

q

ppCC
CC

zzqCp m

 

Отсюда следует, что 0)(  mp , 0m . Таким образом, если 0)(  q , то производная )( mp   строго 

больше нуля ( 0)(  mp ) для 0m . Лемма 2 доказана. 

Перейдем к исследованию производной )( mTp   как функции переменной T , mT 0 . Рассмот-

рим (на предмет существования корней) уравнение 0)(  mTp , которое с учетом (3) приводится к виду 
   )(/)( 21

12 TfTfe Tzz m  , mT 0 ,    (9) 

  )()()( 1212111 TfTfzzzzTf  ,   )()()( 2212122 TfTfzzzzTf  . 

При этом функция   Tzz meT  12)(  есть возрастающая функция переменной T , mT 0 ; воз-

растает от   mzze  12)0(  до 1)(  mT , ее максимальное значение есть 1. 

Так как m , в принципе, может равняться бесконечности, то изучим функции )(1 Tf , )(2 Tf  как 

функции переменной T , 0T . 

Утверждение 1. Для функции   )()()( 1212111 TfTfzzzzTf  , 0T ,  справедливо: 

1)         0)0( 12

2
1

2122
1

211  qq
A

CzCAz
A
Czf ,  21121  zzq , 1qq  ; 

2)     0)(lim)( 1
2
12111 


qqzCAzzTff

T
; 

3) 
          TT qezzzzeq

TF
zzTf 2121

211211213
212

2
1

1 )(
)(

)(  


 , 0T ; 

4) точка )(1 qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(1 Tf :  

 
 qz

zzzqT
211

21121

21
1 ln

1
)(





 , 0211 


q

z
;                                      (10) 

5) 
 
       

  























2
211

212
2

2111
2112

21

2
2111

11 4
))((

z
zzzqzzq

q
zzqTf , 0211 


q

z
, 

где  2112111  zzqq , 
   

 2211

212
2

2111
12 


z

zzzq  – корни уравнения 0))(( 11 qTf . Здесь q, 

)(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 3. Функция )(1 Tf  является положительной функцией ( 0)(1 Tf ) переменной T , 0T . 

Доказательство. Пусть 1qq  , тогда      0),( 211221212
2

111  zzzzzzqqTf ; пусть 

2qq  , тогда    0),( 2112
2

121  zzzqqTf . Точки 1qq  , 2qq   из дальнейшего рассмотрения 

исключаем, так как в этих точках 0)(  q . Рассмотрим далее возможные случаи. 

Случай 1. 0)(  q , 210 qqq  . Знак производной )(1 Tf   функции )(1 Tf  определяется знаком 

функции      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . В данном случае функция )(1 Ty  является 

возрастающей функцией переменной T , 0T ; возрастает от 0),0(1  qTy  до 

  0)( 211211  zzzy , т.е. один раз пересекает ось абсцисс в точке )(1 qT , определенной выражени-
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ем (10). Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный минимум функции )(1 Tf . Можно по-

казать, что 0))(( 11 qTf , тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 210 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 2. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем     0)( 21

2111   TqezTy , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T , т.е. )(1 Tf  – убывающая функция переменной T , 0T ; убывает от 0)0(1 f  до 

0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 21 0 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 3. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 0.T   

Тогда 0)(1  Tf , 0T ; далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 

21 0 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 4. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем  1 1 2 1 1 2( ) const 0y T z z z     , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T ; далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 21 0 qqq  , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Случай 5. 0)(  q , 21 0 qqq  . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим  ),0(1 qTy    1 2 1 1 2 1 1 2z z z z q      , 

01  qq . Тогда: а)    0),0( 21121211  zzqqTy ; б)   0)0,0( 211211  zzzqTy ; 

в) 0),0( *
11  qqTy ,    21121121

*
1 /  zzzzq , 0*

11  qq . Тогда для 0*
11  qqq  имеем: 

1) 0)(1 Ty , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1 Ty , )(1 qTT  ; 3) 0)(1 Ty , )(1 qTT  , где )(1 qT  определяется выраже-

нием (10). Следовательно, для 0*
11  qqq  имеем: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 

3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный максимум функции 

)(1 Tf , в силу этого 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 0*
11  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Для *
1qq   имеем      01)( 21

211211   TezzzTy , 0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T , т.е. 

)(1 Tf  – убывающая функция переменной T , 0T ; убывает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 

0T . Итак, если 0)(  q , 0*
11  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Для 0*
1  qq  экстремальной точки )(1 qTT   не существует ( 0T ), при этом 0),0(1  qTy , 

следовательно, 0)(1 Ty , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 2. Итак, если 0)(  q , 

0*
1  qq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 6. 0)(  q , 021  qqq . Имеем     TzqezzzzzzTy 2

2112211 )(  , 0T . В данном слу-

чае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от ),0(1 qTy   до 

  0)( 12211  zzzzy . Рассмотрим     qzzzzzzqTy 2112211 ),0(  , 021  qqq . Тогда: 

а)   0),0( 211
2
211  zzqqTy ; б)  )0,0( 21 qqTy  1 2 2 1 0z z z z   ; в) *

1 1( 0, ) 0,y T q q    

   211221
*

1 / zzzzzzq  , 0*
11  qq . Далее ход доказательства аналогичен случаю 5. Итак, если 

0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 7. 0)(  q , 021  qqq . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим  ),0(1 qTy    1 2 1 1 2 1 1 2z z z z q      , 

021  qqq . Тогда: 1)   21211 ),0( zqqTy  1 1 2 0z    ; 2) 1 2( 0, )y T q q    

   1 1 2 2 1 2 1 2z z z z           , здесь 0212 z . Далее возможны варианты: 

а) 0),0( 21  qqTy ; б) 0),0( 21  qqTy ; в) 0),0( 21  qqTy . 
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Вариант а: 0),0( 21  qqTy . В данном варианте функция )(1 Ty  один раз пересекает ось абс-

цисс в точке )(1 qT , определенной выражением (10). Тогда поведение производной )(1 Tf   будет выгля-

деть следующим образом: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Та-

ким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный максимум функции )(1 Tf . Тогда 0)(1 Tf , 

0T , так как 0)0(1 f , 0)(1 f , )()0( 11  ff . Итак, если 0)(  q , 021  qqq , 

0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Вариант б: 0),0( 21  qqTy . Результат идентичен результату варианта а. 

Вариант в: 0),0( 21  qqTy . Результат идентичен результату в случае 5. 

Итак, если 0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя результаты случаев 1–7, получаем: если 0)(  q , 21 qqq  , где  21121  zzq , 

 21212  zzq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Перейдем к рассмотрению случаев, когда 0)(  q . Так как 1qq  , область 1qq   отсекается. 

Случай 8. 0)(  q , qqq  210 . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является возрастающей функцией переменной T , 0T ; возрастает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим   211211 ),0( zzzqTy  1 1 2z q  , 

qqq  210 . Тогда 0),0( 21  qqTy  и: 1) 0)(1 Ty , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1 Ty , )(1 qTT  ; 

3) 0)(1 Ty , )(1 qTT  , где )(1 qT  определяется выражением (10). Следовательно: 1) 1( ) 0;f T   

)(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , )(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализу-

ется максимум функции )(1 Tf , при этом 0)0(1 f , 0)(1 f , )()0( 1  ff . Отсюда следует, что 

0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , qqq  210 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 9. 0)(  q , qqq  21 0 . Имеем     0)( 21

2111   TqezTy , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T , т.е. )(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 0T ; возрастает от 0)0(1 f  до 

0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , qqq  21 0 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 10. 0)(  q , qqq  21 0 . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 

0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

qqq  21 0 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 11. 0)(  q , qqq  021 . Имеем       0)( 21

211211211   TqezzzzTy , 

0T . Тогда  0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

qqq  021 , то 0)(1 Tf , 0T . 

Случай 12. 0)(  q , 021  qqq . Имеем  1 1 2 1 1 2( ) const 0y T z z z     , 0T . Тогда  

0)(1  Tf , 0T . Далее ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 021  qqq , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Случай 13. 0)(  q , 021  qqq . Имеем      TqezzzzTy 21

211211211 )(  , 0T . 

В данном случае функция )(1 Ty  является убывающей функцией переменной T , 0T ; убывает от 

),0(1 qTy   до   0)( 211211  zzzy . Рассмотрим   211211 ),0( zzzqTy  1 1 2z q  , 

02  qq . Тогда: 1)     2121221121 ),0(  zzzzqqTy ; 2) 1( 0, 0)y T q    

 1 2 1 1 2 0z z z    . 

Подслучай 13.1. 0),0( 21  qqTy . Тогда возможны варианты: а) 0),0(1  qTy , 0*
12  qqq ; 

б) 0),0(1  qTy , 0*
1  qq ; в) 0),0(1  qTy , 0*

1  qq ,  /21121
*

1  zzzq  1 1 2z     . 
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Вариант а: 0),0(1  qTy , 0*
12  qqq . В данном варианте функция )(1 Ty  один раз пересека-

ет ось абсцисс в точке )(1 qT , определенной выражением (10). Тогда поведение производной )(1 Tf   бу-

дет выглядеть следующим образом: 1) 0)(1  Tf , )(0 1 qTT  ; 2) 0)(1  Tf , )(1 qTT  ; 3) 0)(1  Tf , 

)(1 qTT  . Таким образом, в точке )(1 qTT   реализуется единственный минимум функции )(1 Tf , 0T . 

Можно показать, что 0))(( 11 qTf , 0*
12  qqq , тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 

0*
12  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Вариант б: 0),0(1  qTy , 0*
1  qq . В данном варианте )(1 Ty  является убывающей функцией 

переменной T , 0T ; убывает от ),0( *
11 qqTy   до   0)( 211211  zzzy . Тогда: 1) 0)(1 Ty , 

0T ; 2) 0)(1 Ty , 0T . Таким образом: 1) 0)(1  Tf , 0T ; 2) 0)(1  Tf , 0T . Отсюда следует, что 

)(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 0T , и неубывающая функция в точке 0T ; )(1 Tf  

возрастает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 0*
1  qq , то 

0)(1 Tf , 0T . 

Вариант в: 0),0(1  qTy , 0*
1  qq . В данном варианте )(1 Ty  является убывающей функцией 

переменной T , 0T ; убывает от 0),0(1  qTy  до   0)( 211211  zzzy . Тогда 0)(1 Ty , 0T , 

следовательно, 0)(1  Tf , 0T . Отсюда следует, что )(1 Tf  – возрастающая функция переменной T , 

0T ; )(1 Tf  возрастает от 0)0(1 f  до 0)(1 f . Тогда 0)(1 Tf , 0T . Итак, если 0)(  q , 

0*
1  qq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Таким образом, если 0)(  q , 021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Подслучай 13.2. 0),0( 21  qqTy . В данном подслучае функция )(1 Ty  является убывающей 

функцией переменной T , 0T ; убывает от 0),0(1  qTy  до   0)( 211211  zzzy . Тогда 

0)(1 Ty , 0T , и дальнейший ход доказательства аналогичен случаю 9. Итак, если 0)(  q , 

021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Подслучай 13.3. 0),0( 21  qqTy . Дальнейший ход доказательства аналогичен подслучаю 13.2.  

Итак, если 0)(  q , 021  qqq , 0),0( 21  qqTy , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя подслучаи 13.1–13.3, получаем: если 0)(  q , 021  qqq , то 0)(1 Tf , 0T . 

Суммируя случаи 8–13, получаем: если 0)(  q , qqq  21 , где  21121  zzq ,  21212  zzq , 

то 0)(1 Tf , 0T . 

Таким образом, 1) если 0)(  q , 21 qqq  , то 0)(1 Tf , 0T ; 2) если 0)(  q , 2qq  , то 

1( ) const 0f T   , 0T ; 3) если 0)(  q , qqq  21 , то 0)(1 Tf , 0T , где  21121  zzq , 

 21212  zzq  – любые вещественные числа. Лемма 3 доказана. 

Утверждение 2. Для функции   )()()( 2212122 TfTfzzzzTf  , 0T , справедливо: 

1)        22

2
2

2112
2

212 )0( qq
A

CzCAz
A

Czf  ,  21212  zzq ; при этом )0(2f  может быть: 

а) 0)0(2 f ; б) 0)0(2 f ; в) 0)0(2 f ; 1qq  , 21 qq  ; 

2)    2
2
21222 )(lim)( qqzCAzzTff

T



; при этом )(2 f  может быть: а) 0)(2 f ; б) 0)(2 f ; 

в) 0)(2 f ; 

3) 
          TT qezzzzeq

TF
zzTf 2121

212212213
21

2
21

2 )(
)(

)(  


 , 0T ; 

4) точка )(2 qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(2 Tf :  
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 
 qz

zzzqT
212

21221

21
2 ln

1
)(





 , 0212 


q

z
; 

5) 
 
      

  























2
212

2
2122112

2121
21

2
2122

22 4
))((

z
zzzqzzq

q
zzqTf , 0212 


q

z
,  

где  2121222  zzqq , 
  

 2212

2
2122112

21 


z
zzzq  – корни уравнения 0))(( 22 qTf . Здесь q, 

)(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 4. Функция )(2 Tf  является отрицательной функцией ( 0)(2 Tf ) переменной T , 0T , 

если 0)(  q , 21 qqq  , и положительной функцией ( 0)(2 Tf ) переменной T , 0T , если 0)(  q , 

qqq  21 , где  21121  zzq ,  21212  zzq  – любые вещественные числа. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 3. 
Рассмотрим функцию )()()( 21 TfTfT   как функцию переменной T , 0T . 

Утверждение 3. Для функции )()()( 21 TfTfT  , 0T , справедливо: 

1)       )()()( 21212112 TfTfzzzzzzT  , 0T ; 

2)     0/)0( 2
2112  ACzz , следовательно, )0()0( 21 ff  ; 

3)   0)(lim)( 12 


СzzT
T

, следовательно, )()( 21  ff ; 

4)   2
12 /)()()0( ACqzz  ; 

5)      
      T

T

qezzzzzz
TF

ezzqzzT 21

21

21212121213
2121

12 )(
)()( 






 , 0T ; 

6) точка )(* qT  – точка экстремума (либо точка перегиба) функции )(T :  

 
 qzz

zzzzqT
2121

212121

21

* ln
1

)(




 , 02121 


q

zz
;  

7)    
  











q

zzqCzzqT
21

2
2121

12
*

4
)())(( , 02121 


q

zz
. 

Здесь q , )(TF  определены в (1); A , C  – в (4); )(q  – в (7). 

Лемма 5. Функция )(T  является положительной функцией ( 0)(  T ) переменной T , 0T , 

т.е. )()( 21 TfTf  , 0T . 

Доказательство аналогично доказательству леммы 3. 
Леммы 1–5 позволяют сформулировать следующую теорему. 

Теорема 1. Производная )( mTp   есть положительная функция ( 0)(  mTp ) переменной T , 

mT 0 ,  m0 , при любых значениях параметров 021  , 10  p , 0 , 0 , 10  . 

Доказательство. Доказательство осуществляется последовательным применением лемм 1–5: 

1. Если 0)(  q , 21 qqq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда имеем 0)(/)( 21 TfTf , 

0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет, т.е. функция 

)( mTp   не достигает нуля для mT 0 . Так как 0)(0   mTp , 0)(   mT m
p , то 0)(  mTp , mT 0 . 

2. Если 0)(  q , 1qq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда имеем 0)(/)( 21 TfTf , 

0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет. Тогда 0)(  mTp , 

mT 0 . 

3. Если 0)(  q , 1qq  , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf , 0T . Тогда в уравнении (9) имеет место 

деление на ноль. Преобразуем (9) к виду 
   )(/)( 12

12 TfTfe Tzz m  , mT 0 .     (11) 
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Тогда имеем 0)(/)( 12 TfTf , 0T , в том числе и для mT 0 . Следовательно, уравнение (11) реше-

ния не имеет, уравнение (9) также не имеет решения. Тогда 0)(  mTp , mT 0 . 

4. Если 0)(  q , 2qq  , то 0)(1 Tf , 0)(2 Tf ,  )()( 21 TfTf  , 0T . Тогда имеем 

1)(/)( 21 TfTf , 0T , в том числе и для mT 0 . Таким образом, уравнение (9) решения не имеет. 

Тогда 0)(  mTp , mT 0 . Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Плотность вероятности )( mTp   есть возрастающая функция переменной T , 

mT 0 ,  m0 , при любых значениях параметров 021  , 10  p , 0 , 0 , 10   и 

достигает своего максимального значения в точке mT  ,  m0 . 

Доказательство вытекает из результата теоремы 1. 

Следствие 1. Из теоремы 1 вытекает, что функции )( )( j
Tp  , kj ,2 , являются возрастающими 

функциями переменной T , )(0 jT  ,  )(0 j , kj ,2 , при любых значениях параметров 

021  , 10  p , 0 , 0 , 10  . 

Следствие 2. Из теоремы 2 вытекает, что функция правдоподобия ),...,|( )()1( kTL   достигает сво-

его глобального максимума в точке mT ˆ , т.е. решением оптимизационной задачи (2) является оценка 

длительности мертвого времени mT ˆ . 

 
Заключение 

 
Полученный результат делает возможным решение задачи оценивания длительности мертвого 

времени без привлечения численных методов: в процессе наблюдения за потоком событий (в течение 

временного интервала  t,0 ) вычисляются величины k , nk ,1 , после чего находится k minmin             

( nk ,1 ), и полагается min
ˆ T . Подчеркнем, что по определению оценка максимального правдоподо-

бия длительности мертвого времени при конечных t  будет всегда смещенная ( Tmin ); ее несмещен-

ность реализуется только в асимптотическом случае при t . 
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In this paper we consider the modulated semi-synchronous generalized flow of events, which is one of the mathematical models for 
incoming streams of events in computer communication networks and which is related to the class of doubly stochastic Poisson process-
es (DSPPs). The flow intensity process is a piecewise constant stationary random process )(t  with two states 1, 2 (first, second corre-

spondingly). In the first state 1)(  t  and in the second state 2( )t    ( 1 2 0    ). During the time interval of a random dura-

tion when the process )(t  is in state i  ( it  )( ), a Poisson flow of events with intensity i , 2,1i , arrives. The transition of 

the process )(t  from the first state to the second state is possible at any moment of a Poisson event occurrence in state 1 of the process 

)(t , herewith the process )(t  can change its state to the second one with probability p  )10(  p  or continue to stay in state 1 

with complementary probability p1 . The transition of the process )(t  from state 1 to state 2 is also possible at any moment that 

does not coincide with the moment of a Poisson event occurrence, herewith the duration of the process )(t  staying in the first state is 

distributed according to the exponential law with parameter  : ( ) 1F e   , 0 . Then the duration of the process )(t  staying 
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in the first state is distributed according to the exponential law with distribution function  1

1( ) 1 pF e      , 0  . The transition of 

the process )(t  from the second state to the first state at the moment of a Poisson event occurrence in state 2 is impossible and can be 

done only at a random time moment. In this case the duration of the process )(t  staying in state 2 is distributed according to the expo-

nential law with parameter  : 2 ( ) 1F e   , 0  . At the moment when the state changes from the second to the first one, an 

additional event is assumed to be initiated with probability δ )10(  .  

The registration of the flow events is considered in conditions of a constant (unextendable) dead time. The dead time period of a 
constant duration T  begins after every registered at the moment kt , 1k , event. During this period no other events are observed. 

When the dead time period is over, the first coming event causes the next interval of a dead time of duration T  and so on.  

This paper contains analytical results that are devoted to finding the maximum likelihood estimate T̂  of the dead time period dura-
tion on monitoring the time moments of the events occurrence. We assume that the flow parameters 1 2 0    , 0 1p  , 0  , 

0 , 10   are known and the duration of the dead time period T  is not known. According to the maximum-likelihood tech-

nique the likelihood function (1) ( )( | ,..., )kL T    is maximized and the following task of optimization is solved:  

(1) ( ) ( )
min min

1

( | ,..., ) ( ) max, 0 , 0,
k

k j
T Tj

L T p T


           

where )( )( j
Tp   is the one-dimensional probability density function of the interval length between two consecutive flow events. Final-

ly, we obtain that the likelihood function ),...,|( )()1( kTL   reaches its global maximum at the point min
ˆ T , where k minmin    

( nk ,1 ); kkk tt  1 , 0k , 1,k n  – the sequence of the values of the intervals lengths between consecutive flow events 

measured during the interval of observation  t,0 , i.e. the solution of optimization problem is the estimate of the dead time period dura-

tion: min
ˆ T . 
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