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КОНЕЧНОГО РАНГА И ИХ СОИЗМЕРИМОСТЬ

Показано, что каждая вполне инертная подгруппа вполне разложимой груп-
пы G конечного ранга соизмерима с некоторой вполне инвариантной под-
группой тогда и только тогда, когда типы прямых слагаемых ранга 1 группы
G либо равны, либо несравнимы, причем все прямые слагаемые ранга 1
группы G не делятся ни на одно простое число p.
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Все группы, если специально не оговорено, предполагаются абелевыми. На-
помним, что подгруппа H группы G называется чистой, если H∩nG = nH для ка-
ждого натурального n; вполне инвариантной, если φH ⊆ H для всякого φ из коль-
ца эндоморфизмов E(G) группы G. Подгруппа H группы G называется вполне
инертной, если фактор-группа (H + φH)/H конечна (эквивалентно подгруппа
H∩φH имеет конечный индекс в φH) для всякого φ ∈ E(G); если это свойство вы-
полнено только для фиксированного φ, то подгруппа H называется φ-инертной.
Ясно, что каждая конечная подгруппа и подгруппа, имеющая конечный индекс в
некоторой вполне инвариантной подгруппе, являются вполне инертными. Если
H – чистая подгруппа группы без кручения G, то фактор-группа G/H также явля-
ется группой без кручения. Отсюда следует, что все чистые вполне инертные под-
группы групп без кручения вполне инвариантны. Сумма и пересечение двух
вполне инертных подгрупп снова являются вполне инертными подгруппами [1,
лемма 2.2]; в случае же бесконечного семейства вполне инертных подгрупп ни их
сумма, ни их пересечение вполне инертными подгруппами в общем случае не яв-
ляются [1, пример 2.7]. Подгруппы H, K произвольной (в том числе и некоммута-
тивной) группы G называются соизмеримыми, если подгруппа K∩H имеет конеч-
ный индекс в H и в K. Ясно, что в группе без кручения чистые соизмеримые под-
группы совпадают.

Вполне инертные подгруппы абелевых групп изучались в [1–3]. Соизмери-
мость является отношением эквивалентности [2, лемма 2.3]. Ясно, что подгруппа
H группы G вполне инертна тогда и только тогда, когда H соизмерима с H + φH
для каждого φ ∈ E(G). Подгруппа, соизмеримая с некоторой вполне инертной
подгруппой, сама является вполне инертной [1, следствие 2.9]. Согласно [2], вся-
кая вполне инертная подгруппа свободной группы соизмерима с некоторой впол-
не инвариантной подгруппой; а в [3] показано, что всякая вполне инертная под-
группа p-группы, разложимой в прямую сумму циклических групп, также соизме-
рима с некоторой вполне инвариантной подгруппой; делимые группы таким свой-
ством в общем случае не обладают [1]. В [3, теорема 4.2] построен пример сепа-
рабельной p-группы континуальной мощности, содержащей вполне инертные
подгруппы, не соизмеримые с вполне инвариантными подгруппами.
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В [4–7] и в др. работах исследовались инертные подгруппы некоммутативных
групп (согласно [4], термин инертная подгруппа предложен профессором
О. Кегелем), т.е. такие подгруппы H группы G, что H∩Hg имеет конечный индекс
в H для любого g ∈ G, где Hg – подгруппа, сопряженная с H при помощи элемента
g. Интересный пример инертной подгруппы – подгруппа SL(n,ℤ) в SL(n,ℚ) [4].
Каждая нормальная подгруппа инертна; всякая подгруппа конечного индекса из
нормальной подгруппы инертна; и, более общо, подгруппы, соизмеримые с
инертными подгруппами, сами инертны.

Отметим также, что в [8] изучались такие автоморфизмы φ абелевой группы G,
что H и φH соизмеримы для всякой подгруппы H группы G.

Если B, G – группы и X – непустое подмножество в B, то через Hom (B, G)X
обозначим подгруппу в G, порожденную всеми подмножествами fX, где
f ∈ Hom (B, G).

Некоторые примеры вполне инертных подгрупп построены в [1–3], приведем
также следующие.

Пример 1 [1, лемма 2.3]. В группе без кручения G конечного ранга всякая ко-
нечно порожденная подгруппа H максимального ранга вполне инертна.

Действительно, фактор-группа G/H периодична, поэтому если φ ∈ E(G), то
фактор-группа φH/(H∩φH) как конечно порожденная периодическая группа ко-
нечна.

Пример 2. Пусть A – группа без кручения, p, q – различные простые числа,
pA ≠ A, qA ≠ A, и G = (⊕αA)⊕(⊕βA), где α и β – равные бесконечные кардиналы.
Тогда подгруппа H = (⊕α pA)⊕(⊕β qA) не является вполне инертной.

Имеем | G/H | ≥ ּ0א, и легко строится эндоморфизм φ группы G со свойством
H + φH = G.

Пример 3. В группе без кручения G ранга 1 каждая ее подгруппа H является
вполне инертной.

Действительно, всякий эндоморфизм φ группы G действует как умножение на
некоторое рациональное число m/n. Поэтому n(H + φH) ⊆ H. Значит, фактор-
группа (H + φH)/H ≅ φH/(H∩φH) конечна как ограниченный гомоморфный образ
группы φH ранга ≤ 1.

В [1, определение 1.3] абелева группа называется инертной, если она вполне
инертна в своей делимой оболочке. Поскольку группа существенна в своей дели-
мой оболочке, то из инъективности делимых групп следует, что инертные группы
совпадают с классом групп, являющихся вполне инертными подгруппами в каж-
дом своем существенном расширении. Пример 3 отражает тот факт, что всякая
группа без кручения ранга 1 инертна [1, пример 4.7]. Группа без кручения инертна
тогда и только тогда, когда она является однородной вполне разложимой группой
конечного ранга [1, теорема 4.9].

Пример 4. Пусть G – группа без кручения ранга 1. Тогда следующие условия
эквивалентны:

a) всякая вполне инертная подгруппа группы G соизмерима с некоторой вполне
инвариантной подгруппой;

b) всякая подгруппа группы G является вполне инвариантной;
c) pG ≠ G для каждого простого числа p.
a) ⇒ c). Если pG = G, то всякая ненулевая вполне инвариантная подгруппа

группы G также p-делима, поэтому она не может быть соизмеримой с цикличе-
ской подгруппой группы G, которая согласно примеру 3 вполне инертна. c) ⇒ b).
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Если pG ≠ G для всякого простого числа p, то кольцо эндоморфизмов группы G
изоморфно кольцу целых чисел ℤ, поэтому всякая подгруппа группы G вполне
инвариантна. Импликация b) ⇒ a) очевидна.

Итак, во всякой группе без кручения ранга 1, p-делимой хотя бы для одного
простого числа p, имеются вполне инертные подгруппы, не соизмеримые с вполне
инвариантными подгруппами.

Пример 5. Пусть H – вполне инертная подгруппа группы A, не соизмеримая ни
с одной ее вполне инвариантной подгруппой; B – такая группа, что Hom(B,A) = 0.
Тогда H⊕B – вполне инертная подгруппа группы G = A⊕B, не соизмеримая ни с
одной вполне инвариантной подгруппой группы G.

Хорошо известно, что делимая часть D = D(G) всякой группы G всегда выде-
ляется прямым слагаемым G = D⊕R (R – редуцированная часть группы G); D оп-
ределяется однозначно, а R – с точностью до изоморфизма. Если X – вполне инва-
риантная подгруппа в G, то X = (D∩X)⊕(R∩X). Из инъективности делимых групп
следует, что если хотя бы одна из подгрупп D∩X или R∩X не является периодиче-
ской, то D∩X = D. Для вполне инертных подгрупп это свойство уже не справед-
ливо.

Пример 6. a) Пусть G = ℚ⊕R, где ℚ – аддитивная группа рациональных чисел
(т.е. делимая группа без кручения ранга 1), R – редуцированная группа без круче-
ния ранга 1, 0 ≠ a ∈ ℚ и 0 ≠ b ∈ R. Тогда подгруппа H = 〈a〉⊕〈b〉 является вполне
инертной.

b) Пусть G = ℚ⊕ℤp∞, где ℤp∞ – квазициклическая p-группа (т.е делимая p-
группа ранга 1), 0 ≠ a ∈ ℚ и X – нетривиальная подгруппа в ℤp∞. Тогда подгруппа
H = 〈a〉⊕X является вполне инертной.

c) Пусть G = ℤp∞⊕ℤ, где ℤ – аддитивная группа целых чисел и X – нетривиаль-
ная подгруппа в ℤp∞. Тогда подгруппа H = X⊕ℤ является вполне инертной.

d) Пусть G = ℤp∞⊕A, где группа A не имеет ненулевых p-делимых фактор-
групп. Тогда подгруппа A вполне инертна в G.

Действительно, во всех трех первых случаях подгруппа H существенна в G, и в
случае a) H – прямая сумма двух бесконечных циклических групп, в случаях b) и
c) – прямая сумма бесконечной циклической группы и циклической p-группы.
Поэтому для всякого φ ∈ E(G) фактор-группа φH/(H∩φH) является ограниченной
группой конечного ранга, такая группа конечна. d) Следует из того, что fA – ко-
нечная подгруппа в ℤp∞ для каждого f ∈ Hom(A,ℤp∞).

Пример 7. Пусть A ≇ ℤ – группа без кручения ранга 1, кольцо эндоморфизмов
которой изоморфно ℤ. Тогда если 0 ≠ a ∈ A и H = 〈a〉⊕ℤ, то H является вполне
инертной подгруппой в G = A⊕ℤ, не соизмеримой ни с какой вполне инвариант-
ной подгруппой группы G.

Подгруппа H вполне инертна согласно примеру 1. Если теперь F – вполне ин-
вариантная подгруппа, соизмеримая H, то H/(F∩H) – конечная группа, поэтому
nℤ ⊆ F для некоторого натурального n. Откуда nG ⊆ F. Имеем nG∩H =
= (nA∩〈a〉)⊕nℤ, поэтому nG/(nG∩H) ≅ nA/(nA∩〈a〉). Фактор-группа nA/(nA∩〈a〉)
бесконечна, при этом nG/(nG∩H) вкладывается в F/(F∩H).
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Отметим следующие простые свойства, на которые будем ссылаться.
1. Если H – вполне инертная подгруппа группы G, то для любых

φ1,…,φn ∈ E(G) подгруппа H + φ1(H) + ⋯ + φn(H) соизмерима с H.
2. Если подгруппа H соизмерима с подгруппой K, то H соизмерима с H∩K и с

H + K, если к тому же H ⊆ F, то H соизмерима с K∩F.
3. Если подгруппа H соизмерима с подгруппами Hi, i = 1,…,n, то H соизмерима

с H1 +…+ Hn и с H1∩…∩Hn.
Фактор-группа (H + H1 +…+ Hn)/H = (H + H1)/H +…+ (H + Hn)/H конечна как

сумма конечного числа конечных групп (H + Hi)/H; в частности, конечна и фак-
тор-группа (H + H1∩…∩Hn)/H . А фактор-группа

(H + H1 +…+ Hn)/(H1 +…+ Hn) ≅ H/(H∩(H1 +…+ Hn))
конечна как гомоморфный образ конечной группы H/(H∩H1). Осталось устано-
вить конечность фактор-группы H/(H∩(H1∩…∩Hn)) и достаточно проверить это
для n = 2. По условию фактор-группы H/(H∩H1) и H/(H∩H2) конечны. Конечна и
фактор-группа (H∩H2)/(H∩H1∩H2). В силу изоморфизма

H/(H∩H2) ≅ (H/(H∩H1∩H2))/((H∩H2)/(H∩H1∩H2))
если H/(H∩H1∩H2) была бы бесконечной, то бесконечной была бы и H/(H∩H2).

4. Если подгруппа H соизмерима с подгруппой K, то для всякого гомоморфиз-
ма f подгруппа fH соизмерима с fK, если к тому же F соизмерима с U, то H + F
соизмерима с K + U, а H∩F соизмерима с K∩U.

Если H имеет конечный индекс в H + K, то fH также имеет конечный индекс в
f(H + K) = fH +f K. Откуда следует, что подгруппа fH соизмерима с fK. Далее по
условию фактор-группы K/(H∩K) и U/(F∩U) конечны. Поэтому конечны фактор-
группы

(K∩U)/(H∩K∩U) и (H∩K∩U)/(H∩K∩F∩U).
Имеем

(K∩U)/(H∩K∩U) ≅ ((K∩U)/(F∩H∩K∩U))/((H∩K∩U)/(F∩H∩K∩U)).
Поэтому если бы фактор-группа (K∩U)/(F∩H∩K∩U) была бы бесконечной, то
была бы бесконечной и фактор-группа (K∩U)/(H∩K∩U). Конечность фактор-
группы (H∩F)/(F∩H∩K∩U) доказывается аналогично. Несложно проверить и со-
измеримость H + F с K + U.

5. Если H – вполне инертная подгруппа группы G = A⊕B, то подгруппа H∩A
вполне инертна в A, подгруппа (H∩A)⊕(H∩B) соизмерима с H, а если
φ ∈ Hom(B,A), то подгруппа H∩A + φ(H∩B) соизмерима с H∩A.

Первое утверждение доказано в [3, лемма 3.2]. Если теперь π: G→A и θ: G→B
– проекции, то H ⊆ (πH)⊕(θH), поэтому по свойству 1 подгруппа (πH)⊕(θH) соиз-
мерима с H. Далее H + πH и H + θH соизмеримы с H, а так как

(H + πH)/H ≅ πH/(H∩πH) и (H + θH)/H ≅ θH/(H∩θH),
где H∩πH = H∩A и H∩θH = H∩B, то (H∩A)⊕(H∩B) соизмерима с (πH)⊕(θH)
и, значит, с H, а πH соизмерима с H∩A. Подгруппа (H∩A)⊕(H∩B) ввиду
вполне инертности соизмерима с (H∩A + φ(H∩B))⊕(H∩B) = (H∩A)⊕(H∩B) +
+ πφθ((H∩A)⊕(H∩B)), поэтому H∩A = π((H∩A)⊕(H∩B)) соизмерима с H∩A +
+ φ(H∩B) = π((H∩A + φ(H∩B))⊕(H∩B)).

6. Если H – вполне инертная подгруппа группы без кручения G, то φH ⊆ H∗ для
всякого φ ∈ E(G), где H∗ – чистая оболочка подгруппы H в G. В частности, под-
группа H∗ вполне инвариантна в G [1, лемма 2.1].
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Это свойство вытекает из того, что H∗/H совпадает с периодической частью
фактор-группы G/H. В частности, в неприводимой группе без кручения G ненуле-
вая вполне инертная подгруппа будет существенной в G. Неприводимыми, на-
пример, являются однородные вполне разложимые группы без кручения.

Напомним, что если H – подгруппа группы G, то E(G)H = ∑ φ ∈ E(G) φH является

наименьшей вполне инвариантной подгруппой, содержащей H; а 
0

n

n
H

∞

=
ϕ∑  – наи-

меньшая φ-инвариантная подгруппа, содержащая H.
7. Вполне инертная подгруппа H группы G соизмерима с некоторой вполне ин-

вариантной подгруппой тогда и только тогда, когда H содержит подгруппу ко-
нечного индекса K, имеющую конечный индекс в E(G)K.

Достаточность следует из транзитивного свойства соизмеримости. Необхо-
димость. Пусть H соизмерима с вполне инвариантной подгруппой F. Тогда
K = H∩F имеет конечный индекс в F, а так как E(G)K ⊆ F, то K имеет конечный
индекс в E(G)K.

8. Если вполне инертная подгруппа H группы G содержит ненулевую делимую
подгруппу без кручения, то H содержит делимую часть D = D(G) группы G;
а если H содержит подгруппу, изоморфную ℤp∞, то H содержит p-компоненту
группы D.

Делимая часть D(H) группы H выделяется прямым слагаемым в G. Всякая де-
лимая группа ранга 1 является гомоморфным образом группы ℚ. Поэтому если
D(H) группа непериодическая, то она содержит прямое слагаемое, изоморфное ℚ.
Получаем, что для каждой делимой подгруппы Dʹ ранга 1 группы D существует
такой эндоморфизм φ группы G, что H∩φH является подгруппой конечного ин-
декса в Dʹ. Делимые группы не имеют собственных подгрупп конечного индекса,
поэтому D ⊆ H. В случае подгруппы ℤp∞ рассуждения аналогичны.

Через Gp обозначим p-компоненту группы G.
9. Если G = D⊕R, где D = F⊕(⊕pDp) – делимая часть группы G, F – делимая

часть без кручения, ⊕pDp –периодическая часть группы D и H – такая вполне
инертная подгруппа группы G, что подгруппа H∩R не является периодической,
то подгруппа H∩F существенна в F, причем D ⊆ H, если ранг без кручения под-
группы H∩R бесконечен. Если же подгруппа H∩Rp не является ограниченной, то
Dp ⊆ H.

Если подгруппа H∩R не является периодической, то она содержит бесконечную
циклическую подгруппу. Поскольку делимые группы инъективны, то отсюда сле-
дует, что H∩Dʹ ≠ 0 для всякой делимой подгруппы без кручения Dʹ ранга 1, в част-
ности H∩F существенна в F. Если же ранг без кручения подгруппы H∩R бесконе-
чен, то она содержит свободную группу K бесконечного ранга, всякая счетная груп-
па является гомоморфным образом группы K; откуда следует, что H содержит каж-
дую подгруппу ранга 1 группы D, значит, D ⊆ H. Если группа H∩Rp неограничен-
ная, то существует эпиморфизм H∩Rp→ℤp∞, откуда следует, что Dp ⊆ H.

Очевидно, что если A – вполне инвариантное прямое слагаемое группы G, то
всякая вполне инертная подгруппа группы A будет вполне инертной подгруппой
группы G. Справедливость следующего свойства также очевидна.
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10. 1) Пусть G = A⊕B. Вполне инертная подгруппа H группы A является впол-
не инертной подгруппой группы G тогда и только тогда, когда fH – конечная
группа для каждого f ∈ Hom(A,B). В частности, если A – вполне инертное прямое
слагаемое в G, то Hom(A,B)A – периодическая подгруппа в B.

2) Если B – группа без кручения, а H – существенная вполне инертная подгруп-
па группы A, то H будет вполне инертной подгруппой группы G = A⊕B тогда и
только тогда, когда A – вполне инвариантное прямое слагаемое в G.

Напомним следующие понятия. Если χ1 = (k1,k2,…) и χ2 = (l1,l2,…) – характери-
стики, то их произведением называется характеристика χ1χ2 = (k1 + l1,k2 + l2,…), где
∞ плюс нечто есть ∞. Частное χ1 : χ2 двух характеристик χ1 ≥ χ2 определяется как
наибольшая характеристика χ, для которой χχ2 ≤ χ1. Исходя из этих понятий, опре-
деляют произведение и частное типов.

Предложение 1 [9, предложение 85.4]. Пусть A и C – группы без кручения ран-
га 1. Если неравенство t(A) ≤ t(C) не имеет места, то Hom(A,C) = 0. Если же
t(A) ≤ t(C), то Hom(A,C) является группой без кручения ранга 1 и имеет тип
t(C) : t(A).

Теорема 2. Пусть G = G1⊕…⊕Gn, где r(Gi) = 1, – вполне разложимая группа
без кручения конечного ранга. Каждая вполне инертная подгруппа группы G со-
измерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда и только тогда,
когда pGi ≠ Gi для всякого i = 1,…,n и для всякого простого числа p, причем при
всех i,j = 1,…,n типы t(Gi), t(Gj) либо равны, либо несравнимы.

Доказательство. Необходимость. Пусть вполне инертная подгруппа
H = ⟨g1⟩⊕…⊕⟨gn⟩, где 0 ≠ gi ∈ Gi, соизмерима с вполне инвариантной подгруппой
F. Из соизмеримости H и F следует r(F) = r(H) = n. Отсюда можно вывести, что
для всякого i найдётся ненулевой элемент fi ∈ F∩Gi. Пусть pGi = Gi. Тогда вполне
инвариантная подгруппа E(Gi)⟨fi⟩ группы Gi тоже p-делима, причём она содержит-
ся в группе E(G)F = F. По свойству 4 подгруппа πiF соизмерима с πiH. Но так как
πiF содержит ненулевую p-делимую группу, то (πiF+πiH)/πiH есть бесконечная
группа – противоречие. Пусть t(Gi) < t(Gj). Тогда Hom(Gi,Gj)⟨fi⟩ – это подгруппа
типа t(Gj) : t(Gi), содержащаяся и в Gj и в F. По свойству 4 подгруппа πjF соизме-
рима с πjH. Но так как πjF содержит подгруппу типа t(Gj) : t(Gi), строго большего,
чем тип группы ⟨gj⟩, то (πjF+πjH)/πjH есть бесконечная группа – противоречие.

Достаточность. Пусть H – вполне инертная подгруппа группы G. Согласно
свойству 5, достаточно показать, что подгруппа (H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn) соизмери-
ма с некоторой вполне инвариантной подгруппой. Поскольку pGi ≠ Gi для вся-
кого простого числа p и для всех i = 1,..,n, то группа Hom(Gi,Gj) либо изоморфна
группе целых чисел ℤ (если тип группы Gi равен типу группы Gj), либо
Hom(Gi,Gj) = 0 (если тип группы Gi не сравним с типом группы Gj). Поэтому для
всякой подгруппы X ⊆ Gi имеет место равенство Hom(Gi,Gj)X = fX, где f – гомо-
морфизм, порождающий группу Hom(Gi,Gj) (все другие гомоморфизмы
этой группы являются целыми кратными гомоморфизма f). А поскольку
Hom(G,Gi) ≅ Hom(G1,Gi)⊕…⊕Hom(Gn,Gi), то отсюда следует, что если
Hi = Hom(G,Gi)((H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn)), то H∩Gi ⊆ Hi и H∩Gi соизмерима с Hi. Зна-
чит, H = H1⊕…⊕Hn соизмерима с (H∩G1)⊕…⊕(H∩Gn). Ясно, что Hi – вполне ин-
вариантная подгруппа группы Gi и поскольку Hom(Gi,Gj)Hi ⊆ Hj, то подгруппа H
вполне инвариантна в G.
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Следствие 3. 1) Если G – однородная вполне разложимая группа конечного
ранга, то всякая ее вполне инертная подгруппа соизмерима с некоторой вполне
инвариантной подгруппой тогда и только тогда, когда pG ≠ G для всякого про-
стого числа p.

2) В однородной вполне разложимой группе G конечного ранга вполне инерт-
ная подгруппа H соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой тогда
и только тогда, когда pH = H для всякого простого числа p со свойством pG = G.

Представляет интерес изучение вполне инертных подгрупп групп, исследуе-
мых в [10–15]. Отметим, что в ряде случаев автор получил ответ, когда каждая
вполне инертная подгруппа вполне разложимой группы без кручения бесконечно-
го ранга соизмерима с некоторой вполне инвариантной подгруппой.

В заключение отметим, что в [16] изучались сильно инвариантные подгруппы,
т.е. такие подгруппы N группы G, что fN ⊆ N для всякого f ∈ Hom(N,G). А сильно
инертной (S. Breaz, G. Călugăreanu) называется подгруппа N группы G такая, что
fN∩N имеет конечный индекс в fN для каждого f ∈ Hom(N,G). В каждой группе G
ее подгруппа G[n] = {g ∈ G | ng = 0} сильно инертна, семейство сильно инертных
подгрупп замкнуто относительно конечных сумм, но не пересечений. Если всякий
гомоморфизм из Hom(N,G) продолжается до эндоморфизма группы G (например,
если N – прямое слагаемое в G), то вполне инертная подгруппа N будет сильно
инертной. Вышеупомянутыми двумя авторами получен также ряд других инте-
ресных свойств сильно инертных подгрупп.
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