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В ЗАКРУЧЕННОМ ПОТОКЕ

Проведено исследование движения частицы в форме вытянутого эллипсоида
вращения в закрученном потоке. Установлено, что в зависимости от ориен-
тации частицы в пространстве возможно как ее восходящее, так и нисходя-
щее движение. С использованием модели дрейфа определены условия вос-
ходящего и нисходящего движения. Предложены зависимости, позволяю-
щие определить компоненты вектора скорости частицы.
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В пылеочистительной технике большое распространение получили циклоны
различных конструкций, однако принцип их работы одинаков и основан на ис-
пользовании центробежной силы [1 – 3].

При центробежном разделении выбросу придается вращательное движение
внутри циклонного аппарата, при этом твердые частицы отбрасываются центро-
бежной силой на периферию аппарата к его стенке, так как центробежное ускоре-
ние в циклоне на несколько порядков больше ускорения силы тяжести, что позво-
ляет удалить из выброса даже весьма мелкие частицы [4].

Для определения эффективности сепарации необходимо учитывать, помимо
условий работы, свойства разделяемой смеси, дисперсность твердых частиц, вяз-
кость дисперсионной среды, разницу плотностей разделяемых фаз, концентрацию
вещества в жидкой фазе.

Отметим, что подавляющее большинство публикаций относится к изучению
процессов разделения частиц сферической формы [5 – 9]. Однако в реальных си-
туациях форма частицы может существенно отличаться от сферической. В ре-
зультате распределения скорости жидкости и давления вблизи сферической и не-
сферической частицы будет различным. И, как следствие этого, силы гидродина-
мического сопротивления, действующие на несферическую частицу, будут от-
личны от сил, действующих на частицу сферической формы. Это, в свою очередь,
приведет к изменению траекторий движения частиц в аппарате и повлияет на се-
парационные характеристики.

Целью работы является исследование движения в закрученном потоке неизо-
метрических твердых частиц, имеющих форму вытянутого эллипсоида вращения.

Поле течения жидкости

Рассмотрим движение жидкости в зазоре между двумя коаксиальными цилин-
драми разного размера. Оба цилиндра могут как вращаться с постоянными угло-
выми скоростями, так и покоиться. Поскольку рассматриваемое течение жидкости
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можно считать плоским и осесимметричным, то уравнения гидродинамики в ци-
линдрических координатах примут вид [10]

3 0lvd dr
dr dr r

ϕ⎡ ⎛ ⎞⎤
=⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎝ ⎠⎦
, 

2
l

l
vdp

dr r
ϕ= ρ . (1)

Здесь r  – радиальная координата; lv ϕ  – тангенциальная скорость жидкости; lρ  –
плотность жидкости; p  – давление.

В качестве граничных условий используются условия прилипания на стенках:

ir r= : l i iv rϕ = ω , er r= : l e ev rϕ = ω . (2)

В уравнениях (2) ir , er  – радиусы внутреннего и внешнего цилиндров соответ-
ственно iω , eω  – угловые скорости их вращения.

Проинтегрировав уравнение (1) с граничными условиями (2), получим ради-
альное распределение тангенциальной скорости жидкости:
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. (3)

Если внешний и внутренний цилиндры вращаются с одной угловой скоро-
стью e iω = ω = ω , то распределение тангенциальной скорости соответствует зако-
ну вращения твердого тела lv rϕ = ω .

Уравнения движения частицы

При движении частицы в потоке жидкости или газа на нее действует сила со-
противления со стороны несущей среды. Если вектор скорости частицы направ-
лен в сторону большей полуоси эллипсоида или перпендикулярно ей, то сила со-
противления будет направлена в сторону, противоположную вектору скорости [3].
Если частица движется в направлении, перпендикулярном большей полуоси эл-
липсоида, то и в этом случае вектор скорости и вектор силы сопротивления будут
направлены в противоположные стороны. При этом величина силы сопротивле-
ния в первом и втором случае будет различной. Если же вектор скорости центра
масс частицы направлен под углом к главным осям эллипсоида, то векторы ско-
рости и силы сопротивления перестают быть коллинеарными. Величина силы со-
противления будет определяться скалярным произведением тензора сопротивле-
ния K  и вектора скорости частицы относительно несущего потока:

( )6D l paK= − πμ ⋅ −F v v , (4)

где μ  – вязкость несущей среды, a  – характерный размер частицы, lv  – скорость
несущего потока, pv  – скорость частицы.

В декартовой систем координат с использованием индексной формы записи и
соглашения о суммировании Эйнштейна уравнение (4) может быть записано в виде

( )6Di ij lj pjF aK v v= − πμ − . (5)

В случае сферической симметрии все 3 диагональные компоненты тензора со-
противления будут равны между собой и закон сопротивления естественным об-
разом переходит в хорошо известный закон Стокса.
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В том случае, если частица является ортотропной, т.е. имеет 3 взаимно пер-
пендикулярные плоскости симметрии, то тензор сопротивления в главных осях
характеризуется главными значениями К1, К2 и К3. В случае осевой симметрии
две из трех диагональных компонент тензора будут равны между собой, что имеет
место для эллипсоида вращения [3]:

( )
( ) ( )( ) ( )

3 22

1 2 2 2

1Re
18 2 1 ln 1 1

DK C
β −

=
β − β+ β − −β β −

; (6)

( )
( ) ( )( ) ( )

3 22

2 3 2 2 2
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9 2 3 ln 1 1

DK K C
β −

= =
β − β+ β − +β β −

, (7)

где DC  – коэффициент сопротивления твердой сферической частицы, b aβ =  ха-
рактеризует отношение полярного и экваториального диаметра частицы. Форму-
лы (6), (7) справедливы для вытянутых эллипсоидов вращения 1β > .

Коэффициент сопротивления одиночной твердой частицы DC  в простейшем
случае является однозначной функцией относительного числа Рейнольдса
Re ρ l p d= − μv v . В качестве характерного размера, необходимого для построе-
ния числа Рейнольдса, можно использовать эффективный диаметр частицы, рав-
ный диаметру сферической частицы того же самого объема. Для вытянутого эл-
липсоида вращения эффективный диаметр частицы равен 32d a= β . При низких
числах Рейнольдса Re 1<  коэффициент сопротивления сферической частицы оп-
ределяется формулой Стокса: 24 ReDC = . В переходной области кривая сопро-
тивления описывается различными формулами. В частности, стандартную кривую
сопротивления можно аппроксимировать степенными зависимостями Бабухи –
Шрайбера [11]: Re n

DC A −= . Значения параметров в диапазоне изменения числа
Рейнольдса 1 Re 10< <  равны: 26 3A .= , 0 8n .= . Для чисел Рейнольдса, лежащих

в диапазоне 10 Re 1000< <  рекомендуется ис-
пользовать следующие значения [12]:

12 3A .= , 0 5n .= . При 3Re 10>  картина обте-
кания стабилизируется, что в первом прибли-
жении приводит к независимости DC  от Re :

0.44DC = . Последнее соотношение известно
как закон сопротивления Ньютона.

Движение частицы в закрученном потоке
удобно рассматривать в цилиндрической сис-
теме координат с базисными векторами re ,

ϕe , ze . Построим единичный вектор n, на-
правление которого совпадает с направлением
большей полуоси частицы. Тогда ориентацию
частицы в пространстве можно задать через
углы прецессии ψ  и нутации θ  (рис. 1).

ez

er

eϕ

ψ

θ

Рис. 1. Ориентация частицы в потоке
Fig. 1. Particle orientation in the flow
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Предполагается, что в процессе движения частицы углы ψ  и θ  остаются неиз-
менными. Последнее возможно при стабилизации заряженной частицы электро-
магнитным полем [13].

При таком выборе координат компоненты тензора сопротивления определяют-
ся следующим образом:

( ) 2 2
1 2 2cos sinrrK K K K= − ψ ⋅ θ + , ( ) 2 2

1 2 2sin sinK K K Kϕϕ = − ψ ⋅ θ + ,

( ) 2
1 2 2coszzK K K K= − θ+ , ( ) ( ) 2

1 2
1 sin 2 sin
2rK K Kϕ = − ψ ⋅ θ ,

( ) ( )1 2
1 cos sin 2
2rzK K K= − ψ ⋅ θ , ( ) ( )1 2

1 sin sin 2
2zK K Kϕ = − ψ ⋅ θ .

С использованием теоремы об изменении количества движения скорость цен-
тра масс частицы может быть найдена из решения системы дифференциальных
уравнений:

( ) ( ) ( ) ( )
2

9
2

pz p l
rz lr pr z l p zz lz pz

pp

dv
K v v K v v K v v g

dt a ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤= π − + − + − −⎣ ⎦ ρρ

$ (8)
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9
2

p p pr
r lr pr l p z lz pz

p

dv v v
K v v K v v K v v

dt ra
ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
μ

⎡ ⎤= π − + − + − −⎣ ⎦ρ
$ (9)

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
9
2

pr p l p
rr lr pr r l p rz lz pz

pp

dv v
K v v K v v K v v

dt ra
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤= π − + − + − +⎣ ⎦ ρρ

. (10)

Для определения траектории центра масс частицы используются кинематиче-
ские соотношения [14]

p
pr

dr
v

dt
= , p

pz
dz

v
dt

= , p
p p

d
v r

dtϕ

ϕ
= . (11)

Система уравнений (7 – 10) замыкается начальными условиями

0t = : 0pz pzv v= , 0pr prv v= , 0p pv vϕ ϕ= , 0p pz z= , 0p pr r= , 0.p pϕ = ϕ

Анализ результатов

Рассмотрим движение эллипсоидальных вытянутых частиц в закрученном по-
токе. Движение мелких частиц относительно несущей жидкости достаточно мало.
В результате этого самые мелкие частицы движутся по винтовой траектории
практически по цилиндрической поверхности. Крупные частицы, оттесняемые
центробежной силой, движутся к стенкам внешнего цилиндра по конической по-
верхности. С увеличением скорости вращения внешнего цилиндра число витков,
увеличивается, шаг винтовой линии уменьшается. С увеличением угловой скоро-
сти вращения цилиндров происходит рост значений центробежной силы, которая
интенсифицирует радиальное движение частицы к внешнему цилиндру. В резуль-
тате происходит увеличение угла конусности.
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На рис. 2 показаны траектории частицы для различных значений угла нутации.
Из рисунка видно, что в зависимости от ориентации частицы в пространстве воз-
можно как ее восходящее, так и нисходящее движение.
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Рис. 2. Траектории движения вытянутых эллипсоидальных частиц:
410d −= м, 10β = , 10i eω = ω = рад/с; 0ψ = , 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°;

Fig. 2. Motion trajectories of prolate ellipsoidal particles:
410d −= m, 10β = , 10i eω = ω = rad/s; 0ψ = , 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°

Такое движение объясняется особенностями действия на частицу силы сопро-
тивления. Сила сопротивления, действующая на эллипсоидальную частицу, со
стороны несущей жидкости характеризуется наличием горизонтальной и верти-
кальной составляющих. Горизонтальная составляющая силы сопротивления для
тяжелых частиц, плотность которых превосходит плотность несущей среды, на-
правлена к оси симметрии. Направление вертикальной составляющей силы со-
противления зависит от ориентации частицы в пространстве.

Влияние угла нутации θ  на движение частицы представлено на рис. 3, где по-
казаны меридиональные проекции траектории, определенные для различных зна-
чений угла нутации. Для значений угла 0 15< θ < °  и 15 85° < θ < °  движение час-
тиц происходит по нисходящей траектории, для 15 85° < θ < °  – по восходящей.
Максимальная высота подъема достигается при 43θ = ° , наибольшая глубина –
при 142θ = ° .
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Рис. 3. Меридиональные проекции траектории движения вытянутых
эллипсоидальных частиц: 310d −= м, 0ψ= , 10β= , 10i eω =ω = рад/с;
а: 1 – 0θ = , 2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°; б: 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°,
4 – 105°; в: 1 – 120θ = ° , 2 – 135°, 3 – 150°, 4 – 165°
Fig. 3. Meridional projections of the motion trajectory of prolate ellipsoi-
dal particles: 310d −= m, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω =  rad/s; а: 1 – 0θ = ,
2 – 15°, 3 – 30°, 4 – 45°; б: 1 – 60θ = ° , 2 – 75°, 3 – 90°, 4 – 105°;
в: 1 – 120θ = ° , 2 – 135°, 3 – 150°, 4 – 165°
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Определим условия, при которых движение частицы является восходящим, а
при каких – нисходящим.

Из анализа уравнений движения (8 – 10) следует, что на начальном участке
происходит достаточно резкое изменение скорости частицы от начального значе-
ния до некоторого равновесного значения, определяемого балансом сил, дейст-
вующих на частицу и не зависящего от начальных условий. Время выхода на рав-
новесный режим движения может быть найдено как

2

eq
2

pa
t

K
ρ

=
πμ

. (12)

Для мелких частиц время достижения динамического равновесия намного
меньше характерного гидродинамического времени dyn et r g= ω , что позволяет
для анализа движения использовать модель дрейфа частиц [9]. При этом скорость
частиц определяется в предположении малости инерционных членов. Таким обра-
зом, компоненты вектора скорости частицы могут быть найдены из решения сис-
темы алгебраических уравнений:

( ) ( ) ( ) ( )
2

9
2

p l
rz lr pr z l p zz lz pz

pp

K v v K v v K v v g
a ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤π − + − + − =⎣ ⎦ ρρ

; (13)

( ) ( ) ( )2
9 0
2 r lr pr l p z lz pz

p

K v v K v v K v v
a ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
μ

⎡ ⎤π − + − + − =⎣ ⎦ρ
; (14)

( ) ( ) ( ) ( ) 2

2
9
2

p l p
rr lr pr r l p rz lz pz

pp

v
K v v K v v K v v

ra
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ρ −ρμ
⎡ ⎤π − + − + − = −⎣ ⎦ ρρ

. (15)

Система уравнений (13) – (15) является системой нелинейных алгебраических
уравнений. Преобразование этой системы приводит к кубическому уравнению,
решение которого можно осуществить, например, методом Кардано. Однако по-
лученное решение является достаточно громоздким. Поэтому остановимся на
анализе нескольких частных случаев.

В первом случае будем полагать, что угол прецессии 0ψ = . Для квазитвердого
вращения жидкости: 0lzv = , 0lrv = , lv rϕ = ω , система уравнений (13) – (15) при-
мет вид

( )
eq 2

2
9

p l
rz pr zz pz

p
K v K v t K g

ρ −ρ
+ = −

ρ
; (16)

0l pv vϕ ϕ− = ; (17)

( ) 2
eq 2

2
9

p l
rr pr rz pz

p
K v K v t K r

ρ −ρ
+ = ω

ρ
. (18)

Решение системы (16) – (17) позволяет определить компоненты скорости час-
тицы:

( )* Frpr zz rzv v K K= ⋅ − , ( )* Frpz rr rzv v K K= − ⋅  pv rϕ = ω , (19)
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где 
( )

* eq
1

2
9

p l

p
v t g

K
ρ −ρ

=
ρ

 – стационарная скорость осаждения частицы, большая

ось которой является вертикальной, 2Fr r g= ω  – число Фруда.
На рис. 4 показаны зависимости радиальной и осевой составляющих скорости

от угла нутации θ , рассчитанные как с использованием дифференциальной моде-
ли (8) – (10), так и модели дрейфа (19). Сравнение полученных результатов позво-
ляет сделать вывод о возможности применения модели дрейфа для анализа
движения частиц. Как видно из рисунков, максимальная скорость радиального
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Рис. 4. Зависимость радиальной (а) и осевой (б) составляющих скоро-
сти от угла нутации θ : 310d −= м, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω = рад/с;
1, 3 – расчет с использованием модели (10) – (13), кр. 2, 4 – с исполь-
зованием модели дрейфа, кр. 1, 2 – Fr 5= , кр. 3, 4 – Fr 2=
Fig. 4. Dependence of the (а) radial and (б) axial velocity components on
nutation angle θ : 310d −= m, 0ψ = , 10β = , 10i eω = ω = rad/s; 1, 3 –
calculations according to models (10) – (13), 2, 4 – drift model is used,
1, 2 – Fr 5= , 3, 4 – Fr 2=
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движения частицы к стенке достигается при значении угла 90θ = ° .
В этом случае большая ось частицы ориентирована вдоль радиуса камеры, поэтому
при движении в радиальном направлении частица испытывает наименьшее сопро-
тивление. Напротив, при 0θ =  сопротивление радиальному движению со сторо-
ны несущего потока становится максимальным. Это приводит к уменьшению зна-
чений vpr. С увеличением скорости вращения несущего потока эффект центро-
бежной сепарации становится более значимым, поэтому с ростом значений числа
Фруда Fr  возрастает радиальная составляющая скорости движения частицы vpr.

Скорость гравитационного осаждения уменьшается при значениях угла нута-
ции 0 45< θ < ° , 135 180° < θ < °  и возрастает при 45 135° < θ < ° . При этом макси-
мальная скорость осаждения частицы достигается при 135θ = ° , минимальная –

45θ = ° . С увеличением значений числа Фруда Fr  скорость гравитационного
осаждения частицы уменьшается. При достаточно сильной закрутке потока дви-
жение частицы станет восходящим. С помощью уравнения (19) определим крити-
ческое значение числа Фруда *Fr , разделяющее режим восходящего и нисходяще-
го движений: *Fr rr rzK K= .

Если угол прецессии составляет 90ψ = ° , то компоненты скорости частицы
будут

1
*2 2

1 2cos sinpz
K

v v
K K

= −
θ+ θ

, p lv vϕ ϕ= , 1
*

2
Frpr

K
v v

K
= ⋅ . (20)

При такой ориентации частицы возможно только нисходящее движение. Ско-
рость гравитационного осаждения зависит от значений угла θ . При 0θ =  дости-
гается максимальная скорость осаждения, при 90θ = °  – минимальная.

Рассмотрим теперь случай, когда угол нутации 0θ = . В этом случае равновес-
ные значения составляющих скорости частицы будут равны:

( )2
eq 2 *

1

2
9

p l
pz

p

K
v t g K v

K
ρ −ρ

= − = −
ρ

, p lv vϕ ϕ= ,

( ) 2
eq *

1

2 Fr
9

p l
pr

p
v t r v

K
ρ −ρ

= ω =
ρ

. (21)

Как следует из (21)? движение частицы для заданной ориентации осей всегда
будет нисходящим. При угле нутации 0θ =  скорость движения частицы не зави-
сит от значения угла ϕ .

При значении угла 90θ = °  компоненты вектора скорости частицы будут

1 *pzv K v= − , 
2

*

*

1 1 1 4Fr
2Fr

l
p

l

v v
v

v v
ϕ

ϕ
ϕ

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( )pr l p

r

K
v v v

K
ϕϕ

ϕ ϕ
ϕ

= − . (15)

Скорость гравитационного осаждения не зависит от величины угла прецессии
и определяется только размером и формой частицы. Скорость движения частицы
в тангенциальном направлении оказывается отличной от скорости движения жид-
кости и зависит от размеров, формы частицы и угловой скорости вращения жид-
кости. При этом, чем больше число Фруда, тем больше скорость движения части-
цы в тангенциальном направлении отличается от скорости несущего потока. Ско-



Исследование движения частицы в форме вытянутого эллипсоида вращения 83

рость радиального движения частицы определяется не только размером и формой
частицы, а также ее ориентацией в пространстве.

Таким образом, проведенные исследования показали, что движение частиц
существенно определяется их положением в потоке, и для создания расчетных
методик сепарации и пылеулавливания необходимо учитывать этот факт.
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Matvienko O.V., Andropova A.O., Andriasyan A.V., Mamadraimova N.A. (2016) INVESTI-
GATION OF THE PROLATE ELLIPSOIDAL PARTICLE MOTION IN A SWIRLING FLOW.
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 2(41). pp. 74−85.

DOI 10.17223/19988621/41/8

In this paper, the investigations of the prolate ellipsoidal particles movement in a swirling
flow were carried out.

The motion of small particles relative to the carrier fluid flow is insignificant. As a result, the
smallest particles move along a helical path at an approximately cylindrical surface. Large
particles affected by centrifugal force move to the walls of the outer cylinder along a conical
surface. Increasing of the angular velocity of the cylinders leads to an increase in the centrifugal
force which intensifies the radial motion of the particles to the outer cylinder. It is found that,
depending on the particle orientation in the space, both upward and downward motions are
possible.
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The movement is caused by particular drag force influence on the ellipsoidal particle. The
drag force is characterized by the horizontal and vertical components. The horizontal component
for heavy particles with density value greater than that of the carrier medium is directed towards
the axis of symmetry. The direction of the vertical component of the drag force depends on the
orientation of the particles in the space.

Utilizing the particle slip velocity model, the regimes of upward and downward movement are
defined. Dependencies for the determination of particle velocity components are proposed. It is
found that the gravitational settling velocity of the particle decreases with an increase in the value
of the Froude number. In the case of a strong swirling flow, the motion of the particle becomes
upward.

Keywords: mechanics of fluid, particles, dispersed phase, swirling flow, separation.
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