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Введение
Работа посвящена построению подстановок на основе пороговых функций k-знач-

ной логики [1 – 4]. Для этого на первом этапе, в соответствии с требованиями критерия
Хаффмана, строится класс сбалансированных пороговых k-значных функций от n
переменных, для любых n > 3 и k > 2. Сбалансированные функции представляют
и самостоятельный интерес при синтезе узлов переработки дискретной информации
с точки зрения своих статистических свойств [5]. На втором этапе при помощи сбалан-
сированных функций описанного класса строятся компактно реализуемые подстанов-
ки [4, 6]. В работе предложены два способа построения подстановок. Первый основан
на формировании треугольных систем с использованием пороговых функций, которые
заведомо порождают подстановки. Второй способ применяет алгоритмический поиск
подстановки на базе одной из сбалансированных функций с помощью легко реали-
зуемых операций, обобщающих преобразования движения или вращения. Доказаны
утверждения, позволяющие сократить количество проверяемых вариантов. В заклю-
чение приведены результаты применения построенного алгоритма поиска регулярных
систем.
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1. Геометрический метод синтеза k-значных сбалансированных
пороговых функций

Будем обозначать Ωk = {0, 1, . . . , k − 1}.
Определение 1. Функция k-значной логики f : Ωn

k −→ Ωk называется порого-
вой, если для нее существует линейная форма

L(x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn, ci ∈ Z, i = 1, . . . , n,

и пороги b0, b1, . . . , bk ∈ Z, такие, что для любого α ∈ {0, . . . , k − 1} выполняется

f(x1, x2, . . . , xn) = α ⇔ bα 6 c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn < bα+1.

Определение 2. Слоем Dα(f) (носителем значения α) пороговой функции f бу-
дем называть те и только те точки множества Ωn

k , в которых функция f принимает
значение α, α = 0, . . . , k− 1. Если из контекста понятно, слой какой функции рассмат-
ривается, будем опускать символ функции и писать Dα.

В геометрическом смысле каждое неравенство c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn < bα зада-
ёт полупространство, лежащее по одну сторону от гиперплоскости Lα, определяемой
равенством c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn = bα, а слой Dα —множество целочисленных то-
чек n-мерного куба со стороной длины k− 1, расположенных между двумя соседними
гиперплоскостями Lα и Lα+1, включая точки гиперплоскости Lα.

Далее пороги b0 и bk и соответствующие им гиперплоскости L0 и Lk рассматривать
не будем, поскольку они не несут смысловой нагрузки.

Функция f является сбалансированной, если слои Dα(f), α = 0, . . . , k − 1, равно-
мощные.

Для описания метода построения сбалансированных пороговых функций введём
понятие среза Sα —множества точек {(a1, a2, . . . , an−1, α) ∈ Ωn

k}. Будем говорить, что
гиперплоскость Lα(x1, x2, . . . , xn) = 0, где Lα(x1, x2, . . . , xn) = c1x1+c2x2+. . .+cnxn+bα,
пересекает срез, если существуют две точки этого среза, для которых выполняется
одно из условий:

1) эти точки лежат по разные стороны от гиперплоскости [7];
2) одна точка принадлежит гиперплоскости, а для другой выполнено неравенство

Lα(x1, x2, . . . , xn) < 0.
Если Lα(x1, x2, . . . , xn) = 0 — уравнение гиперплоскости, то будем говорить, что

гиперплоскость отделяет (отсекает) точки среза Sα, если для этих точек выполнено
условие

Lα(a1, a2, . . . , an−1, α) > 0.

Геометрический метод построения сбалансированных пороговых функций основан
на задании семейства параллельных гиперплоскостей Lα, α = 1, . . . , k − 1, в n-мерном
пространстве, каждая гиперплоскость которого проходит через соответствующий на-
бор точек:

t(1) = (r, 0, 0, 0, . . . , 0, 0, α),

t(2) = (0, r, 0, 0, . . . , 0, 0, α),

. . . (1)

t(n−1) = (0, 0, 0, 0, . . . , 0, r, α),

t(n) = (k − r, k − 1, . . . , k − 1, α− 1),
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то есть при подстановке их в Lα(x1, x2, . . . , xn) выполняется равенство

Lα
(
t(j)
)

= 0, j = 1, . . . , n.

Проходя через точки t(1), t(2), . . . , t(n−1), гиперплоскость Lα отделяет в срезе Sα мно-
жество точек

{(a1, a2, . . . , an−1, α) ∈ Ωn
k : a1 + . . .+ an−1 > r} ,

которые не войдут в слой Dα−1. Прохождение гиперплоскости через точку t(n) позво-
ляет отделить в срезе Sα−1 множество точек

{(a1, a2, . . . , an−1, α− 1) ∈ Ωn
k : a1 + . . .+ an−1 > (k − 1)(n− 1)− r + 1} ,

которые войдут в слой Dα−1. В силу равномощности множеств

{(a1, a2, . . . , an−1, α) ∈ Ωn
k : a1 + . . .+ an−1 6 r − 1}

и {(a1, a2, . . . , an−1, α− 1) ∈ Ωn
k : a1 + . . .+ an−1 > (k − 1)(n− 1)− r + 1}

и в случае, если гиперплоскости Lα не пересекают более двух срезов, такая последо-
вательная компенсация для каждого слоя позволяет сохранит сбалансированность.

Расстояние r будем называть отступом точек t(1), t(2), . . . , t(n−1) от точки
(0, 0, . . . , 0, α) среза Sα. Отступ первых n − 1 точек в системе (1) связан с удобством
задания точки t(n) в срезе Sα−1, через которую пройдёт гиперплоскость. Для случая
произвольного выбора отступов необходимо найти самую близкую целочисленную точ-
ку среза Sα−1 к прямой (для n > 4 —к гиперплоскости) пересечения плоскости Lα и
плоскости S̃α−1, описываемой уравнением xn = α − 1. В рассмотренном случае вы-
бор последней точки не вызывает сложности. Для произвольных параметров n, k и
произвольных отступов от крайней точки последняя задача не имеет общего реше-
ния, но для каждого фиксированного случая её можно решить и построить любую
сбалансированную пороговую функцию.

Следующая теорема описывает пороговые сбалансированные функции, соответ-
ствующие данному семейству гиперплоскостей, задаваемых системами точек (1).

Теорема 1. Пусть Rn = k − 2r + (n − 2)(k − 1), P n
α = r + αRn для некоторых

k > 2, r > 1, n > 2; α = 1, . . . , k − 1. Пороговая функция f(x1, x2, . . . , xn), заданная
двусторонними неравенствами

f(x1, x2, . . . , xn) = α ⇔ bα 6 x1 + x2 + . . .+Rnxn < bα+1, (2)

где (b1, b2, . . . , bk−1) = (P n
1 , P

n
2 , . . . , P

n
k−1), при (k − 1)(n − 1) > 3r − 2 является сбалан-

сированной пороговой.
Доказательство. Покажем, что пороговая функция (2) соответствует семейству

гиперплоскостей Lα, отвечающим системам точек (1). Пусть уравнения семейства ги-
перплоскостей Lα имеют вид

c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn = bα.

Покажем, что значения порогов и коэффициентов линейной формы в условии тео-
ремы равны соответствующим параметрам:

(b1, b2, . . . , bk−1) = (P n
1 , P

n
2 , . . . , P

n
k−1), (c1, c2, . . . , cn) = (1, 1, . . . , 1, Rn).



Построение подстановок на основе пороговых функций многозначной логики 23

Уравнение (n−1)-мерной гиперплоскости, проходящей через точки t(1), t(2), . . . , t(n),
которые не лежат на одной (n − 2)-мерной гиперплоскости, задаётся следующим об-
разом [7]: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


x1 − t(1)

1 x2 − t(1)
2 . . . xn−1 − t(1)

n−1 xn − t(1)
n

t
(2)
1 − t

(1)
1 t

(2)
2 − t

(1)
2 . . . t

(2)
n−1 − t

(1)
n−1 t

(2)
n − t(1)

n

...
... . . . ...

...
t
(n−1)
1 − t(1)

1 t
(n−1)
2 − t(1)

2 . . . t
(n−1)
n−1 − t

(1)
n−1 t

(n−1)
n − t(1)

n

t
(n)
1 − t

(1)
1 t

(n)
2 − t

(1)
2 . . . t

(n)
n−1 − t

(1)
n−1 t

(n)
n − t(1)

n



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Найдём данный определитель для рассматриваемого случая:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



x1 − r x2 x3 x4 . . . xn−1 xn − α
−r r 0 0 . . . 0 0
−r 0 r 0 . . . 0 0
−r 0 0 r . . . 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

−r 0 0 0 . . . r 0
k − 2r k − 1 k − 1 k − 1 . . . k − 1 −1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Добавим к первому столбцу все столбцы, кроме последнего. Столбец с номером n,
умноженный на k − 2r + (n − 2)(k − 1), прибавим к первому столбцу; к остальным
столбцам добавим его же, умноженным на k−1. Через ∗ обозначим элементы матрицы,
которые не влияют на значение определителя. В результате получим

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



x1 + x2 + . . .+ xn−1 + (xn − α)(k − 2r + (n− 2)(k − 1))− r ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 r 0 . . . 0 0
0 0 r . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . r 0
0 0 0 . . . 0 −1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −rn−2 (x1 + x2 + . . .+ xn−1 + (xn − α)(k − 2r + (n− 2)(k − 1))− r) .

Приравняем ∆ = 0 и перенесём свободный член в правую часть:

−rn−2(x1 + x2 + . . .+ xn−1 + (xn − α)(k − 2r + (n− 2)(k − 1))− r) = 0,

x1 + x2 + . . .+ xn−1 + (xn − α)(k − 2r + (n− 2)(k − 1))− r = 0,

x1 + x2 + . . .+ xn−1 + xn(k − 2r + (n− 2)(k − 1)) = α(k − 2r + (n− 2)(k − 1)) + r,

x1 + x2 + . . .+ xn−1 + xnRn = P n
α .

Последнее равенство доказывает требуемое соответствие.
Докажем выполнение условия сбалансированности. Для этого необходимо прове-

рить, что гиперплоскость Lα не пересекает срез Sα−2. Для выполнения этого усло-
вия достаточно, чтобы линейная форма L = x1 + . . . + xn−1 + xnRn в точке t =
= (k − 1, k − 1, . . . , k − 1, α− 2) принимала значение строго меньше P n

α :

L(t) = (n− 1)(k − 1) + (α− 2)Rn < P n
α = r + αRn.
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Последовательно получаем

r + αRn > (n− 1)(k − 1) + (α− 2)Rn,

r > (n− 1)(k − 1)− 2Rn.

r > (k − 1)(n− 1)− 2(k − 2r + (n− 2)(k − 1)),

r > −(k − 1)(n− 1) + 4r − 2,

(k − 1)(n− 1) > 3r − 2.

Последнее неравенство выполнено по условию.

Замечание 1. При добавлении фиктивных переменных у функций, построенных
в теореме 1, свойство сбалансированности не нарушается. Теорема 2 описывает сба-
лансированные функции построенного типа с произвольным количеством фиктивных
переменных.

Теорема 2. В обозначениях теоремы 1 при (k−1)(n−m−1) > 3r−2, 0 6 m 6 n−2
пороговая функция fk(x1, x2, . . . , xn), заданная двусторонними неравенствами

f(x1, x2, . . . , xn) = α ⇔ bα 6 xm+1 + xm+2 + . . .+ xnRn−m < bα+1, (3)

где (b1, b2, . . . , bk−1) = (P n−m
1 , P n−m

2 , . . . , P n−m
k−1 ), является сбалансированной пороговой.

Доказательство. Справедливость теоремы 2 следует из замечания 1 и теоремы1
при замене n на n−m.

При m = 0 утверждение теоремы 2 совпадает с утверждением теоремы 1.
Приведём пример построения функции для фиксированных параметров с неодина-

ковыми отступами.
Пример 1. Пусть n = 3, k = 3, отступы от крайней точки равны 2 по первой и 1

по второй переменной. Тогда набор точек, через которые пройдёт соответствующее
семейство плоскостей, следующий:

t(1) = (2, 0, α), t(2) = (0, 1, α), t(3) = (1, 2, α− 1), α ∈ {1, 2}.

Найдём уравнения плоскостей, проходящих через точки t(1), t(2), t(3); для этого необхо-
димо найти соответствующий определитель ∆ и приравнять его к нулю:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
x1 − 2 x2 x3 − α
−2 1 0
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x1 − x3 + α− 2 x2 + 2x3 − 2α x3 − α

−2 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
x1 − x3 + α− 2 + 2(x2 + 2x3 − 2α) x2 + 2x3 − 2α x3 − α

0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ =

= −(x1 − x3 + α− 2 + 2(x2 + 2x3 − 2α)) = −(x1 + 2x2 + 3x3 − 3α− 2).

Приравнивая ∆ = 0, получим уравнения плоскостей для α ∈ {1, 2}:

x1 + 2x2 + 3x3 = 3α + 2.

Вектор порогов данной функции следующий: (b1, b2) = (5, 8). Прохождение плоскостей
через соответствующий куб изображено на рис. 1.
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Рис. 1. Функция, построенная в примере 1 на трёхмерном кубе трёх-
значной логики; L1 и L2 —построенные плоскости

2. Построение подстановок на основе сбалансированных
k-значных пороговых функций

Рассмотрим два способа построения подстановок. Система координатных функций
задаёт подстановку, если она регулярна. Проверка системы на регулярность являет-
ся сложной задачей. Существующие критерии, в частности критерий Хаффмана, не
позволяют оптимизировать проверку на регулярность, но в некоторых случаях да-
ют возможность сузить множество проверяемых на регулярность систем, отбраковав
заведомо ложные.

Определение 3. Координатное отображение F : Ωn
k → Ωn

k ,

F (x1, x2, . . . , xn) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) , (4)

где fi(x) = fi(x1, x2, . . . , xn) — k-значные функции, называется биективным, а система
функций f1(x), f2(x), . . . , fn(x) —регулярной системой, если F — взаимно-однозначное
отображение.

Первый предлагаемый способ основан на построении треугольных регулярных си-
стем, второй— на построении подстановок, координатные функции которых являются
однотипными k-значными функциями, полученными из одной путём действия преоб-
разований перестановки переменных и их инвертирования.
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2.1. П о с т р о е н и е п о д с т а н о в о к н а о с н о в е с б а л а н с и р о в а н н ы х
k - з н а ч н ы х п о р о г о в ы х ф у н к ц и й

Определение 4. Система функций f1(x), f2(x), . . . , fn(x) называется треуголь-
ной, если она имеет вид 

f1(x) = ϕ1(x1),

f2(x) = ϕ2(x1, x2),

. . .

fi(x) = ϕi(x1, x2, . . . , xi),

. . .

fn(x) = ϕn(x1, x2, . . . , xn),

(5)

где ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn —произвольные k-значные функции.
Если функция ϕi, i = 1, . . . , n, биективна по переменной xi, т. е. при каждой фик-

сации переменных x1, x2, . . . , xi−1 функция ϕi задаёт подстановочное отображение [8,
с. 166], то система (5) задаёт биекцию. Действительно, пусть задано равенство

(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)(x1, x2, . . . , xn) = (a1, a2, . . . , an), (6)

тогда ϕ1(x1) = (a1). В силу биективности функции ϕ1(x1) по переменной x1 существует
и единственен элемент b1 ∈ Ωk, такой, что ϕ1(b1) = a1. Положим x1 = b1. Ввиду биек-
тивности функции ϕ2 по переменной x2 существует и единственен b2 ∈ Ωk, такой, что
ϕ2(b1, b2) = a2. Положим x2 = b2. Продолжая дальше по индукции, получаем, что су-
ществует единственный набор (x1, x2, . . . , xn) = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Ωn

k , удовлетворяющий
равенству (6).

В качестве треугольной регулярной системы можно предложить систему вида
ϕ1(x1) = x1,

ϕ2(x1, x2) = x2 + ψ2(x1) mod k,

. . .

ϕn(x1, x2, . . . , xn) = xn + ψn(x1, x2, . . . , xn−1) mod k.

(7)

Данная система регулярна для любых k-значных функций ψ2, ψ3, . . . , ψn, поскольку
каждая ϕi биективна по крайней переменной независимо от значений функции ψi.

Среди систем (7) представляют интерес системы на основе функций (3) из теоре-
мы2. Пороговые функции (3) будем обозначать следующим образом:

Tmr (x1, x2, . . . , xn), (8)

где m—количество фиктивных переменных; r—параметр, отвечающий за размер от-
ступа от крайних точек среза, тем самым отвечающий за размер отсекаемой области
среза. Систему порогов и максимальный коэффициент линейной формы будем обозна-
чать (b1, b2, . . . , bk−1) =

(
P n−m

1 (r), P n−m
2 (r), . . . , P n−m

k−1 (r)
)
и Rn−m(r) соответственно.

Для дальнейшего использования доопределим множество функций (8) для случая
n = 1: T 0

r (x1) = x1, R1(r) = 1, Pi(r) = i, i = 1, . . . , k − 1.
Можно рассмотреть два способа задания функций ψ2, ψ3, . . . , ψn. Первый способ

позволяет параллельно вычислять значения координатных функций, что ускоряет ре-
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ализацию подстановки, а именно:

ψ2(x1) = T n−1
r1

(0, 0, . . . , 0, x1),

ψ3(x1, x2) = T n−2
r2

(0, 0, . . . , 0, x1, x2),

. . .

ψi(x1, x2, . . . , xi−1) = T n−i+1
ri−1

(0, 0, . . . , 0, x1, x2, . . . , xi−1),

. . .

ψn(x1, x2, . . . , xn−1) = T 1
rn−1

(0, x1, x2, . . . , xn−1).

(9)

Второй способ реализует рекуррентное определение значений координатных функ-
ций, основанное на последовательном задании функций ψi:

ψ2(y1) = T n−1
r1

(0, 0, . . . , 0, y1),

ψ3(y1, y2) = T n−2
r2

(0, 0, . . . , 0, y1, y2),

. . .

ψi(y1, y2, . . . , yi−1) = T n−i+1
ri−1

(0, 0, . . . , 0, y1, y2, . . . , yi−1),

. . .

ψn(y1, y2, . . . , yn−1) = T 1
rn−1

(0, y1, y2, . . . , yn−1),

(10)

где
y1(x1) = ϕ1(x1) = x1,

y2(x1, x2) = ϕ2(x1, x2) = x2 + ψ2(x1) mod k,

. . .

yn−1(x1, x2, . . . , xn−1) = ϕn−1(x1, x2, . . . , xn−1) = xn−1 + ψn(x1, x2, . . . , xn−2) mod k.

Удобство использования систем (7) с функциями (9) или (10) заключается в том,
что для задания подстановки достаточно хранить коэффициенты линейных форм по-
роговых функций и систему порогов. Матрицы C и P содержат всю информацию о
задаваемых подстановках указанного типа:

C =



0 0 0 . . . 0 0 R1(r1)
0 0 0 . . . 0 1 R2(r2)
0 0 0 . . . 1 1 R3(r3)
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 1 . . . 1 1 Rn−2(rn−2)
0 1 1 . . . 1 1 Rn−1(rn−1)


, (11)

P =


P 1

1 (r1) P 1
2 (r1) . . . P 1

k−1(r1)
P 2

1 (r2) P 2
2 (r2) . . . P 2

k−1(r2)
...

... . . . ...
P n−1

1 (rn−1) P n−1
2 (rn−1) . . . P n−1

k−1 (rn−1)

 .

Элемент ci,j матрицы C задаёт коэффициент линейной формы i-й координатной по-
роговой функции при переменной xj. Например, линейная форма i-й пороговой функ-
ции имеет вид L = x1 + x2 + . . . + xi−1 + xiRi(ri) и соответствует линейной форме
функции ψi(x1, x2, . . . , xi) систем (9) и (10). В матрице P строка с номером i задаёт
систему порогов i-й пороговой функции.
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2.2. П о с т р о е н и е п о д с т а н о в о к н а о с н о в е с и с т е м о д н о т и п н ы х
п о р о г о в ы х ф у н к ц и й

Второй способ основан на построении подстановок, координатные функции кото-
рых являются однотипными k-значными функциями, полученными из одной (стрелки
Лукашевича) путём действия преобразований перестановки переменных и их инвер-
тирования. В этом способе представления нашли своё воплощение три идеи, каждая
из которых определяет потенциальные преимущества при реализации подстановки.

Во-первых, в предложенном способе заложен принцип компактной реализации, при
котором для вычисления координат результирующего вектора используется единая
функция с простым сервисным преобразованием, аналогичным преобразованию одно-
типности в булевом случае.

Во-вторых, по всем координатам функции, задающие отображение, — пороговые,
для которых в перспективной элементной базе, например оптической, может быть
осуществлена реализация в среде-носителе сигнала с высоким быстродействием.

И наконец, третьим преимуществом является сбалансированность и временна̀я син-
хронизация выработки значений всех координат выходного вектора.

Остановимся подробно на преобразованиях, используемых при генерации функций
по каждому каналу. Группой движения Gn назовем группу, порождённую группами Sn
и Nn:

Gn = 〈Sn, Nn〉,
где Sn — группа подстановок на множестве {1, . . . , n}; Nn = {−1, 1}n — группа инвер-
тирования переменных. Действие данных групп на множестве Ωn

k определяется сле-
дующим образом: для любой точки (a1, a2, . . . , an) ∈ Ωn

k , для любых преобразований
s ∈ Sn и β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Nn

(a1, a2, . . . , an)s = (as−1(1), as−1(2), . . . , as−1(n)),

(a1, a2, . . . , an)β = (u1, u2, . . . , un), ui =

{
ai, если βi = 1,

k − 1− ai, если βi = −1.

Обозначим через (βs)Tmr функцию, полученную из функции Tmr по правилу
(βs)Tmr = Tmr (xβs). Системе k-значных пороговых функций

Fm
r (β, s) =

(
β(1)s(1)

)
Tmr ,

(
β(2)s(2)

)
Tmr , . . . ,

(
β(n)s(n)

)
Tmr , (12)

где β = (β(1), β(2), . . . , β(n)) ∈ (Nn)n; s = (s(1), s(2), . . . , s(n)) ∈ (Sn)n, поставим в со-
ответствие матрицу C = (ci,j)n×n аналогично матрице (11) с учётом действия преоб-
разований из группы Nn. Например, функции (βε)Tmr , где ε—нейтральный элемент
группы Sn, β = (β1, β2, . . . , βn), соответствует строка матрицы (β1, β2, . . . , βnRn−m(r)).
Каждой системе (12) соответствует отображение, задаваемое по правилу

π[Fm
r (β, s)](x1, x2, . . . , xn) =

=
((
β(1)s(1)

)
Tmr (x1, x2, . . . , xn), . . . ,

(
β(n)s(n)

)
Tmr (x1, x2, . . . , xn)

)
.

(13)

В случае регулярности системы Fm
r (β, s) отображение π[Fm

r (β, s)] задаёт подстановку
на множестве Ωn

k .
Поиск регулярной системы осуществляется алгоритмическим способом, а имен-

но путём перебора функций
(
β(i)s(i)

)
Tmr и проверки факта порождения подстановки.

Приведём формулировку критерия Хаффмана и утверждение, позволяющее сократить
количество проверяемых систем Fm

r (β, s) на регулярность для произвольных парамет-
ров m и r, удовлетворяющих условиям теоремы 2.
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Теорема 3 (критерий Хаффмана). Система k-значных функций fi(x1, . . . , xn),
i = 1, . . . , n, регулярна тогда и только тогда, когда для любых r ∈ {1, . . . , n},
1 6 i1 < i2 < . . . < ir 6 n и α1, α2, . . . , αr ∈ {0, . . . , k − 1} выполняется∣∣∣∣ r⋂

w=1

Dαw(fiw)

∣∣∣∣ = kn−r.

Теорема 4. Пусть для некоторых (s(1), s(2), . . . , s(n)) ∈ (Sn)n и любых β = (β(1),
β(2), . . . , β(n)) ∈ (Nn)n при k > 3 в матрице C, отвечающей системе Fm

r (β, s), существу-
ют две различные строки вида(

θi1β
(i)
1 θi2β

(i)
2 . . . θip−1β

(i)
p−1 β

(i)
p Rn−m(r) θip+1β

(i)
p+1 . . . θinβ

(i)
n

)
,(

θj1β
(j)
1 θj2β

(j)
2 . . . θjp−1β

(j)
p−1 β

(j)
p Rn−m(r) θjp+1β

(j)
p+1 . . . θjnβ

(j)
n

)
,

где θiu, θju —индикаторы фиктивности (существенности) соответствующих переменных;∑
u6=p

θiu =
∑
u6=p

θju = n−m+ 1. Тогда отображение π[Fm
r (β, s)] не является биекцией.

Доказательство. Не ограничивая общности, положим p = n. Пусть f и g—
функции, соответствующие строкам i и j матрицы C. Зафиксируем α = β

(i)
n (0) и

δ = β
(j)
n (k − 1). Тогда справедливы включения Dα(f) ⊂ S0 ∪ S1, Dδ(g) ⊂ Sk−2 ∪ Sk−1.

Поскольку k > 3, то (S0 ∪ S1) ∩ (Sk−2 ∪ Sk−1) = ∅. Из последних трёх выражений
получаем Dα(f) ∩Dδ(g) = ∅, что противоречит условию критерия Хаффмана.

Следствие 1. Теорема 4 позволяет сократить перебор отображений (13), прове-
ряемых на регулярность при фиксированных параметрах r иm, где (k−1)(n−m−1) >
> 3r − 2, в nn раз

Доказательство. Действительно, тотальный поиск биективных отображе-
ний (13) состоит из задания соответствующей матрицы C и проверки на регулярность
порождаемого ею преобразования. Выбор матриц C осуществляется за счёт распо-
ложения коэффициента Rn−m(r) в каждой строке (nn вариантов), задания у каждой
координатной функции фиктивных переменных (Cm

n−1 вариантов) и определения ин-
вертирования существенных переменных, что потребует рассмотрения 2(n−m)n вариан-
тов, где (n−m)n—количество ненулевых элементов матрицы C. Следовательно, на
основе матрицы C проверке подвергаются N = nnCm

n−12(n−m)n систем.
Из теоремы 4 следует, что в каждом столбце и в каждой строке матрицы, соответ-

ствующей отображению (13), должен присутствовать единственный максимальный по
модулю коэффициент β(j)

p Rn−m(r). Перестановкой строк матрицы C можно располо-
жить коэффициенты β

(j)
p Rn−m(r) на главной диагонали, поскольку перестановка коор-

динатных функций не нарушает биективности. Таким образом, перебор заключается
в фиксации фиктивных переменных и расстановке инвертирования существенных пе-
ременных, что составляет Cm

n−12(n−m)n вариантов.

Приведём алгоритм поиска биективных отображений (алгоритм 1).
Приведём результаты применения программы, реализующей данный алгоритм на

основе матрицы C. Во всех случаях n—размерность пространства, k— значность ло-
гики, m—количество фиктивных переменных, r—параметр, отвечающий за размер
отсекаемой области, Rn−m(r) определено условием теоремы 2, β(1), β(2), . . . , β(n) ∈ Nn —
перебираемые параметры.
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Алгоритм 1. Поиск биективных отображений
1: Инициализируем параметры j := 0, n, k, m, r, Rn−m(r), P n−m

0 (r), (P n−m
1 (r), . . . ,

P n−m
k−2 (r)).

2: Проверяем условие сбалансированности (k−1)(n−m−1) > 3r+2. Если выполнено,
то на шаг 3, иначе сообщение «Функция не сбалансирована», конец алгоритма.

3: Инициализируем матрицу коэффициентов C. На главной диагонали располагаем
максимальный коэффициент Rn−m(r), оставшиеся элементы каждой строчки за-
полняем m нулями и n−m− 1 единицами согласно рассматриваемому случаю.

4: Для каждого из 2n−m способов задаём знаки ненулевых коэффициентов мат-
рицы C, проверяем на биективность получившуюся систему. Если биекция, то
j := j + 1.

Выход: j —количество найденных подстановок для проверяемого случая.

С л у ч а й 1. Общие параметры m = 0,

C(1) =


β

(1)
1 Rn(r) β

(1)
2 . . . β

(1)
n−1 β

(1)
n

β
(2)
1 β

(2)
2 Rn(r) . . . β

(2)
n−1 β

(2)
n

...
... . . . ...

...
β

(n−1)
1 β

(n−1)
2 . . . β

(n−1)
n−1 Rn(r) β

(n−1)
n

β
(n)
1 β

(n)
2 . . . β

(n)
n−1 β

(n)
n Rn(r)

 .

Для заданных m и C(1) рассмотрим два способа задания размера отступа r.
Первый способ соответствует r = 1, количество подстановок, полученных за счёт

перебора β(1), β(2), . . . , β(n) ∈ Nn, представлено в табл. 1.

Та б л и ц а 1

k
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 – 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
3 192 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64 64
4 3328 768 768 768 768 768 768 – – – – – – – –
5 76800 12288 12288 – – – – – – – – – – – –

Во втором способе для каждого варианта параметров n и k будем задавать мак-
симально возможный размер отступа r = rmax(k, n,m), удовлетворяющий условию
сбалансированности теоремы 2. Значения rmax(k, n,m) и количества подстановок, по-
лученных за счёт перебора β(1), β(2), . . . , β(n) ∈ Nn, представлены в табл. 2.

Та б л и ц а 2

k
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
3 1; 192 1; 64 2; 0 3; 0 3; 0 4; 0 5; 0 5; 0 6; 0 7; 0 7; 0 8; 0 9; 0
4 1; 3328 2; 0 3; 0 4; 0 5; 0 6; 0 7; 0 – – – – – –
5 1; 76800 3; 0 3; 0 – – – – – – – – – –

По результатам, представленным в табл. 1, можно сделать предположение, что с ро-
стом k количество подстановок на основе матрицы C(1) стабилизируется. Из табл. 2
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можно предположить, что для значений 1 < r 6 rmax(k, n,m) подстановок указанного
вида нет.

С л у ч а й 2. Общие параметры m = 1,

C(2) =


β

(1)
1 Rn−1(r) 0 β

(1)
3 . . . β

(1)
n−1 β

(1)
n

β
(2)
1 β

(2)
2 Rn−1(r) 0 . . . β

(2)
n−1 β

(2)
n

...
...

... . . . ...
...

β
(n−1)
1 β

(n−1)
2 β

(n−1)
3 . . . β

(n−1)
n−1 Rn−1(r) 0

0 β
(n)
2 β

(n)
3 . . . β

(n)
n−1 β

(n)
n Rn−1(r)

 ,

где нули расположены на второй главной диагонали.
Для r = 1 нашлись биекции только для случаев k = 2, n = 3, 4, 5.
Для r = rmax(k, n,m) биекции были найдены только при k = 2, n = 3, 4, 5, при этом

rmax(k, n,m) = 1.
При r > 1 биекций на основе матрицы C(2) не найдено.
С л у ч а й 3. Общие параметры m = 1, n = 4,

C(3) =


β

(1)
1 R3(r) β

(1)
2 β

(1)
3 0

β
(2)
1 β

(2)
2 R3(r) 0 β

(2)
4

β
(3)
1 0 β

(3)
3 R3(r) β

(3)
4

0 β
(4)
2 β

(4)
3 β

(4)
4 R3(r)

 .

Для r = 1, k = 1, . . . , 8 нашлись биекции только для случая k = 2.
Для r = rmax(k, n,m), k = 1, . . . , 8 результат совпадает со случаем r = 1.
Отсюда сделаем вывод, что возможно построение подстановок с однотипными ко-

ординатными пороговыми функциями из теоремы 2 и предположительно только для
размера отступа r = 1.

Приведём утверждение, использующее блочную структуру и позволяющее итера-
тивно увеличивать размер подстановки, основанной на пороговых функциях.

Теорема 5. Пусть заданы две подстановки π1, π2, основанные на пороговых
функциях, такие, что

π1 : Ωn1
k → Ωn1

k , π2 : Ωn2
k → Ωn2

k , n1, n2 > 2;

матрица C(v) =
(
c

(v)
i,j

)
nv×nv

—матрица коэффициентов линейных форм и P (v) =

=
(
p

(v)
i,j

)
nv×(k−1)

—матрица порогов координатных функций подстановки πv, v = 1, 2;

Θ(1),Θ(2) —нулевые матрицы размеров n1×n2 и n2×n1 соответственно. Тогда матрицы

C̃ =

(
C(1) Θ(1)

Θ(2) C(2)

)
, P̃ =

(
P (1)

P (2)

)
задают подстановку π̃ : Ωn1+n2

k → Ωn1+n2
k .

Доказательство. Достаточно заметить, что первые n1 координатных функций
фиктивно зависят от последних n2 переменных и реализуют подстановку π1 на первых
n1 переменных. Последние n2 координатных функций реализуют подстановку π2 на
последних n2 переменных. Поэтому π̃ представляется следующим образом:

π̃(x1, x2, . . . , xn1+n2) = (π1(x1, x2, . . . , xn1), π2(xn1+1, xn1+2, . . . , xn1+n2)).

Данное представление задаёт подстановку.
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