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К.Б. Мансимов, Р.О. Масталиев 
 

ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ КВАЗИОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ  
В ОДНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ 

 
Рассматривается задача оптимального управления нелинейными стохастическими процессами, математическая 
модель которых описывается стохастическим дифференциальным уравнением Ито. При предположении выпук-
лости области управления получены необходимые условия оптимальности первого и второго порядков. 
Ключевые слова: стохастическая система; оптимальное управление; квазиособые управления; линеаризован-
ное условие оптимальности. 

 
Принцип максимума Понтрягина для стохастических задач оптимального управления получен в 

работах [1–3 и др.]. В работе [4] получено необходимое условие оптимальности в форме принципа мак-
симума Понтрягина в задаче управления стохастическими системами с запаздывающим аргументом и 
рассмотрен случай вырождения условия максимума (особый случай). 

Предлагаемая работа посвящена выводу необходимых условий оптимальности квазиособых 
управлений в задаче оптимального управления, описываемых стохастическими системами. 

 
1. Постановка задачи 

 

Пусть  PF ,,  – полное вероятностное пространство;  tw  – n -мерный стандартный винеров-

ский процесс, определенный на полном вероятном пространстве  PF ,, ;  n
F RttL ;, 10
2  – пространство 

измеримых по  ,t   случайных процессов  , :x t    nRtt :, 10 , для которых   
1

0

2
t

t

dttxE . 

Здесь и в дальнейшем знак E  – математическое ожидание. 
Пусть динамика стохастического управляемого процесса на фиксированном отрезке времени 

 10 , ttT   описывается системой дифференциальных уравнений 

           , , ,dx t f t x t u t dt t x t dw t  ,   Tt  10 , tt ,                                (1) 

с начальным условием 
  00 xtx  ,                                                                        (2) 

где  uxtf ,,  заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с 

частными производными по  ux,  до второго порядка включительно;  σ , :t x )( nnRRT nnn   -

матричная функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по x  
до второго порядка включительно, причем 

        rr
Fd RUtuRttLuUtu  ;, 10
2 ,                                              (3) 

где U  – заданное непустое, ограниченное и выпуклое множество. dU  назовем множеством допустимых 

управлений. 
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В дальнейшем предполагается, что каждому допустимому управлению    r
F RttLtu ;, 10
2  соот-

ветствует единственное решение  tx  системы (1)–(2) с п.н. непрерывными траекториями, определен-

ными на T . 
Целью управления является минимизация терминального критерия качества  

     ,1txhEuI                                                                         (4) 

где  xh  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая скалярная функция. 

Основной задачей является вывод необходимых условий оптимальности первого и второго по-
рядков для выпуклой области управлений. 

 
2. Необходимое условие оптимальности первого порядка 

 
Предположим, что     txtu ,  – фиксированный допустимый процесс. Через 

            txtxtxtututu  ,  обозначим произвольный допустимый процесс. Запишем формулу 

для приращения функционала: 
        .)()( 11 txhtxhEuIuIuI                                                      (5) 

Приращение  tx  траектории  tx  удовлетворяет системе  

                
        

, , , ,

, σ , , ,

d x t d x t x t f t x t u t f t x t u t dt

t x t t x t dw t t T

        

   
                                  (6) 

  00  tx .                                                                             (7) 

Пусть    2
0 1, ; n

Ft L t t R    случайный процесс, стохастический дифференциал которого имеет 

вид 

       β .d t t dt t dw t     

Здесь по определению  α t n -мерная непрерывная вектор-функция,    2
0 1β , ; .n n

Ft L t t R    

Тогда на основании формулы Ито (см. например, 5) получается 

                        β , ,d t x t d t x t t d x t t t x t t x t dt d t x t                        

                      
       

, , , , , ,

, σ , .

t f t x t u t f t x t u t dt t x t t x t dw t

t t x t t x t dt

     

    
                  (8) 

Здесь и в дальнейшем (	′	) – знак транспонирования. 
Положим 

   , , ,ψ , , ,H t x u f t x u           , , ,ψx xH t H t x t u t t ,         , , ,ψ ,u uH t H t x t u t t  

        , , , ,xx xxH t H t x t u t t           , , ,ψuu uuH t H t x t u t t , 

      tutxtftf xx ,, ,       tutxtftf uu ,, ,     σ ,x xt t x t  ,     σ ,xx xxt t x t  . 

Используя формулу Тейлора, тождества (8можно записать в следующем виде: 

                

                 

                   

          

2
1

2
2

1 1

2 2

, , σ

1
( ) .

2

x u

xx ux uu

x

xx

d t x t d t x t H t x t dt H t u t dt

x t H t x t dt u t H t x t dt u t H t u t dt

z t dt t t x t t x t dw t t t x t dt

x t t t x t dt t x t dt

            

           

         

        

                        (9) 

Здесь величины  o (.) 1,2i   определяются, соответственно, из разложения 
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		                      

                    2
1

, , ,ψ , , ,

1 1
,

2 2

x u

xx ux uu

H t x t u t t H t x t u t t H t x t H t u t

x t H t x t u t H t x t u t H t u t z t

       

             
 

                  2
2

1
, σ ,

2x xxt x t t x t t x t x t t x t x t             , 

где        txtutz , . 

С учетом (7) и (9) формула приращения (5) принимает следующий вид: 

                     

                   

           

1

0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
1

2

1

2

1 1
( )β( ) [ ] ( )

2 2

t

x xx
t

t t t t

x u xx ux
t t t t

t t t

uu x xx
t t t

I u E h x t x t x t h x t x t t x t d t x t

H t x t dt H t u t dt x t H t x t dt u t H t x t dt

u t H t u t dt t t x t dt x t t t x t dt

                


                

              ( ).u
   


      (10) 

Здесь по определению 

            1 1

0 0

2 2 2
1 2 3 1β

t t

t t
u E z t dt t x t dt x t

               
  

, 

где   2

3 1x t   определяется из разложения  

                    2
1 1 1 1 1 1 1 3 1

1

2x xxh x t h x t h x t x t x t h x t x t x t          . 

Если предположить, что случайные процессы    2
0 1, ; n

Ft L t t R  ,    2
0 1β , ; n n

Ft L t t R   являются 

решением сопряженной системы 

            
    1 1

β ,

,

x x

x

d t H t t t dt t dw t

t h x t

      

  

 

то формула приращения (10) примет следующий вид: 

                  

                     

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

1 1 1
1 1

2 2

1 1
σ .

2 2

t t

u xx xx
t t

t t t

xx ux uu
t t t

I u E H t u t dt x t h x t x t x t H t x t dt

x t t t x t dt u t H t x t dt u t H t u t dt u

              


                 


      (11) 

Специальное приращение оптимального управления  tu  в силу выпуклости области управления 

U  можно определить по формуле 

     ; εu t v t u t       ,   Tt ,                                                  (12) 

где    2
0 1, ; r

Fv t L t t R   произвольный вектор, а  ε 0,1  – произвольное число. 

Обозначим через  ;x t    специальное приращение траектории ),(tx  отвечающее приращению  

( ; )u t   управления ).(tu  

Из (6), используя условие Липшица, при помощи леммы Гронуолла–Белмана (см. например, 6) 
получается оценка 

  2 2; ε ,E x t N                                                                (13) 

где const 0N   . 

Лемма. Пусть  t  является решением задачи 
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                   σx u xd t f t t f t v t u t dt t t dw t       ,                               (14) 

  00 t . 

Тогда справедливо разложение 

     ε ;x t t t     .                                                           (15) 

Принимая во внимание (15) и оценку (13), из (11) получим, что 

                

                    

 

1

0

1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

2

1 1 1

ε

2

( ) ( ) [ ] ( ) 2 ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) [ ]( ( ) ( ))

t

u
t

t t

xx xx xx
t t

t t t

xx xu uu
t t t

I u I u t u t I u t E H t v t u t dt

t h x t t t H t t dt t t t t dt

l t t t l t dt l t H t u t v t dt u t v t H t v t u t dt

 

           
 

         



           

     

 2 .  


(16) 

Из разложения (16) в силу произвольности   сразу следует справедливость следующего утвер-
ждения. 

Теорема 1. При сделанных предположениях для оптимальности допустимого управления  tu , 

,t T  в задаче (1)–(4) необходимо, чтобы неравенство 

       0
1

0


t

t
u dttutvtHE                                                         (17) 

выполнялось для всех    r
F RttLtv ;, 10
2 . 

Неравенство (17) является линеаризованным интегральным условием  максимума для задачи (1)–(4). 
Можно доказать, что оно имеет место тогда и только тогда, когда почти для всех 0 1θ [ , )t t  и 

 r
F RttLv ;, 10
2  выполняется неравенство  

    θ 0uH v u    .                                                            (18) 

Здесь и в дальнейшем 0 1θ [ , )t t  произвольная точка Лебега управления  tu . 

Неравенство (18) есть поточечный линеаризованный принцип максимума в рассматриваемой за-
даче и представляет собой необходимое условие оптимальности первого порядка. 

Перейдем к изучению случая вырождения линеаризованного условия максимума. 
 

3. Необходимые условия оптимальности квазиособых управлений 
 

Будем исследовать случай вырождения линеаризованного условия максимума (18). По аналогии с 
[7] введем следующее определение. 

Определение. Допустимое управление  tu  назовем квазиособым, если вдоль процесса     txtu ,  

для всех dUv  и 0 1θ [ , )t t  выполняется следующее условие: 

    θ θ 0uH v u   ,  п.н.                                                        (19) 

Ясно, что в квазиособом случае линеаризованное необходимое условие оптимальности (18) теряет 
свое содержательное значение, в связи с чем надо иметь новые необходимые условия оптимальности, 
работающие в квазиособом случае. 

Пусть  tu , ,t T  – квазиособое оптимальное управление. Тогда из разложения (16) в силу (19) и 

произвольности  0,1  следует, что 

                

                    

1

0

1 1

0 0

1 1 1

2 0.

t

xx xx xx
t

t t

ux uu
t t

E t h x t t t H t t t t dt

v t u t H t t dt v t u t H t v t u t dt

         


       




 

   



                        (20) 
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Теорема 2. Если  tu , ,t T  – квазиособое управление,  то для его оптимальности в задаче (1)–(4) 

необходимо, чтобы неравенство (20) выполнялось для всех   dUtv  , Tt . 

Неравенство (20) является довольно общим, но вместе с тем  неявным необходимым условием 
оптимальности квазиособых управлений. Однако с его помощью удается получить ряд необходимых 
условий оптимальности квазиособых управлений, выраженных непосредственно через параметры зада-
чи (1)–(4). 

Уравнение (14) является линейным неоднородным стохастическим дифференциальным уравнени-
ем. Поэтому, применяя результаты, например, работ [8] получаем, что решение  t   задачи (14) допус-

кает представление 

        
0

,
t

t

t Q t v u d      .                                                          (21) 

Здесь по определению  

     , , uQ t R t f    , 

где  nn  матрица  ,R s  является решением задачи 

           , , ,x xdR t s f t R t s t R t s dw t   , 

 , ( ( )-n nR s s E E n n   мерная единичная матрица). 

С помощью представления (21) следуя схеме предложенный, например, в 9–11 доказывается 
справедливость тождеств: 

      

                
1 1

0 0

1 1 1

1 1 1, , ,

xx

t t

xx
t t

t h x t t

v u Q t h x t Q t s v s u s d ds

 


       

 
                                 (22) 

         
1

0

β
t

xx xx
t

t H t t t t dt         

              
 

    
1 1 1

0 0 max ,
, β , ,

t t t

xx xx
t t s

v u Q t H t t t Q t s dt v s u s ds d


 
              

  
                (23) 

                       .,
1

0

11

0

dttutvdtQHuvdtttHtutv
t

t

t

t
ux

t

t
ux 











                  (24) 

Пусть по определению 

           
 

1

1 1 1
max ,

, ( , ) ( ( )) ( , ) , β , .
t

xx xx xx
s

K s Q t h x t Q t s Q t H t t t Q t s dt


            

Заметим что, матричная функция ( , )K s  является стохастическим аналогом, матричной функции, 

которая впервые введена в детерминированном случае в работах К.Б. Мансимова (см., например 9–11 и 
др.). 

Принимая во внимание тождества (22)–(24), неравенство (20) преобразуем к виду 

           

             

1 1

0 0

1 1 1

0 0

,

2 , ( ( ) ( )) [ ]( ( ) ( )) 0.

t t

t t

t t t

ux uu
t t t

E v u K s v s u s ds d

v u H Q t d v t u t dt v t u t H t v t u t dt

         


                 
  

     (25) 

Следовательно, справедлива следующая теорема. 

Теорема 3. Если  tu , ,t T  – квазиособое управление в задаче (1)–(4), то для его оптимальности  

необходимо, чтобы неравенство (25) выполнялось для всех   ., TtUtv d   
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Неравенство (25) является общим интегральным необходимым условием оптимальности для ква-
зиособых управлений. 

Кроме того, определяя  tv  конкретным образом, можно получить поточечные условия оптималь-

ности квазиособых управлений. 

Следствие. Если    , ,u t t T  – квазиособое управление в задаче (1)–(4), то для его оптимальности 

необходимо, чтобы неравенство 

       θ 0uuv u H v u
                                                        (26) 

выполнялось почти для всех  0 1θ ,t t  и .dUv  

Для доказательства неравенства (26) достаточно в (25)  tv  определить по формуле 

 
 

 
, , ,

, \ ,

v t T
v t

u t t T T





       


 

где 0   – достаточно малое произвольное число. 
 

Заключение 
 

При помощи стохастического аналога метода приращений получено линеаризованное необходи-
мое условие оптимальности, а также исследован квазиособый случай. Установлены необходимые усло-
вия оптимальности квазиособых управлений. 
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In the report we consider a stochastic optimal control problem whose mathematical model is given by stochastic differential equa-

tion Ito. 
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Let  , ,F P be a complete probability space. ( )w t be n dimensional standard Winer process determined on the space  , ,F P .

 2
0 1, ; n

FL t t R  be a space of measurable with respect by  ,t  random processes  ,ω :x t  0 1, : nt t R   such that 

 
1

0

2t

t
E x t dt   . 

Here and follows sign E  is mathematical expectation. 

Let on a fixed time interval  0 1,t t T   the control process be described by the following stochastic differential system: 

           , , σ ,dx t f t x t u t dt t x t dw t  , t T , 

 0 0x t x . 

Here f(t,x,u) is the given n dimensional vector-function continuous in totality of variables together with partial derivatives with re-

spect by  ux,  to second order inclusively,  σ ,t x  is a matrix function of sizes ( )n n   continues in totality of variables together 

with partial derivatives with respect by x   to second order inclusively. 

        2
0 1, ; r r

d Fu t U u L t t R u t U R      , 

where U  is the given nonempty, bounded and convex set. Call dU  set of admissible controls. 

Our goal by minimize the functional 

     1 ,I u E h x t  

on the set of admissible controls. Here  xh  is the given twice continuously differentiable scalar function. By means of the stochastic 

analogue of the method suggested and developed in the papers of K.B. Mansimov, we get a linearized necessary optimality condition, 
and also study the quasi-singular case. Necessary optimality condition of quasi-singular controls is established. Then investigated par-
ticular cases. 
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М.А. Бахолдина, А.М. Горцев 
 

СРАВНЕНИЕ МП- И ММ-ОЦЕНОК ДЛИТЕЛЬНОСТИ  
НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В МОДУЛИРОВАННОМ  

ОБОБЩЕННОМ ПОЛУСИНХРОННОМ ПОТОКЕ СОБЫТИЙ  
 

Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, являющийся одной из матема-
тических моделей информационных потоков заявок, функционирующих в телекоммуникационных и информа-
ционно-вычислительных сетях связи, и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий (DSPPs). 
Функционирование потока рассматривается в условиях непродлевающегося мертвого времени. Проводится 
сравнение качества получаемых по наблюдениям за моментами наступления событий потока оценок длительно-
сти мертвого времени методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и методом моментов (ММ-оценки). 
Ключевые слова: модулированный обобщенный полусинхронный поток событий; дважды стохастический по-
ток событий (DSPP); MAP (Markovian Arrival Process)-поток событий; непродлевающееся мертвое время; оценка 
максимального правдоподобия; оценка методом моментов; длительность мертвого времени.  
 

Условия функционирования реальных систем массового обслуживания таковы, что если в отно-
шении параметров обслуживающих устройств, как правило, можно утверждать, что они известны и с 
течением времени не меняются, то в отношении интенсивностей входящих потоков этого сказать во 
многих случаях нельзя. Более того, интенсивности входящих потоков заявок обычно меняются со вре-
менем, часто эти изменения носят случайный характер, что приводит к рассмотрению математических 
моделей дважды стохастических потоков событий (DSPPs) [1–9]. Интерес к рассмотрению дважды сто-
хастических потоков событий проявляется неслучайно. Все это находит широкое применение в различ-
ных отраслях науки и техники, таких как теория сетей, P2P-сети и адаптивное вещание видео, системы 
оптической связи, статистическое моделирование, финансовая математика и др. [10–16]. В реальных 
ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, либо вообще неиз-
вестны, либо, что еще более ухудшает ситуацию, изменяются со временем случайным образом. Поэто-
му при реализации адаптивного управления системой массового обслуживания возникают, в частности, 
следующие задачи: 1) задача фильтрации интенсивности потока (или задача оценивания состояний по-
тока по наблюдениям за моментами наступления событий) [17–26]; 2) задача оценивания параметров 
потока по наблюдениям за моментами наступления событий [27–33]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока выступает мертвое 
время регистрирующих приборов. Необходимость рассмотрения случая мертвого времени вызвана тем, 
что на практике любое регистрирующее устройство затрачивает на измерение и регистрацию события 
некоторое конечное время, в течение которого оно не способно правильно обработать следующее собы-
тие, т.е. событие, поступившее на обслуживающий прибор, порождает период так называемого мертво-
го времени [34–42], в течение которого другие наступившие события потока недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В частности, подобные ситуации встречаются в компьютерных сетях, напри-
мер, при использовании протокола случайного множественного доступа с обнаружением конфликта 
(протокол CSMA/CD). В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети 
по сети рассылается сигнал «заглушки»; в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, по-
ступившие в данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных 
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вызовов. Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в 
него после обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего 
конфликт в узле сети. 

В настоящей работе рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток со-
бытий, являющийся обобщением полусинхронного потока [43–46] и обобщенного полусинхронного 
потока событий [47–49] и относящийся к классу дважды стохастических потоков событий с кусочно-
постоянной интенсивностью. Достаточно обширная литература по исследованию подобных потоков 
событий (асинхронных, синхронных и полусинхронных) приведена в [21, 22, 50, 51], при этом в [50] 
показано, что данные потоки могут быть представлены в виде моделей MAP-потоков событий. В насто-
ящей статье, являющейся непосредственным развитием работ [51–54], проводится сравнение оценок 
длительности мертвого времени в модулированном обобщенном полусинхронном потоке событий, по-
лученных методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и методом моментов (ММ-оценки) по 
наблюдениям за моментами наступления событий в потоке. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный обобщенный полусинхронный поток событий (далее – поток 

или поток событий), интенсивность которого является кусочно-постоянным стационарным случайным 

процессом )(t  с двумя состояниями 1  и 2  )0( 21  . Будем говорить, что имеет место первое 

состояние процесса (потока), если 1)(  t , и второе состояние процесса (потока), если 2)(  t . 

В течение временного интервала случайной длительности, когда процесс )(t  находится в состоянии 

i  ( it  )( ), имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью i , 2,1i . Переход из 

первого состояния процесса )(t  во второе возможен в момент наступления события пуассоновского 

потока интенсивности 1 , при этом переход осуществляется с вероятностью р  )10(  p ; с вероятно-

стью р1  процесс )(t  остается в первом состоянии. Переход из первого состояния процесса )(t  во 

второе также возможен в произвольный момент времени, не совпадающий с моментом наступления со-
бытия, при этом длительность пребывания процесса )(t  в первом состоянии распределена по экспо-

ненциальному закону с параметром  :  eF 1)( , 0 . Тогда длительность пребывания процесса 

)(t  в первом состоянии есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения 
  11)(1

peF , 0 . Переход из второго состояния процесса )(t  в первое в момент наступления 

события пуассоновского потока интенсивности 2  невозможен и может осуществляться только в про-

извольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса )(t  во втором состоянии 

распределена по экспоненциальному закону с параметром  :  eF 1)(2 , 0 . В момент оконча-

ния второго состояния процесса )(t  при его переходе из второго состояния в первое инициируется с 

вероятностью   )10(   дополнительное событие. Отметим, что события пуассоновских потоков и 

дополнительные события неразличимы для наблюдателя. В сделанных предпосылках )(t  – скрытый 

марковский процесс. При этом матрицы инфинитезимальных характеристик принимают вид 

 
   




2

1
0 1

D ,  
 

2

11
1

1





pp

D . 

Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – это интенсивности переходов 

из состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  – это интен-

сивности выхода процесса )(t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком.  

После каждого зарегистрированного в момент времени kt  события наступает период мертвого 

времени фиксированной длительности T , в течение которого другие события потока недоступны 
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наблюдению. По окончании периода мертвого времени первое наступившее событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности T  и т.д. (непродлевающееся мертвое время). Вариант возникаю-
щей ситуации приведен на рис.1, где 1, 2 – состояния процесса )(t ; дополнительные события, которые 

могут наступать при переходе процесса )(t  из второго состояния в первое, помечены буквами δ; пери-

оды мертвого времени длительности T  помечены штриховкой; ненаблюдаемые события отображены 
черными кружками, наблюдаемые 1t , 2, ...t  – белыми. 

Рассматривается установившийся (стационарный) режим функционирования потока событий, по-
этому переходными процессами на полуинтервале наблюдения  tt ,0 , где 0t  – начало наблюдений, t  – 

окончание наблюдений (момент вынесения решения), пренебрегаем. Тогда без потери общности можно 
положить 00 t . Поскольку процесс )(t  является принципиально ненаблюдаемым, то говорить о со-

стоянии потока можно только в вероятностном смысле. Вся доступная информация о потоке – это мо-
менты наступления событий kttt ,...,, 21  с начала наблюдения 0t  до момента t .  

 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

Параметры потока 1 , 2 , p ,  ,  ,   полагаются известными, длительность мертвого времени 

T  неизвестна. Необходимо в момент окончания наблюдений (в момент времени t ) на основании вы-

борки kttt ,...,, 21  наблюденных моментов наступления событий потока осуществить методом макси-

мального правдоподобия и методом моментов оценки T̂  длительности мертвого времени и произвести 
сравнение получаемых оценок. 

 
2. Оценка максимального правдоподобия длительности мертвого времени 

 
Обозначим через kkk tt  1 , 1,2, ...,k   значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока ( 0k ). Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 

вероятности значений длительности k-го интервала есть )()(  TkT pp , 0 , для любого k (индекс T  

подчеркивает, что плотность вероятности зависит от длительности мертвого времени). В силу этого 
момент времени kt  без потери общности можно положить равным нулю, т.е. момент наступления собы-

тия есть 0 . Тогда одномерная плотность вероятности )(Tp , 0 , примет вид [51, 53]: 



































  ,,)(

1
)(

1

,0,0

)( )(

21
1

12

2)(

21
2

12

1 21 TeTfz
zz

zeTfz
zz

z
T

p TzTzT       (1) 
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  
)(

)1()()())(()(
)(

121121211

21

TF
epppppTf

T

 ,  

TqezzTF )(
21

21)(  ,  11 p , 2 ,  )( 221  pq , 

21
2

21212,1 0,)1(4)(
2

1 zzz 




   . 

Пусть 121 tt  , 232 tt  , …, kkk tt  1 , 01  , 02  , …, 0,k   – последовательность 

измеренных в результате наблюдения за потоком в течение интервала наблюдения  t,0  значений дли-

тельностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 1 , …, k  по воз-

растанию: )()2()1(
min ... k . В силу предпосылок последовательность моментов наступления 

событий 1t , 2 , ...,t  , ...kt  образует вложенную цепь Маркова  )( kt , т.е. поток обладает марковским 

свойством, если его эволюцию рассматривать с момента наступления события kt , ,...2,1k . Тогда 

функция правдоподобия с учетом (1) запишется в виде 

min
1

)()()1( 0,)(),...,|(  


TpTL
k

j

j
T

k ;  min
)()1( ,0),...,|(  TTL k . 

Поскольку задача заключается в построении оценки T̂  длительности мертвого времени в предпо-
ложении, что все параметры потока 1 , 2 , p ,  ,  ,   известны, то согласно методу максимального 

правдоподобия [55] ее реализация есть решение оптимизационной задачи 

,0,0,max)(),...,|( minmin
1

)()()1(  


TpTL
T

k

j

j
T

k    (2) 

где )( )( j
Tp   определена в (1) для )( j . Значение T , при котором функция правдоподобия (2) дости-

гает своего глобального максимума, есть оценка максимального правдоподобия МПT̂  длительности 

мертвого времени. 
В [54] аналитически строго решена оптимизационная задача (2): показано, что функции 

)( )( j
Tp  , kj ,2 , являются возрастающими функциями переменной T , )(0 jT  ,  )(0 j , 

kj ,2 , при любых значениях параметров 1 , 2 , p ,  ,  ,   и, следовательно, функция правдоподо-

бия ),...,|( )()1( kTL   достигает своего глобального максимума в точке min
ˆ МПT , т.е. решением опти-

мизационной задачи (2) является оценка длительности мертвого времени min
ˆ МПT . Таким образом, в 

процессе наблюдения за потоком событий (в течение временного интервала  t,0 ) вычисляются величи-

ны k , nk ,1 , после чего находится min min ,k    nk ,1 , и полагается min
ˆ МПT . 

 
3. ММ-оценка длительности мертвого времени 

 
В [51, 53] показано, что модулированный обобщенный полусинхронный поток событий, функци-

онирующий в условиях непродлевающегося мертвого времени, в общем случае является коррелирован-
ным потоком. Только в частных случаях поток становится рекуррентным. 

Пусть теперь ),( 1kk tt , ),( 21  kk tt  – два смежных интервала с соответствующими значениями дли-

тельностей kkk tt  1 , 121   kkk tt , 0k , 01  k . Их расположение на временной оси, в силу 

стационарности потока, произвольно. Тогда можно положить 1k  и рассматривать соседние интерва-

лы ),( 21 tt , ),( 32 tt  с соответствующими значениями длительностей 121 tt  , 232 tt  ; 01  , 02 

, при этом 01   соответствует моменту 1t  наступления события наблюдаемого потока; 02   соответ-

ствует моменту 2t  наступления события наблюдаемого потока. Соответствующая совместная плотность 

вероятностей при этом есть  ),( 21 Тp , 01  , 02   [51, 53]:  
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,0,0,0),( 2121 TTpT       (3) 

  )(
2

)(
1

)(
2

)(
12121

22211211)()(),( TzTzTzTz
TTTT ezezezezCppp   , TT  21 , , 

   
 

    

1 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 1 2( )
2

2 1 1 2

( ) 2( )
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

( )( ) ( ) (0) (0)

( )( ) ( )

2 ( )( ) ( ) (1 ) ,

T
T

T T

p p
C qe

z z F T

z z z z z z e z z p e

  

     

                  
 

  

                

 

где 1z , 2z , 1 , 2 , q , )(TF  определены в (1), )( kTp   определены в (1) для k , 2,1k .  

Теоретическая ковариация значений 1  и 2  запишется в виде [56]: 

 
2

21212121 )(),(,cov 







  

 

T
TT

T T

dpddp .    (4) 

Подставляя (1), (3) в (4), находим явный вид теоретической ковариации 

  TC
zz

zz
2

21

12
21,cov 







 
 ,      (5) 

где TC  определена в (3).  

Пусть за время наблюдения за потоком (в течение временного интервала  t,0 ) реализовалось n  

интервалов ),( 1kk tt  длительности k , nk ,1 . Введем статистику: 

 
21

1 1
121

1

1

1
,vôc  



 
 













n

k

n

k
kkk nn

,    (6) 

являющуюся оценкой теоретической ковариации (5). Тогда, согласно методу моментов [55], уравнение 
моментов, учитывающее коррелированность потоков событий, запишется в виде 

 21

2

21

12 ,vôc 






 
TC

zz
zz

.      (7) 

Подставляя в (7) выражение для TC  из (3), вводя новую переменную Tex )( 21   и проделывая 

при этом необходимые преобразования, находим (7) в виде   

032
2

1
3

0  axaxaxa ,     (8) 

 
   1 2 1 1 2 1 1 22

1 2 1 2

( )( ) ( ) (0) (0)
( )

qh p p
z z

                
  

, 

  2121210 )1()(  pzzha ;     21
2

2121211 vôc))((2  ,qzzzzha , 

  21212 vôc2  ,qhzza ;    21
2

213 vôc  ,zza , 

где 1z , 2z , 1 , 2 , q  определены в (1). 

Решение уравнения (8) определяет три корня 1x , 2x , 3x , которые, в свою очередь, определяют три 

ММ-оценки длительности мертвого времени 

i
i

MM xT ln
1ˆ

21

)(


 , 3,2,1i .  

Сформулируем алгоритм нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого времени: 

1) Для определенного набора параметров 1 , 2 , p ,  ,  ,  , T  осуществляется имитационное 

моделирование наблюдаемого потока событий в течение времени моделирования mT . 

2) Результатом работы имитационной модели является выборка 1 , 2 , …, n  длительностей ин-

тервалов между соседними событиями наблюдаемого потока, где n  принимает одно из целых значений 
( 2n ). По данной выборке строится оценка теоретической ковариации (6). 
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3) Решается кубическое уравнение (8) [57], т.е. находятся корни 1x , 2x , 3x ; рассматривается слу-

чай 00 a . 

4) Далее возможны три случая: 

4.1) Вещественный корень один – 1x , при этом 2x , 3x  – комплексно сопряженные корни, тогда:  

a) если 01 x , то min
ˆ MMT ;  

б) если 01 x , то: б.1) если min
)1(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)1(ˆ0  MMT , то )1(ˆˆ

MMMM TT  ; 

б.3) если 0ˆ )1( MMT , то min
ˆ MMT . 

4.2) Вещественных корня три, при этом 32 xx  , т.е. вещественных различных корней два – 1x , 2x  

( 21 xx  ), тогда:  

а) если 021  xx , то min
ˆ MMT ;  

б) если 21 0 xx  , то: б.1) если min
)2(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)2(ˆ0  MMT , то 

)2(ˆˆ
MMMM TT  ; б.3) если 0ˆ )2( MMT , то min

ˆ MMT ;  

в) если 210 xx  , то: в.1) если )1()2(
min

ˆˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.2) если )1(
min

)2( ˆˆ0 MMMM TT  , 

то )2(ˆˆ
MMMM TT  ; в.3) если min

)1()2( ˆˆ0  MMMM TT , то   2/ˆˆˆ )2()1(
MMMMMM TTT  ; в.4) если 

)1(
min

)2( ˆ0ˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.5) если min
)1()2( ˆ0ˆ  MMMM TT , то )1(ˆˆ

MMMM TT  ; в.6) если 

0ˆˆ )1()2(  MMMM TT , то min
ˆ MMT . 

4.3) Вещественных корня три – 1x , 2x , 3x  ( 321 xxx  ), тогда: 

а) если 0321  xxx , то min
ˆ MMT ; 

б) если 321 0 xxx  , то: б.1) если min
)3(ˆ MMT , то min

ˆ MMT ; б.2) если min
)3(ˆ0  MMT , то 

)3(ˆˆ
MMMM TT  ; б.3) если 0ˆ )3( MMT , то min

ˆ MMT ; 

в) если 321 0 xxx  , то: в.1) если )2()3(
min

ˆˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.2) если 
)2(

min
)3( ˆˆ0 MMMM TT  , то )3(ˆˆ

MMMM TT  ; в.3) если min
)2()3( ˆˆ0  MMMM TT , то   2/ˆˆˆ )3()2(

MMMMMM TTT  ; 

в.4) если )2(
min

)3( ˆ0ˆ
MMMM TT  , то min

ˆ MMT ; в.5) если min
)2()3( ˆ0ˆ  MMMM TT , то )2(ˆˆ

MMMM TT  ; 

в.6) если 0ˆˆ )2()3(  MMMM TT , то min
ˆ MMT ; 

г) если 3210 xxx  , то: г.1) если )1()2()3(
min

ˆˆˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.2) если 
)1()2(

min
)3( ˆˆˆ0 MMMMMM TTT  , то )3(ˆˆ

MMMM TT  ; г.3) если )1(
min

)2()3( ˆˆˆ0 MMMMMM TTT  , то 

  2/ˆˆˆ )3()2(
MMMMMM TTT  ; г.4) если min

)1()2()3( ˆˆˆ0  MMMMMM TTT , то   3/ˆˆˆˆ )3()2()1(
MMMMMMMM TTTT  ; 

г.5) если )1()2(
min

)3( ˆˆ0ˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.6) если )1(
min

)2()3( ˆˆ0ˆ
MMMMMM TTT  , то 

)2(ˆˆ
MMMM TT  ; г.7) если min

)1()2()3( ˆˆ0ˆ  MMMMMM TTT , то   2/ˆˆˆ )2()1(
MMMMMM TTT  ; г.8) если 

)1(
min

)2()3( ˆ0ˆˆ
MMMMMM TTT  , то min

ˆ MMT ; г.9) если min
)1()2()3( ˆ0ˆˆ  MMMMMM TTT , то (1)ˆ ˆ ;MM MMT T  

г.10) если 0ˆˆˆ )1()2()3(  MMMMMM TTT , то min
ˆ MMT . 

В результате работы алгоритма осуществляется один из описанных вариантов, тем самым опре-

деляется единственная ММ-оценка длительности мертвого времени MMT̂ . 

 
4. Численное сравнение МП- и ММ-оценок длительности мертвого времени 

 
В настоящем разделе приводятся результаты статистических экспериментов по вычислению оце-

нок длительности мертвого времени методом моментов и методом максимального правдоподобия для 
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различных значений параметров модулированного обобщенного полусинхронного потока событий. 

Приведенный в разделе 3 алгоритм нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого вре-

мени положен в основу реализации программы расчета. Программа расчета реализована на языке про-
граммирования C# в интегрированной среде разработки Microsoft Visual Studio 2015 в виде пользова-
тельского приложения и интерфейса командной строки. 

Эксперимент заключается в следующем: 1) при заданных значениях параметров потока 1 , 2 , р, 

 ,  ,  , T  и заданном времени моделирования mT  осуществляется имитационное моделирование по-

тока и как результат – получение истинной траектории интенсивности процесса )(t  и последователь-

ности значений длительностей временных интервалов 1 , 2 , …, n  ( ,...3,2n ); описание алгоритма 

имитационного моделирования здесь не приводится, так как никаких принципиальных трудностей ал-
горитм не содержит; 2) находится оценка максимального правдоподобия длительности мертвого време-

ни min
ˆ МПT  ( k minmin , nk ,1 ); 3) вычисляется статистика (6), решается уравнение (8) и осу-

ществляется реализация алгоритма нахождения единственной оценки MMT̂  длительности мертвого вре-

мени методом моментов; 4) осуществляется повторение N  раз ( Nj ,1 ) шагов 1–3 для получения вы-

борок достаточного объема. 

Результатом выполнения описанного алгоритма являются две выборки:  )()2()1( ˆ,...,ˆ,ˆ N
МПМПМП TTT , 

 )()2()1( ˆ,...,ˆ,ˆ N
MMMMMM TTT , на основании которых вычисляются выборочные средние  
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и выборочные вариации получаемых оценок 
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Первый эксперимент проведен для большого числа параметров модулированного обобщенного 
полусинхронного потока событий при различных значениях длительности мертвого времени 

9,7...,,5,1,1,5,0T  и времени моделирования 1000,900...,,30,20mT ; объем выборки составляет 

100N . В качестве иллюстрации в табл. 1, 2 приведены результаты численного эксперимента для по-

тока в зависимости от времени моделирования mT  при значениях параметров 11  , 5,02  , 5,0 , 

2,0p , 5,0 , 2,0  и длительности мертвого времени 5,0T . Время моделирования mT  изменя-

ется от 20 до 1000. 
 

Т а б л и ц а  1 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,5T  ) 
 

mT  20 30 40 50 100 200 300 

ˆ
МПT  0,63132 0,58855 0,57871 0,55004 0,52809 0,51379 0,50708 

ˆ
МПD  0,025561 0,006909 0,006602 0,003162 0,000805 0,000185 0,000036 

М̂ПV  0,04255 0,01468 0,01273 0,00563 0,00159 0,00037 0,00009 

ˆ
MMT  0,63132 0,58486 0,57069 0,54497 0,52809 0,51379 0,50666 

ˆ
MMD  0,025561 0,008502 0,010998 0,006104 0,000805 0,000185 0,000059 

ˆ
MMV  0,04255 0,01562 0,01589 0,00807 0,00159 0,00037 0,00010 
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Т а б л и ц а  2 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,5T  ) 

 

mT  400 500 600 700 800 900 1000 

ˆ
МПT  0,50539 0,50365 0,50415 0,50329 0,50304 0,50303 0,50263 

ˆ
МПD  0,000029 0,000018 0,000017 0,000012 0,000008 0,000008 0,000006 

М̂ПV  0,00006 0,00003 0,00003 0,00002 0,00002 0,00002 0,00001 

ˆ
MMT  0,49601 0,49556 0,49990 0,50126 0,49666 0,49923 0,49473 

ˆ
MMD  0,004414 0,002223 0,000958 0,000432 0,001628 0,000678 0,001648 

ˆ
MMV  0,00439 0,00222 0,00095 0,00043 0,00162 0,00067 0,00166 

 

Пример результата численного эксперимента в зависимости от длительности мертвого времени T  

приведен в табл. 3 при значениях параметров 11  , 5,02  , 5,0 , 2,0p , 5,0 , 2,0 , в 

табл. 4 – при значениях параметров 4,01  , 1,02  , 25,0 , 2,0p , 25,0 , 2,0 ;  время моде-

лирования составляет 1000mT ; объем выборки составляет 100N . Длительность мертвого времени 

T  изменяется от 0,5 до 9.  
 

Т а б л и ц а  3 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   1000mT  ) 
 

T 0,5 1 1,5 2 3 5 7 9 
ˆ
МПT  0,50236 1,00257 1,50395 2,00493 3,00532 5,00769 7,01127 9,01534 

ˆ
МПD  0,000006 0,000006 0,000013 0,000021 0,000029 0,000047 0,000124 0,000178 

М̂ПV  0,00001 0,00001 0,00003 0,00005 0,00006 0,00011 0,00025 0,00041 

ˆ
MMT  0,49671 0,99757 1,47580 1,99349 2,86230 4,91269 6,87790 8,67282 

ˆ
MMD  0,002051 0,002533 0,039199 0,012995 0,334228 0,445407 0,885099 2,849317 

ˆ
MMV  0,00204 0,00251 0,03939 0,01291 0,34985 0,44858 0,89116 2,92787 

 

Т а б л и ц а  4 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 0,4,   2 0,1,   0,25,   0,2,p   0,25,   0,2,   1000mT  ) 
 

T 0,5 1 1,5 2 3 5 7 9 
ˆ
МПT  0,51837 1,01873 1,52102 2,02484 3,02529 5,03875 7,04114 9,05422 

ˆ
МПD  0,000257 0,000444 0,000463 0,000563 0,000631 0,001498 0,001451 0,002826 

М̂ПV  0,00059 0,00079 0,00090 0,00117 0,00126 0,00298 0,00313 0,00574 

ˆ
MMT  0,51206 1,00293 1,49634 2,00921 2,93991 4,91482 6,80174 8,88871 

ˆ
MMD  0,002442 0,008810 0,025294 0,022826 0,189082 0,511574 1,456847 1,366464 

ˆ
MMV  0,00256 0,00873 0,02505 0,02268 0,19080 0,51371 1,48159 1,36518 

 

Полученные результаты показывают, во-первых, достаточно высокое качество оценивания дли-

тельности мертвого времени; во-вторых, то, что при малом времени моделирования ( mT  изменяется от 

20 до 100) качество оценивания хуже по таким характеристикам, как выборочные средние, выборочные 
дисперсии и выборочные вариации, при этом по мере увеличения длительности времени моделирования 

( mT  изменяется от 100 до 1000) качество оценивания растет и при времени моделирования mT  от 500 и 
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выше наблюдается достаточная стабильность оценок (см. табл. 1, 2). В-третьих, при заданном значении 

времени моделирования mT  ( mT  выбрано достаточно большим 1000mT  для обеспечения стабильно-

сти оценок) по мере увеличения длительности мертвого времени T  качество оценивания становится 
хуже по таким характеристикам, как выборочные дисперсии и выборочные вариации (см. табл. 3, 4). 
И, наконец, оценка максимального правдоподобия по таким характеристикам, как выборочные диспер-
сии и выборочные вариации, оказывается лучше оценки, полученной методом моментов, по мере уве-
личения длительности мертвого времени T  (T  изменяется от 2 и выше) при фиксированном значении 

времени моделирования mT  ( mT  выбрано достаточно большим ( 1000mT ) для обеспечения стабильно-

сти оценок) (см. табл. 3, 4). 
Результаты второго статистического эксперимента приведены в табл. 5–8. В первой строке таб-

лиц указана длительность имитационного моделирования mT  ( 1000,900...,,30,20,10mT ), во второй и 

третьей строках для каждой длительности имитационного моделирования mT  приведены численные 

значения выборочных вариаций МПV̂  и MMV̂  соответственно. В четвертой строке таблицы приведены 

численные значения разности выборочных вариаций MMМП VV ˆˆ  . Численные результаты для всех таб-

лиц получены для 100N . Путем сравнения значений выборочных вариаций устанавливается, какая из 

оценок при заданных параметрах лучше, какая хуже: если MMМП VV ˆˆ  , то МП-оценка лучше ММ-

оценки, если, наоборот, MMМП VV ˆˆ  , то ММ-оценка лучше МП-оценки. Отметим, что по определению 

оценка максимального правдоподобия длительности мертвого времени при конечных mT  будет всегда 

смещенная ( Tmin ); ее несмещенность реализуется только в асимптотическом случае при mT . 
 

Т а б л и ц а  5 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,4T  ) 
 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,62307 0,05566 0,01911 0,00494 0,00542 

ˆ
MMV  0,61807 0,05541 0,01790 0,00494 0,00542 

ˆ ˆ
МП MMV V  0,00500 0,00025 0,00121 0 0 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00003 0,00001 0,00002 0,00001 0,00001 

ˆ
MMV  0,00163 0,00050 0,00183 0,00182 0,00168 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00160 –0,00049 –0,00181 –0,00181 –0,00167 

 

 

Т а б л и ц а  6 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 0,7,   2 0,2,   0,5,   0,8,p   1,   0,5,   0,2T  )  
 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,40721 0,08531 0,04087 0,00871 0,00649 

ˆ
MMV  0,40235 0,08448 0,04007 0,00911 0,00671 

ˆ ˆ
МП MMV V  0,00486 0,00083 0,00080 –0,00040 –0,00023 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00003 0,00001 0,00001 0,00001 0,00001 

ˆ
MMV  0,00083 0,00121 0,00121 0,00161 0,00161 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00080 –0,00120 –0,00120 –0,00160 –0,00160 
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Т а б л и ц а  7 
Результаты статистического эксперимента  

( 1 1,   2 0,5,   0,025,   0,5,p   0,025,   0,5,   2T  ) 

 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  – 0,58607 0,28668 0,12089 0,06472 

ˆ
MMV  – 0,58607 0,28668 0,12089 0,06472 

ˆ ˆ
МП MMV V  – 0 0 0 0 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00025 0,00016 0,00012 0,00010 0,00009 

ˆ
MMV  0,02417 0,07572 0,03765 0,00010 0,03319 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,02392 –0,07556 –0,03752 0 –0,03309 

 
Т а б л и ц а  8 

Результаты статистического эксперимента  
( 1 5,   2 2,5,   0,5,   0,2,p   0,5,   0,2,   0,4T  ) 

 

mT  10 20 30 40 50 

М̂ПV  0,00163 0,00027 0,00014 0,00004 0,00004 

ˆ
MMV  0,00387 0,00150 0,00255 0,00629 0,00338 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,00224 –0,00123 –0,00241 –0,00625 –0,00334 

 

mT  600 700 800 900 1000 

М̂ПV  0,00000019 0,00000015 0,00000013 0,00000012 0,00000010 

ˆ
MMV  0,01108566 0,00667453 0,01380863 0,01520267 0,01732796 

ˆ ˆ
МП MMV V  –0,01109 –0,00667 –0,01381 –0,01520 –0,01733 

 

Анализ приведенных численных результатов показывает: 1) при малых временах наблюдения mT  

за потоком (при малых 50...,,20,10mT ) и малых значениях 11  , 112   (в случае редкого пото-

ка) ММ-оценки лучше МП-оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ) либо, по крайней мере, не хуже МП-

оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ), что является вполне естественным, так как при малых временах 

наблюдения оценка МПT̂  может быть достаточно сильно смещенной относительно T  (см. табл. 5–7); 

2) при больших временах наблюдения за потоком (при больших 600, 700, ...,1000mT  ) МП-оценки 

лучше ММ-оценок (когда разность 0ˆˆ  MMМП VV ) либо, по крайней мере, не хуже ММ-оценок (когда 

разность 0ˆˆ  MMМП VV ), что также является вполне естественным, так как при больших временах 

наблюдения смещение оценки МПT̂  относительно T уменьшается; 3) в остальных случаях оценка мак-

симального правдоподобия МПT̂  оказывается лучше оценки MMT̂ , полученной методом моментов (см. 

табл. 5–8). 
 

Заключение 
 

По результатам проведенного исследования по сравнению оценок длительности мертвого време-
ни методом моментов и методом максимального правдоподобия для различных значений параметров 
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модулированного обобщенного полусинхронного потока событий можно сделать вывод о том, что при 

малых временах наблюдения mT  за потоком и малых значениях 11  , 112   (в случае редкого 

потока) предпочтительнее применять оценку MMT̂ , полученную методом моментов; при больших вре-

менах наблюдения и / или больших значениях 121   (в случае нередкого потока) – оценку МПT̂ , 

полученную методом максимального правдоподобия. Кроме того, оценка максимального правдоподо-

бия МПT̂  по таким характеристикам, как выборочные дисперсии и выборочные вариации, оказывается 

лучше оценки MMT̂ , полученной методом моментов, по мере увеличения длительности мертвого време-

ни T  при фиксированном значении времени моделирования mT . Отдельно стоит отметить, что полу-

ченные результаты демонстрируют достаточно высокое качество оценивания длительности мертвого 
времени для обоих методов оценивания. 
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In this paper we consider the modulated semi-synchronous generalized flow of events, which is one of the mathematical models for 
incoming streams of events in computer communication networks and which is related to the class of doubly stochastic Poisson process-

es (DSPPs). The flow intensity process is a piecewise constant stationary random process )(t  with two states 1, 2 (first, second corre-

spondingly). In the first state 1)(  t  and in the second state 2)(  t  ( 021  ). During the time interval of a random dura-

tion when the process )(t  is in the state i  ( it  )( ), a Poisson flow of events with intensity i , 2,1i , arrives. The transition 

of the process )(t  from the first state to the second state is possible at any moment of a Poisson event occurrence in state, herewith the 

process )(t  can change its state to the second one with probability p  )10(  p  or can stay in state 1 with complementary proba-

bility p1 . The transition of the process )(t  from state 1 to state 2 is also possible at any moment that does not coincide with the 

moment of a Poisson event occurrence, herewith the duration of the process )(t  staying in the first state is distributed according to the 

exponential law with parameter  :  eF 1)( , 0 . Then the duration of the process )(t  staying in the first state is distribut-

ed according to the exponential law with the distribution function   11)(1
peF , 0 . The transition of the process )(t  from 

the second state to the first state at the moment of a Poisson event occurrence in state 2 is impossible and can be done only at a random 

moment. In this case the duration of the process )(t  staying in state 2 is distributed according to the exponential law with parameter 

 :  eF 1)(2 , 0 . At the moment when the state changes from the second to the first one, an additional event is assumed to 

be initiated with probability δ )10(  .  

The registration of the flow events is considered in conditions of a constant (unextendable) dead time. The dead time period of a 

constant duration T  begins after every registered event at the moment kt , 1k . During this period no other events are observed. 

When the dead time period is over, the first coming event causes the next interval of a dead time of duration T  and so on.  

We assume that the flow parameters 021  , 10  p , 0 , 0 , 10  , are known and the duration of the dead time 

period T  is not known. The main problems are to find the maximum likelihood and moments  estimates of the dead time period duration on 
monitoring the time moments of the events occurrence in observable flow of events and further to compare the obtained estimates. 
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СРАВНЕНИЕ МП- И ММ-ОЦЕНОК ДЛИТЕЛЬНОСТИ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ  

В МОДУЛИРОВАННОМ МАР-ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 
 

Построены оценки длительности мертвого времени методом моментов и методом максимального правдоподо-
бия. Проведены численные эксперименты по сравнению оценок, а также по выявлению зависимости качества 
оценок от параметров потока и времени наблюдения за потоком. Проделан анализ результатов. 
Ключевые слова: модулированный MAP-поток событий; метод моментов; метод максимального правдоподо-
бия; оценивание параметров; непродлевающееся мертвое время. 
 
Интенсивное развитие компьютерной техники и информационных технологий послужило стиму-

лом к созданию важной сферы приложений теории массового обслуживания – проектирование и созда-
ние информационно-вычислительных сетей, компьютерных сетей связи, спутниковых сетей, телеком-
муникационных сетей и т.п. Интенсивность входящих потоков событий в системах и сетях массового 
обслуживания меняется со временем, как правило, случайно, поэтому возникает необходимость иссле-
дования математических моделей дважды стохастических потоков событий. Дважды стохастические 
потоки можно разделить на два класса: к первому классу относятся потоки, интенсивность которых есть 
непрерывный случайный процесс [1]; ко второму классу относятся потоки с интенсивностью, представ-
ляющей собой кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний [2–5]. Отметим, 
что MAP-потоки событий относятся ко второму классу дважды стохастических потоков и наиболее ха-
рактерны для реальных телекоммуникационных сетей [6].  

При исследовании потоков событий выделяют два класса задач: оценивание состояний потока собы-
тий [7–10] и оценивание параметров потока [11–13] по наблюдениям за моментами наступления событий. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий является 
мертвое время регистрирующих приборов, которое порождается зарегистрированным событием. Дру-
гие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, наблюдению недоступны. Для того 
чтобы оценить потери заявок, возникающие из-за эффекта мертвого времени, необходимо оценить его 
длительность. Отметим, что задачи оценки длительности мертвого времени рассматривались в статьях 
[14–20] для обобщенного асинхронного, обобщенного полусинхронного и модулированного МАР-
потока событий. 

В настоящей статье для решения задачи оценивания длительности мертвого времени используют-
ся метод моментов и метод максимального правдоподобия. При построении оценок применяются явный 
вид плотности вероятности значений длительности интервалов между соседними событиями, а также 
совместная плотность вероятности значений длительностей двух соседних интервалов между момента-
ми наступления событий, которые получены в [19]. В работе описаны этапы построения ММ- и МП-
оценок длительности мертвого времени. Приводятся численные результаты сравнения ММ- и МП-
оценок и делается вывод о границах применимости рассмотренных методов для оценивания длительно-
сти мертвого времени при различных параметрах потока и времени наблюдения за потоком. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный MAP-поток событий с интенсивностью, представляющей со-

бой кусочно-постоянный стационарный случайный процесс (t) с двумя состояниями: (t)  1 и 
(t)2 (1 > 1  0). Длительность пребывания процесса (t) в i-м состоянии, i  1,2, определяется дву-
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мя случайными величинами: 1) первая случайная величина распределена по экспоненциальному закону 

Fi
(1)  1  tie  , i  1,2; в момент окончания i-го состояния процесс (t) переходит с вероятностью еди-

ница из i-го состояния в j-е, i, j  1,2 (i  j); 2) вторая случайная величина распределена по экспоненци-

альному закону Fi
(2)  1  tie  , i  1,2; в момент окончания i-го состояния процесс (t) переходит с ве-

роятностью P1 (j | i) в j-е состояние (i  j) с наступлением события, либо с вероятностью P0 (j | i) пе-
реходит в j-е состояние (i  j) без наступления события, либо с вероятностью P1 (i | i) остается в            
i-м состоянии с наступлением события (P1 (j | i) + P0 (j | i) + P1 (i | i)  1, i, j  1,2, i  j). 

Первая и вторая случайные величины являются независимыми друг от друга. В сделанных пред-
положениях (t)  марковский процесс. 

Блочная матрица инфинитезимальных характеристик процесса  t  при этом примет вид 
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Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса (t) из состояния в состояние с 
наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0  интенсивности переходов из состоя-
ния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы D0  интенсивности выхо-
да процесса (t) из своих состояний, взятые с противоположным знаком. 

После каждого зарегистрированного в момент времени tk события наступает время фиксирован-
ной длительности T (мертвое время), в течение которого другие события исходного модулированного 
MAP-потока недоступны наблюдению. По окончании мертвого времени первое наступившее событие 
снова создает период мертвого времени длительности T и т.д. Пример возникающей ситуации приведен 
на рис. 1, где 1 и 2  состояния процесса (t), t1,t2…  моменты наступления событий в наблюдаемом 
потоке, жирной линией обозначены длительности мертвого времени; черными кружками обозначены 
события модулированного MAP-потока, недоступные наблюдению. 

 
 

Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 
 

В силу предпосылок в моменты t1,t2,…, tk последовательность {(tk)} есть вложенная цепь Марко-
ва, т.е. наблюдаемый поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать с мо-
мента tk – момента наступления события потока, k = 1,2, … . Так как процесс (t) принципиально нена-
блюдаем, то необходимо по моментам наступления событий t1,t2,…, tk построить оценку длительности 
мертвого времени Т методом моментов и методом максимального правдоподобия и провести сравни-
тельный анализ полученных оценок. 
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2. МП-оценка длительности мертвого времени 
 

Обозначим k = tk+1 – tk, k = 1,2,…, – значение длительности k-го интервала между моментами 
наступления соседних событий потока. Так как рассматривается стационарный режим, то плотность 
вероятности значений длительности k-го интервала есть pТ (k) = pТ (),  0, для любого k (индекс Т под-
черкивает зависимость плотности вероятности от длительности мертвого времени). Вследствие этого 
момент tk без потери общности можно положить равным нулю, что то же самое, момент наступления 
событий наблюдаемого события потока есть  = 0. Тогда [20] плотность вероятности примет вид 
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 0 < z1 < z2. (1) 
Отметим, что в (1) функция F(T) > 0 для любых T, 0  T  . 

Пусть 1,…, k – последовательность измеренных в результате наблюдения за потоком значений 
длительностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 1,…, k по воз-
растанию: min = (1) < …< (k). В сделанных предпосылках наблюденный поток обладает марковским 
свойством, если его эволюцию рассматривать начиная с момента tk, k = 1,2,… . С учетом (1) функция 
правдоподобия [20] запишется в виде 
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Поставленная задача заключается в построении оценки длительности мертвого времени в предпо-
ложении, что все остальные параметры потока i, i, P1 (i | i), P1 (j | i), P0 (j | i), i, j = 1, 2, i  j, из-
вестны. В этой связи согласно методу максимального правдоподобия ее реализация заключается в ре-
шении оптимизационной задачи 
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где f(T), 1, 2, z1, z2 определены в (1). 
Значение Т, при котором (2) достигает своего глобального максимума, является оценкой макси-

мального правдоподобия МПT̂  длительности мертвого времени. 

В [20] аналитически строго решена оптимизационная задача (2): при любых значениях парамет-
ров модулированного МАР-потока событий 1 > 2 0, 1, 2, P1 (i | i) + P1 (j | i) + P0 (j | i) = 1, 

i, j = 1, 2, i  j, МП-оценка min
ˆ МПT . Итак, в процессе наблюдения за потоком событий вычисляются 

величины k, k = 1,…,n, после чего находится min = min k и полагается min
ˆ МПT . 
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3. ММ-оценка длительности мертвого времени 
 

В [19] показано, что модулированный МАР-поток событий в общем случае является коррелиро-
ванным и только в частных случаях становится рекуррентным. 

Пусть k = tk+1 – tk, k+1 = tk+2 – tk+1, k = 1,2,…, – значения длительностей смежных k-го и k+1-го ин-
тервалов между соседними событиями потока. В силу стационарности потока можно положить k = 1 и 
рассматривать длительности интервалов 1 = t2 – t1, 2 = t3 – t2. Тогда 1 = 0 – моменту t1 наступления со-
бытия наблюдаемого потока, а 2 = 0 соответствует моменту t2 наступления следующего события пото-
ка. При этом соответствующая совместная плотность вероятности значений длин соседних интервалов 
между моментами наступления событий pT (1, 2) имеет вид [19]: 

  ;0,0,0, 2121 ТТpT   

                     


 
121211221111

21

21
2121 ||||1, 21 PPPP

zz
eTfTfppp T

TTT  

          TTezezezez TzTzTzTz  
212121 ,,22211211 ,                            (3) 

где f(T), pT (1), pT (2) определены в (1) при  = 1 и  = 2. 
Ковариация значений длительностей соседних интервалов между моментами наступления собы-

тий имеет вид 

     
2

21212121 ,,cov 






   


T
T

T T
T dpddp . 

Подставляя pT (1, 2) из (3) и pT () из (1), найдем явный вид теоретической ковариации  

        
2

2121

21
21

11
1,cov 21 






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ТfТfPe

zz
T ,                                         (4) 

где P, f(T), 1, 2 определены в (1). 
Пусть за время наблюдения за потоком реализовалось n интервалов (tk , tk+1) длительности k. Вве-

дем статистику: 
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с ,                                                                  (5) 

которая является оценкой теоретической ковариации (4) значений длин соседних интервалов между 
моментами наступления событий потока. Тогда, основываясь на методе моментов, запишем уравнение 
моментов для определения оценки длительности мертвого времени, учитывающее коррелированность 
модулированного MAP-потока событий, в виде 

        .
11

1ˆ
2

2121

21
0

21 





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с T  (6) 

Подставляя в (6) явный вид  Тf  из (1), вводя обозначение  Tex 21   и проделывая необходимые 

преобразования, получим кубическое уравнение относительно х 
 ,023  dcxbxax  (7) 
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Р, P1, P2, 1, 2, z1, z2 определены в (1). 

Решив уравнение (7), найдем 3 корня x1, x2, x3. Учитывая обозначение  Tex 21  , выразим Т: 
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     3,1,ln
1ˆ

21




 lxT l
l
ММ . (8) 

Так как T > 0, то xl – действительное число, 0 < xl < 1. Если среди  l
ММT̂ , 3,1l , полученных из (8), есть 

несколько значений   0ˆ l
ММT , то единственная оценка MMT̂  выбирается следующим образом: если име-

ется один корень  
min

1ˆ0  ММT , то  1ˆˆ MMMM TT  ; если имеется j корней  l
ММT̂ , 2  j  3, jl ,1 , удовле-

творяющих условию  
min

ˆ0  l
ММT , то  



j

l

l
MMMM T

j
T

1

ˆ1ˆ ; во всех остальных случаях min
ˆ MMT . 

 

4. Результаты численных расчетов 
 

Для получения численных расчетов и сравнения качества МП- и ММ-оценок были проведены 
статистические эксперименты, предполагающие следующие этапы: 1) для определенного набора пара-
метров i, i, P1 (i | i), P1 (j | i), P0 (j | i), Т единиц времени и заданном времени модулирования tмод 
единиц осуществляется имитационное моделирование наблюдаемого потока событий (i-й опыт); ре-
зультатом работы модели является последовательность значений 1,…, k, k = 1, 2…; 2) в i-м опыте 

находится  
mini

МПT  (  jj
 minmin , kj ,1 ), рассчитывается оценка (5), решается уравнение (7), реа-

лизуется алгоритм нахождения единственной оценки  i
MMT̂ ; 3) значения  i

MПT̂  и  i
MMT̂  запоминаются, i 

увеличивается на единицу, алгоритм переходит на шаг 1. Шаги 1–3 повторяются N раз. 

Результатом описанного выше алгоритма являются две выборки    N
MПMП TT ˆ,,ˆ 1   и    N

MМMМ TT ˆ,,ˆ 1   оце-

нок мертвого времени T в N опытах. По этим выборкам строятся выборочные средние 
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V , где T – истинное значение длительности мертвого времени. Далее вычисляется 

значение МММП VVV ˆˆˆ  ; если 0ˆ V , то ММ-оценка в данном эксперименте будет признана лучшей, 

если же 0ˆ V , то лучше оценка максимального правдоподобия MПT̂ . 

В группе экспериментов, рассмотренной ниже, исследуется зависимость качества оценок от вре-
мени моделирования tмод и значений параметра 2. Эксперименты проводились таким образом, что зна-
чения всех параметров, за исключением tмод и 2, фиксировались и оставались неизменными. Количе-
ство опытов N = 10 000. Исходные данные для экспериментов представлены в табл. 1. 

 

Т а б л и ц а  1  
Исходные данные для экспериментов 

 

1  1 1  0,1 P1 (1 | 1)  0 P1 (2 | 1)  0,9 P0 (2 | 1)  0,1 

T  0,2 2  0,1 P1 (2 | 2)  0,1 P1 (1 | 2)  0,8 P0 (1 | 2)  0,1 
 

Результаты эксперимента при фиксированном значении 2 = 0,2 приведены в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2  
Результаты первого эксперимента при 2 = 0,2 

 

tмод 10 15 20 25 30 35 40 45 

 MПTM ˆˆ  0,829 0,836 0,776 0,716 0,602 0,528 0,491 0,440 

 MMTM ˆˆ  0,861 0,884 0,802 0,730 0,604 0,527 0,486 0,428 

ММV̂  0,969 1,098 1,065 1,039 0,696 0,400 0,358 0,218 

МПV̂  0,958 1,278 1,186 1,120 0,740 0,434 0,364 0,189 

V̂  –0,011 0,180 0,120 0,081 0,044 0,033 0,006 –0,029 
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Для значения 2 = 0,3 результаты эксперимента приведены в табл. 3. 
 

Т а б л и ц а  3  
Результаты первого эксперимента при 2 = 0,3 

 

tмод 10 15 20 25 30 35 40 45 

 MПTM ˆˆ  0,729 0,685 0,598 0,509 0,448 0,396 0,371 0,350 

 MMTM ˆˆ  0,751 0,701 0,596 0,503 0,435 0,386 0,359 0,335 

ММV̂  0,715 0,718 0,553 0,366 0,223 0,130 0,102 0,087 

МПV̂  0,719 0,779 0,564 0,353 0,195 0,114 0,080 0,060 

V̂  0,004 0,061 0,011 –0,013 –0,028 –0,016 –0,022 –0,027 
 

Для значения 2 = 0,4 результаты эксперимента представлены в табл. 4. 
 

Т а б л и ц а  4  
Результаты первого эксперимента при 2 = 0,4 

 

tмод 10 15 20 25 30 35 40 45 

 MПTM ˆˆ  0,660 0,574 0,484 0,418 0,369 0,340 0,325 0,312 

 MMTM ˆˆ  0,677 0,575 0,478 0,408 0,358 0,332 0,311 0,296 

ММV̂  0,537 0,436 0,289 0,190 0,094 0,062 0,058 0,049 

МПV̂  0,578 0,447 0,270 0,169 0,076 0,047 0,030 0,022 

V̂  0,041 0,011 –0,019 –0,021 –0,019 –0,015 –0,028 –0,027 
 

Результаты эксперимента при фиксированном значении 2 = 0,5 приведены в табл. 5. 
 

Т а б л и ц а  5  
Результаты первого эксперимента при 2 = 0,5 

 

tмод 10 15 20 25 30 35 40 45 

 MПTM ˆˆ  0,601 0,500 0,412 0,363 0,328 0,308 0,298 0,282 

 MMTM ˆˆ  0,609 0,501 0,408 0,356 0,320 0,298 0,286 0,273 

ММV̂  0,436 0,308 0,151 0,092 0,055 0,041 0,037 0,025 

МПV̂  0,450 0,308 0,154 0,083 0,039 0,023 0,018 0,012 

V̂  0,014 0,000 0,003 –0,010 –0,017 –0,018 –0,019 –0,013 
 

Как видно из результатов, при малых значениях времени моделирования и параметра 2 метод 
моментов дает лучшие результаты. Но при увеличении времени моделирования и параметра 2 МП-
оценка оказывается лучше. Это объясняется следующим: чем больше время наблюдения за потоком, 

тем больше событий наступает в наблюдаемом потоке и  MПTM ˆˆ  стремится к значению T; при увели-

чении параметра 2 событий также наступит больше и разница   ТTM MП ˆˆ  становится меньше. 

В следующем эксперименте исследуется качество оценок при больших временах наблюдения за 
потоком: tмод = 100,…,600. Исходные данные для эксперимента представлены в табл. 6, 2 = 0,3. 

 

Т а б л и ц а  6  
Результаты второго эксперимента 

 

tмод 100 200 300 400 500 600 

 MПTM ˆˆ  0,278 0,259 0,255 0,258 0,260 0,265 

 MMTM ˆˆ  0,255 0,226 0,217 0,213 0,210 0,209 

ММV̂  0,0421 0,0433 0,0475 0,0573 0,0656 0,0781 

МПV̂  0,0067 0,0014 0,0006 0,0003 0,0002 0,0002 

V̂  –0,0353 –0,0419 –0,0469 –0,0570 –0,0654 –0,0780 
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Результаты показывают, что при больших временах наблюдения за потоком МП-оценка оказыва-
ется лучше ММ-оценки и значение МП-оценки с ростом времени приближается к истинному значению 
длительности мертвого времени Т. 

 
Заключение 

 
В данной статье представлен вывод МП- и ММ-оценки длительности мертвого времени для мо-

дулированного МАР-потока событий, где в качестве статистики используется ковариация длин сосед-
них интервалов между моментами наступления событий. Приведено правило отбора единственной ММ-
оценки. Поставлены численные эксперименты по сравнению полученных оценок, а также по выявле-
нию зависимости качества оценок от параметров потока, проведен анализ численных результатов. Ре-
зультаты показывают, что при малом времени наблюдения за потоком (10–25 единиц) и при малом па-
раметре 2 потока (2 < 0,5) оценка, полученная методом моментов, дает лучшие результаты по сравне-
нию с МП-оценкой. Но при увеличении параметра 2 или времени наблюдения МП-оценка оказывается 
более точной, чем ММ-оценка. 
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This paper considers the modulated MAP, which rate is a piecewise constant random process (t) with two states: (t)  1 and 
(t)2 (1 > 1  0). The time when the process (t) remains at the i-th state, i = 1,2, depends on two random values: 1) the first ran-

dom value has the exponential distribution function Fi
(1)  1  tie  , i  1,2, when the i-th state ends process (t) transits with the prob-

ability equal one from the i-th state to the j-th one, i, j  1,2 (i  j); 2) the second random value has the exponential distribution function 

Fi
(2)  1  tie  , i  1,2; when the i-th state ends, process (t) transits with the probability P1 (j | i) from the i-th state to the j-th one 

(i  j) by a flow event occurs or (t) transits with the probability P0 (j | i) from the i-th state to the j-th (i  j) by an event does not oc-
cur, or the process (t) transits with the probability P1 (i | i) from the i-th state to the i-th  one by a flow event occurs. Here 
P1 (j | i) + P0 (j | i) + P1 (i | i)  1, i, j  1,2, i  j. The block transition rate matrix for the process (t) is as follows: 
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Occurring an event generates the period of time called dead time, during which the flow cannot be observed. After this period ends, 
a new event also generates dead time. Having only a sample (t1,…, tn) of events moments, we need to estimate the dead time period 
applying the two methods: method of maximum likelihood and method of moments. 

The ML-estimator can be found by maximizing the following function: 
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The moments equation is as follows:  
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where the sample covariance is on the left part of the equation and the theoretical covariance is on the right one. The estimator of the 
dead time period can be obtained by solving the equation above. 

To compare the results of dead time period estimation for the two methods and to find dependencies between estimates quality and 
process parameters, the numerical experiments was performed. The results show that MM-estimate is better than ML-estimate when the 
observability time is small enough (10-25 points) and the parameter 2 is also small (2 < 0,5). But as observability time or parameter 2 
increases, ML-estimate becomes better than MM-estimator. 
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ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ПРОЦЕССОВ 

ПРОЦЕНТНЫХ СТАВОК ДОХОДНОСТИ 
 

Рассматриваются маргинальные плотности вероятностей процессов диффузионного типа, порождаемых шест-
надцатью моделями краткосрочных процентных ставок, допускающих получение плотностей в аналитической 
форме. Это семейство охватывает практически все используемые в настоящее время модели непрерывного вре-
мени. Некоторые плотности (Васичека, Кокса–Ингерсолла–Росса, геометрического броуновского движения, 
Ана–Гао) хорошо изучены в литературе и приведены здесь для удобства сравнения. Другие плотности описы-
ваются впервые. Основное внимание уделяется аналитическим свойствам плотностей и четырем их первым мо-
ментам (математическое ожидание, дисперсия, асимметрия и эксцесс), чаще всего интересующим практиков. 
В основном рассматривались стационарные плотности и моменты, хотя несколько моделей порождают нестаци-
онарные процессы. 
Ключевые слова: процентные ставки; плотности вероятностей; числовые характеристики. 

 
Процессы краткосрочных процентных ставок порождают изменения многих рыночных индексов, 

а также лежат в основе определения стоимости рыночных активов и торговых контрактов. Особую роль 
они играют при расчетах временной структуры доходности. Поэтому разработка математических моде-
лей таких процессов крайне интересна для финансовых аналитиков и исследователей рыночных про-
блем. Существует много версий изменения краткосрочных безрисковых процентных ставок в рамках 
теории диффузионных процессов. Однако до сих пор нет такой модели, которая была бы основой для 
построения временной структуры доходности, близкой к существующей на реальном финансовом рын-
ке. Представляет интерес проанализировать эти модели с целью выяснения их особенностей в вероят-
ностном смысле более подробно, чем это делалось их создателями и пользователями. Здесь будет сде-
лан такой анализ для семейства моделей, использованных авторами трех широко известных статей [1–
3], при их подгонке к реальным временным рядам доходности. Все рассматриваемые модели относятся 
к классу диффузионных, порождающих процессы Х(t), описываемые уравнением 

dХ(t)  (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t), t  t0,  Х(t0)  Х0,                                    (1) 
где конкретное задание дрейфа (х) и волатильности (х) определяет ту или иную конкретную модель.  

Некоторые модели, такие как модели Васичека, Кокса–Ингерсолла–Росса, геометрического бро-
уновского движения, Ана – Гао, достаточно полно описаны в имеющейся литературе, но тем не менее 
их свойства приведены здесь для удобства сравнения с другими, менее известными или не исследован-
ными моделями. Предлагаемый читателю анализ будет полезен для выяснения наиболее подходящих 
моделей краткосрочной ставки при определении временной структуры бескупонной доходности, при-
ближающей реально наблюдаемую, по возможности, наилучшим образом.  

Схема анализа сводится к тому, что с помощью прямого уравнения Колмогорова выводится ста-
ционарная плотность вероятностей, при необходимости обсуждаются ее особенности и вычисляются 
первые четыре момента, обычно интересных на практике. Для рассмотренных моделей коэффициенты 
асимметрии и эксцесса, определяемые моментами третьего и четвертого порядка, зависят от единствен-
ного параметра, называемого параметром формы плотности, который, в свою очередь, определяется 
только отношением дисперсии к квадрату математического ожидания (это соответствует квадрату так 
называемого коэффициента вариации). 
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1. Модель Васичека 
 

Для (х)  k(  х), 2(х)  2 получается процесс Орнштейна–Уленбека, в финансовой литературе 
обычно называемый моделью Васичека [4]. Плотность распределения вероятностей для этого процесса 
является нормальной с математическим ожиданием E[X]   и дисперсией Var[X]  2/2k: 

.
1

)(
2

2)(









xk
ekxf                                                           (2) 

 
2. Модель CIR 

 
Для функций дрейфа и волатильности (х)  k(  х) и 2(х)  2х  получаем неотрицательный 

процесс краткосрочной процентной ставки r(t), в финансовой литературе известный под названием мо-
дель Кокса–Ингерсолла–Росса (модель CIR) [5].  

dr(t)  k( r(t))dt  /)(2 tkDr dW(t), 
где  и D – стационарные математическое ожидание и дисперсия соответственно. 

Процесс CIR имеет гамма-распределение G с параметром масштаба с  2k/2 и параметром формы 
q   2k/2: Х(t)  G(2k/2, 2k/2), так что 
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Моменты этого распределения вычисляются по формуле 
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а важные числовые характеристики, такие как математическое ожидание E[X], дисперсия Var[X], коэф-
фициенты асимметрии S и эксцесса K, имеют вид 

E[X]  q/с  , 
Var[X]  D  q/с2  2/2k, 
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Если обозначить отношение дисперсии к квадрату математического ожидания символом , 

  
2][

][Var

XE
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, то q  

1

. В дальнейшем при сравнении свойств плотностей удобнее использовать зави-

симости S() и K() вместо S(q) и K(q), так как довольно абстрактные параметры формы q для разных 
моделей по-разному зависят от вполне физически понятного отношения . 

 
3. Модель Даффи–Кана 

 

В модели Даффи–Кана [6] ставка r(t) порождается уравнением c (х)  k(  х) и (х)   x   
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dr(t)  (r(t)  )dt   )(tr  dW(t), r(0)    0, 
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Процесс r(t) имеет стационарную плотность вероятностей f(х), которая является сдвинутой плотно-
стью гамма с параметром сдвига r0, параметром формы q и параметром масштаба c, т.е. 

f (х)  )(
1

0 0

)(

)( rxc
qq

e
q
rxc 






, r0  x  ,                                             (4) 

где q  ,)( 2
0 Dr  c  0)( 0  Dr , r0 – предельное нижнее значение процентной ставки r(t). 

Важные числовые характеристики стационарной плотности: 
E[X]  q/с  , Var[X]  D  q/с2, 

S  q2 , K  3  6 /q. 

Здесь также q  1/. Зависимости S() и K() для моделей CIR (1985) и Даффи–Кана одинаковы и пред-
ставлены на рис.1, где сплошной линией показан коэффициент асимметрии S(), а прерывистой – ко-
эффициент эксцесса K(). В таком же стиле будут показаны зависимости S() и K() на последующих 
рисунках. 

 

 
 

Рис. 1. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для моделей CIR (1985) и Даффи–Кана 

 

Заметим, что только у моделей CIR (1985) и Даффи–Кана из рассмотренных в статье моделей ко-
эффициент асимметрии уменьшается с ростом отношения дисперсии к квадрату математического ожи-
дания . 

 
4. Модель Лонгстаффа 

 
Модель Лонгстаффа [7] иногда называется моделью «с двойным корнем» и определяется диффу-

зионным процессом с функциями дрейфа и диффузии (х)  k(  x ), 2(х)  2х: 
dr(t)  k (  )(tr ) dt   )(tr dW(t). 

Такая модификация модели CIR приводит к тому, что плотность вероятностей процесса приобре-
тает вид 

f (х)  xc
qq

e
q
xc 2

12

)2(2

)2( 



,   q  0, х  0. 

В этой модели параметр масштаба с  2k/2, а параметр формы q  2k/2. Числовые характеристики 
процесса вычисляются по формулам 

EХ  
22

)21(

c
qq 

, VarХ  
44

)43)(21(

c
qqq 

, 

S  
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406830
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K  3
2

432

)43()21(

32288674629210

qqq
qqqq




  3. 

Для этой модели 


















 1

1616
1

4

11
2

q . Соответствующие зависимости S() и K() представлены 

на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии 
к квадрату математического ожидания для модели Лонгстаффа 

 

5. Модель Ана–Гао 
 

В модели Ана–Гао [2] принимается, что дрейф и волатильность являются нелинейными (х)  
= k(х)х  и 2 (х)  2х 3.  Процесс имеет стационарную плотность, имеющую вид 

f (х)  xc
q

q
e

xq
c /

1)(



, х  0,                                                            (5) 

где параметр масштаба с  2k/2, параметр формы q  2  2k/2. Такой процесс получается из процесса 
CIR преобразованием ХAG  1/ХCIR. Моменты E[Xm] существуют только при условии, что m  q:  

E[Xm]  
)(

)(

q
mqcm




. 

Пэтому числовые характеристики стационарной плотности процесса определяются формулами 
E[X]  с/(q  1)  2k/(2k  2),  

Var[X]  с2/(q 1)2(q  2)  2k22/(2k  2)2, 

S  
3

2
4




q
q

, q  3; K  
)4)(3(

)5)(2(
3




qq
qq

  3, q  4. 

 
6. Модель Бреннана–Шварца 

 
В модели Бреннана–Шварца [8] предполагается, что (х)  k(  х) и 2(х)  2х 2. Такое задание 

дрейфа и диффузии приводит к плотности вероятностей диффузионного процесса 

f (х)  xc
q

q
e

xq
c /

1)(



,   х  0, 

где параметр формы q  1 + 2k/2 и  параметр масштаба с  2k/2. У этого процесса существуют момен-
ты E[Xm], если m  q: 
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E[Xm]  
)(

)(

q
mqcm




. 

Поэтому 
E[X]  с/(q  1)   ,  

Var[X]  с2/(q 2)(q  1)2  22/(2k  2), 

S  
3

2
4




q
q

, q  3; K  
)3)(4(

)5)(2(
3




qq
qq

  3,  q  4.   

Как выясняется, плотности вероятностей процессов в моделях Ана–Гао и Бреннана–Шварца совпадают 
с точностью до параметров формы, зависимость которых от параметров модели несколько другая 
(qБШ  1 + 2k/2, qАГ  2  2k/2). Тем не менее для обеих моделей q  2 + 1/, а зависимости S() и K() 
представлены на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для моделей Ана–Гао и Бреннана–Шварца 

 

7. Модель BDT 
Модель Блэка–Дермана–Тоя [9] 

dr(t)  [1r(t)  2r(t)lnr(t)] dt  r(t) dW(t),  2  0, 
при помощи преобразования Y(t)  ln r(t) приводится к линейному виду 

dY(t)  (1 2/2   2 Y(t)) dt   dW(t). 
Это уравнение допускает стационарное решение, для которго процесс Y(t) находится в явной форме 

Y(t)  )(
2

1 2

1
2

t








 
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, ,)()( 2
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
t

s sdWet  

где (t) – случайный гауссовский процесс с нулевым средним, дисперсией Var[(t)]  2
2 2 и ковари-

ацией Cov[t1, t2]  .2 2
||2 122   tte  Таким образом, модель BDT генерирует логарифмически нормаль-

ный процесс, также допуская стационарный режим (рис. 4). Первые стационарные моменты процентной 
ставки вычисляются по формулам 
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S  (q  2) 1q , K  q 4  2 q 3  3 q 2  3  3. 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Var X

E X 2

5

10

15

20
S,K



40 

 
 

Рис. 4. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K()  
от отношения дисперсии к квадрату математического ожидания для модели BDT 

 
8. Модель Эйт-Сахэйлиа 

 
Эйт-Сахэйлиа [10] протестировал основные модели краткосрочных процентных ставок, включая 

описанные здесь, приспосабливая их к реальным временным рядам ставок. При этом оказалось, что на 
допустимом уровне согласия все эти ставки отвергались из-за свойств дрейфа и волатильности. В связи 
с этим он предложил следующие функции дрейфа и диффузии: 

(r)  0  1r  2r 2   1 ,
1

r
 2(r)  0  1r  2r 2 . 

В такой модели функции дрейфа и диффузии нелинейные и допускают широкое разнообразие 
формы. Для того чтобы 2(х)  0 для любых х, необходимо, чтобы параметры функции диффузии обес-
печивали выполнение неравенств  

0  0,  2  0,  2  402  1
2  0. 

Соответствующая таким функциям плотность вероятностей дается выражением 
f (х)  N хВ (0 1х 2х 2)С–1ехрАх  Darctg(E  Fx), х    0, 

где N  постоянная нормировки, 
А  22/2  0, В  21/0  0, С  1/2  21/2

2  1/0, 
D  220  21

2/2
2 11/2  220/2  11/0/,   

Е  1/, F  2/. 
Поскольку плотность f (х) при x  0 имеет порядок O(хВ), В  0, а при x   ее порядок O(хВ  С ехрАх),        
А  0, то для всякого конечного m моменты E[Xm] существуют, однако их аналитические выражения по-
лучить не удается и они могут быть вычислены только численно. 

 
9. Модель CKLS 

 
В модели CKLS [1] принято, что (х)  k(  х), 2(х)  2х 3. Оказывается, что случайный про-

цесс, соответствующий этой модели, имеет стационарную плотность 

f (х)  

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




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3
, х    0,                                                    (6) 

где с  k/2, n  постоянная нормировки. Заметим, что у такого случайного процесса существует толь-
ко первый момент EХ  . 
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10. Модель без ограничений I 
 

В модель без ограничений I (unrestricted model) [2] 

 dtrrdr )( 2
321 dwrr 3

654                                          (7) 

вложены все предыдущие модели, т.е. при определенном задании параметров α можно получить лю-
бую из предыдущих моделей.  

В табл. 1 показано соответствие для этого случая. 
 

Таблица   1 
Модели процессов 

 
Ограничения параметров Модель Уравнение процесса 

α3  α5  α6  0 Модель Васичека ( )dr k r dt dw     

α3  α4  α6  0 Модель CIR ( )dr k r dt rdz      

α3  α6  0 Модель Даффи–Кана ( )dr k r dt rdw      

α1  α4  α5  0 Модель Ана–Гао 1,5( )dr k r rdt r dw      

α3  α4  α5  0 Модель CKLS 1,5( )dr k r dt r dw      

 

Стационарная плотность вероятностей процесса «без ограничений I» имеет вид 
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exp
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, 

где с() – постоянная нормировки,  – некоторое фиксированное число из множества возможных зна-
чений случайного процесса, конкретное значение которого не играет роли. 

Получение явного вида выражения для f (х)  возможно, однако оно в общем случае будет иметь 
довольно громоздкий вид, и мы ограничимся только тем случаем, когда значения параметров α обес-
печивают выполнение свойств плотности вероятностей для f (х). Во-первых, заметим, что волатиль-

ность реального процесса должна быть вещественной функцией, поэтому 2(r)  3
654 rr   0 для 

любых значений r. При этом аналитические свойства плотности вероятностей зависят от типа корней 

уравнения 3
654 rr   0, α6  0. Знак дискриминанта   (α5/3α6)

3  (α4/2α6)
2 определяет число дей-

ствительных и комплексных корней уравнения. Когда   0, имеется один действительный и два ком-
плексных сопряженных корня. Когда   0, имеется три различных действительных корня. Когда   0, 
корни действительные кратные.  

Пусть   0 и действительным корнем является r  r0, тогда можно записать 3
654 rr   α6 (rr0) 

(r2 + pr + q), где r0, p и q имеют довольно сложные аналитические выражения и из-за этого здесь не приво-
дятся. Однако если α4  0, то r0  0, p  0, q  α5/α6. В этом случае плотность вероятностей имеет вид  
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где n – нормировочная константа. Для существования плотности вероятностей ее параметры должны 
удовлетворять неравенствам α1/α5  1,  α3/α6  1. Для того чтобы при этом существовали стационарные 
моменты, для математического ожидания нужно α3/α6  0,5, для дисперсии – α3/α6  0, для третьего мо-
мента – α3/α6  0,5 и для четвертого момента – α3/α6  1. 

В случае   0 обозначим корни уравнения r0  r1  r2 так, что  
3

654 rr   α6 (r  r0) (r  r1) (r  r2). 
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Тогда плотность вероятностей выражается в виде 

f (х)  
1

))((

)(2

2

1
))((

)(2

1

1
))((

)(2

0
21206

2
23221

21106

2
13121

20106

2
03021

)()()(













 rrrr
rr

rrrr
rr

rrrr
rr

rxrxrxn .            (9) 

При этом должны выполняться неравенства  

))(()(2 20106
2

03021 rrrrrr  , α3/α6  1. 

Для существования m-го момента, кроме этого, необходимо соблюдение условия m/2  α3/α6  1. К со-
жалению, аналитические выражения нормировочной константы n и моментов E[rm] очень громоздки, 
включают гипергеометрические функции. При сделанных предположениях процесс, характеризующий-
ся такой плотностью, имеет нижнюю границу, равную наибольшему корню, т.е. r(t)  r0. 
 

11. Модель без ограничений II 
 

В этой модели [1] процесс краткосрочной ставки следует уравнению 

dwrdtrkdr  )( ,   0.                                                             (10) 

Поэтому (х)  k(  х), 2 (х)  2х 2  и стационарная плотность вероятностей имеет вид 
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x
n

, х    0,                                                (11) 

где q  2k/2, n  постоянная нормировки. Значения парметра , допускающие сходимость интеграла от 
f(х) на интервале (0, ), определяются неравенством   0,5. При этом имеются две особые точки:   0,5 
(в этом случае такая модель краткосрочной ставки превращается в модель CIR) и   1, когда плотность 
вероятностей сводится к виду, соответствующему процессу модели Бреннана–Шварца: 

f (х)  xc
q

q
e

xq
c /

2

1

)1(







, c  q, х    0.                                           (12) 

Когда   1,5, модель «без ограничений II» известна под наименованием «модель CKLS». Модель Васи-
чека тоже является вложенной моделью в модель «без ограничений II» при   0. Для того чтобы суще-
ствовали моменты порядка m, необходимо выполнение неравенства 2  m  1. К сожалению, выраже-
ние для плотности вероятностей в общем случае не позволяет вычислять моменты в аналитическом ви-
де, хотя для упомянутых частных случаев они вычисляются просто. В табл. 2 приведены характеристи-
ки плотностей этого семейства. 
 

Т а б л и ц а  2 
Характеристики моделей 

 
Модель  E[X] Var[X] Асимметрия Эксцесс 

Васичека 0  
2

2k


 0 3 

CIR 0,5 
q
c
   

2

q
c

 
2

2k
 

 2 q  3  6 
1

q
 

Бреннана–Шварца 1,0 
c
q
   

2 2 2

22 2q k
  


  

 
2

4
3

q
q



 
( 2)( 5)

3
( 4)( 3)

q q
q q
 
 

 

CKLS 1,5 
q
c
   Не существует Не существует Не существует 

 

12. Модель CЕV 
 

Еще до появления модели «без ограничений II» использовались модели, которые потом оказались 
частными случаями этой модели. Одной из них является модель CЕV – модель процесса с постоянной 
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эластичностью дисперсии (Сonstant Elasticity of Variance), предложенная Дж. Коксом и С. Россом [11], 
когда в уравнении (10) принято   0: 

dwrdtrkdr   

так, что дрейф (х)   k х, коэффициент диффузии 2 (х)  2х 2 ,  а стационарная плотность вероятно-
стей имеет вид 

f (х)  














 





22

)(
exp

)()]1/()5,0[(

)22( 22

2

)22/(1 xc
cx

с
, х    0, 

где c  (2k/2)1/(2-2). Значения парметра , допускающие сходимость интеграла от f(х) на интервале (0, 
), определяются неравенством   0,5. Заметим, что это условие допускает не только положительные, 
но и отрицательные значения параметра . При   0 процесс r(t) с вероятностью единица принимает 
только неотрицательные значения. Причем для   0 плотность вероятностей монотонно убывает с воз-
растанием аргумента (т.е. меньшие значения процесса более вероятны, чем большие). Если   0, плот-
ность вероятностей  f (х) имеет максимум в точке х  ( 2  / k)0,5(1). Значение   0 является особой 
точкой, в этом случае процесс r(t) имеет нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией 
22k. Это семейство плотностей проиллюстрирована на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Плотности вероятностей для различных значений  (  0,   0,   0) 
 

Когда   0, моменты E[Xm] вычисляются по формуле 
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поэтому важные числовые характеристики в модели CЕV такие: 
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В модели CЕV роль параметра формы выполняет параметр волатильности модели . К сожалению, в 
аналитическом виде можно привести только зависимость (), поскольку зависимость () здесь слож-

ная: ()  1
22
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 . Довольно грубое, но простое приближение обратной зависимости 

имеет вид ()  0,14  0,25 ln . Зависимости S() и K() для модели CЕV представлены на рис. 6. 
 

 
 

Рис. 6. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K()  
от отношения дисперсии к квадрату математического ожидания для модели CЕV 

 

Модель CЕV является единственной моделью из рассматриваемых здесь, у которой коэффициент 
эксцесса может принимать значение меньше 3 (коэффициент эксцесса нормального распределения). Это 
происходит на интервале значений 2,091    0,225, где в точке   0,766 (  0,145) коэффициент 
эксцесса принимает свое минимальное значение K  2,610. Модель CЕV является также единственной, у 
которой коэффициент асимметрии S может принимать отрицательные значения (левый хвост плотности 
тяжелее правого), это происходит для   0,927 (  0,120). 
 

13. Модель CIR 
 

Другой частной версией уравнения (10) является модель CIR [12], которая получается, если по-
ложить, что k  0: 

dwrdr  . 

Когда стационарный режим в этой модели существует, плотность вероятностей процесса r(t) удовле-
творяет уравнению 
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Поскольку это уравнение второго порядка, нужно иметь два краевых условия для определения 
однозначного решения. В качестве таких условий естественно выбрать условие нормировки и величину 
нижней границы возможных значений процентной ставки, обозначим ее r0. Тогда решение уравнения  f 
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Как видим, эта плотность является, по существу, смесью двух распределений Парето, известных 
как распределения с тяжелыми хвостами. Для существования моментов E[Xm] необходимы достаточно 
большие значения параметра , если это выполнено, то моменты будут вычисляться по формуле 

E[X m]  
)22)(12(

)12)(1(2 0




mm
rm
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2

m
, 

и важные числовые характеристики процесса r(t) будут иметь вид 
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   3. 

В этой модели снова параметр волатильности  играет роль параметра формы плотности вероятностей, 

при этом )/895(25,0  . Зависимости S() и K() для модели CIR представлены на рис. 7. 
 

 
 

Рис. 7. Зависимости коэффициента асимметрии S() и коэффициента эксцесса K() от отношения дисперсии  
к квадрату математического ожидания для модели CIR 

 

Заметим, что в оригинальной модели CIR предлагалось   1,5, однако это не гарантирует суще-
ствования даже математического ожидания. На рис. 8 представлены примеры плотностей вероятностей 
для модели CIR для различных значений параметра . Для плотностей характерно, что чем меньше , 
тем более тяжелый хвост; чем больше , тем выше максимум, который встречается в точке 
хmax  )12/(2 0  r . 

 

 
 

Рис. 8. Примеры плотностей вероятностей для значений параметра   1,5; 2; 3 
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Во всех рассмотренных выше моделях существует стационарный режим. Однако встречаются та-
кие модели, в которых такого режима не существует. К ним относятся модели, приведённые ниже. 
 

14. Модель Мертона 
 

Предложенная Р. Мертоном [13] модель 
dr(t)   dt   dW(t) 

порождает нестационарный гауссовский процесс  
r(t)   r(0)   t   W(t) 

с линейно изменяющимся математическим ожиданием и линейно возрастающей дисперсией  
E[r r(0)]  r(0)  t, Var[r]  2t. 

 
15. Модель Дотана 

 
Уравнение модели Дотана [14] 

dr  r dW 
можно решить в явном виде 

r(t)   r(0) exp[ 0,5 2t   W(t)], 
откуда следует, что порождаемый моделью случайный процесс имеет логарифмически нормальное рас-
пределение и является нестационарным. Математическое ожидание постоянно, но дисперсия экспонен-
циально возрастает со временем: 

E[r r(0)]  r(0),  Var[r r(0)]  r(0)2 (exp[2t]  1).       
 

16. Модель GBM 
 

Модель GBM – модель процесса геометрического броуновского движения (Geometric Brownian Mo-
tion): 

dr   r dt   r dW, 
введена в современный финансовый анализ П. Самюэльсоном [15]. Она порождает нестационарный 
процесс геометрического броуновского движения 

r(t)   r(0) exp[(β  0,5 2) t   W(t)]. 
В этом случае плотность вероятностей процентной ставки логарифмически нормальная. В отличие от 
модели BDT, которая порождает тоже логарифмически нормальный процесс, моменты r(t) в модели 
GBM не постоянные, а экспоненциально возрастают со временем, в частности 

E[r r(0)]  r(0) exp[β t], Var[r r(0)]  r(0)2 (q  1) exp[2β t], q  exp[2t],  
S  (q  2) 1 , K  q4  2q3  3q2  3. 

Выражения для асимметрии и эксцесса совпадают с выражениями для этих характеристик модели BDT, 
но параметр q здесь не является константой, а экспоненциально возрастает со временем. 

 

Заключение 
 

Процесс краткосрочных ставок является основой для построения временной структуры доходно-
сти бескупонных облигаций. Это объясняет интерес к анализу процессов краткосрочных ставок. В ли-
тературе имеется много статей, в которых сделаны эмпирические попытки найти модель краткосрочной 
ставки, для которой получается временная структура, наиболее близкая к реально наблюдаемой струк-
туре [1–3]. С другой стороны, в литературе содержатся также эмпирические факты о том, что известные 
модели краткосрочной ставки не обеспечивают этого на допустимом уровне согласия [10]. Поэтому 
имеется необходимость в аналитических исследованиях, позволяющих определить степень риска при 
применении той или иной модели краткосрочной ставки доходности. В качестве необходимой основы 
для этого нужны сведения о вероятностных свойствах процессов краткосрочной ставки, выраженные 
аналитически, что и предлагается в настоящей статье.  
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The processes of short-term interest rates rise to many changes in market indices, as well as form the basis of determining the value 
of market assets and commercial contracts. A special role they play in calculating the term structure of the yield. Therefore, the devel-
opment of mathematical models of these processes is extremely interesting for financial analysts and market research issues. There are 
many versions of change of short-term risk-free interest rates in the framework of the theory of diffusion processes. However, there is 
still no such a model, which would be the basis for building a term structure of yields close to existing on a real financial market. It is 
interesting to analyze the existing models in order to clarify their features in a probabilistic sense, in more detail than has been done by 
their creators and users. To this end, the paper examines the marginal probability density of the diffusion processes generated by sixteen 
models of short-term interest rates, that allow obtain densities in an analytical form. Here will be made such analysis for the family of 
models used by the authors of papers that are widely known in their fit to the actual time series of yield. All considered models belong to 
the class of diffusion that generate processes X(t), described by the equation 

dХ(t)   (Х(t)) dt  (Х(t)) dW(t),  t  t0,  Х(t0)  Х0, 
where a specific setting of drift (х) and volatility (х) defines one or another particular model. 

Some models, such as the Vasicek model, Cox - Ingersoll - Ross, geometric Brownian motion, Ahn - Gao, are well documented in 
the literature, but nevertheless their properties are listed here for convenience of comparison with other, less well-known or unstudied 
models. Other densities are described for the first time. The proposed analysis will be useful to the reader to determine the most appro-
priate models of short-term rates in the determination of the term structure of zero-coupon yield approximating actually observed, as far 
as possible, by the best way. 

Analysis scheme reduces to solution of the direct Kolmogorov equation for the stationary probability density and, if necessary, dis-
cuss its features and the first four moments are calculated, usually of interest in practice. It is shown that for the models the coefficients 
of skewness and kurtosis, defined moments third and fourth order, depend on a single parameter, that called as the form parameter den-
sity, which, in turn, is determined only by the ratio of the variance to the square of the expectation (this corresponds to the square of the 
so-called coefficient of variation). 
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О ВОЗМОЖНОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ЭВОЛЮЦИИ 
ПОЛИСЕМИИ ЗНАКОВ ЕСТЕСТВЕННОГО ЯЗЫКА С ПОМОЩЬЮ  

НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ РОЖДЕНИЯ И ГИБЕЛИ 
 

Работа выполнена при поддержке государственного задания Минобрнауки России № 1.511.2014/К  
и Российского гуманитарного научного фонда (проект № 14-14-70010). 

 
Рассматривается возможность математического моделирования эволюции полисемии ансамбля знаков есте-
ственного языка с помощью нестационарных процессов рождения и гибели.  Показано, что адекватной матема-
тической моделью развития полисемии ансамбля знаков может служить скрытая нестационарная модель про-
цессов рождения и гибели значений языковых знаков. Получено условное распределение состояний такого про-
цесса при экспоненциальных спадах интенсивностей процессов рождения и гибели. Предложен критерий иден-
тификации скрытой модели, дана его реализация на примере словаря языка А.С. Пушкина. 
Ключевые слова: неоднородный процесс рождения и гибели; скрытая марковская модель; идентификация мо-
дели; языковой знак; полисемия. 
 

В работах [1−3] рассматривалась диссипативная стохастическая динамическая модель развития 
полисемии языковых знаков как детерминированная модель эволюции полисемии отдельного знака со 
случайными флуктуациями параметров от знака к знаку в статистическом ансамбле знаков.  Модель 
показала хорошее согласие с экспериментально наблюдаемыми распределениями полисемии языковых 
знаков, полученными из представительных толковых словарей русского и английского языков. Однако 
детерминированный характер эволюции полисемии каждого отдельного знака представляется малове-
роятным. Более естественно предположить, что индивидуальная эволюция полисемии отдельного язы-
кового знака является нестационарным стохастическим процессом.  

В соответствии с современными лингвистическими представлениями о развитии полисемии язы-
кового знака естественного языка [4] знак возникает в языке в некоторый случайный момент времени в 
некотором определённом (обычно единственном) смысловом значении. Затем к этому смысловому зна-
чению последовательно добавляются новые значения, как правило, всё более абстрактные. Процесс ро-
ста количества новых значений знака протекает с постоянным замедлением, пока не иссякнет способ-
ность знака к порождению новых значений. Одновременно с этим процессом (но, возможно, с некото-
рым запаздыванием) начинается процесс выхода из употребления первоначальных (наиболее конкрет-
ных) значений знака. Этот процесс протекает также с замедлением, но значительно медленнее процесса 
роста новых значений. Скорость выхода из употребления старых значений знака сначала меньше скоро-
сти роста числа новых значений, и количество не вышедших из употребления значений знака (его поли-
семия) сначала растёт. Но со временем скорость роста числа новых значений знака становится ниже 
скорости выпадения из употребления старых значений, и происходит обратный процесс – полисемия 
знака начинает убывать, пока не выйдет из употребления последнее значение знака, а с ним и сам знак. 
На этом жизненный цикл знака заканчивается. Кривая этого жизненного цикла, выражающая зависи-
мость полисемии знака от времени, представляется унимодальной кривой с максимумом, смещённым к 
началу процесса развития полисемии знака. 

Если предположить, что процессы появления и выпадения из употребления значений знака явля-
ются случайными марковскими, хотя, очевидно, нестационарными (неоднородными), представляется 
возможным использовать в качестве стохастической модели развития полисемии знака модель неодно-
родного марковского процесса рождения и гибели. В статистическом ансамбле знаков естественного 
языка параметры модели флуктуируют от знака к знаку с определёнными, но неизвестными распреде-
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лениями вероятностей, в силу чего модель оказывается скрытой. Поставим задачу нахождения условно-
го (с фиксированными значениями параметров) распределения вероятностей состояний неоднородного 
процесса рождения-гибели, а затем исследуем возможность оценки скрытых распределений вероятно-
стей параметров ансамбля таких процессов, обеспечивающих максимальную близость теоретического 
распределения полисемии с наблюдаемым эмпирическим распределением, полученным из толкового 
словаря языка А.С. Пушкина.  

 
1. Математическая модель неоднородного процесса рождения и гибели 

 
1.1. Система уравнений Колмогорова 

 
Составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова, описывающих вероятностную ди-

намику неоднородного марковского процесса рождения и гибели. Пусть очередной языковой знак появ-
ляется в языке в момент времени t0 хотя бы в одном определённом смысловом значении. С этого момента 
начинается процесс рождения и гибели новых значений языкового знака вплоть до момента гибели по-
следнего значения и выхода знака из употребления. Пусть Pn(t) – вероятность того, что в момент времени 
t ≥ t0 знак имеет n значений. Если в начальный момент n = n0 ≥ 1, то   100

tPn . Пусть λ(t) – интенсивность 

процесса рождения новых значений в момент времени t, а µ(t) – интенсивность процесса гибели (выхода 
из употребления) уже имеющихся значений. Запишем незамкнутую систему дифференциальных уравне-
ний Колмогорова, определяющую эволюцию вероятности числа живущих в момент времени t значений 
знака как неоднородного марковского процесса рождения и гибели значений: 

         tPttPt
dt

tdP
10

0  , 

                tPttPtttPt
dt

tdP
nnn

n
11   ,  

0,0 nnn tP  , ,2,1n ,  (1) 

где 








0

0
, ,0

,1
0 nn

nn
nn – символ Кронекера. При этом должно выполняться условие нормировки 

  1
0




n
n tP . 

 
1.2. Производящая функция 

 
Для решения незамкнутой неавтономной (с переменными коэффициентами) системы дифферен-

циальных уравнений Колмогорова (1) воспользуемся методом производящей функции, аналогично то-
му, как это делается в случае незамкнутой автономной системы (например, в [5. С. 287–291]): 

   


0
,

n

n
n stPstf .      (2) 

Зная производящую функцию f (t, s), распределение Pn(t) можно найти по формуле обращения 

   
0

,
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1


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
s
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n

n s
stf
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tP , ,2,1,0n .     (3) 

Действительно, разложив функцию f (t, s) в ряд Маклорена, получим 

    n
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
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Сравнивая эту формулу с формулой (2), получим (3). 
Перейдём от незамкнутой системы обыкновенных дифференциальных уравнений (1) для распре-

деления Pn(t) к дифференциальному уравнению в частных производных для производящей функции 
f (t, s). Найдём частную производную 
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   



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0

,

n

nn s
dt

tdP
t

stf
, 

подставив в неё вместо производных dPn(t)/dt правые части уравнений (1). Принимая во внимание опре-
деление (2) производящей функции и вытекающее из этого определения равенство 

   

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1,

n

n
n nstP

s
stf
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получим дифференциальное уравнение в частных производных первого порядка для производящей 
функции f (t, s) 

           
s

stfststfst
t

stf



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
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1,1
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,   0,0
nsstf  , 00 n , 0tt  .  (4) 

Введя переменные   tstfp  ,  и   sstfq  , , запишем уравнение (4) в виде 

        011,,,,  qstpfstqpfstF .   (5) 

Ему эквивалентна система обыкновенных дифференциальных уравнений для характеристик 

qpqp qFpF
df

F
ds

F
dt


 ,      (6) 

где 1 pFFp ,   stqFFq  1 ,       fstqstpqFpF qp  11 , причём последнее 

равенство записано с учётом равенства (5). Тогда система (6) примет вид 

 
s

dsdtt



1

,    
f

dftdst  . 

Интегрируя каждое из уравнений, получаем 
     11ln csdtt ,     2ln cftst  , 

где c1, c2 – произвольные постоянные интегрирования. Очевидно, c2 можно рассматривать как произ-
вольную функцию W от c1: c2 = W(c1), так что 

        sdttWftst  1lnln ,     (7) 

откуда 
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Очевидно, для существования производящей функции при любом t, в том числе при t , необходи-

мо, чтобы интенсивность процесса гибели нигде не обращалась в 0:   0 t  0tt  . При этом интен-

сивность процесса рождения может обращаться в 0 (например, при t ).   
Для нахождения вида функции W воспользуемся (аналогично [5]) начальным условием 

  0,0
nsstf  . При t = t0 равенство (7) примет вид 

  sWsns  1lnln000 ,     (8) 

где λ0 = λ(t0), µ0 = µ(t0). Обозначив y = – ln(1 – s), получим s = 1 – exp( – y). Подставляя эти выражения в 
равенство (8), получим вид функции W:        ynyyW  exp1lnexp1 000 . Следовательно, 

выражение для производящей функции принимает окончательный вид 
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1.3. Распределение вероятностей нестационарного процесса рождения и гибели  
 

Для нахождения закона распределения вероятностей нестационарного процесса рождения и гибе-
ли воспользуемся формулой обращения (3). Для упрощения вида формулы (9) введём обозначения 
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Тогда формула (9) примет вид 
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Обозначив  

         tanstbtbstu 01,  ,     stcstv exp,  ,   (12) 

ещё более упростим формулу (11), выделив множители, явно зависящие от переменной s: 
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Для вычисления вероятностей Pn(t), n = 0,1,2,…, необходимо найти n-ю частную производную по 
s от этой функции в точке s = 0. Поскольку, как видно из (13), эта функция пропорциональна произве-
дению двух функций, зависящих от s, для вычисления производной воспользуемся известной формулой 
дифференцирования Лейбница 
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Дифференцируя выражения (12), получаем 
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Учитывая, что  
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получаем решение незамкнутой системы (1) дифференциальных уравнений Колмогорова 
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где Γ(·) – гамма-функция. Полученное распределение необходимо подчинить условию нормировки. 
 

1.4. Частный случай: распределение вероятностей нестационарного процесса гибели 
 

Частный случай процесса только гибели получается в отсутствие процесса рождения, когда 
λ(t) ≡ 0, а следовательно, когда c(t) ≡ 0. Распределение вероятностей такого процесса легко получить 
формально из общей формулы (15) при λ0 = 0 и c(t) ≡ 0, когда в сумме по k остаётся только одно слагае-
мое – при k = n: 
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где 1(n ≤ n0) – индикатор условия, записанного в скобках (равен 1, если условие выполнено, и 0 в про-
тивном случае). Полученное распределение необходимо подчинить условию нормировки. 

 
1.5. Частный случай: распределение вероятностей нестационарного процесса рождения 

 
Частный случай процесса чистого рождения, когда µ(t) ≡ 0, a(t) ≡ 1, b(t) ≡ 1, а c(t) неограниченно 

возрастает, затруднительно получить из общего распределения (15), но легко получить, используя част-
ный вид уравнения (4) для производящей функции при µ(t) ≡ 0: 
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Это уравнение при любом фиксированном s является обыкновенным дифференциальным уравнением 
первого порядка с разделяющимися переменными. Интегрируя его с заданным в (16) начальным усло-
вием, получаем 
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Вычисление распределения Pn(t) также производим по формуле обращения (3) с использованием обо-
значения 
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и формулы Лейбница (14) для вычисления производных, где функции  stu ,  и  stv ,  имеют вид 

  0, nsstu  ,     stgstv exp,  . 

Дифференцируя их по s, получаем 
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Тогда при s = 0 в сумме (14) остаётся только одно слагаемое при k = n0 и n ≥ n0, и распределение прини-
мает вид 
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где 1(n ≥ n0) – индикатор условия, записанного в скобках. Формула (17) выражает распределение Пуас-
сона для n ≥ n0, что хорошо известно для марковского процесса чистого рождения. Полученное распре-
деление автоматически удовлетворяет условию нормировки. 

 
1.6. Условие остановки неоднородного процесса рождения и гибели 

 
Возвратимся к формуле (15), представляющей распределение вероятностей Pn(t) состояний про-

цесса рождения и гибели. Нетрудно видеть, что только входящая в него множителем функция c(t), 
определяемая формулами (10), при некотором t = t* может обратиться в 0, вследствие чего Pn(t*) при 
всех n > 0 обращается в 0, а P0(t*) = 1. Следовательно, все ненулевые состояния в этот момент времени 
поглощаются и процесс рождения-гибели останавливается.  

Рассмотрим подробнее условие остановки процесса. Выпишем функцию c(t) из (10): 
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Предположим, что интенсивности процессов рождения и гибели монотонно уменьшаются с ростом t и 
не обращаются в 0 ни при каком конечном t > t0. Пусть для определённости они спадают по экспонен-
циальному закону:  

    100 exp  ttt ,     200 exp  ttt ,    (19) 

где λ0, µ0 – начальные (в момент t0) интенсивности, τ1, τ2 – постоянные времени спадов интенсивностей. 
Поскольку интенсивности (19) положительны при конечном t ≥ t0, функция φ(t) = c(t)µ(t)/λ0 имеет тот 
же знак, что и c(t). Выпишем её с учётом (19): 

         202010 exp1expexp  ttttt .  (20) 

При t = t0 эта функция обращается в 0, а её производная принимает значение dφ(t0)/dt = µ0 –1/τ1. С ро-
стом t функция φ(t) (и, следовательно, c(t)) либо становится всюду отрицательной (при µ0τ1 ≤ 1), что не-
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допустимо для существования (неотрицательности) распределения вероятностей ненулевых значений n, 
либо (при µ0τ1 > 1) возрастает, достигает положительного максимума в некоторой точке tmax > t0, а затем 
спадает до значения 0 в некоторой точке t* > tmax и далее уходит в отрицательную область, принимая 
отрицательное значение  20exp   при t . В этом случае уравнение φ(t) = 0 имеет корень t*, яв-

ляющийся точкой остановки процесса рождения-гибели с вероятностью 1. Таким образом, ненулевое 
состояние процесса рождения-гибели с экспоненциально спадающими интенсивностями возможно 
только при µ0τ1 > 1 и только в интервале времени от t = t0 до t = t*, так что длительность жизни T про-
цесса рождения-гибели не превышает разности t* – t0. Такой процесс (с ограниченным временем жизни) 
будем называть финитным. 

На рис. 1 в качестве примера представлено семейство кривых φ(t) при τ1 = 0,4286, τ2 = 0,1429 и 
µ0τ1, изменяющемся с шагом 0,5 в интервале от 0 до 2,5. 

 

 
 

Рис. 1. Функция φ(t) 
 

Заметим, что эффект остановки процесса рождения-гибели с вероятностью 1 не имеет места для 
однородного процесса, когда интенсивности постоянны (равны λ0, µ0), потому что для однородного 
процесса 

     0exp1 00  ttt  

при любых конечных t > t0, так что уравнение φ(t) = 0 корней не имеет. Процесс останавливается только 
при случайном достижении состояния 0, но при этом P0(t*) ≠ 1. Таким образом, однородный процесс 
рождения-гибели не является финитным. 

 
2. Математическая модель статистического ансамбля неоднородных процессов рождения 

и гибели с монотонно убывающими интенсивностями 
 

Рассмотрим теперь статистический ансамбль неоднородных процессов рождения и гибели. Ан-
самбль характеризуется случайными моментами t0 возникновения каждого процесса рождения-гибели, а 
каждый из процессов рождения-гибели – случайными значениями параметров интенсивностей потоков 
рождения и гибели. Будем в дальнейшем предполагать, что интенсивности процессов рождения и гибе-
ли монотонно уменьшаются со временем t по экспоненциальному закону (19) от начальных значений λ0 
и µ0 в момент времени t = t0 до нуля при t  с постоянными времени τ1 и τ2 соответственно. Тогда 
каждый процесс рождения-гибели в ансамбле будет характеризоваться условным распределением веро-
ятностей (15) с пятью случайными параметрами t0, λ0, µ0, τ1, τ2. Распределение вероятностей состояний 
ансамбля таких процессов рождения и гибели в каждый момент времени t получается усреднением вы-
ражения (15) по распределениям указанных пяти параметров: 
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где  21000 ,,,,| ttPn  представляется формулой (19), а  21000 ,,,, tp  – плотность совместного 

распределения вероятностей параметров t0, λ0, µ0, τ1, τ2. 
Предположим, что моменты t0 возникновения событий, порождающих процессы рождения-

гибели, образуют однородный пуассоновский поток независимых редких событий. Тогда параметр t0 в 
бесконечном ансамбле таких процессов будет распределён на полуоси (–∞, t) равномерно. Естественно 
считать его статистически независимым от остальных параметров. Остальные четыре параметра λ0, µ0, 
τ1, τ2 также можно принять статистически независимыми. Однако при некоторых соотношениях между 
этими параметрами ненулевые состояния процесса рождения-гибели могут оказаться невозможными.  

Во-первых, для ненулевой вероятности ненулевого состояния процесса рождения-гибели необхо-
димо, чтобы в момент времени t была положительной функция c(t), определяемая выражением (18) и 
входящая множителем в выражение (15) для функции распределения состояния процесса рождения-
гибели. Следовательно, должна быть положительной функция φ(t), определяемая выражением (20) при 
экспоненциальных спадах (19) интенсивностей процессов рождения и гибели. Как видно из анализа по-
ведения во времени функции φ(t) (рис. 1), для этого требуется выполнение неравенства 

110  .      (21)  

Во-вторых, для финитного процесса рождения-гибели с экспоненциально убывающими интен-
сивностями полное (за всё время жизни процесса) среднее число G1(∞) событий рождения и полное 
среднее число G2(∞) событий гибели являются конечными. Поскольку в финитном процессе рождения-
гибели ненулевые состояния с вероятностью 1 поглощаются за конечное время его жизни, естественно 
потребовать равенство этих средних: 
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Получили два уравнения связей, позволяющих исключить переменные τ1, τ2 через переменные λ0, µ0 и 
новую переменную G: 

01  G , 02  G .      (23) 

Тогда неравенство (21) примет вид ограничения на переменную G: 

00 G .      (24) 

Это значит, что при нарушении этого неравенства ненулевые состояния процесса рождения-гибели ста-
новятся невозможными. 

В-третьих, чтобы разность процессов рождения и гибели с учётом (22) и (23) была в среднем не-
отрицательной, необходимо, чтобы 

00  .      (25) 

Это условие можно проиллюстрировать графически. На рис. 2 представлены изменения во времени 
среднего накопленного к моменту t числа G1(t), G2(t) событий процессов рождения и гибели,  
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а также их разности G1(t) – G2(t) при выполнении условий (22) и соотношений (23). 
Видно, что разность G1(t) – G2(t), выражающая среднее состояние процесса рождения-гибели 

(среднее число «живущих» событий), при λ0 > µ0 сначала быстро возрастает, достигает максимума, а 
затем медленно уменьшается, оставаясь неотрицательной величиной. Если бы неравенство было проти-
воположным, разность стала бы отрицательной, а это невозможно, так как означало бы, что среднее 
число погибших элементов потока рождения-гибели превышает среднее число рождённых элементов. 
Следовательно, при нарушении неравенства (25) ненулевые состояния процесса рождения-гибели ста-
новятся невозможными. 
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Рис. 2. Динамика среднего состояния процесса рождения-гибели при G = 15, λ0 = 3, µ0 = 1 (λ0 > µ0) 

 
Таким образом, вместо четырёх параметров λ0, µ0, τ1, τ2 при нахождении безусловного распреде-

ления состояний процесса рождения-гибели можно обойтись тремя: λ0, µ0, G. С учётом естественной 
неотрицательности параметров λ0, µ0, G ограничения (24)–(25) определяют область возможных значе-
ний этих параметров при усреднении условного распределения: 
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Условное распределение  GttPn ,,,| 000   представляется выражением (15) с входящими в него функ-

циями a(t), b(t), c(t), определяемыми выражениями (10) с учётом (19) и (23).  
 

3. Математическая модель скрытого марковского процесса рождения  
и гибели и её идентификация 

 
Статистический ансамбль неоднородных марковских процессов рождения-гибели со случайными 

параметрами при неизвестных распределениях параметров представляется скрытым марковским про-
цессом рождения-гибели. Этот процесс наблюдаем, тогда как его параметры являются ненаблюдаемы-
ми случайными величинами. Возникает вопрос, при каких распределениях параметров наблюдаемый 
процесс рождения-гибели имеет теоретическое распределение вероятностей состояний, максимально 
близкое к эмпирическому распределению? 

Задача отыскания наилучшей статистической оценки распределения p(λ0, µ0, G) по наблюдаемому 
эмпирическому распределению {Pnэ(t), n = 1,2,…,N}, где N – максимальное наблюдаемое в эмпириче-
ском распределении значение n, является задачей статистической идентификации наблюдаемого скры-
того процесса рождения-гибели и сводится к минимизации по p(λ0, µ0, G) расхождения между теорети-
ческим распределением (26) с ядром (15) и эмпирическим распределением. Для корректного решения 
этой задачи можно использовать известные методы тихоновской регуляризации. 

В качестве критерия идентификации (критерий близости распределений) целесообразно выбрать 
логарифмический среднеквадратический критерий вида 
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Логарифмическая форма критерия удобна в случае больших (на несколько порядков) различий значе-
ний фигурирующих в критерии распределений при разных n.  

Минимизация (27) с вычислением многомерного интеграла (26) представляет определённые вы-
числительные трудности, связанные, прежде всего, с преодолением некорректности и большим объё-
мом вычислений. Уменьшить число вычислений можно, заменяя интегралы суммами со сравнительно 
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небольшими (приемлемыми с вычислительной точки зрения) числами слагаемых. При этом, естествен-
но, снижается точность вычислений. Опуская детали вычислительной схемы, приведём результаты вы-
числений оптимальных значений теоретической функции распределения Pn opt(t), максимально прибли-
женной к эмпирическому распределению Pnэ(t) по критерию (27).  

 
4. Идентификация математической модели скрытого неоднородного марковского  

процесса рождения и гибели по эмпирическому распределению полисемии языка А.С. Пушкина 
 

В качестве эмпирического распределения Pnэ возьмём распределение Pn Pushkin полисемии слов 
языка А.С. Пушкина [6]. В двойном логарифмическом масштабе это распределение представлено на 
рис. 3 тонкой кривой. Полужирной кривой показано оптимальное распределение Pn opt(t), вычисленное с 
использованием критерия (27) для некоторого фиксированного момента времени t без усреднения по t0 
в (26) (t0 взято равным 0). Диапазоны значений параметров, на которых вычислялись их распределения: 
G – от 10 до 20 с шагом 0,5; λ0 – от 0,1 до 6,1 с шагом 0,5; µ0 – от 0,1 до 5,1 с шагом 0,5. Из рис. 3 видно 
хорошее согласие теоретического распределения с эмпирическим (достигнутый уровень значимости 
p = 0,9971 по критерию Колмогорова–Смирнова), что свидетельствует о возможности моделирования 
процесса развития полисемии языковых знаков скрытым марковским процессом рождения-гибели. 

 

 
 

Рис. 3. Теоретическое распределение вероятностей состояний Pn opt неоднородного процесса рождения  
и гибели и эмпирическое распределение вероятностей Pn Pushkin значений полисемии языка А.С. Пушкина 

 

Заключение 
 

В работе выдвинута и подтверждена экспериментальными данными гипотеза о возможности ма-
тематического моделирования процессов развития полисемии знаков естественного языка скрытыми 
нестационарными финитными марковскими моделями рождения и гибели. Получена аналитическая 
форма условного распределения вероятностей такого процесса при экспоненциально спадающих интен-
сивностях процессов рождения и гибели. Предложен критерий идентификации скрытой модели. Прове-
дено приближённое численное решение задачи идентификации модели и вычислено безусловное одно-
моментное теоретическое распределение полисемии, соответствующее эмпирическому распределению 
полисемии языковых знаков словаря А.С. Пушкина. Получено хорошее согласие теоретического и экс-
периментального распределений полисемии. 
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We consider the possibility of mathematical modeling of the evolution of polysemy of ensemble of signs of natural language by 

means of non-stationary processes of birth and death. We showed that an adequate mathematical model of polysemy of ensemble of 
signs might be built on the base of hidden non-stationary model of the birth and death processes of the meanings of linguistic signs. We 
assume exponential decay of the intensities of the processes of birth and death: 

    100 exp  ttt ,     200 exp  ttt , 

where t is the current time; t0 is the time moment when the sign appears in the ensemble; λ0, μ0 are the initial values of intensities of the 
processes of birth and death; τ1 = G / λ0, τ2 = G / μ0 are time decay constants of intensities, and G is the average number of meanings, 
which the sign may birth and lose during his life: 
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We received the conditional (with fixed parameters t0, λ0, μ0, G) probability distribution of states n of this process: 
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In the hidden model of the statistical ensemble of processes of birth and death the parameters t0, λ0, μ0, G of each individual process 
(of each linguistic sign) randomly vary in relation of each to other, subject to certain distribution laws. Under the assumption of a Pois-
son distribution of the flow of signs, the distribution density of the parameter t0 can be considered as uniform on a large enough time 
interval, while the distributions of parameters λ0, μ0, G are unknown. Unconditional probability distribution Pn(t) of the state n of an 
ensemble of the processes of birth-death (of the polysemy of an ensemble of signs) at moment t is the  mathematical expectation of the 
conditional distribution Pn(t|θ) over the distribution of parameters t0, λ0, μ0, G. 

We have solved the task of estimation of the parameter distributions (for identifying of hidden model) according to the empirical 
polysemy distribution Pne obtained from a representative dictionary, with the subsequent calculation of the optimal theoretical distribu-
tion Pn(t). As an identification criterion (criterion of proximity of distribution), we select a logarithmic RMS criterion of type: 
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convenient for large (several orders of magnitude) changes in distributions for different n. The criterion was implemented on example of 
using of the dictionary of Pushkin’s language. We obtain a good agreement of distributions Pn(t) and Pne that confirms the possibility of 
using of hidden mathematical model of non-stationary process of birth-death for the simulation of polysemy evolution of the ensemble 
of signs of natural language. 
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Ю.И. Рыжиков, А.В. Уланов 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ГИПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ  
В ЗАДАЧАХ РАСЧЕТА НЕМАРКОВСКИХ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
Представлены возможности применения гиперэкспоненциального распределения второго порядка (Н2) с пара-
метрами произвольного (в том числе комплексного) типа в задачах расчета немарковских систем массового об-
служивания. Результаты верифицированы с помощью альтернативных методов. 
Ключевые слова: случайные процессы; аппроксимация; гиперэкспоненциальное распределение; комплексные 
параметры распределения; немарковские системы массового обслуживания. 

 

При исследовании немарковских процессов поступления и обслуживания заявок в многоканаль-
ных системах массового обслуживания (СМО) широко применяются распределения фазового типа 
(обозначаются Ph). К этим распределениям относятся взаимосвязанные параллельно-последовательные 
комбинации фаз прохождения заявок с показательно распределенными длительностями задержек в них. 
При фиксации номера фаз поступления или обслуживания заявок состояния СМО приобретают марков-
ское свойство, что позволяет представить переходы между ними в виде дискретного марковского про-
цесса с непрерывным временем. Идея метода фиктивных фаз была выдвинута еще А.К. Эрлангом. По-
рядком аппроксимации естественно считать количество сохраненных начальных моментов исходного 
распределения.  

Наиболее общей формой представления фазовых распределений является схема Ньютса [1], в ко-
торой длительность каждой реализации процесса соответствует случайному времени блуждания по сети 
с показательной задержкой в каждом узле и одним поглощающим состоянием. При этом расчет СМО 
проводится в терминах кронекеровых матричных операций и, как правило, для одноканальных систем 
[Там же]. Машинная реализация упомянутых операций крайне неэффективна из-за необходимости вы-
полнения большого количества вычислений с заведомо нулевым результатом. По этой причине для ап-
проксимации распределений с коэффициентом вариации υ > 1, как правило, используют гиперэкспо-
ненциальную (Hk) аппроксимацию, а в остальных случаях – эрлангову (Ek). В обоих случаях параметры 
распределений предполагаются исключительно вещественными.  

В последнее время возрастает интерес к гиперэкспоненциальному распределению, применение 
которого показало высокую эффективность при решении задач суммирования рекуррентных потоков 
[2], расчета СМО с «нетерпеливыми» заявками [3], джексоновских сетей массового обслуживания [4], 
при анализе систем управления запасами [5]. 

В статье представлены результаты применения гиперэкспоненциального распределения второго 
порядка (Н2) с возможностью комплексного типа параметров, что позволяет аппроксимировать время 
обслуживания и интервалы между заявками входящего потока с произвольным (в том числе меньшим 
единицы) коэффициентом вариации и упростить расчетную схему. 

 
1. Особенности применения Н2-распределения 

 
Гиперэкспоненциальное распределение второго порядка относится к распределениям фазового 

типа и предполагает выбор случайным процессом одной из двух альтернативных фаз. С вероятностью 
y1 процесс попадает в первую фазу и задерживается в ней случайное время, распределенное по экспо-
ненциальному закону с параметром μ1, с вероятностью y2 = 1 – y1 процесс попадает во вторую фазу, где 
экспоненциальная задержка имеет параметр μ2.  



61 

Дополнительная функция Н2-распределения имеет вид 

.)( 21
21

tt eyeytF μμ    
Подбор параметров H2-распределения возможен по методу моментов [1]. Поскольку данное рас-

пределение трехпараметрическое (четвертый параметр y2 = 1 – y1), оно позволяет выровнять три 
начальных момента аппроксимируемого, что принято считать вполне достаточным [6]. 

В зависимости от значений выравниваемых моментов параметры Н2-распределения могут прини-
мать комплексные и «парадоксальные» значения. Исследование Н2-аппроксимации исходного гамма-
распределения с коэффициентом вариации υ выявило, что: 

– случай υ > 1 дает вещественные параметры; 

– при 2/11  υ  параметры гиперэкспоненты вещественны, но парадоксальны: один из пара-
метров {yj}, j = 1, 2 будет отрицательным, а другой превысит единицу; 

– строгое равенство 2/1υ  недопустимо (соответствует Е2 распределению Эрланга с последо-
вательной сменой фаз и не может быть заменено на параллельную); 

– при 2/1υ  имеем комплексные параметры Н2-аппроксимации. 
Поскольку параметры гиперэкспоненты {yj}, j = 1, 2, интерпретируются как вероятности выбора 

случайным процессом одной из двух фаз, большинство специалистов по теории массового обслужива-
ния рассматривают лишь тот случай, когда данные параметры определены на вещественном интервале 
[0, 1], что соответствует аппроксимации распределений с коэффициентом вариации υ > 1. Именно по-
этому для аппроксимации распределений с коэффициентом вариации υ < 1 гипреэкспонента не исполь-
зуется, а применяется распределение Эрланга Ek. Однако обширная серия вычислительных эксперимен-
тов показала, что при расчете СМО с применением Н2-аппроксимации в области комплексных значений 
ее параметров потенциальная патология проявляется только в промежуточных результатах – вероятно-
стях «фиктивных» микросостояний диаграммы переходов, на которые расщепляются «физические» со-
стояния СМО. На этапе суммирования вероятностей микросостояний ярусов их комплексные части ан-
нигилируются и компоненты результата расчета – вероятности числа заявок в системе – становятся ве-
щественными.  

Комплексный тип параметров Н2-распределения подчеркивает фиктивный характер расщепления 
процесса на фазы. Допустимость таких параметров при исследовании случайных процессов была впер-
вые отмечена Д. Коксом в 1955 г. [7]. В статье [8] авторы попытались дать вероятностную интерпрета-
цию комплексных интенсивностей переходов между состояниями цепи Маркова.  

Примеры различных диаграмм переходов для СМО с гиперэкспоненциальным распределением 
обслуживания или интервалов между заявками входящего потока приведены в [1, 3]. Дополнительным 
преимуществом Н2-аппркосимации по сравнению с эрланговской является более компактный вид диа-
грамм переходов марковизированных СМО. Например, для моделей с эрланговским обслуживанием 
ширина диаграммы (количество микросостояний на n-м ярусе) быстро растет по числу каналов n и по-
рядку распределения k (табл. 1) [9]. 

 
Т а б л и ц а  1 

Количество микросостояний на ярусах системы M/Ek/n 
 

Число каналов n 
Число фаз обслуживания k 

2 3 4 5 6 
2 3 6 10 15 21 
3 4 10 20 35 56 
5 6 21 56 126 252 
10 11 66 286 1001 3003 
20 21 231 1771 10626 53130 
30 31 496 5456 46376 324632 

 
Заметим, что при этом эрланговы распределения позволяют строго выровнять первый и лишь 

приближенно – второй момент распределения времени обслуживания. Наименьший коэффициент вари-
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ации из включенных в табл. 1 распределений (Е6) составил 408,06/1  . Для расчета СМО с еще 
меньшим коэффициентом вариации могут потребоваться гораздо большие значения k. 

С другой стороны, применение Н2-аппроксимации позволяет выровнять три начальных момента 
произвольного (исключая Е2) распределения, что обеспечивает более высокую точность расчета СМО. 
Поскольку диаграмма переходов для M/H2/n имеет ширину всего лишь n + 1, здесь можно рассчитывать 
системы с гораздо большим числом каналов. В «общий строй» можно поставить и распределение Е2 – 
если допустить небольшое отклонение дисперсии. 

Таким образом, достоинствами Н2-аппроксимации являются: 
– возможность выравнивания трех моментов исходного распределения, что, как будет показано 

ниже, обеспечивает приемлемую точность при расчете СМО; 
– гораздо более компактный (по сравнению эрланговской аппроксимацией) вид диаграмм перехо-

дов марковизированных СМО и, как следствие, необходимость расчета вероятностей меньшего числа 
микросостояний для систем с малыми коэффициентами вариации времени обслуживания или интерва-
лов между заявками входящего потока; 

– удобство вычисления дополнительной функции распределения. 
 

2. Расчет немарковских СМО 
 

Перечислим основные этапы расчета немарковских СМО методом фиктивных фаз с помощью Н2-
аппроксимации: 

– расчет начальных моментов распределений обслуживания и (или) интервалов между заявками 
входящего потока; 

– подбор параметров Н2-распределения по рассчитанным на предыдущем шаге моментам; 
– построение диаграммы переходов; 
– составление уравнений баланса переходов между микросостояниями диаграммы и расчет веро-

ятностей микросостояний; 
– суммирование вероятностей микросостояний по ярусам и получение распределения числа за-

явок в системе. 
Рассмотрим возможности Н2-аппроксимации с произвольным типом параметров на примере одно-

канальных СМО. Выполним расчет распределения {pj} числа заявок в одноканальной системе M/G/1 
методом вложенных цепей Маркова [1] и методом фиктивных фаз через Н2-аппроксимацию различных 
распределений обслуживания B(t):  

– гамма с параметром формы 0,5 (Г0,5) (коэффициент вариации  υ ≈ 1,41); 
– Г1,5 (υ ≈ 0,816); 
– равномерного U на интервале [0; 2] (υ ≈ 0,577); 
– вырожденного D (υ = 0).  
Среднее время обслуживания во всех случаях b1 = 1, коэффициент загрузки системы ρ = 0,7. Ре-

зультаты расчета распределения числа заявок в системе {pj}, 20,0j , приведены на рис. 1. Сплошной 

линией показаны результаты, полученные методом вложенных цепей Маркова, штриховой – методом 
фиктивных фаз через Н2-аппроксимацию. 

В табл. 2 приведены параметры Н2-распределения, рассчитанные по трем начальным моментам 
исходного распределения B(t). 
 

Т а б л и ц а  2 
Параметры Н2-распределения  

 

B(t) y1 μ1 μ2 B(t) y1 μ1 μ2 
Г0,5 0,500 0,586 0,341 U 0,500+i0,866 0,150+i0,866 0,150–i0,866 
Г1,5 –0,765 0,263 0,137 D 0,500+i0,141 0,200+i0,141 0,200–i0,141 
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Рис. 1. Распределение числа заявок в системе M/G/1 
 

Из графиков видно очень хорошее согласие результатов расчета распределения числа заявок в си-
стеме даже в области комплексных и парадоксальных параметров аппроксимирующей время обслужи-
вания гиперэкспоненты. Расстояние Колмогорова при Г0,5, Г1,5, U и D обслуживании составило {0,002; 
0,0002; 0,0015; 0,0018} соответственно. Относительная погрешность на «хвостах» распределений,  в 
области малых значений вероятностей, не превысила 15%.  

При этом следует особо подчеркнуть, что в области комплексных параметров (см. табл. 2), осо-
бенно при аппроксимации случайных величин с коэффициентом вариации, близким к нулю, Н2-
плотность принимает отрицательные значения и вообще не удовлетворяет требованиям, предъявляе-
мым к плотности распределения. Тем не менее расчет марковизированных СМО показывает, что «ком-
плексность» проявляется лишь в вероятностях микросостояний ярусов диаграмм и на этапе их сумми-
рования полностью аннигилируется. Указанный эффект сохраняется при анализе многоканальных 
немарковских СМО [1. С. 224]. 

Таким образом, при работе с Н2-распределением необходимо учитывать, что параметры гипер-
экспоненты могут принимать комплексные значения, а качество аппроксимации следует оценивать не 
по критериям согласия исходного и подобранного распределений, а по точности расчета итоговых ха-
рактеристик СМО.  

 
Заключение 

 
Применение гиперэкспоненциальной аппроксимации позволяет с высокой точностью проводить 

анализ немарковских систем обслуживания с произвольным коэффициентом вариации времени обслу-
живания и (или) интервалов между заявками входящего потока. При этом комплексные значения пара-
метров гиперэкспоненты, возникающие при коэффициенте вариации υ < 1, не влияют на конечный ре-
зультат, поскольку при суммировании  вероятностей микросостояний ярусов диаграммы марковизиро-
ванной СМО их комплексные части аннигилируются.  
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Непосредственно о качестве аппроксимации субслучайных (с малым коэффициентом вариации) 
величин не может идти и речи, поскольку плотность гиперэкспоненты в этом случае принимает отрица-
тельные значения и вообще не удовлетворяет требованиям, предъявляемым к плотности распределения. 
Качество аппроксимации здесь возможно оценить опосредованно – через сопоставление распределения 
числа заявок в СМО, полученного через Н2-аппроксимацию, с результатами, полученными альтерна-
тивными методами. 

Применение гиперэкспоненциальной аппроксимации с комплексными параметрами также пока-
зало высокую эффективность при расчете многоканальных СМО с рекуррентным входящим потоком и 
(или) немарковским обслуживанием.  
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In this paper we consider the application of second order hyperexponential distribution (H2) with complex-type parameters for anal-

ysis of non-markovian queuing systems. This distribution relates to the phase-type one and allows showing non-markovian queuing 
systems states and the transitions between them as discrete Markov process with continuous time. The complementary cumulative H2 
distribution function is 

.)( 21
21
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Using of H2 distribution for queuing system calculations is reasoned by following reasons: 
– the possibility of saving the three initial moments of the original distribution that provides high accuracy in queuing system calcu-

lation; 
– much more compact (compared to the Erlang approximation) view transition diagrams and as a consequence necessity to calculate 

the probabilities of a smaller number of microstates for systems with low coefficients of variation of the service time or the intervals 
between customers; 

– simple calculating of complementary cumulative distribution function. 
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Since the parameters of H2-distributions {yj}, j = 1, 2, are interpreted as the probabilities of random select of one of two phases, 
most specialists in queuing theory considered only the case when these parameters are defined on a real interval [0; 1], which corre-
sponds to the approximation of the distribution with a coefficient of variation υ > 1. 

In this article, it is showed the possibilities of the H2-approximation in the case when the original distribution coefficient of variation 
υ < 1. In this case parameters of H2 distribution are complex. More detailed analysis of H2-approximation of the original gamma distri-
bution with a coefficient of variation υ shows that: 

– if υ > 1, then the parameters are real; 

– if 2/1>υ>1 , then the parameters are real, but the paradox: one of the parameters {yj}, j = 1, 2, is negative, and the other will 
exceed one; 

– equality 2/1=υ  is unacceptable (because corresponds to the Erlang distribution with consistent phase-change and, according-
ly, can not be replaced by parallel); 

– when 2/1<υ , we have the complex parameters of H2 distribution. 
However, when calculating the queuing system with H2-approximation in the field of complex values of the parameters of its poten-

tial pathology manifests itself only in the intermediate results – in the probabilities of "fictitious" microstate-transition diagram, which 
split the "physical" state of queuing systems. At the summation of probabilities of microstates tiers of complex parts are annihilated and 
the result of the calculation – the probability of the number of customers in the system – becomes real. 

The paper compares the results of single-channel systems M/G/1 calculation invested by embedded Markov chain, which allows you 
to obtain an exact solution, with the results obtained by the fictitious phase using H2-approximation of non-exponential service time. 
Various initial distribution services – deterministic, gamma with shape parameters of 1.5 or 0.5, and even in the interval [0, 2] are con-
sidered. It is shown that the accuracy of the above-mentioned result is high enough. The maximum Kolmogorov distance was 0.002, and 
the relative error of the probability of rare events (about 10–5) did not exceed 15%. 

At the same time the quality of approximation in the field of complex parameters H2 distribution is out of question because density 
of H2-distribution in this case is negative and in general does not satisfy the requirements of the probability density function. Quality of 
approximations here should be assessed indirectly – through comparison of the distribution of the number of customers in the queuing 
system, obtained through H2-approximation, with the results obtained by alternative methods. 
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СРАВНЕНИЕ МП- И ММ-ОЦЕНОК ДЛИТЕЛЬНОСТИ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ  
В МОДУЛИРОВАННОМ СИНХРОННОМ ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКОМ  

ПОТОКЕ СОБЫТИЙ 
 

Работа выполнена в рамках государственного заказа Минобрнауки РФ на проведение научных исследований  
в Национальном исследовательском Томском государственном университете на 2014−2016 годы. 

 
Рассматривается модулированный синхронный дважды стохастический поток событий. Поток функционирует в 
условиях непродлевающегося мертвого времени, т.е. после каждого зарегистрированного события наступает 
время фиксированной длительности, в течение которого другие события исходного модулированного синхрон-
ного потока недоступны наблюдению. Полагается, что длительность мертвого времени – неизвестная величина. 
Проводится сравнение качества получаемых (по наблюдениям за моментами наступления наблюдаемых собы-
тий потока) оценок длительности мертвого времени методом максимального правдоподобия (МП-оценки) и ме-
тодом моментов (ММ-оценки). 
Ключевые слова: модулированный синхронный поток событий; непродлевающееся мертвое время; МП-
оценки; ММ-оценки; длительность мертвого времени. 

 
Настоящая работа является непосредственным продолжением исследований модулированного 

синхронного потока событий, начатых в статьях [1–4]. 
Математические модели систем массового обслуживания широко применяются при описании ре-

альных физических, технических и других процессов и систем. В связи с бурным развитием компью-
терной техники и информационных технологий появилась важная сфера приложений теории массового 
обслуживания – проектирование и создание информационно-вычислительных сетей, компьютерных 
сетей связи, спутниковых сетей, телекоммуникационных сетей, объединенных термином «цифровые 
сети интегрального обслуживания» (ЦСИО) [5, 6]. 

На практике параметры, определяющие входящий поток событий, изменяются со временем, при 
этом изменения часто носят случайный характер, последнее приводит к рассмотрению дважды стоха-
стических потоков событий. По-видимому, одной из первых работ в этом направлении явилась статья 
[7], где дважды стохастический поток определяется как поток, интенсивность которого есть случайный 
процесс. Дважды стохастические потоки можно разделить на два класса: к первому классу относятся 
потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; ко второму классу относятся 
потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом со-
стояний. Подчеркнем, что потоки второго класса впервые введены в рассмотрение практически одно-
временно в 1979 г. в [8, 9]. В [8] введенные потоки названы MC (Markov chain)-потоками, в [9] – MVP (Mar-
kov versatile processes)-потоками. Отечественные и зарубежные авторы в своих работах начала 90-х гг. [10–
15] называют данные потоки событий либо дважды стохастическими потоками событий, либо MAP-
потоками, либо MC-потоками. В свою очередь, в зависимости от того, каким образом происходит пере-
ход из состояния в состояние, MC-потоки можно разделить на три типа: 1) синхронные потоки событий 
[16−21]; 2) асинхронные и обобщенные асинхронные потоки событий [22−27]; 3) полусинхронные и 
обобщенные полусинхронные потоки событий [28−33]. В [34] введены в рассмотрение MAP-потоки 
событий первого порядка (собственно MAP-потоки, введенные в [9]) и MAP-потоки событий второго 
порядка (суперпозиция двух синхронизированных MAP-потоков первого порядка, отличающихся друг 
от друга исходными параметрами). В [34] показывается, что синхронный MC-поток является частным 
случаем MAP-потока первого порядка, асинхронный и полусинхронный MC-потоки являются частными 
случаями MAP-потока второго порядка. 
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В реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны либо частично, 
либо вообще неизвестны, либо (что еще более ухудшает ситуацию) изменяются со временем. Вслед-
ствие этого возникают задачи: 1) оценки состояний потока (задача фильтрации интенсивности потока) 
по наблюдениям за моментами наступления событий [24, 27, 29, 33, 35−38]; 2) оценка параметров пото-
ка по наблюдениям за моментами наступления событий [16–22, 26, 28, 30–32].  

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока событий выступает 
мертвое время регистрирующих приборов [39−46], которое порождается зарегистрированным событи-
ем. Другие же события, наступившие в течение периода мертвого времени, недоступны наблюдению 
(теряются). Можно считать, что этот период продолжается некоторое фиксированное время (непродле-
вающееся мертвое время). В качестве примера приведем протокол CSMA/CD – протокол случайного 
множественного доступа с обнаружением конфликта, широко используемого в компьютерных сетях. 
В момент регистрации (обнаружения) конфликта на входе некоторого узла сети по ней рассылается 
сигнал «заглушки» («пробки»); в течение времени рассылки сигнала «заглушки» заявки, поступившие в 
данный узел сети, получают отказ в обслуживании и направляются в источник повторных вызовов. 
Здесь время, в течение которого узел сети закрыт для обслуживания заявок, поступающих в него после 
обнаружения конфликта, можно трактовать как мертвое время прибора, регистрирующего конфликт в 
узле сети. Для того чтобы оценить потери заявок в узле сети, необходимо оценить длительность мерт-
вого времени, которым выступает в данном случае длительность сигнала «заглушки». 

В работах [1–4] введен в рассмотрение модулированный синхронный поток событий, являющийся 
обобщением синхронного потока и относящийся к классу MAP-потоков второго порядка. Синхронный 
поток событий систематически исследовался в работах [16–21, 47–52]. В статье [4] приведено решение 
задачи оценивания длительности мертвого времени методом максимального правдоподобия [53–59]. 
В настоящей статье предложено решение задачи оценивания длительности мертвого времени методом 
моментов, а также производится сравнение оценок, полученных методом максимального правдоподо-
бия (МП-оценки) и методом моментов (ММ-оценки). 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается модулированный синхронный поток событий (далее – поток), интенсивность ко-

торого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс )(λ t  с двумя состояниями: 

0)λ(λλ,λ 2121  . Длительность пребывания процесса )(λ t  (потока) в i-м состоянии распределена по 

экспоненциальному закону с параметром 2,1,α ii . Если процесс )(λ t  в момент времени t находится в 

i-м состоянии, то на полуинтервале  ttt , , где t  – достаточно малая величина, с вероятностью 

)(α toti   пребывание процесса )(λ t  в i-м состоянии закончится и процесс )(λ t с вероятностью, рав-

ной единице, перейдет из i-го состояния в j-е (i, j = 1,2; i ≠ j). В течение временного интервала случай-
ной длительности, когда it λ)(λ  , имеет место пуассоновский поток событий с интенсивностью 

2,1,λ ii . Кроме того, переход из первого состояния процесса )(λ t  во второе возможен в момент 

наступления события пуассоновского потока интенсивности 1λ ; переход осуществляется с вероятно-

стью p (0 ≤ p ≤ 1); с вероятностью 1–p процесс )(λ t  остается в первом состоянии. Переход из второго 

состояния процесса )(λ t  в первое возможен также в момент наступления события пуассоновского по-

тока интенсивности 2λ ; переход осуществляется с вероятностью q (0≤q≤1); с вероятностью 1–q процесс 

)(λ t  остается во втором состоянии. В сделанных предпосылках )(λ t  – марковский процесс. 

Матрицы инфинитезимальных коэффициентов рассматриваемого потока примут вид 
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Элементами матрицы 1D  являются интенсивности переходов процесса )(λ t  из состояния в состо-

яние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности переходов из 
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состояния в состояние без наступления события. Диагональные элементы матрицы 0D  − интенсивности 

выхода процесса  )(λ t  из своих состояний, взятые с противоположным знаком. Отметим, что если 

2,1,0α  ii , то имеет место обычный синхронный поток событий [16−21]. 

После каждого зарегистрированного события наступает время фиксированной длительности Т  
(далее – мертвое время), в течение которого другие события потока недоступны наблюдению. Рассмат-
ривается непродлевающееся мертвое время, т.е. события, наступившие в течение интервала мертвого 
времени не вызывают его продления. По окончании длительности периода мертвого времени первое 
наступившее событие вновь порождает период мертвого времени длительности T  и т.д. Вариант воз-
никающей ситуации приведен на рис.1, где 21 λ,λ  – состояния процесса )(λ t , 1 2, , ...t t  – моменты 

наступления наблюдаемых событий потока, штриховка – периоды мертвого времени длительности Т, 
ось под номером 1 отображает исходный модулированный поток событий, под номером 2 – схему со-
здания мертвого времени, под номером 3 – наблюдаемые события модулированного синхронного пото-
ка, функционирующего в условиях мертвого времени. 

 

 
Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

 
 
Процесс )(λ t  и типы событий (события пуассоновских потоков с интенсивностями 1λ  либо 2λ ) 

являются принципиально ненаблюдаемыми (в сделанных предпосылках )(λ t  – скрытый марковский 

процесс), а наблюдаемыми являются только моменты наступления наблюдаемых событий на временной 
оси 1 2, , ...t t . Последовательность моментов 1 2, ..., , ...kt t t  наступления событий наблюдаемого потока по-

рождает вложенную цепь Маркова  )(λ kt , т.е. поток обладает марковским свойством, если его эволю-

цию рассматривать с момента kt  (момент наступления события потока), k = 1,2,… . Рассматривается 

стационарный режим функционирования наблюдаемого потока событий, поэтому переходными про-
цессами на интервале наблюдения ),( 0 tt , где 0t  – момент начала наблюдений, t – момент окончания 

наблюдений, можно пренебречь, при этом полагается 00 t . 

Главная задача работы – в момент окончания наблюдений (в момент времени t) построить оценки 

T̂  длительности мертвого времени методом максимального правдоподобия и методом моментов (в 
предположении, что остальные параметры потока qp,,α,α,λ,λ 2121 известны) и произвести сравнение 

получаемых оценок. 
 

2. МП-оценка длительности мертвого времени 
 

Обозначим 1 , 1,2, ,k k kt t k      – значение длительности k-го интервала между моментами 

наступления соседних событий наблюдаемого потока (рис. 2). 
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Рис. 2. Интервал между соседними наблюдаемыми событиями потока 
 

Поскольку поток функционирует в стационарном режиме, то плотность вероятности значений 
длительности интервала между моментами наступления соседних событий наблюдаемого потока 

,0τ),τ()τ(  TkT pp для любого k (индекс T подчеркивает, что плотность вероятности зависит от дли-

тельности мертвого времени). Таким образом, без потери общности момент наступления события kt  

можно положить равным нулю, т.е. 0 . 
Тогда плотность вероятностей )τ(Tp  значений длительности интервала между наступлениями 

соседних событий модулированного синхронного потока, функционирующего в условиях мертвого 
времени, запишется в виде [4]: 
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Пусть 1 2 1 2 3 2 1, , , , 1,2,k k kt t t t t t k           , – последовательность измеренных в ре-

зультате наблюдения за потоком на интервале наблюдения ),( 0 tt значений длительностей  интервалов 

между соседними событиями наблюдаемого потока. Упорядочим величины kτ,,τ,τ 21   по возраста-

нию: )()2()1(
min ττττ k  . Тогда функция правдоподобия, с учетом (1), примет вид 
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Так как часть задачи исследования заключается в построении оценки длительности мертвого вре-

мени T̂ , то согласно методу максимального правдоподобия ее решение есть нахождение глобального 
максимума функции правдоподобия по неизвестному параметру T: 
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Значение T, при котором (2) достигает своего глобального максимума, есть МП-оценка T̂  дли-
тельности мертвого времени. 

В [5] аналитически строго решена оптимизационная задача (2): при любых значениях параметров 
рассматриваемого потока событий 10,10,0α,0α),λλ(0λ0,λ 212121  qp  МП-оценка 

длительности мертвого времени minτˆ МПT . Таким образом, в процессе наблюдения потока событий (в 

течение временного интервала ),( 0 tt ) вычисляются величины nkk ,1,τ  , после чего находится 

nkk ,1,τminτmin   и полагается minτˆ МПT . 

 
3. ММ-оценка длительности мертвого времени 

 
В [3] показано, что модулированный синхронный поток событий, функционирующий в условиях 

мертвого времени, в общем случае является коррелированным потоком. Только в частных случаях по-
ток становится рекуррентным. 

Пусть ,2,1,τ,τ 1211   ktttt kkkkkk , – значения длительностей смежных k-го и k+1-го 

интервалов между соседними событиями наблюдаемого потока ( ,2,1k ). В силу стационарности по-

тока можно положить k = 1 и рассматривать длительности интервалов ,τ 121 tt  ,τ 232 tt  0τ1  , 

0τ2  . Тогда 0τ1   соответствует моменту 1t  наступления события наблюдаемого потока, а 0τ2   

соответствует моменту 2t  наступления следующего события наблюдаемого потока. При этом соответ-

ствующая совместная плотность вероятностей имеет вид 0τ,0τ),τ,τ()τ,τ( 21211  TkkT pp [2]: 
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где 1z , 2z , )τ( kTp определены в (1) для 2,1,ττ  kk . 

Теоретическая ковариация значений 21 τ,τ запишется в виде 
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Подставляя плотность (1) и совместную плотность (3) в интегральную формулу для ковариации 
(4), находим ее явный вид 
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где 1z , 2z  определены в (1), TC  определена в (3). 

Пусть за время наблюдения (в течение временного интервала ),( 0 tt ) реализовалось n интервалов 

1( , ), 1, ,k kt t k n   длительности nkk ,1,τ  . Введем статистику: 

 













 


 1

1

2

1
121 ,τ

1
ττ

1

1
)τ,τ(cov

n

k

n

k
kkk nn

                                             (6) 



71 

которая представляет собой оценку теоретической ковариации (5). Тогда согласно методу моментов 
уравнение моментов, учитывающее коррелированность потока событий, может быть записано в виде 

)τ,τ(cov 21

2

21

12






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

 
TC

zz
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.                                                     (7) 

Подставляя в (7) значение TC , определенное в (3), вводя новую переменную  Tex )( 21   и про-

делывая необходимые выкладки, выражение (7) преобразуется в кубическое уравнение относительно 
переменной x вида 
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                                   (8) 

При решении уравнения (8) определяются три корня 3,2,1, ixi , которые, в свою очередь, задают 

три ММ-оценки длительности мертвого времени: 

3,2,1,ln
ββ

1ˆ
21




 ixT i
(i)
MM . 

Используя полученные выше ММ-оценки ( )ˆ , 1,2,3,i
MMT i   можно определить единственную ММ-

оценку ММT̂  по алгоритму, описанному ниже: 

1. Для заданного набора параметров Tqp ,,,α,α,λ,λ 2121  осуществляется в течение длительности 

tTm   ед. времени интервала наблюдения (интервала моделирования) имитационное моделирова-

ние наблюдаемого потока событий. 

2.  В ходе имитационного моделирования находится оценка ковариации )τ,τ(cov 21


, определенная в  

(6), где 2n  (n – количество наблюдаемых событий потока). 
3. Используя метод Виета, решается кубическое уравнение (8), т.е. находятся три корня 3,2,1, ixi , ко-

торые могут быть как вещественными, так и комплексными. 

4. Если все корни , 1,2,3,ix i   – комплексные, то min
ˆ ММT . 

5. Если среди трех корней , 1,2,3,ix i   выделяется хотя бы один вещественный, то возможны три варианта: 

5.1.  Вещественный корень один – 1x , тогда: 

5.1.1.  Если 01 x , то min
ˆ ММT . 

5.1.2.  Если 01 x , то: 

5.1.2.1. min
ˆ ММT , если (1)

minM̂MT   . 

5.1.2.2. (1)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (1)

min
ˆ0 MMT   . 

5.1.2.3. min
ˆ ММT , если (1)ˆ 0MMT  . 

5.2.  Вещественных корня два – )(, 2121 xxxx  , тогда: 

5.2.1.  Если 021  xx , то min
ˆ ММT . 

5.2.2.  Если 21 0 xx  , то: 

5.2.2.1. min
ˆ ММT , если (2)

minM̂MT   . 

5.2.2.2. (2)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (2)

min
ˆ0 MMT   . 
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5.2.2.3. min
ˆ ММT , если (2)ˆ 0MMT  . 

5.2.3.  Если 210 xx  , то: 

5.2.3.1. min
ˆ ММT , если (2) (1)

min
ˆ ˆ
MM MMT T   . 

5.2.3.2. (2)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (2) (1)

min
ˆ ˆ0 MM MMT T    . 

5.2.3.3. min
ˆ ММT , если (2) (1)

min
ˆ ˆ0MM MMT T    . 

5.2.3.4. (1) (2)ˆ ˆ ˆ( ) / 2ММ MM MMT T T  , если (2) (1)
min

ˆ ˆ0 MM MMT T    . 

5.2.3.5. (1)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (2) (1)

min
ˆ ˆ0MM MMT T    . 

5.2.3.6. min
ˆ ММT , если (2) (1)ˆ ˆ 0MM MMT T  . 

5.3.  Вещественных корня три – )(,, 321321 xxxxxx  , тогда: 

5.3.1.  Если 0321  xxx , то min
ˆ ММT . 

5.3.2.  Если 321 0 xxx  , то: 

5.3.2.1. min
ˆ ММT , если (3)

minM̂MT   . 

5.3.2.2. (3)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3)

min
ˆ0 MMT   . 

5.3.2.3. min
ˆ ММT , если (3)ˆ 0MMT  . 

5.3.3.  Если 321 0 xxx  , то: 

5.3.3.1. min
ˆ ММT , если (3) (2)

min
ˆ ˆ
MM MMT T   . 

5.3.3.2. (3)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3) (2)

min
ˆ ˆ0 MM MMT T    . 

5.3.3.3. min
ˆ ММT , если (3) (2)

min
ˆ ˆ0MM MMT T    . 

5.3.3.4. (2) (3)ˆ ˆ ˆ( ) / 2ММ MM MMT T T  , если (3) (2)
min

ˆ ˆ0 MM MMT T    . 

5.3.3.5. (2)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3) (2)

min
ˆ ˆ0MM MMT T    . 

5.3.3.6. min
ˆ ММT , если (3) (2)ˆ ˆ 0MM MMT T  . 

5.3.4.  Если 3210 xxx  , то: 

5.3.4.1. min
ˆ ММT , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ
MM MM MMT T T    . 

5.3.4.2. (3)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ0 MM MM MMT T T     . 

5.3.4.3. min
ˆ ММT , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ0MM MM MMT T T     . 

5.3.4.4. (2) (3)ˆ ˆ ˆ( ) / 2ММ MM MMT T T  , если (3) (2) (1)
min

ˆ ˆ ˆ0 MM MM MMT T T     . 

5.3.4.5. (2)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ0MM MM MMT T T     . 

5.3.4.6. min
ˆ ММT , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ0MM MM MMT T T     . 

5.3.4.7. (1) (2) (3)ˆ ˆ ˆ ˆ( ) / 3ММ MM MM MMT T T T   , если (3) (2) (1)
min

ˆ ˆ ˆ0 MM MM MMT T T     . 

5.3.4.8. (1) (2)ˆ ˆ ˆ( ) / 2ММ MM MMT T T  , если (3) (2) (1)
min

ˆ ˆ ˆ0ММ MM MMT T T     . 

5.3.4.9. (1)ˆ ˆ
ММ MMT T , если (3) (2) (1)

min
ˆ ˆ ˆ0MM MM MMT T T     . 

5.3.4.10. minМ̂МT   , если (3) (2) (1)
min

ˆ ˆ ˆ 0MM MM MMT T T     . 

В результате работы алгоритма выбирается один из вышеописанных вариантов, который опреде-

ляет единственную ММ-оценку ММT̂  длительности мертвого времени. 

 
4. Численное сравнение МП- и ММ-оценок 

 
Для получения статистических результатов разработан алгоритм вычисления МП- и ММ-оценок, ко-

торый реализован на языке программирования C# в среде программирования Microsoft Visual Studio C#.  
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Программа расчета состоит из трех этапов. На первом этапе осуществляется имитационное моде-
лирование рассматриваемого модулированного синхронного дважды стохастического потока событий, 
функционирующего в условиях мертвого времени (при заданных параметрах моделирования 

Tqp ,,,α,α,λ,λ 2121 ). Сам алгоритм имитационного моделирования в данной работе не приводится; 

хотя он достаточно трудоемок, но никаких принципиальных сложностей не представляет. Результатом 
работы имитационной модели является последовательность значений длительности интервалов между 
моментами наступления соседних событий наблюдаемого потока  ,3,2,τ,τ,τ 21 nn ( nnn tt  1τ , 

где 1nt  – последнее наблюдаемое событие на интервале моделирования mT ). 

Второй этап расчета заключается в нахождении численных значений МП- и ММ-оценок рассмат-
риваемого потока. Опишем сокращенный алгоритм программной реализации второго этапа расчета:  

1. На основании последовательности 1 2, , , 2,3, ,n n      находится МП-оценка 

minτˆ МПT  ( nkk ,1,τminτmin  ). 

2. Вычисляется оценка ковариации (6). 
3. Методом Виета находятся корни , 1,2,3,ix i   кубического уравнения (8), на основании ко-

торых вычисляются три ММ-оценки ( )ˆ , 1,2,3i
MMT i  . 

4. Реализуется алгоритм нахождения единственной ММ-оценки ММT̂ . 

Третий этап расчета заключается в сравнении качества МП- и ММ-оценок путем проведения ста-
тистического эксперимента: 

1. Для заданного набора параметров Tqp ,,,α,α,λ,λ 2121  осуществляется моделирование 

наблюдаемого потока событий на интервале моделирования mT  для каждого j-го экспе-

римента, Nj ,1 . 

2. В каждом j-м эксперименте вычисляются значения МП- и ММ-оценок ( )ˆ j
МПT , ( )ˆ j

MMT , Nj ,1 . 

3. В каждом j-м эксперименте вычисляются значения величин ( ) ( ) 2ˆ ˆ( )j j
МП МПT T T   , 

( ) ( ) 2ˆ ˆ( )j j
ММ ММT T T   , Nj ,1 , где T – истинное значение мертвого времени, известное из 

имитационной модели. 
4. Осуществляется повтор шагов 1–3 N раз. 

Результатом третьего этапа расчета являются две выборки:  (1) (2) (N)ˆ ˆ ˆ, ,МП МП МПT T T   ,

 (1) (2) (N)ˆ ˆ ˆ, ,ММ ММ ММT T T   , используя которые вычисляются выборочные вариации полученных оценок: 

( ) ( )

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ(1 / ) , (1 / ) .
N Nj j

МП МMМП МM
j j

V N T V N T
 

      

Сравнивая значения выборочных вариаций, решается, какая из оценок при заданных параметрах 

Tqp ,,,,,λ,λ 2121   лучше, а какая хуже: если МММП VV ˆˆ  , то МП-оценка лучше ММ-оценки, в про-

тивном случае ММ-оценка лучше МП-оценки. Стоит отметить, что по определению при заданном вре-
мени моделирования mT  МП-оценка будет всегда смещенная ( Tminτ ). Вариант, когда МП-оценка не-

смещенная, реализуется только в асимптотическом случае, когда mT . 

Результаты статистического эксперимента приведены в табл. 1−6. В первой строке таблиц указана 
длительность имитационного моделирования mT , причем mT  изменяется от 10 до 50 с шагом 10 ед. вре-

мени в табл. 1−3, в табл. 4−6 mT  изменяется от 600 до 1000 с шагом 100 ед. времени. Во второй и треть-

ей сроках таблиц для каждой длительности имитационного моделирования mT  приведены численные 

значения для выборочных вариаций МП- и ММ-оценок МПV̂  и ММV̂  соответственно. В четвертой строке 

каждой из таблиц приведены численные значения разности МММП VV ˆˆ  . Численные результаты во всех 

таблицах получены для N = 100 (N – количество экспериментов). 
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Т а б л и ц а  1  

Результаты эксперимента при 2λ1  , 1λ 2  , p = 0,5, q = 0,4, 03,0α1  , 03,0α 2  , T = 0,5 
 

mT  10 20 30 40 50 

МПV̂  0,08936555 0,02139580 0,00190583 0,00114900 0,00128956 

ММV̂  0,08919526 0,02131419 0,00190530 0,00114900 0,00445481 

МММП VV ˆˆ   0,00170293 0,00008161 0,00000052 0 –0,00316525 
 

Т а б л и ц а  2 

Результаты эксперимента при 1λ1  , 5,0λ 2  , p = 0,4, q = 0,2, 05,0α1  , 05,0α 2  , T = 0,7 
 

mT  10 20 30 40 50 

МПV̂  0,90196699 0,12758867 0,040312912 0,02378204 0,00815925 

ММV̂  0,90034098 0,12616512 0,038268349 0,02355205 0,00812320 

МММП VV ˆˆ   0,00162600 0,00142355 0,002044563 0,00229987 0,00003605 
 

Т а б л и ц а  3 

Результаты эксперимента при 5,1λ1  , 9,0λ 2  , p = 0,4, q = 0,3, 02,0α1  , 02,0α 2  , T = 0,2 
 

mT  10 20 30 40 50 

МПV̂  0,04937792 0,00691690 0,00299561 0,00132811 0,00104303 

ММV̂  0,04930285 0,00690571 0,00296747 0,00126077 0,00103060 

МММП VV ˆˆ   0,00007507 0,00001118 0,00002814 0,00006734 0,00001243 
 

Т а б л и ц а  4 

Результаты эксперимента при 2λ1  , 1λ 2  , p=0,5, q=0,4, 03,0α1  , 03,0α 2  , T = 0,5 
 

mT  600 700 800 900 1000 

МПV̂  0,00000410 0,00000405 0,00000304 0,00000225 0,00000151 

ММV̂  0,00314312 0,00460004 0,00594022 0,00305194 0,00614238 

МММП VV ˆˆ   –0,00313901 –0,00459599 –0,00593717 –0,00304969 –0,00614086 
 

Т а б л и ц а  5 

Результаты эксперимента при 1λ1  , 5,0λ 2  , p = 0,4, q = 0,2, 05,0α1  , 05,0α 2  , T = 0,7 
 

mT  600 700 800 900 1000 

МПV̂  0,00009986 0,00006699 0,00003027 0,00003759 0,00002732 

ММV̂  0,00875014 0,00404040 0,00710656 0,00359553 0,00014134 

МММП VV ˆˆ   –0,00865027 –0,00397328 –0,00707628 –0,00355793 –0,00011401 

 
Т а б л и ц а  6  

Результаты эксперимента при 5,1λ1  , 9,0λ 2  , p = 0,4, q = 0,3, 02,0α1  , 02,0α 2  , T = 0,2 

 

mT  600 700 800 900 1000 

МПV̂  0,00000638 0,00000349 0,00000335 0,00000166 0,00000137 

ММV̂  0,00000638 0,00000349 0,00103220 0,00002244 0,00002016 

МММП VV ˆˆ   0 0 –0,00102884 –0,00002078 –0,00001879 
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Анализ результатов, полученных в ходе статистического эксперимента, показывает, что при до-
статочно малом времени моделирования mT  ( 50,40,30,20,10mT  ед. времени) ММ-оценки длительно-

сти мертвого времени лучше МП-оценок длительности мертвого времени (см. табл. 2, 3) либо, по край-
ней мере, не хуже их (см. табл. 1). Это вполне объяснимо, так как при малом времени наблюдения МП-

оценка МПT̂  может быть достаточно сильно смещенной относительно Т. При достаточно большом вре-

мени моделирования mT  ( mT  600, 700, 800, 900, 1000 ед. времени) МП-оценки лучше ММ-оценок 

(табл. 4−6), что вполне естественно, так как при увеличении времени наблюдения за потоком смещение 

МП-оценки МПT̂  относительно Т уменьшается. 

 
Заключение 

 
Анализ проведенного исследования оценок длительности мертвого времени Т на базе метода мак-

симального правдоподобия и метода моментов позволяет сделать вывод о том, что при малом времени 

наблюдения за потоком предпочтительнее применять метод моментов и использовать ММ-оценку ММT̂ , 

при большом времени наблюдения за потоком – МП-оценку МПT̂ . Границу применения той или иной 

оценки при заданных параметрах потока Tqp ,,,,,λ,λ 2121   следует определять для каждого случая 

отдельно путем имитационного моделирования. 
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One considers the modulated synchronous twice stochastic flow of events, which rate is piecewise constant random process λ( )t  

with two states: 1 2 1 2λ ,λ (λ λ 0)  . The time when process λ( )t  is staying in i-state has exponential probability distribution function 

with the parameter α , 1,2i i  . During the time random interval when  λ( ) λit  , there is the Poisson flow with the rate λ , 1,2i i  . 
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A state transition of process λ( )t occurs in the moment of  the Poisson flow event arrival, moreover, the passing from the first to the 

second state is realized with probability p, the passing from the second to the first state is realized with probability q.  
The flow functions in conditions of dead time, which is one of the falsifying factors of state and parameter estimation of the flow. 

After each registered event, there is the time of fixed duration T (dead time), during which another flow events is inaccessible for obser-
vation. Now consider the nonextendable dead time, that is all events, which happen during dead time interval without its prolongation. 
At the end of the period duration of the dead time, the first happened event creates dead time period of duration T again and etc. Note 
that for the flow, which functions in dead time conditions, events are observable if they did not get into dead time interval (events which 
cause its approach). For the flow which functions in dead time absence all events are observable. 

One of confounding factor during the flow state and parameter estimation is dead time of recording device, which is generated by 
observable flow event occurrence. All other events occurred during the dead time interval are not accessible for observation. 

The main purpose of the research work is to obtain dead time period estimator T̂  using the maximum likelihood method and meth-
od of moments (ML-estimators and MM-estimators respectively) and to compare these estimators.  

During the investigation it was obtained that ML-estimator of dead time period duration takes a value ˆ min , 1,m kT k n     . It 

means that the solution of optimization problem is the dead time estimate ˆ
mT   . Also,  it was designed an algorithm of the single 

MM-estimator obtaining. On the base of these methods it was realized a computing program and it was made a statistical experiment 

during which for different values of input flow parameters 1 2 1 2λ ,λ , , , , ,p q T   there was computed the values of ML-estimates 

(j)
МПT̂  and MM-estimates (j)

МП
ˆ ,T  1,j N  (N is a number of experiment steps). For the values obtained there are calculated the values of 

sample variances (j) 2
МП

1

ˆ ˆ(1/ ) (T ) ,
N

МП
j

V N T


   (j) 2
ММ

1

ˆ ˆ(1/ ) (T )
N

МM
j

V N T


  , 1,j N . Then it was chosen which of estimates is 

better: if  МММП VV ˆˆ   then ML-estimate is better than MM-estimate, otherwise MM-estimate is better than ML-estimate. 
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Статья продолжает серию публикаций, посвященных представлению «IS-THE»-отношений в модели данных 
«Сущность – Связь – Отображение». Она повествует о наиболее часто встречающейся при моделировании дан-
ных разновидности этих отношений – родовидовых отношениях – и об образуемых из них «IS-THE»-кластерах. 
Освещаются условия, при которых их необходимо использовать, и предлагаются две методики проектирования 
кластеров в семантических моделях данных – сверху вниз (методом специализации) и снизу вверх (методом ге-
нерализации). 
Ключевые слова: «IS-THE»-отношение; «IS-THE»-кластер; специализация; генерализация; семантическая мо-
дель данных; ERM-модель. 
 

Важным элементом семантики данных являются так называемые «IS-A»-отношения (отношения 
«ЕСТЬ-НЕКОТОРЫЙ»). Они традиционно применялись в системах управления знаниями [1]. С появ-
лением в конце прошлого века семантической модели Enhanced/Extended Entity-Relationship Model 
(EERM) [2] эти отношения стало возможным представлять и при моделировании данных. Во время син-
теза ERMM была предпринята попытка переосмыслить этот феномен [3]. Основным принципом явля-
лось следование безупречным логическим канонам при сохранении той функциональности, которая 
востребована в моделировании данных. 

В ходе исследований было введено понятие «IS-THE»-отношения (отношения «ЕСТЬ-ЭТОТ»), 
более подходящее к моделированию данных. Рассмотрение частных случаев этого отношения привело к 
образованию производных понятий «IS-THE»-кластера и «IS-THE»-категоризации, являющихся анало-
гами известных структур данных – специализации и категоризации [4]. 

Настоящая статья посвящена подробному описанию «IS-THE»-кластеров. После краткого напо-
минания об этом понятии будет проведен анализ предпосылок их использования при моделировании 
данных. Во второй части статьи предлагаются две методики проектирования «IS-THE»-кластеров: свер-
ху вниз (метод специализации) и снизу вверх (метод генерализации). Реализация этих методик предпо-
лагает определение как самих структур данных, так и ограничений целостности, накладываемых на них. 

 
1. Понятие «IS-THE»-кластера 

 
Два элемента объемов разных понятий связаны «IS-THE»-отношением (отношением «ЕСТЬ-ЭТОТ») 

тогда и только тогда, когда они представляют один и тот же объект предметной области (ПрО). «IS-THE»-
отношение – это бинарное 1:1-отношение, определяющее пару взаимообратных функциональных «IS-
THE»-отображений. В этом отношении (и отображениях) участвуют либо непосредственно объекты ПрО, 
либо их абстракции – данные [4]. Если известные трактовки «IS-A»-отношения связывают класс с объектом 
или класс с классом [5], то в «IS-THE»-отношения вступают объекты. 

В максимально обобщенном понимании «IS-THE»-отношение позволяет указывать в каком-то 
смысле «близость» понятий: понятия близки, если найдется хотя бы один объект, подпадающий под оба 
эти понятия. «IS-THE»-отношение в таком варианте определяет два частичных функциональных отоб-
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ражения. Если рассматривать два понятия, одно из которых является обобщением другого, то «IS-
THE»-отношение становится родовидовым отношением. «IS-THE»-отображение из объема родового 
понятия (суперкласса) в объем видового (подкласса) по-прежнему частичное функциональное. А вот 
«IS-THE»-отображение из подкласса в суперкласс стало полным функциональным. 

«IS-THE»-кластер (или просто кластер) – это система классов, построенная для ограничений 
(возможно, единственного ограничения) понятия одного и того же суперкласса, такая, что все понятия 
подклассов используют в своих основаниях выделения одно и то же отображение. Основание выделе-
ния подкласса – это видовое отличие объектов этого подкласса, которое представляет собой дополни-
тельное условие содержания понятия подкласса. Единство отображения в основаниях выделения под-
классов означает для дихотомического деления разбиение на подклассы в зависимости от наличия и 
отсутствия образов у элементов суперкласса при одном и том же отображении, для деления по видоиз-
менению основания – объединение в подклассы элементов суперкласса, имеющих совпадающие образы 
при одном и том же отображении. 

Такие отображения можно назвать дискриминирующими, ведь именно эти признаки объектов су-
перкласса определяют их попадание в подклассы. В этом качестве могут использоваться любые призна-
ки – свойства, характеристики объектов, отношения с другими объектами. Прообразами таких отобра-
жений являются объекты суперкласса или их абстракции, а роль образов играют истинностные значе-
ния, произвольные значения и другие объекты (абстракции) соответственно. 

Понятие «IS-THE»-кластера совпадает по смыслу с понятием двухуровневой специализации, под-
классы которой образованы в соответствии с одним и тем же основанием. Например, рассмотрим спе-
циализацию людей на мужчин и женщин (рис. 1). Видовое отличие мужчин – «Пол = ‘мужской’», жен-
щин – «Пол = ‘женский’». И в том и в другом случае используется одно и то же отображение (Пол). От-
личаются объекты подклассов только своими образами при этом отображении. 

 

 
 

Рис. 1. «IS-THE»-кластер в расширенной графической нотации ERMM 
 

Несколько слов о расширенной графической нотации ERMM. «IS-THE»-кластер обозначается с 
помощью треугольника, с вершиной которого соединяется суперкласс кластера, а с основанием – под-
классы. 

Основание деления обозначается в виде прямоугольной трапеции, от которой отходят как минимум 
три ребра: одно – к отображению (вершина в виде стрелки), на основании которого делится суперкласс, 
второе – к треугольнику «IS-THE»-кластера, третье ребро – к подклассу. В зависимости от количества 
подклассов кластера, выделяемых по данному основанию, будет меняться и количество ребер, инцидент-
ных трапеции. Также каждое ребро к подклассу имеет пометку: в случае дихотомического деления – exists 
(образ существует) или not exists (образ отсутствует), в случае деления по видоизменению основания – 
значение образа отображения-основания для соответствующего подкласса. 

Последовательно применяя операцию деления к полученным на предыдущем шаге видовым по-
нятиям, можно построить иерархию кластеров (когда нет классов, входящих в качестве подклассов в 
разные кластеры) или граф кластеров (в противном случае). Далее в этой статье речь пойдет в основном 
лишь о двухуровневом варианте графа, состоящем из одного «IS-THE»-кластера. В случае необходимо-
сти предлагаемые для этого случая процедуры следует многократно повторить, что приведет к построе-
нию произвольного графа кластеров. 
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Каждый «IS-THE»-кластер определяет полное функциональное «IS-THE»-отображение  между 
объединением объемов видовых понятий и объемом родового понятия. Также действует полное функ-
циональное «IS-THE»-отображение  между каждым из классов видовых понятий и классом родового 
понятия. Подавляющее большинство «IS-THE»-отношений, представляющих интерес при построении 
БД, определяется «IS-THE»-кластерами и подразумевает полное наследование родительских признаков 
(атрибутов и связей) объектами дочерних понятий. То есть эти признаки на видовом уровне не деклари-
руются, а предполагаются. 

Характер отображения между объемом родового понятия и объединением объемов видовых по-
нятий определяет ставшую традиционной типизацию «IS-THE»-кластеров. Если это отображение – 
полное функциональное, кластер является полным непересекающимся. Если оно – частичное функцио-
нальное, кластер является частичным непересекающимся. Если отображение между объемом родового 
понятия и объединением объемов видовых понятий – полное нефункциональное, кластер является пол-
ным пересекающимся. Если это отображение – неограниченное, кластер является частичным пересека-
ющимся. 

Ограничения целостности, связанные с кластерами, графически задаются следующим образом. 
Пересекающиеся кластеры помечаются двумя перекрещивающимися отрезками внутри треугольника, 
непересекающиеся – двумя параллельными отрезками. В случае полного кластера граница треугольни-
ка двойная, иначе – одинарная. 

В нашем примере (см. рис. 1) кластер, который делит множество всех людей на мужчин и жен-
щин, будет полным непересекающимся. 

 
2. Предпосылки использования «IS-THE»-кластеров 

 
Повествуя о специализациях (более широко распространенных аналогах «IS-THE»-кластеров), 

известные авторы выделяют многочисленные доводы в пользу их создания. 
Дж. Смит и Д. Смит считают, что «польза от такой дисциплины структурирования заключается в 

следующем: 
– могут быть эффективно интегрированы абстракции, имеющие отношение к различным пользо-

вателям базы данных, и они могут поддерживаться совместно; 
– при различных видах эволюционных изменений может обеспечиваться стабильность моделей 

(иногда называемая независимостью данных); 
– без значительной утраты интеллектуальной управляемости могут поддерживаться сильно 

структурированные модели; 
– может быть разработан более семантический подход к проектированию баз данных; 
– становятся возможными более эффективные реализации, поскольку может быть сделано больше 

предположений относительно структуры верхнего уровня» [6. С. 107]. 
Введение специализаций обеспечивает повышенную стабильность схемы в процессе развития ба-

зы данных. Изменения атрибутов или множеств связей множества сущностей суперкласса не приведут к 
изменению множеств сущностей подклассов. Так же как и изменения во множестве сущностей одного 
или нескольких подклассов  не повлияют на множество сущностей суперкласса.  

Схема может иметь слишком много атрибутов и множеств связей в рамках некоторого множества 
сущностей. В подобных случаях можно обеспечить понимание схемы путем введения специализации. 
Специализация позволяет вынести часть атрибутов и множеств связей в подклассы без их дублирова-
ния. 

По мнению Т. Халпина и Т. Моргана, «основная причина использования специализации – это 
определение связанного с ней набора ограничений целостности. Кроме этого, благодаря введению спе-
циализации, можно показать, что атрибуты или множества связей уникальны или обязательны для кон-
кретного подкласса» [7. С. 238].  

Ну и, наконец, «специализация приводит к исключению большого количества неопределённых 
значений в атрибутах при занесении данных в БД» [8. С. 148]. 
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При построении схемы данных люди используют два разных подхода – сверху вниз и снизу 
вверх. При первом подходе проектировщик выделяет в ПрО сначала сложные высокоуровневые типы 
объектов, а затем методами декомпозиции и специализации порождает более простые типы, представ-
ляющие интерес с точки зрения бизнес-процессов ПрО. Сторонники второго подхода идут от конкрет-
ных явлений ПрО, классифицируют их в типы данных, строят агрегаты знаков и типов и таким образом 
тоже порождают структуру данных ПрО. 

Неудивительно, что и для кластеров предусмотрен как метод специализации, так и метод генера-
лизации. Первый метод отталкивается от наличия структуры для суперкласса и порождает необходи-
мый набор структур подклассов, второй, имея изначально структуры подклассов, строит структуру для 
суперкласса. Естественно, что для обоих случаев существуют свои предпосылки создания «IS-THE»-
кластера. 

Когда спроектирована структура только для суперкласса, определить потребность в его специали-
зации и выделении отдельных структур для подклассов можно по следующим признакам: 

– суперкласс «раздут» от множества опциональных атрибутов и связей; 
– часть опциональных атрибутов и связей задается только при соответствии экземпляра класса 

одному условию из фиксированного набора условий; 
– при несоответствии экземпляра суперкласса ни одному из условий задаются только обязатель-

ные атрибуты и связи. 
Необходимым условием проектирования «IS-THE»-кластера снизу вверх является наличие в схе-

ме данных классов, чьи понятия близки (в соответствии с данным ранее определением). И далее возни-
кает вопрос, стоит ли объединить эти классы в один или несколько кластеров или оставить их несвязан-
ными. 

Создание «IS-THE»-кластеров в этом случае оправдано, если: 
– в бизнес-процессах ПрО есть потребность в объединении экземпляров различных, но близких 

понятий; 
– один и тот же объект ПрО представлен данными в нескольких классах, и необходимо восста-

навливать единство этого объекта. 
Следует отметить, что при построении семантической схемы не принимается никаких решений по 

повышению эффективности реализации БД. Это задача последующих этапов проектирования. А вот 
обеспечение соответствующих методик и механизмов полной информацией для принятия адекватного 
решения – задача этапа первоначальной фиксации семантики ПрО. Поэтому если в ней имеются «IS-
THE»-отношения, которые могут понадобиться в моделируемых бизнес-процессах, смело проектируйте 
соответствующие структуры. Способы их реализации в БД могут быть самыми разными, включая и 
максимально эффективный. 

 
3. Правила проведения специализаций 

 
Возьмем в качестве примера проведения специализации ситуацию в академической ПрО. 

К моменту принятия решения о проектировании «IS-THE»-кластера текущих контрольных точек (КТ) 
был создан фрагмент ERM-схемы, приведенный на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. ERM-схема до специализации 
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Эта схема отражает структуры данных, необходимые для планирования текущих КТ по учебным 
дисциплинам. Эти КТ проводятся в специально отведенные для этого контрольные недели. При проек-
тировании структур под необходимую для проведения КТ информацию было обнаружено, что КТ одно-
го типа нуждаются в одних структурных компонентах, КТ второго типа – в других, а КТ третьего типа – 
в третьих. Так, для лабораторной работы требуется определить задание на работу, для контрольной ра-
боты – формулировку запроса на поиск данных, а для тестов – указать до 10 тестовых заданий с текстом 
вопроса и альтернативами ответов к каждому заданию. 

Если все эти потребности реализовать как отображения класса КОНТРОЛЬНАЯ ТОЧКА, будет 
много редко используемых структур, по большей части заполняемых в БД неопределенными значения-
ми. Налицо первые два признака, указывающие на необходимость специализации класса КОНТРОЛЬ-
НАЯ ТОЧКА. 

Если при проектировании ERM-схемы ПрО принято решение, что специализацию использовать 
необходимо, то при ее проведении проектировщик может придерживаться следующей методики. 

1. Выбрать класс, который будет являться суперклассом «IS-THE»-кластера, определить все его 
отображения в другие классы. 

В нашем примере суперклассом является класс КОНТРОЛЬНАЯ ТОЧКА. Кроме показанных на 
рис. 2 полностью определенных отображений Учебная дисциплина, Контрольная неделя, Название и 
Тип КТ у этого класса есть опциональные отображения Задание на лабораторную работу, Формулиров-
ка запроса и Тестовое задание (для упрощения рисунка они не показаны). 

2. Сгруппировать отображения по совпадению их областей определения: в одну группу попадут 
отображения, определенные на всем суперклассе, остальные группы отображений будут определены на 
некоторых подмножествах суперкласса. 

Некоторые авторы считают, что критерием разбиения атрибутов на группы является обязатель-
ность значения для элементов подмножества. Но ведь до какого-то момента у объекта может не быть 
образа, позже он может появиться. Таким образом, атрибут остается опциональным, но приписывается 
к группе, в подмножество которой входит указанный объект. Решающими становятся потенциальная 
возможность наличия образа для объектов подмножества и отсутствие такой возможности у объектов, 
не принадлежащих этому подмножеству. А это фактически и есть нахождение области определения 
отображения (ООО). 

Полностью определенные отображения Учебная дисциплина, Контрольная неделя, Название и 
Тип КТ естественно сформируют группу отображений с ООО в виде всего суперкласса КОНТРОЛЬ-
НАЯ ТОЧКА. ООО Задание на лабораторную работу – множество КТ типа сдача лабораторной работы; 
ООО Формулировка запроса – множество КТ типа написание контрольной работы; ООО Тестовое зада-
ние – множество КТ типа сдача теста. 

3. Указать для каждого подмножества вид выделения (дихотомическое или по видоизменению 
основания). Определить, экземпляры какого отображения суперкласса порождают каждое подмноже-
ство. Это отображение является дискриминирующим для создаваемого «IS-THE»-кластера. В случае 
деления по видоизменению основания каждому подмножеству сопоставить характерный для него образ 
дискриминирующего отображения. 

Подмножества могут образовываться по принципу дихотомии (у объектов одного подмножества 
образ есть, у объектов другого – нет) или по совпадению образов. В первом случае выделяется один 
(когда подмножество не имеющих образа объектов не создается) или два подмножества, во втором – 
несколько. При наличии в кластере одного подкласса он фактически представляет операцию ограниче-
ния понятия. 

Если все подмножества, сформированные на втором шаге, порождаются одним и тем же отобра-
жением, продолжаем выполнять шаги методики, в результате будет построен один «IS-THE»-кластер. 
В противном случае для представления всех имеющихся «IS-THE»-отношений необходимо построить 
несколько «IS-THE»-кластеров, расположенных друг относительно друга либо горизонтально (у них 
один и тот же суперкласс), либо вертикально (подкласс одного кластера является суперклассом друго-
го), либо горизонтально и вертикально одновременно. Обсуждение этого случая отложим до конца ме-
тодики. 
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В нашем примере все подмножества выделяются в соответствии с одним дискриминирующим 
отображением Тип КТ. Значит, в ходе проектирования будет образован один «IS-THE»-кластер. Трем 
сформированным подмножествам соответствуют образы дискриминирующего отображения Тип КТ в 
виде строк «ЛР», «КР», «ТЕСТ». 

4. У суперкласса остаются только отображения его группы. Каждое выделенное на втором шаге 
подмножество становится подклассом построенного «IS-THE»-кластера. Этот подкласс является ООО 
всех отображений соответствующей группы. 

Отображения Учебная дисциплина, Контрольная неделя, Название и Тип КТ остаются на уровне 
суперкласса КОНТРОЛЬНАЯ ТОЧКА. Подкласс СДАЧА ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ будет опреде-
лять отображение Задание на лабораторную работу, подкласс НАПИСАНИЕ КОНТРОЛЬНОЙ РАБО-
ТЫ – отображение Формулировка запроса, а подкласс СДАЧА ТЕСТА – отображение Тестовое задание. 

5. Определить ограничения целостности для построенного «IS-THE»-кластера и отображений 
подклассов. 

Если дискриминирующее отображение – полностью определенное и в кластере сформированы 
подклассы для всех возможных его образов, кластер будет полным; если это отображение к тому же 
функционально, кластер будет полным непересекающимся, если не функционально, кластер будет пол-
ным пересекающимся. Если дискриминирующее отображение – не полностью определенное или у него 
есть образы без подклассов, кластер будет частичным; если это отображение к тому же функционально, 
кластер будет частичным непересекающимся. При нефункциональном дискриминирующем отображе-
нии в ряде случаев также возможно непересечение подклассов, но чаще кластер будет пересекающимся. 

В примере отображение Тип КТ – полное функциональное, и все его образы порождают подклас-
сы, следовательно, получившийся кластер полный и непересекающийся, что и отражено в ERM-схеме 
на рис. 3. Как и ранее, в схеме не нашли отражения отображения подклассов. Но следует отметить, что 
опциональные на уровне суперкласса КОНТРОЛЬНАЯ ТОЧКА отображения Задание на лабораторную 
работу, Формулировка запроса и Тестовое задание стали обязательными на уровне его подклассов. 
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, 1

)

(0
, M

)

 
 

Рис. 3. ERM-схема после специализации 
 

Ситуацию с несколькими различными основаниями выделения подмножеств суперкласса пояс-
ним на примере различных ролей, которые играют люди в академической ПрО. В этой ПрО все люди 
делятся на тех, кто ведет занятия, тех, кто посещает эти занятия, и тех, кто делает и то и другое. Первых 
назовем преподавателями, вторых – студентами, а третьих – преподающими студентами. 

При проведении специализации всех людей вуза (суперкласс ЧЕЛОВЕК) в первую группу отоб-
ражений (уровень суперкласса) попадут такие общие для всех людей отображения, как Фамилия, Имя, 
Дата рождения, Пол и т.д. Подмножество преподавателей будет ООО таких отображений, как Дата 
принятия на работу, Должность, Степень, Звание, Педагогический стаж. Подмножество студентов будет 
ООО таких отображений, как Дата поступления, Академическая специальность, Группа, Средний кре-
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дитный балл. Подмножество преподающих студентов специфических отображений не имеет (хотя, в 
принципе, они могли бы быть) и представляет собой пересечение подмножеств преподавателей и сту-
дентов. 

Подмножество преподавателей выделено методом дихотомии на основании наличия у людей об-
раза отображения Дата принятия на работу. Подмножество студентов выделено методом дихотомии на 
основании наличия у людей образа отображения Дата поступления. Объекты третьего подмножества 
имеют образы обоих отображений. Различия оснований выделения говорят о том, что нельзя обойтись 
одним «IS-THE»-кластером. 

В этом случае необходимо построить четыре кластера, каждый из которых фактически будет 
представлять ограничение: понятия ЧЕЛОВЕКА – до понятия ПРЕПОДАВАТЕЛЯ, понятия ЧЕЛОВЕ-
КА – до понятия СТУДЕНТА, понятия ПРЕПОДАВАТЕЛЯ – до понятия ПРЕПОДАЮЩЕГО СТУ-
ДЕНТА и понятия СТУДЕНТА – до понятия ПРЕПОДАЮЩЕГО СТУДЕНТА. Полученная «ромбовид-
ная» структура отражает граф кластеров, так как подкласс ПРЕПОДАЮЩИЙ СТУДЕНТ является под-
классом двух кластеров. 

 
4. Правила проведения генерализаций 

 
Пример для проведения генерализации возьмем из ПрО функционирования поликлиники. В схеме 

данных этой ПрО, помимо прочего, есть класс ПАЦИЕНТ с отображениями Фамилия, Пол, Регистрация 
в поликлинике, Консультация у врача и класс ВРАЧ с отображениями Фамилия, Пол, Врачебная специ-
альность, Консультация пациента (рис. 4). Для большинства бизнес-процессов поликлиники потребно-
сти в наличии «IS-THE»-отношения между сущностями типов ПАЦИЕНТ и ВРАЧ не возникает. Пред-
положим, что иногда встает задача определения тех врачей, к которым в случае болезни обращаются 
сами врачи. Для решения этой задачи необходимо связать сущности типов ПАЦИЕНТ и ВРАЧ «IS-
THE»-отношением. Можно предусмотреть для этого частное решение в виде соответствующего бинар-
ного множества связей. Но если аналогичные задачи приходится решать еще и с классами ОБСЛУЖИ-
ВАЮЩИЙ ПЕРСОНАЛ и АДМИНИСТРАТОР, имеет смысл обобщить все объекты этих типов до 
класса ЧЕЛОВЕК и представить исходные классы как его подклассы. Это и позволяет проделать гене-
рализация. При этом мы восстанавливаем единство объектов ПрО, разбитых на свои многочисленные 
абстракции-сущности разных типов. Другим мотивом генерализации в нашем примере может быть по-
требность в предоставлении общего списка сотрудников поликлиники независимо от должности. 

 

 
 

Рис. 4. ERM-схема до генерализации 
 

Если при проектировании ERM-схемы ПрО принято решение о необходимости обобщения неко-
торых классов близких понятий до их общего класса-предка, то для проведения генерализации проек-
тировщик может придерживаться следующей методики. 

1. Найти ближайшее общее понятие-предок. В нашем случае таким обобщающим пациентов и 
врачей понятием будет понятие ЧЕЛОВЕК. 

2. Определить видовое отличие каждого исходного понятия-потомка и участвующее в нем отоб-
ражение. 
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Если во всех видовых отличиях фигурирует одно и то же отображение и в случае дихотомии для 
одного понятия-потомка его образ присутствует, а для другого – отсутствует, а в случае видоизменения 
основания понятия-потомки отличаются образами, это отображение является дискриминирующим и со-
здается один «IS-THE»-кластер. Для этого варианта продолжаем выполнение методики. Если у понятий-
потомков в видовых отличиях участвуют разные отображения, для представления всех имеющихся «IS-
THE»-отношений необходимо построить несколько «IS-THE»-кластеров, расположенных друг относи-
тельно друга либо горизонтально, либо вертикально, либо горизонтально и вертикально одновременно. 
При этом рассуждать надо примерно так же, как и в аналогичном случае методики специализации. 

Характерным для пациентов признаком является наличие регистрации в поликлинике, отличи-
тельная особенность врачей – одна или несколько врачебных специальностей. Первое понятие-потомок 
образуется методом дихотомии с помощью отображения Регистрация в поликлинике, второе – анало-
гичным методом с использованием отображения Врачебная специальность. Соответственно, в нашем 
случае необходимо построить два «IS-THE»-кластера суперкласса ЧЕЛОВЕК, в каждом из которых по 
одному подклассу – ПАЦИЕНТ и ВРАЧ. 

3. Если у дискриминирующего отображения не все варианты образов соответствуют исходным 
понятиям-потомкам, необходимо подумать, не добавить ли в схему соответствующие подклассы. 

Для нашего примера отсутствующие подклассы людей, не являющихся пациентами, и людей, не 
являющихся врачами, с одной стороны, не представляют интереса для задач ПрО, с другой стороны, 
легко получаются с помощью операции разности. 

4. Создать суперкласс и перенести на уровень суперкласса все общие отображения подклассов, 
включая дискриминирующее отображение.  

Суперкласс ЧЕЛОВЕК будет являться ООО отображений Фамилия, Пол, Регистрация в поликли-
нике и Врачебная специальность. Подкласс ПАЦИЕНТ будет определять отображение Консультация у 
врача, а подкласс ВРАЧ – отображение Консультация пациента (см. рис. 5). 

5. Определить ограничения целостности для построенного «IS-THE»-кластера и для отображений 
суперкласса в соответствии с шагом 5 методики специализации. 

Кластер, построенный методом дихотомии с отсутствующим одним из подклассов, всегда ча-
стичный и непересекающийся. В нашем примере такими будут оба построенных «IS-THE»-кластера 
(рис. 5). Дискриминирующие отображения Регистрация в поликлинике и Врачебная специальность, 
бывшие обязательными для подклассов, становятся опциональными при переносе их на уровень супер-
класса. 
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Рис. 5. ERM-схема после генерализации 
 

Мы рассмотрели две методики создания «IS-THE»-кластеров – метод специализации, когда име-
ется суперкласс и создаются подклассы, и метод генерализации, при котором, наоборот, исходными яв-
ляются подклассы и продуцируется суперкласс. Редко, но встречается ситуация, когда все классы уже 
спроектированы и необходимо создать лишь кластер. Ее можно рассматривать как частный случай спе-
циализации или генерализации и применить одну из приведенных методик. 
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Заключение 
 

Семантическая методика проектирования схем БД предусматривает на первом этапе максимально 
полную формализацию информации о ПрО в рамках той или иной семантической модели. Без фиксации 
в должной степени «IS-THE»-отношений такое представление вряд ли может обойтись. Вот почему лю-
бая семантическая модель данных должна предусматривать соответствующие средства для определения 
структур и ограничений целостности. ERM-модель в этом плане не является исключением. В ней поми-
мо обычных 1:1-множеств связей для представления «IS-THE»-отношений имеются такие структуры, 
как «IS-THE»-кластеры и «IS-THE»-категоризации. 

В статье подробно обсуждаются вопросы проектирования «IS-THE»-кластеров: базовые опреде-
ления, предпосылки и методики создания. Процедуры проектирования снабжены подробными приме-
рами. Материал статьи позволит проектировщикам схем БД разобраться с такими явлениями ПрО, как 
иерархии обобщения, и научит использовать соответствующие правила и инструменты структуризации, 
что приведет в конечном счете к более эффективным и адекватным схемам БД. 
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«IS-THE»-cluster is a system of classes constructed for restrictions of the same superclass concept; such, that all subclass concepts 
use the same mapping in the bases of them subtyping. Such mapping can be named discriminating; in fact it is this characteristic of su-
perclass objects that determines their hits in subclasses. 

At data schema construction people use two different approaches – from top to down and from below upwards. So it is provided 
both a method of specialization, and a method of generalization for clusters. The first method makes a start from presence of superclass 
structure and generates a necessary set of subclass structures, the second, having initially structures of subclasses, builds structure for a 
superclass. 

When only the structure for a superclass was designed, one can determine need for its specialization and detachment of separate 
structures for subclasses on the basis of the following signs: 

– superclass is swelled from optional attributes and relationships; 
– part of optional attributes and relationships are fixed only if superclass instance satisfies one condition from the fixed set of condi-

tions; 
– if superclass instance does not satisfy any condition from the fixed set of conditions superclass mandatory attributes and relation-

ships are fixed only. 
Necessary condition for «IS-THE»-cluster designing from below upwards is presence of classes, whose concepts are close. And fur-

ther there is a question whether it is necessary to unite these classes in one or several clusters or to leave their untied. 
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«IS-THE»-clusters creation in this case is justified, if: 
– any business process needs for union of instances of various, but close concepts; 
– an object of application domain is represented by data in several classes, and it is necessary to restore unity of this object. 
If at ERM-schema designing one makes a resolve that specialization use is necessary, the designer can adhere to the following tech-

nique. 
1. To choose a class which will be a superclass of «IS-THE»-cluster, to determine all its mappings to other classes. 
2. To group mappings according to their domain: one group is formed from mappings defined on the superclass, other groups of 

mappings will be defined on some subsets of the superclass. 
3. To specify for each subset a kind of detachment (dichotomizing or by basis modification). To determine mapping, which instanc-

es form each subset. This mapping is discriminating for created «IS-THE»-cluster. In case of detachment by basis modification should 
establish a correspondence between each subset and discriminating mapping image. 

4. The superclass has still only mappings of its group. Each subset distinguished on the second step is a subclass of constructed «IS-
THE»-cluster. This subclass is a domain of all mappings of corresponding group. 

5. To define integrity constraints for constructed «IS-THE»-cluster and subclass mappings. 
If at ERM-schema designing one makes a resolve that generalization use is necessary, the designer can adhere to the following tech-

nique. 
1. To find the nearest general concept-ancestor to given classes with close concepts. 
2. To determine specific difference of each initial concept-descendant and mapping participating in it. 
If the same mapping appears in all specific differences, and in the case of dichotomizing for one concept-descendant its image is 

present, and for another concept-descendant is absent, and in case of basis modification concepts-descendants differ in the images, this 
mapping is discriminating, and one «IS-THE»-cluster is created. 

3. If not all variants of discriminating mapping images correspond to initial concepts-descendants, it is necessary to think whether to 
add to the schema corresponding subclasses. 

4. To create a superclass and to transfer on a level of the superclass all common mappings of subclasses, including discriminating 
mapping. 

5. To define integrity constraints for constructed «IS-THE»-cluster and superclass mappings. 
The techniques submitted in this article are based on ERMM rules of data structurization and integrity constraint definition concern-

ing representation of «IS-THE»-clusters. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ В ЗАДАЧЕ  
ВЫЯВЛЕНИЯ ДОМИНАНТНЫХ ЛИЧНОСТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК  

РАЗЛИЧНЫХ КАТЕГОРИЙ РЕСПОНДЕНТОВ 
 

Рассмотрена возможность применения аппарата нейронных сетей для решения задачи классификации в области 
психодиагностики. В качестве исходных данных используются результаты тестирования заключенных по 
методике Лири. В статье приводится структурно-функциональная схема созданного программного комплекса, 
описываются этапы его функционирования, виды нейронных сетей, используемых на каждом из этапов работы 
комплекса.  
Ключевые слова: психодиагностика; личностная характеристика; классификация; кластеризация; персептрон; 
сеть Кохонена; слой Гроссберга; сеть встречного распространения. 
 
В настоящее время нейронные сети (НС) различной архитектуры используются для решения ши-

рокого круга задач (прогнозирование, распознавание образов, классификация, сжатие данных и др.), в 
различных сферах деятельности [1]. Применение НС «в области медицины и, особенно, психологии за 
рубежом встречается значительно реже, а в отечественной практики оно представлено в основном еди-
ничными исследованиями» [2].  Отсутствие публикаций применительно к этим областям можно объяс-
нить тем, что отдельные предпринимаемые попытки создания нейросетевых психологических моделей 
оказались неудачными, так как нейронные сети при тестировании показывали неприемлемо большие 
погрешности или не удалось подтвердить верность полученных результатов [3]. Поэтому авторы наде-
ются, что их исследование по применению нейросетевых технологий для решения одной задачи в обла-
сти психодиагностики представляют определенный интерес. 

Была поставлена задача с помощью НС выявить наличие доминантных личностных черт респон-
дентов, объединенных в группы, которые (личностные черты) можно было бы рассматривать как осно-
ву для классификации с дальнейшим прогнозированием поведения личности.   

Респондентами выступали заключенные одной из томских колоний. Основой для формирования 
групп (возможных классов) выбраны статьи, по которым респонденты были осуждены.  В качестве ис-
ходных данных взяты результаты психодиагностического тестирования по методике Т. Лири [4].  

Выбор данной методики тестирования определяется тем, что для обучения НС сети требуется 
большой объем обучающей выборки. Тестирование в данной колонии проводится по нескольким пси-
ходиагностическим методикам, однако основной, применяемой ко всем заключенным, является мето-
дика Лири. Остальные методики являются вспомогательными и количество респондентов недостаточно 
для формирования обучающих выборок достаточного объема.     

Методика Лири определяет степень  выраженности следующих типов отношения тестируемого к 
окружающим: 

1) авторитарный; 
2) эгоистичный; 
3) агрессивный; 
4) подозрительный; 
5) подчиняемый; 
6) зависимый; 
7) дружелюбный; 
8) альтруистический. 

Тест содержит 128 пунктов по 16 вопросов на каждую характеристику. 
Исследование включало два этапа. 
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На первом этапе решалась задача возможности выявления набора личностных черт, которые мог-
ли бы выступить основой для классификации. Данное исследование (решение задачи классификации) 
проводилось с использованием нейронной сети типа персептрон [5–7]. 

На втором этапе (при условии получения положительных результатов классификации) с помо-
щью сети встречного распространения [5–7], объединяющей сеть Кохонена и слой Гроссберга, реша-
лась задача кластеризации, результаты которой могли бы подтвердить или опровергнуть результаты 
классификации. 

 
1. Этап 1. Классификация 

 
Поскольку комбинации личностных  характеристик, которые могли бы лечь в основу возможной 

классификации, заранее неизвестны, необходимо реализовать цикл работы персептрона на множествах 
выборок из первоначальных тестов, причем размеры входных векторов, как правило, влияют на струк-
туру персептрона. Поэтому для автоматизации работ на данном этапе создан программный комплекс, 
структурно-функциональная схема которого представлена на рис. 1. 

Комплекс позволяет генерировать входные данные в определенном формате, перебирая комбина-
ции характеристик, подающиеся на вход нейронной сети, и включает следующие компоненты: 

1. Подготовка входных наборов данных и создание персептрона. 
2. Обучение и тестирование персептрона. 
3. Запись результатов тестирования. 

Подготовка входных наборов данных и создание персептрона. На каждом шаге работы на вход 
системы пользователь (аналитик) подает комбинацию статей для анализа (комбинации  по двум опреде-
ленным статьям, по трем и т.д.). Далее на этом шаге:  

1) строится персептрон; 
2) на вход системы подаются соответствующие массивы тестов. 

 

 
 

Рис. 1. Структурно-функциональная схема программного комплекса 
 

Создание персептрона. Общая конфигурация персептрона представлена на рис. 2. 
Количество нейронов выходного слоя равно количеству анализируемой группы статей (две, три и т.д.). 
Сеть включает один скрытый слой. Первоначальное количество нейронов скрытого слоя k(n) 

определяется по соответствующей формуле и в процессе анализа результатов работы сети может быть 
изменено.  
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В качестве активационной функции выбрана логистическая функция (сигмоид) ݕ = ଵଵା௘ష಴ೄ		, где 
С > 0 – коэффициент ширины сигмоида по оси абсцисс.  

 

 
 

Рис. 2. Структура персептрона 
 

Обучение и тестирование персептрона. На очередном такте работы сеть обучается и тестирует-
ся на соответствующей комбинации личностных характеристик. 

Поскольку длины входных векторов (параметр n на рис. 2) на каждом такте могут различаться, 
при смене количества анализируемых характеристик персептрон перестраивается путем изменения ко-
личества k(n) нейронов скрытого слоя.  

Обучение персептрона осуществляется методом обратного распространения ошибки. 
Результаты тестирования оцениваются в зависимости от указанной аналитиком точности. Если 

разница между результатом и ожидаемым значением меньше точности, то полагается, что сеть выдала 
верный результат. В противном случае на текущем такте аналитик может повторить обучение и тести-
рование, увеличив количество нейронов скрытого слоя. 

Сами результаты записываются в файл и далее могут быть отображены на лист Excel [8]. 
 

2. Этап 2. Кластеризация 
 

Задача кластеризации – объединение объектов в кластеры (группы) – родственна задаче класси-
фикации с одним отличием – отсутствием признаковой переменной. Кластеризация осуществляется с 
использованием одного из критериев, определяющих степень близости объектов по совокупности па-
раметров, например Евклидово расстояние.  

Нейронная сеть Кохонена (рис. 3) является одной из самых популярных сетей кластеризации. 
Особенность сети заключается в том, что основу ее обучения составляет конкуренция между нейрона-
ми. Обучение сети осуществляется без учителя, т.е. без заранее определенных групп кластеров. В про-
цессе обучения сеть самостоятельно пытается разделить представленную совокупность объектов на 
группы. 

При подаче произвольного входного вектора сеть активирует лишь один нейрон (победитель), 
связанный с одним из кластеров. Поскольку в рамках данного исследования цель использования сети 
Кохонена – подтверждение результатов классификации, полученных персептроном, на вход слоя Кохо-
нена подаются вектора, составленные только из комбинаций доминантных характеристик, разделяющих 
классы респондентов.  

Чтобы убедиться в адекватности кластеризации, осуществленной сетью Кохонена, т.е. в соответ-
ствии сформированных кластеров классам (статьям) респондентов, сеть Кохонена была объединена с 
сетью (звездой) Гроссберга в сеть встречного распространения (СВР), схема которой представлена на 
рис. 4. 
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Рис. 3. Структура сети Кохонена 
 

 
Рис. 4. Структура сети встречного распространения 

 

Слой Гроссберга предназначен для формирования требуемых выходных векторов по окончании 
обучения слоя Кохонена (формирование кластеров входных векторов).  

По окончании обучения слоя Кохонена на вход СВР подается произвольный вектор, который вы-
ступает в качестве эталона выходного вектора слоя Гроссберга. Таким образом, слой Гроссберга обуча-
ется с учителем. Обучающая процедура заключается в том, что подстройке подвергаются только веса 
нейронов слоя Гроссберга, которые соединены с  нейроном-победителем слоя Кохонена.  

По окончании обучения, если оно прошло успешно, на выходе СВР будет построен эталон кластера, к 
которому сеть отнесла входной вектор. В терминах изучаемой предметной области если распределение за-
ключенных по кластерам после завершения функционирования СВР «адекватно», то выходные векторы 
СВР можно считать эталонами ответов на вопросы для осужденного по соответствующей статье УК РФ. 
Распределение считается «адекватным», если совпадает с реальным более чем на 80%. 

Реализация этапа кластеризации включает построение СВР, обучение и тестирование. 
При построении сети количество классов, проанализированных персептроном, определяет коли-

чество нейронов в слое Кохонена, а размер входных векторов – в слое Гроссберга. 
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В таблице представлены результаты исследований по выявлению доминантных личностных ха-
рактеристик при сравнительном анализе заключенных по двум статьям. В качестве погрешности клас-
сификации использовалась доля неверно распознанных респондентов в тестовой выборке. 

 
Результаты исследования по двум статьям 

 

Первая статья 

Доминантные разде-
ляющие личностные 
характеристики, вы-
явленные персептро-

ном 

Погрешность класси-
фикации персептрона

Погрешность кла-
стеризации слоя 

Кохонена 
Вторая статья 

Убийство Эгоистичный 0,27 0,22 
Умышленное причинение тяжкого 
вреда здоровью 

Убийство 
Эгоистичный, 
авторитарный, 
агрессивный 

0,22 0,34 Кража 

Убийство 
Авторитарный, 
подчиняемый 0,32 0,4 

Незаконные приобретение, хранение, 
перевозка, изготовление, переработка 
наркотических средств, психотроп-
ных веществ или их аналогов 

Умышленное при-
чинение тяжкого 
вреда здоровью 

Подозрительный 0,27 0,2 Кража 

Умышленное при-
чинение тяжкого 
вреда здоровью 

Подчиняемый, 
эгоистичный 0,43 0,28 

Незаконные приобретение, хранение, 
перевозка, изготовление, переработка 
наркотических средств, психотроп-
ных веществ или их аналогов 

Кража 
Авторитарный, 
зависимый, 

альтруистический 
0,16 0,3 

Незаконные приобретение, хранение, 
перевозка, изготовление, переработка 
наркотических средств, психотроп-
ных веществ или их аналогов 

 

Очевидно, что для решения задачи по выявлению наличия доминантных характеристик достаточ-
но проводить сравнительный анализ тестовых массивов только по двум статьям. Однако задачу прогно-
зирования необходимо решать на возможно более полном наборе классов, что позволяет осуществить 
данный программный комплекс.  

 

Заключение 
 

В настоящей статье представлено описание исследовательских работ по проверке применимости 
технологии нейронных сетей к задаче выявления личностных характеристик, определяющих различие в 
психологических портретах разных категориях респондентов (доминантных личностных характери-
стик). Респондентами рассматривались группы осужденных по различным статьям УК РФ. В качестве 
исходных данных для проведения исследований были взяты результаты психодиагностического тести-
рования осужденных по методике Лири, а в качестве инструментария – нейронная сеть типа персептрон 
и сеть встречного  распространения, объединяющая сеть Кохонена и слой Гроссберга.  

Исследования проводились на специально созданном программном комплексе, позволяющем ав-
томатизировать формирование вариантов тестов, создание требуемых конфигураций сетей, процессы 
обучения и тестирования сетей, запоминания и визуализации результатов. 

Приведенные в статье примеры результатов исследований дают основания рассматривать опи-
санный подход к решению определенного класса задач психодиагностики как достаточно перспектив-
ный, способный заинтересовать специалистов-практиков соответствующих направлений психологии. 
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In the article the description of research papers on the applicability check of neural network technology to the problem of the per-
sonal characteristics is presented. The personal characteristics define the distinction in psychologic portraits of various categories of 
respondents (dominant personal characteristics). 

As initial data for carrying out the research, the results of psychodiagnostic testing of respondents by means of Leary's procedure 
were taken and the toolkit is comprised of the perceptron neural network and the network of counter propagation combining the Ko-
honen network and the Grossberg layer.  

Research includes two stages. 
Stage 1. Classification. The problem of detection possibility of a set of personal traits which could act as a basis for classification is 

solved. The research was carried out with the use of a perceptron neural network. As combinations of personal characteristics which 
could be a basis of possible classification are unknown in advance, it is necessary to realise a perceptron cycle on sets of samples from 
primary tests, and the measurements of input vectors, as a rule, influence on the perceptron structure.   

Therefore, for automation of process at the given stage (preparation of input data sets, neural network generation and training, and 
classification results display) the specialised program complex is created.  

Stage 2. Clusterization. At the second stage (provided that the positive results of classification are obtained) by means of a counter 
propagation network the clusterization problem is solved, which results could confirm or deny the results of classification. 

The examples of research results allow considering the described approach to the solution of a certain class of problems of psycho-
diagnostics as perspective enough and capable to interest practitioners of the corresponding directions of psychodiagnostics. 
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Разработка программного обеспечения для диагностики вида отклонения 
доменной плавки от нормального режима 

 
Рассмотрены этапы разработки информационно-логической системы, позволяющей распознать наличие откло-
нения доменной плавки от нормального режима. Для этого проведено исследование влияния параметров хода 
доменной плавки на вероятность возникновения отклонения от нормального режима. Полученный программный 
продукт позволяет оперативно выявлять наличие отклонения, определять его тип и рекомендовать меры для 
ликвидации таких отклонений.  
Ключевые слова: доменное производство; информационно-логическая система; разработка программного 
обеспечения; диагностика хода доменной плавки. 

 
Современный процесс выплавки чугуна в доменной печи подвержен влиянию многих перемен-

ных контролируемых и неконтролируемых факторов, которые вызывают нарушения хода печи и ее теп-
лового состояния и требуют высокой квалификации технологического персонала при управлении до-
менной плавкой.  

Одним из способов диагностики и управления ходом доменной печи в настоящее время является 
использование экспертных систем, включающих в себя как детерминированные знания о процессе, так 
и формализованный практический опыт специалистов-доменщиков. В общем случае такие системы 
должны иметь навыки суждений о ходе доменной плавки по различным признакам, правильно анализи-
ровать их и помогать производственному персоналу своевременно предупреждать возможные отклоне-
ния от нормального режима, применяя различные технологические приемы воздействия на ход домен-
ной плавки. Для этих целей существует множество математических моделей, но в большинстве случаев 
их основной проблемой является недостоверность значений входящих в них параметров. До сих пор 
актуальными остаются вопросы создания информационно-логической системы распознавания вида от-
клонения доменной плавки от нормального режима. Логические основы распознавания вида отклоне-
ния от нормального режима доменной плавки изложены в работах [1–15]. 

Для анализа данных, необходимых для выявления расстройства хода печи, необходимо в ком-
плексе рассмотреть показатели плавки и работу печи в целом. Делая вывод на основе данных о химиче-
ском составе газа, качестве материалов, тепловом состоянии печи и других сведений об условиях плав-
ки, необходимо выявить основные факторы и увязать их с изменениями технологических параметров. 

Целью контроля над ходом доменной печи является своевременное принятие мер для установле-
ния причин расстройства печи и восстановления нормального хода в максимально короткие сроки. По-
этому главными задачами являются предупреждение нарушений и наиболее быстрое восстановление 
нормальной работы печи в случае их возникновения. 

 
1. Постановка целей 

 
Разработанный программный продукт проводит анализ работы печи по таким параметрам, как: 

температура периферийных газов, температура газов по газоотводам печи, параметры дутья, колошнико-
вого газа и перепады давления, а также распределение температур по диаметру колошника и состав про-
дуктов доменной плавки. На основе значений этих параметров проводится расчет, результатом которого 
является вывод о состоянии хода печи и в случае отклонения – о возможной причине нарушения хода. 

Программа предназначена для оперативного предоставления производственному персоналу пол-
ного объема информации о ходе процесса плавки. Ее использование позволит упростить управление 
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технологическим процессом, повысить эффективность производства, уменьшить вероятность простоев 
оборудования и аварий. 

 
2. Функциональное моделирование 

 
Первым этапом в разработке программного продукта было создание функциональной модели. Ее 

разработка была выполнена в программе AllFusion Process Modeler (BPwin) по стандарту IDEF0 (Inte-
grated computer aided manufacturing DEFinition) [16]. Использование методики IDEF0 позволило создать 
функциональную структуру программного комплекса, выявить производимые им действия и связи 
между этими действиями, управляющие воздействия и механизмы выполнения каждой функции, что в 
конечном итоге позволило на ранней стадии проектирования предотвратить возможные ошибки. 

Общее количество декомпозированных блоков функциональной модели составляет 90. Фрагмент 
диаграммы 1-го уровня функциональной модели подсистемы прогнозирования возникновения отклоне-
ний в ходе доменной плавки, представленный на рис. 1, включает следующие функции:  

 Сбор и первичная обработка данных (А1) – обеспечивает автоматическое наполнение системы 
данными из АСУ ТП и корпоративной информационной системы (КИС). Сбор первичных данных про-
изводится в строго регламентированные моменты времени, которые установлены согласно требованиям 
инженерно-технологического персонала доменного цеха. Выходная информация служит источником 
для всех других подсистем. 

 Определить признаки нормальной работы доменной печи (А2) – обеспечивает пересчёт и анализ 
признаков отклонения параметров: отклонение расхода дутья; отклонение давления дутья; отклонение 
температуры дутья; отклонение общего перепада давления; отклонение нижнего перепада давления; 
отклонение верхнего перепада давления; окружную неравномерность температуры газа; распределение 
температуры колошникового газа; отклонение усредненной температуры колошникового газа; отклоне-
ние содержания Si в чугуне; отклонение содержания CO2 колошникового газа; отклонение температуры 
чугуна; отклонение основности шлака. 

 Определить признаки отклонения от нормального режима доменной плавки (А3) – обеспечива-
ет пересчёт и анализ таких отклонений, как: периферийный газовый поток; центральный газовый поток; 
горячий ход плавки; холодный ход плавки; тугой ход плавки; верхние подвисания шихты; нижние под-
висания шихты; количество срабатываемых подач. 

 Формирование рекомендаций по технологии ведения доменной плавки (А4) выполняется на основа-
нии выявленных отклонений и происходит формирование рекомендации по корректировке ведения плавки.  

 

 
 

Рис. 1. Первый уровень функциональной модели информационной системы  
по распознаванию видов отклонений доменной плавки 
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Результаты функционального моделирования позволили в дальнейшем перейти к следующим 
этапам разработки системы – созданию архитектуры и реализации программного обеспечения системы. 

 
3. Создание программного обеспечения 

 
Следующим этапом в создании программного продукта является определение его архитектуры. 

На рис. 2 продемонстрирована архитектура программного обеспечения информационной системы, в 
которой выделены основные компоненты ее программной реализации.  

 

 
 

Рис. 2. Архитектура программного обеспечения 
 

Архитектуру программного продукта условно можно разделить на несколько частей, первая 
представляет собой математическую библиотеку на основе проведенных и формализованных расчётов. 
Используя предварительно обработанный набор данных, расчётный модуль выполняет начальную ста-
дию вычислений, суть которой заключается в том, чтобы проанализировать максимум возможных па-
раметров, влияющих на возможность того или иного нарушения процесса плавки, а затем выполняет 
финальный расчет, на основании которого можно будет сделать вывод о наметившейся тенденции к 
определенному типу отклонения хода плавки. Вторая часть – это модуль, ответственный за работу с 
базой данных; он решает такие задачи, как обеспечение приложения данными в режиме реального вре-
мени, фильтрация данных, их усреднение и предоставление в том виде, в котором их можно было бы 
использовать в алгоритме. Другая часть представляет пользовательский интерфейс, который заключает 
в себе основные функции для слежения за состоянием хода доменной печи. На текущий момент эта 
часть реализована в виде настольного приложения, однако благодаря такому архитектурному подходу в 
любой момент презентационная логика может быть легко реализована, например, в виде web-
приложения или службы, уведомляющей о состоянии печи посредством мобильных устройств. 

Программное обеспечение «Распознавание вида отклонений доменной плавки» разработано в со-
ответствии с современными принципами построения прикладных программ (функциональность, рас-
ширяемость, интеграция с базами данных, интуитивно-понятный пользовательский интерфейс, без-
опасность, оценивание информации). Программный модуль является частью системы оптимизации тех-



100 

нологического процесса доменной плавки, входит в состав автоматизированной информационной си-
стемы анализа и прогнозирования производственных ситуаций доменного цеха ОАО «ММК» и предна-
значен для инженерно-технологического персонала.  

В основе программной реализации лежит технология .NET, что дает дополнительную свободу 
при выборе платформы, а также языка программирования. Программный продукт написан на языке C# 
с использованием среды разработки Microsoft Visual Studio 2012 [17]. 

 
4. Описание программного продукта 

 
Программный продукт производит следующие действия. Сначала программа загружает из базы 

данных значения параметров, используемых в расчёте, в частности температуру газов по газоотводам 
печи, температуру периферийных газов, параметры дутья, параметры колошникового газа и перепады 
давления, распределение температур по диаметру колошника, состав жидких продуктов доменной 
плавки. Далее используется созданная математическая библиотека, с помощью которой пересчитыва-
ются и анализируются значения признаков и весовых функций.  

Для удобства использования рассматриваемые признаки объединены в следующие группы: 
 признаки, характеризующие дутьевые параметры; 
 колошниковый газ; 
 жидкие продукты плавки; 
 режим загрузки материалов. 
Программа производит расчёт весовых функций для распознавания вероятности: 
 нормального режима работы доменной печи; 
 нарушения устойчивости газового потока (наличие периферийного или центрального газового 

потока); 
 нарушение теплового режима доменной плавки (горячий или холодный ход); 
 нарушение ровного схода шихты в доменной печи (тугой ход, верхнее или нижнее подвисание 

шихты). 
Результат вычисления весовых функций, свидетельствующий о вероятности наличия или отсут-

ствия соответствующих отклонений в ходе доменной плавки, предоставляется пользователю в числен-
ном и графическом виде. 

В качестве примера на рис. 3 представлено главное окно программы, в котором отражено состоя-
ние работы доменной печи. При анализе учитываются три типа нарушений: нарушения теплового ре-
жима, нарушения газового хода и нарушения режима схода шихты. Для каждого из отклонений указано 
его состояние, а также есть возможность предоставления подробной информации по отклонению. На 
форме, изображенной на рис. 3, в виде графиков показана информация о параметрах, влияющих на ве-
роятность возникновения определенного отклонения. 

 

 
 

Рис. 3. Фрагмент окна программного обеспечения для распознавания вида отклонений доменной плавки  
от нормального режима 
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Заключение 
 

Разработанный программный продукт позволяет пользователю оперативно выявлять наличие от-
клонения от нормального хода плавки и определять его тип по фактическим данным работающей печи, 
предоставляет ему возможность в любой момент просмотреть графическую информацию по каждому 
из параметров, используемых при расчете отклонений. Использование информационно-логической си-
стемы помогает производственному персоналу осуществлять диагностику хода печи в режиме реально-
го времени, а также решать оперативные задачи управления технологией доменной плавки. 
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Considered the task of creating software to diagnose deviations from normal mode to blast smelting is solved on the basis of a study 
of the practical experience of melting specialists from Magnitogorsk Iron and Steel Works. Usually approach to solve such problems is 
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to create expert systems on the basis of various signs giving advice on keeping the melting. However, since the blast smelting process 
has enormous complexity, many issues are still unresolved. Among them the task of diagnosis progress of blast furnace to identify devi-
ations from the normal mode with an aim to timely take measures to eliminate the causes of disorders of the furnace smelting process. 
To accomplish this, a mathematical model was created, which was presented in earlier works. Concerning this article, here is a descrip-
tion of the process of creating software based on above-mentioned mathematical model. 

The developed software analyzes the operation of the furnace by parameters such as the temperature of the peripheral gas, flue gas 
temperature, blast furnace gas and the pressure drops and the temperature distribution on the furnace top diameter and composition of 
blast furnace products. Based on these parameters, the calculation is performed, which resulted in a conclusion about the state of the 
furnace in case of deviation - about possible reason for disturbances of melting process. 

Software development is performed on already well-established methodology. In this case, the first step is functional modeling. Re-
lying on the principle of decomposition, it allows you to split the task into manageable lots of smaller tasks and to begin addressing 
them. Developed functional model contains 90 blocks on 3 levels of decomposition. 

The next step is to describe the architecture of the software under development. According to this description, the software consists 
of two blocks: data processing unit, using the module for communicate with the database, gets preprocessed data set, then calculates it 
using the above-mentioned mathematical model. The result is displayed in the unit that present information, which is able to present 
these results in various forms. 

During creating a software, modern development tools are used. Software implementation based on .NET technology. The applica-
tion was developed using C# language in the development environment Microsoft Visual Studio 2012. 

The resulting software allows quickly identify deviations from normal (including disturbances of the thermal conditions, disturb-
ances of the gas stream and disturbance of charge descent), and identify the probability of their occurrence, as well as able to indicate 
possible ways to restoring the required operating mode of the blast furnace. 
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