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Рассматривается реализация функций k-значной логики схемами из ненадёжных
функциональных элементов в базисе Россера — Туркетта. Предполагается, что
все элементы схемы независимо друг от друга подвержены инверсным неисправ-
ностям на выходах. Найдены верхняя и нижняя оценки ненадёжности схем, а
также класс функций, для которых нижние оценки справедливы.
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Пусть k, n ∈ N, k > 3, Ek = {0, 1, . . . , k−1}, Pk —множество всех функций k-значной
логики, т. е. функций f(x1, . . . , xn) : (Ek)

n → Ek. Рассмотрим реализацию функций из
множества Pk схемами из ненадёжных функциональных элементов в базисе Россера —
Туркетта {0, 1, . . . , k − 1, J0(x1), J1(x1), . . . , Jk−1(x1),min{x1, x2},max{x1, x2}}.

Будем считать, что схема из ненадёжных элементов реализует функцию f(x̃n)
(x̃n = (x1, . . . , xn)), если при поступлении на входы схемы набора ãn при отсутствии
неисправностей в схеме на её выходе появляется значение f(ãn).

Пусть схема S реализует функцию f(x̃n), ãn —произвольный входной набор схе-
мы S, f(ãn) = τ . Обозначим через Pi(S, ãn) вероятность появления значения i ∈ Ek на
выходе схемы S при входном наборе ãn, а через Pf(ãn)6=τ (S, ã

n) — вероятность появле-
ния ошибки на выходе схемы S при входном наборе ãn. Ясно, что Pf(ãn)6=τ (S, ã

n) =
= Pτ+1(S, ãn) + Pτ+2(S, ãn) + . . . + Pτ+k−1(S, ãn). В выражениях τ + 1, τ + 2,. . . ,
τ + k − 1 сложение осуществляется по mod k. Например, если входной набор ãn схе-
мы S такой, что f(ãn) = 0, то вероятность появления ошибки на этом наборе равна

Pf(ãn) 6=0(S, ãn) = P1(S, ãn) + P2(S, ãn) + . . .+ Pk−1(S, ãn) =
k−1∑
i=1

Pi(S, ã
n).

Ненадёжностью схемы S, реализующей функцию f(x̃n), будем называть чис-
ло P (S), равное наибольшей из вероятностей появления ошибки на выходе схемы S.
Надёжность схемы S равна 1− P (S).

Предполагается, что элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью ε,
0 < ε < 1/(2(k− 1)), подвержены инверсным неисправностям на выходах, т. е. каждый
базисный элемент с функцией ϕ(x̃m), m ∈ N, на любом входном наборе ãm, таком, что
ϕ(ãm) = τ , с вероятностью ε выдаёт любое из значений α, α 6= τ (mod k). Поэтому
вероятность ошибки на выходе любого базисного элемента равна (k − 1)ε. Очевидно,
что ненадёжность любого базисного элемента также равна (k − 1)ε, а надёжность —
1− (k − 1)ε.

1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №14-01-00273.
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Пусть Pε(f) = inf P (S), где инфимум берется по всем схемам S из ненадёжных
элементов, реализующим функцию f(x̃n). Схему A, реализующую f , назовем асимп-
тотически оптимальной по надёжности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0.

Справедливы теоремы об оценках ненадёжности схем и классе функций, для схем
которых нижняя оценка ненадёжности верна.

Теорема 1. Любую функцию f ∈ Pk можно реализовать такой схемой S, что
P (S) 6 3(k − 1)ε+ 90k2ε2 при всех ε ∈ (0, 1/(288k4)].

Обозначим через K(n) множество таких k-значных функций, зависящих от пере-
менных x1, . . . , xn (n > 3), что каждая из этих функций принимает все k значений и
не представима ни в виде xk ∨ h(x̃n), ни в виде xk&h(x̃n) (k ∈ {1, 2, . . . , n}, h(x̃n) –

произвольная функция k-значной логики). Пусть K =
∞⋃
n=3

K(n).

Теорема 2. |K(n)| > kk
n − 2nk(k−1)kn−1 − k(k − 1)k

n

.

Теорема 3. Пусть функция f ∈ K. Тогда для любой схемы S, реализующей f ,
при ε ∈ (0, 1/(288k4)] верно неравенство P (S) > 3(k−1)ε−(k−1)(3k−1)ε2 +k(k−1)2ε3.

В заключение можно сделать следующие выводы:
1) Любую функцию из Pk можно реализовать схемой, функционирующей с нена-

дёжностью, асимптотически (при ε→ 0) не больше 3(k − 1)ε (теорема 1).
2) Любую функцию из класса K (содержащего почти все функции из Pk) нельзя

реализовать схемой с ненадёжностью, асимптотически (при ε → 0) меньше 3(k − 1)ε
(теорема 3).

3) Схема, реализующая функцию f ∈ K и удовлетворяющая условиям теоремы 1,
является асимптотически оптимальной по надёжности и функционирует с ненадёжно-
стью, асимптотически равной 3(k − 1)ε при ε→ 0.

Таким образом, в базисе Россера —Туркетта: 1) любую функцию k-значной логи-
ки можно реализовать схемой, ненадёжность которой асимптотически (при ε→ 0) не
больше 3(k − 1)ε; 2) для почти любой функции такая схема является асимптотиче-
ски оптимальной по надёжности и функционирует с ненадёжностью, асимптотически
равной 3(k − 1)ε при ε→ 0.

В списке литературы приведены работы, в которых получены результаты по надёж-
ности и ненадёжности схем в базисе Россера —Туркетта при k = 3 [1 – 4] и k = 4 [5 – 8].
Результаты для произвольного k получены впервые.
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НЕНАДЁЖНОСТЬ СХЕМ ПРИ СЛИПАНИЯХ ВХОДОВ
ЭЛЕМЕНТОВ1

М.А. Алехина, О.А. Логвина

Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадёжных функци-
ональных элементов в некоторых полных конечных базисах. Предполагается, что
каждый из элементов схемы независимо от других элементов подвержен дизъюнк-
тивным (конъюнктивным) слипаниям входов. Показано, что в некоторых базисах
любую булеву функцию можно реализовать схемой сколь угодно высокой надёж-
ности, а в некоторых— схемой, ненадёжность которой равна нулю.

Ключевые слова: ненадёжные функциональные элементы, надёжность схемы,
ненадёжность схемы, слипание входов элементов.

Задача синтеза надёжных схем, реализующих булевы функции, при константных
неисправностях одного типа (например, только типа 0 на входах элементов) реше-
на в полных неприводимых базисах из двухвходовых элементов [1], при константных
неисправностях двух типов [2 – 4], при константных неисправностях четырёх типов на
входах и выходах [5, 6].

В этой работе рассмотрим реализацию булевых функций схемами из ненадёжных
элементов в полном конечном базисе B и исследуем модель неисправностей, в кото-
рой каждый элемент схемы подвержен дизъюнктивным (конъюнктивным) слипаниям
входов, когда на оба входа базисного элемента при наличии неисправности подается
дизъюнкция (конъюнкция) входных значений. Различные слипания переменных ис-
следовались, например, в работах [7 – 10] при построении тестов.

Считаем, что схема из ненадёжных элементов реализует функцию f(x1, . . . , xn),
n ∈ N, если при поступлении на входы схемы набора ãn = (a1, . . . , an) при отсутствии
неисправностей в схеме на её выходе появляется значение f(ãn). Предполагаем, что
в неисправные состояния элементы схемы переходят независимо друг от друга с веро-
ятностью ε ∈ (0, 1/2). Пусть схема S реализует булеву функцию f(x̃n). Обозначим че-
рез Pf(ãn)(S, ã

n) вероятность появления значения f(ãn) на выходе схемы S при входном
наборе ãn. Ненадёжность P (S) схемы S равна максимальному из чисел Pf(ãn)(S, ã

n)

по всем входным наборам ãn схемы S. Надёжность схемы S равна 1− P (S).
1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №14-01-00273.




